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Résumé.— L'objet principal de cet article est de montrer la généralisation du théoreme de Liiroth au cas d’'un corps
de fractions tordu H(t,0), ou H désigne une algebre a division et o € Aut(H) un automorphisme d’ordre fini.

Résumé.— The main object of this article is to show the generalization of Liiroth’s theorem to the case of a skew
fraction field H(t,0), where H denotes a field of finite dimension over its center and o € Aut(H) an automorphism
of finite order.

0.— INTRODUCTION.

Le théoreme de Liiroth (voir [Liir] et [Ste]) joue un grand role en arithmétique et en géométrie
algébrique. Il établit quun sous-corps Q d'un corps de fractions rationnelles H(f) a coefficients dans un
corps commutatif H est monogene dés qu’il contient H : H(t)/Q/H — Ax € H(t), Q = H(x). Les travaux
de Ore (voir [Ore]) montrent qu’il existe une généralisation pertinente de la notion de polyndmes dans le
cas des corps non commutatifs : étant donné un corps H, éventuellement gauche, on peut considérer le
H-espace vectoriel a gauche @nzo H.r* et tenter de définir une multiplication dessus. Par linéarité cela
revient a définir le produit z.a lorsque a € H. On souhaite garder une notion de degré, si bien que l'on
impose des relations du type t.a = o(a).t + 8(a). L’associativité du produit implique alors que o est un
endomorphisme du corps H et que 6 est une o-dérivation (i.e. d est additif et 6(ab) = 6(a)b + o(a)d(b)).
On montre que ces seules conditions font de @nzo H.t" un anneau, l'anneau des polynémes (& coefficients
dans H) tordu (par o et 6), que Lon note Hl[t,0,0]. Lorsque H est commutatif, o = Id et § = 0, on
retombe bien sur lanneau des polyndmes classique. L’étude de ces anneaux montre que, lorsque o
est un automorphisme, lanneau H[t, o, d] posseéde un unique corps de fractions, le corps des fractions
rationnelles tordu, que l'on note H(t,0,0) (et H(t,o) lorsque 6 = 0). Il s’agit d'un corps bien moins
facile & manipuler que dans le cas commutatif mais pour lequel bien des propriétés arithmétiques se
généralisent, parfois avec difficulté.

C’est un probleme trés largement ouvert de savoir si, sur les corps de fractions rationnelles tordus,
on dispose d'une généralisation du théoréeme de Liiroth. Il convient de préciser ce que l'on entend par
généralisation du théoreme de Liiroth : dans le cas commutatif afirmer quune extension intermédiaire
H®)/Q/H, avec Q # H, sécrit Q = H(u) avec u € H(t) — H est équivalent a dire que, en tant que
H-algebre, les corps Q et H(f) sont isomorphes. Cet énoncé est lui-méme équivalent a dire que le corps
Q est un corps de fractions rationnelles a coefficients dans H. Dans H(t, 0, 0) ces trois propriétés ne
sont plus forcément équivalentes et l'on peut ainsi généraliser de plusieurs maniéres : pour un corps
H, un automorphisme o € Aut(H), une o-dérivation ¢ € Der,(H) et Q un sous-corps intermédiaire de
H(t,0,0)/H non égal a H, on a



Généralisation 1

Q est H-isomorphe a H(t, o, )
Aue H(t,0,0)— H, Q= H(u,o,0)

ﬂ

Généralisation 2

Q est un corps de fractions tordu sur H
u € H(t,0,6) - H, 3y € Aut(H), 3A € Der,(H), Q = H(u,, A)

ﬂ

Généralisation 3

Q est monogene sur H
due H(t,0,0)— H, Q= H(u)

La généralisation 1 n’a aucune chance d’étre vraie : il suffit de considérer H(t, o) avec H commutatif et o
d’ordre fini n > 2, le sous-corps H(t") est alors commutatif. I.’adjonction d’'une o-dérivation 6 complique
radicalement les choses, aussi ne nous considérerons la question de la généralisation du théoréme de
Liiroth que dans le cas olt ¢ est nulle. Pour préciser encore les choses notons que, dans l'étude générale
de Vextension H(f)/H avec H commutatif, on sait que pour tout f ¢ H lextension H(¢t)/H(f) est de degré
fini. Cest une propriété qui n’'est pas claire dans le cas non commutatif. Ainsi, étant donné un corps H
et un automorphisme o € Aut(H) nous dirons que le corps H(t, o) vérifie la

Généralisation du théoreme de Liiroth si, pour toute extension intermédiaire H(t,0)/Q/H différente
de H,on a [H(t,0) : Qg = [H(t,0) : Q]q < +o0 et il existe u € H(t,0) tel que Q = H(u).

Propriété de Liiroth forte si, pour toute extension intermédiaire H(t,0)/Q/H différente de H, on a
[H(t,0) : Qlg = [H(t,0) : Q] < +o0 et il existe u € H(t,0) et € Aut(H) tel que Q = H(u, ).

Dans un récent travail, Legrand et Paran se sont attaqués a la généralisation du théoreme de Liiroth
dans le cas o =Id et 6 = 0 : ils montrent dans [LP] que celle-ci est vraie pour H(f) = H(t,1d) dans le
cas particulier oit H désigne une k-algebre a division (i.e. un corps de dimension finie sur son centre).
A notre connaissance, c’est pour le moment la seule généralisation du théoreme de Liiroth a avoir été
établie pour des corps de fractions tordus. Il s’agit d'une généralisation qui porte sur la nature du corps
des coefficients mais pas sur une éventuelle déformation du corps par un automorphisme.

Dans cet article, on s’intéresse a la situation générale olt H est un corps quelconque et oiv o € Aut(H)
est un autormorphisme d’ordre fini.

Dans le §2 on établit un résultat de réduction : on montre au théoreme 13 que si H désigne un corps
quelconque pour lequel la généralisation du théoréme de Liiroth est vraie pour le corps des fractions a
indéterminée centrale H(¢) alors celle pour H(t,0) est aussi vraie dés lors que o est un automorphisme
completement kummérien (voir définition 8). Il découle de ce résultat que, sous cette hypothese faite sur
o, la généralisation du théoreme de Liiroth est vraie pour H(t, o) lorsque H est un corps commutatif et
méme, grace a [LP], quand H est une algebre a division (corollaire 14).

Le §3 de ce texte est consacré au cas o H est commutatif olt 'on souhaite étudier la propriété de Liiroth
forte. Une description tres précise des corps intermédiaires H(t,0)/Q/H, donnée au §3.1, permet au §3.2
de caractériser le fait que le corps H(t, o) vérifie la propriété de Liiroth forte par une propriété ne faisant
intervenir que larithmétique de l'extension de corps commutatifs H(t)/H’ (t) (théoreme 18).

Finalement, une étude sur la hauteur vient compléter ce texte au §4 : dans le cas commutatif, si
Xx € H(t) — H, on sait que lextension H(t)/H(x) est finie et que son degré est égal a la hauteur de la
fraction rationnelle x. Lorsque l'on tord par un automorphisme o alors l'extension H(t,o0)/H(x) est aussi



de degré fini mais, apreés avoir généralisé au §4.1 la notion de hauteur, nous montrons au §4.2 que ce
degré n’est pas toujours égal a la hauteur de x.

Le §1 est consacré a une série de résultats généraux d’arithmétique des corps de fractions tordus, utiles
pour les § suivants.

Notations et rappels.

e Norme. On notera Np la norme d'une extension finie L/k de corps commutatifs.

e Automorphisme intérieur. Pour un corps H donné et un élément a € H*, on note I(a) : x — axa™!

l'automorphisme intérieur de H associé a a et pour une partie A C H, on note I(A) = {I(a)/ a € A}.

e Commutant. Pour un corps H et une partie X ¢ H donnés, on note €y(X) ={y € H/ Yx € X, xy = yx}
le commutant (ou centralisateur) de X dans H. Lorsquil n'y a pas d’ambiguité sur le corps a lintérieur
duquel on travaille, on note plus volontiers X a la place de x(X).

e Degré. Toute extension de corps H/K possede un degré a gauche et un degré a droite, notés respec-
tivement [H : K], et [H : K]y, suivant le coté par lequel on fait agir K sur H en tant qu'espace vectoriel.
Lorsque que lon parle de degré de l'extension sans précision c’est toujours du degré a gauche dont on
parle. Lorsque H/K est galoisienne, ces degrés coincident.

e Algebre a division et groupe de Brauer. Une k-algebre a division est un corps de dimension finie sur
son centre k. La collection des algebres a division est décrite par la théorie du groupe de Brauer. Il
s’agit d’'une petite mer tranquille, orée de l'immense et tumultueux océan des corps gauches. On rappelle
que si JZ désigne une k-algebre a division alors :

a) Toute extension intermédiaire J#/L/k bicommute i.e. L=1L.

b) Si L; et Ly sont deux corps intermédiaires k-isomorphes, alors ils sont conjugués par un certain
automorphisme intérieur de 52 (théoréme de Skolem-Noether).

c) Les corps commutatifs maximaux L, extensions intermédiaires de .77 /k, sont caractérisés par la
relation L = L. Pour un tel corps, on a [J7 : L] = [L : k] et cet entier est égal a lindice de la classe de
¢ dans le groupe de Brauer Br(k) de k. Si lon suppose de plus que L/k soit une extension galoisienne
alors toute famille {ay,--- ,a,} de JZ telle que {{(a), - ,I(a,)} = Gal(L/k) est une L-base de 7.
L’application

Gal(L/k) X Gal(L/k) — L
I(a), 1(a})) — aiajagl (oiv ag est tel que I(ae) = I(a;a;))

est alors un 2-cocycle et 7 s’identifie au produit croisé de lextension L/k par ce 2-cocycle. Lorsque
Uextension L/k est cyclique, on dira que 5 est un produit croisé cyclique.

e Corps de séries tordu. Pour un automorphisme o donné dans corps H nous noterons H((z,0)) le corps
des séries a coefficients dans H tordu par o. Le plongement canonique de l'anneau H{t, o] dans H((t,0))
induit, par unicité du corps de fractions de cet anneau, un plongement de H(t,0) dans H((¢,0)). Nous
noterons abusivement H(t,0) ¢ H((t,0)) ce plongement.

e Etant donnée une extension de corps H/K et une partie A € H, on notera K(A) le sous-corps de H
engendré par A sur K, c’est-a-dire le plus petit sous-corps de H qui contienne K et A. Lorsque H = K(t,0)
on a donc H = K(tf) mais la réciproque n'est visiblement pas vraie. On fera ainsi trés attention a la
notation K(f) qui peut sous-entendre parfois, comme l'usage le veut, que K(r) = K(z,1d) est en fait un
corps de fractions tordu a indéterminée centrale t. Par exemple, si o désigne un automorphisme d’ordre
n du corps K alors le corps K(#") est bien un corps de fractions tordu & indéterminée centrale ¢ puisque
K(") = K(f",0") = K(t",1d), mais nous continuerons a le noter K(z*) pour plus de commodité.

e Extension intérieure, extérieure. Pour une extension de corps H/K, on notera Aut(H/K) (resp.
Int(H/K)) le groupe des K-automorphismes (resp. des K-automorphismes intérieurs) de H. On dira



de Uextension H/K qu'elle est intérieure si Aut(H/K) = Int(H/K) et qu’elle est extérieure si Int(H/K) = 1.

Il convient de remarquer que, si H/K est extérieure, alors pour toute extension intermédiaire H/L/K, les
extensions H/L et L/K sont aussi extérieures. La réciproque de cette propriété n'est pas vraie en général.

De méme, si H/K est intérieure, alors pour toute extension intermédiaire H/L/K, lUextension H/L est
aussi intérieure mais L/K ne lest pas nécessairement.

e Extension concentrique. On dira d'une extension de corps H/K qu’elle est concentrique ou encore que
c’est une Z-extension si Z(H) = Z(K).

e Extension galoisienne. On dira d'une extension de corps H/K qu’elle est galoisienne si le corps
HAWHIK) des invariants de H par laction de Aut(H/K) est égal a K. Par exemple, tout corps K forme
une extension galoisienne sur son centre Z(K), car Z(K) est le corps des invariants du sous-groupe Int(K)
de Aut(K/Z(K)).

e N-groupe et théorie de Galois finie. Etant donné un corps H et un groupe G d’automorphismes de H,
on note
Ay(G) ={a € H'/ In(a) € G} U {0}

C’est l'ensemble associé au groupe G (relativement a H). On dit du groupe G que cest un N-groupe
si Ay(G) est un corps. On rappelle que le groupe de Galois G d’une extension galoisienne H/K est
toujours un N-groupe (puisque Wy (G) = E) et réciproquement que, si G est un N-groupe tel que H/K
(avec K = HY) soit finie, alors H/K est galoisienne de groupe G (généralisation du lemme d’Artin) et que

[H: K] = o(G/Int(H/K)).[Uu(G) : Z(H)]

Cet entier est appelé lordre réduit de G. Dans cette situation de finitude de l'extension H/K, les
correspondances galoisiennes s’établissent alors entre les corps intermédiaires de l'extension et les sous-
N-groupes de G. Pour tout H/L/K, Uextension H/L est galoisienne et le groupe Aut(L/K) s’identifie
au quotient du normalisateur </VGM(H/K)(Gal(H/L)) par le sous-groupe Gal(H/L). L’extension L/K est
galoisienne si et seulement si Gal(H/L) est N-invariant, c’est-a-dire si le plus petit sous-N-groupe de
Gal(H/K) qui contient JVGal(H/K)(Gal(H/L)) est égal a Gal(H/L) tout entier. On remarquera que, si
Gal(H/L) est distingué dans Gal(H/K), alors il s’agit bien sur d'un sous-groupe N-invariant, mais la
réciproque de cette propriété n'est pas vraie en général (au contraire du cas commutatif) : on peut tout
a fait avoir une extension galoisienne L/K qui n'est pas laissée globalement invariante par certains
éléments de Gal(H/K) (voir [DR]). Toutefois, on remarquera que, dans le cas des extensions extérieures,
la théorie de Galois reste la méme que dans le cas des corps commutatifs.

Pour le lecteur non familiarisé a larithmétique des corps gauches et notamment a la généralisation
de la théorie de Galois sur ces corps, ainsi quaux corps de fractions et de séries tordus, nous renvoyons
a [Coh] et [Jac] pour un exposé complet des notions de base que nous venons brievement de rappeler.

I.— RESULTATS PRELIMINAIRES.

On établit ici des résultats techniques, utiles pour la suite de ce texte.

Lemme 1.— On se donne une extension de corps H/K et une partie A de H. Le sous-anneau K[A] de H,
engendré par K et A, est égal a

KiAl={ > milm= [] xij xjeAuk
iel fini jedi fini
En conséquence de quoi, si A désigne une partie de H, on a

K(A) = UA,, ol la suite (A,), est définie par Ag = K[A] et, pour tout n >0, A, = K[A, U A;l]

n



Preuve : Puisque K[A] contient K et A et est stable par sommes et produits, on voit que

{Z m,-|m,~= H Xi,js X,‘JEAUK}CK[A]

i€l fini JeJi fini

mais comme cet ensemble est visiblement un sous-anneau de H qui contient K et A, on en déduit l'égalité.
Il est clair que tous les sous-anneaux A, sont inclus dans K(A), mais comme tout élément de A, est
inversible dans A,;, on voit que |, A, est un corps, nécessairement égal a K(A).

O

Corollaire 2.— On se donne une extension de corps H/K et une partie A de H.

a) On a €y(K(A)) = €u(K) N Eu(A).

b) Si 6 € End(H) désigne un endomorphisme du corps H tel que 6k € End(K) alors les propriétés suivantes
i) 8(A) C K(A),

ii) Ok (4) € End(K(A)),

sont équivalentes.

Preuve : On reprend la description de K(A) faite au lemme 1.

a) St X c H, comme X UK C K[X] on a Gy(K[X]) C Gu(X UK) = u(X) N Gu(K). Vue la description de
K[X], on voit que, réciproquement Gy (X) N €x(K) C €x(K[X]). On en déduit, par récurrence, que

Cu(Ao) = Cu(KIAD = Cu(A) N Cu(K)

Cu(Ar) Cr(K[Ag UAG') = Cr(Ag UASY) N Cu(K)
= (€u(A0) N Cu(AGh) N Cu(K) = CuAo) N Cu(K) = CulA) N Cu(K)

Culhi) = Cu(KIA, U A = CulA, U AT 0 Gi(K)
= (Gu(A) N EuAH) N Gu(K) = Gu(An) N Cu(K) = Cul(A) N Cu(K)

Finalement, €u(K(A)) = € [U An) = ﬂ Cu(A,) = Cu(A) N Eu(K).

b) Vue la description de Ag = K[A] on voit que, sous Uhypothese i), on a 6(4g) C K(A). Par suite,
H(A(‘)l) = (B(Ap))"! c K(A). 1l s’ensuit, par récurrence, que 6(4,) c K(A) pour tout n > 0, et donc que
0(K(A)) C K(A), cest-a-dire ii).

O

Lemme 3.— Soient H un corps et o € Aut(H). Si f € H(t,0) est tel quune des dimensions droite ou
gauche [H(f) : Hlqoug est finie, alors f € H et donc H(f) = H. En conséquence de quoi, si H(t,0)/Q/H
désigne une extension intermédiaire, alors on a

[Q: Hliou, finie &= Q= H

Preuve : Soit f ¢ H. Plongeons H(t,0) dans son corps de séries tordu H((t,0)) et écrivons f = fyt”
ou fo € H((t,0)) est de valuation nulle. Si v # 0, alors la famille {f"}, est étagée en valuation et forme
donc une famille H-libre a droite et a gauche dans H((t,0)) et donc a fortiori dans H(t,0). On a donc
[H(f) : H]detg = +00.



Si v = 0, quitte & multiplier f par l'inverse de son terme constant (ce qui ne change pas le corps H(f)),
on peut écrire f = fy = 1+ fi.t" avec k > 1 et f; € H((¢, o)) de valuation nulle. On montre, par récurrence,
que pour tout #>1, on a f" =1+ nfi.t* + s, ot s, € H((t, o)) est de valuation v(s,) > 2k :

Sn+1
=1+ AOA+nfidf +5) =1+ @+ DAL +n (5% + s, + filhes,
N——— N—— N—_——
v=2k ou +o0 v>2k v>3k

g=f"—-f=m- l)fl.tk + 5, € H(f) qui est visiblement non nul et de valuation v = k > 1. L’étude du cas
précédent assure alors que [H(f) : Hljeio = [H(g) : Hlgerg = +00.

On choisit un entier n > 2 tel que (n — 1) soit premier a la caractéristique de H. On pose alors

Si [Q: H]gou, est finie, alors il existe une famille finie fi,---, f, € Q tels que Q = H(f1, -+, fo).
Comme chaque H(f;) est de dimension droite ou gauche finie sur H, on a d’apreés ce qui précede

Q=H(fi, fo - o ) = HD(f2) - (f) = H(f) - - (f) = = H(f) = H

O

Définition 4.— On dit d'une extension H/K qu'elle est superalgébrique si pour tout partie finie A C H, le
corps K(A) est de dimension finie sur K.

Etant donné un automorphisme o € Aut(H), on dit que H/K est superalgébrique relativement a o si pour
e ACQ

tout partie finie A C H, il existe un corps intermédiaire H/Q/K tel que 4 o [Q : K]; < +o0
® 0|0 € Aut(Q)

La situation la plus classique rentrant dans le cadre de cette définition est celle d’'une extension H/K
qui est, algébrique, galoisienne et extérieure. La généralisation de la théorie de Galois a cette situation
(due a Jacobson, voir [Coh] et [Jac]), montre que lextension H/K est superalgébrique relativement a tout
élément o € Gal(H/K).

Lemme S5.— a) Soient H/K une extension de corps, o € Aut(H) tel que ox € Aut(K) et ¢ : H(t,0) —
H((t,0)) le plongement canonique de H(t,o) dans le corps des séries tordu. Si H/K est superalgébrique
relativement a o alors, pour tout R € H(t, o), on a

ReK(t,0) < ¢(R) € K((t,0))

b) Soient K un corps, o € Aut(K) et n > 1 un entier. Pour tout R € K(t,0), on a

R e K(",0") & @(R) € K((I", o))

Preuve : Notons, pour commencer, que les équivalences sont vraies en toute généralité si l'on suppose
que R est un polyndme.

a) Cas [H: K]; < +o0 : Soit R = PQ7! € H(t,0) tel que ¢(R) € K((1,0)). Daprés [Des2,Prop.1], il existe
Qo € H(t,0) tel que QQp € K[t,o]. On a alors R = PQ™! = (PQy ).(QQy )" et donc

SNe—— Y——

eH[t,o] €K[t,0]

e(PQo) = @(R) .p(Q0Q) € K((1,0))
—_—— — —
eK((t,0)) €K[[t,o]]

Puisque PQy est un polyndme, ceci implique que PQ € K[t, 0] et donc que finalement R € K(t, o).



Cas général : Soit R = PQ7' € H(t,0) et A lensemble (fini) des coefficients des polynomes P et Q. On
prend un sous-corps Q vérifiant les conditions de superalgébricité pour la partiec A et lautomorphisme o,
de sorte que R € Q(t,0). En appliquant le premier cas on en déduit alors que R € K(t, o).

b) On suit la méme stratégie que pour le a), en établissant d’abord un analogue de [Des2,Prop.1] :

Lemme 6.— Soient K un corps, o € Aut(K) et n > 1 un entier. Pour tout Q € K[t,o] de degré k, il existe
un polynéme non nul Qg € K[t, o] de degré m < k(n — 1) tel que QpQ € K(t*,0™).

Preuve du Lemme 6: Posons Q(f) = ag + - - - + axt* et formellement Qy(f) = xg + - - - + x,t™. On a alors

k+m
' ¢
Qo0 =" | > xc'ap|t
=0 | i+j=t
i<m, j<k
E,
L’équation E, = 0 est alors une équation K-linéaire a droite, d’indéterminées xg,--- , x,,. On voit alors

que Qo # 0 vérifie Qo(H)Q(1) € K[t", 0] si et seulement si le (m + 1)-uplet (xq, - - , X,,) € K™ est solution
non nulle du systeme linéaire {E; = O}rzomodmn)- Ce systeme contient k + m — [’”Tm] équations et m + 1
inconnues. Pour le choix m = k(n—1), on a k+m — [“Tm] =m<m+1etily a donc strictement plus
d’inconnues que d’équations dans le systeme {E; = O}zzomoan)- Ce dernier posseéde donc une solution non
nulle!.

O

On considére R = Q7'P tel que @(R) € K((t", ™)), on écrit R = (Qo Q) (QuP) ot Qy € K[t,0] est tel
Q00 € K[t",0"] et Von a alors ¢(QoP) = ¢(QoQ)¢(R) € K((t*,0")). Puisque QoP € K[t,0], on a donc
Q0P € K[t",0"] et finalement que R € K(t",0").

O

Lemme 7.— a) Soient H/K une extension de corps et o € Aut(H) tel que ox € Aut(K). Si [H : K], est
finie alors [H(t,0) : K(t,0)]qs = [H : K]a.

b) Pour tout corps K, tout isomorphisme o € Aut(K) et tout entier n > 1, on a [K(t,0) : K(t*,0"]y =
[K(t,0) : K(1",0™)], = n.

Preuve : a) Il s’agit du théoreme 2 de [Des2].

b) En plongeant K(z, o) dans K((t, o)) et en remarquant que {1,1,--- , 1} est une K((¢", o™))-base a droite
et a gauche de K((¢,0)), on voit que la famille {1,7,--- , "1} est K(#", 0™)-libre & droite et & gauche. Dans
K(t,0), considérons le K(t",0")-espace vectoriel a gauche (resp. a droite) Q = @::3 K@, 0").t' (resp.
Q = @::; £.K(",0"). Puisque K(",0") est visiblement invariant par conjugaison par f, on voit que
Q est en fait un sous-anneau de K(t,0). Puisque Q est inclus dans le corps K(#,0), c’est un anneau

sans diviseur de zéro qui est, par ailleurs, de dimension finie n sur le corps K(¢", "), il s’agit donc d'un
sous-corps de K(t,0)? de dimension n sur K(#?0™). Puisque K c Q et € Q, on a finalement Q = K(¢, o).

O

Lorsque H/K désigne une extension extérieure, les centres sont aussi en extension Z(H)/Z(K). Si l'on
suppose en plus que H/K est galoisienne finie alors Z(H)/Z(K) lest aussi et l'application de restriction a

Les théorémes de dimension, en algebre linéaire sur un corps gauche, sont les méme que dans le cas commutatif. En particulier
Végalité dim(F; + Fg) = dim(F7) + dim(Fg) — dim(F; N F3) est valable pour toute paire Fi, Fg de sous-espaces d'un K-espace vectoriel
(& gauche ou a droite) donné. Ici, les solutions de (E) forment un sous-espace de dimension > m du K-espace vectoriel a droite
K™ et lapplication de la formule précédente prouve finalement, par récurrence, que lintersection de ces sous-espaces est de
dimension au moins 1.

2Tout anneau qui est sans diviseur de zéro et qui est de dimension finie sur un corps est lui-méme un corps. En effet, pour
a # 0 fixé, l'endomorphisme x — ax est injectif par intégrité de l'anneau et, par suite, surjectif puisque l'anneau est un espace
vectoriel de dimension finie. Ainsi, il existe x tel que ax = 1.



Z(H) induit un épimorphisme de groupes Gal(H/K) — Gal(Z(H)/Z(K)) (voir [Desl,Prop.6]). Dans le cas
cyclique, on introduit la terminologie suivante :

Définition 8.— a) Une extension H/K sera dite "complétement kummérienne" si
e H/K est galoisienne, extérieure et cyclique,

e la caractéristique de H est premiere an = [H : K] et u, C Z(K),

e [Z(H): Z(K)] = [H : K].

b) Etant donné un corps H on dira dun automorphisme o € Aut(H) quil est "complétement kummérien”,
si l'extension H/HY est completement kummeérienne.

Remarques : a) On voit que, si H/K est complétement kummérienne, alors Z(H)/Z(K) est kummérienne
au sens classique du terme et que les groupes de Galois Gal(H/K) et Gal(Z(H)/Z(K)) sont canoniquement
isomorphes. Remarquons que la condition [Z(H) : Z(K)] = [H : K] n’est pas induite par les autres
conditions : si L/k désigne une Zs-extension (de corps commutatifs) et si o désigne un générateur
topologique de Gal(L/k) = Z3 alors Vextension L(t,0)/L(t%,0?) est extérieure cyclique de degré 2, mais
comme o est aussi un générateur topologique de Gal(L/k) (puisque 2 est premier a 3), on déduit que

Z(L(t, o)) = Z(L(, 02)) = k.

b) A partir de corps de fractions tordus, on peut facilement construire des exemples d’automorphismes
completement kummériens non triviaux (i.e. qui ne vivent pas dans le monde commutatif) : on se donne
n et m deux entiers premiers entre eux et l'on consideére une extension cyclique de corps commutatifs
L/k de degré n et de caractéristique premiere & nm. On suppose que k contient une racine primitives
n-ieme de l'unité &, ainsi qu'une racine primitive m-ieme &,. On note o un générateur de Gal(L/k) et
l'on considere l'extension de corps gauches H/K ol H = L(t,0) et K = L(#",0™). L’extension H/K est
alors complétement kummeérienne d'ordre m. En effet,

e Elle est clairement de degré m par le lemme 7.b).

e Puisque o est aussi un générateur de Gal(L/k), ona L7 = L7 = k et donc Z(H) = k(") et Z(K) = k("™).
Il s’ensuit que Z(H)/Z(K) est kummérienne de degré m.

e Puisque &, est central dans H, les correspondances t — &t et a — a pour tout a € H définissent
un unique automorphisme 7 € Aut(H), qui est visiblement d'ordre m et qui laisse invariant K. Pour
montrer que H/K est cyclique et extérieure, il sufiit donc de montrer que le sous-groupe < 7 >C Aut(H)
ne possede pas d’automorphisme intérieur non trivial (car alors < 7 > sera un N-groupe et la théorie
de Galois permettra de conclure). Supposons avoir un entier d = 1,--- ,m — 1 et un élément f =
Stk € Lit,o) € L((t,0)) tels que @ = I(f). On a alors, en particulier, 7(1)f(t) = f(t)t clest-a-dire
S E () = 3 45t Pour un indice k tel que A # 0, on a alors €4 = 4;/0(A;) ce qui implique que
4 = Npj(é%) = 1. Ceci est absurde car n et m sont premiers entre eux.

Remarquons, pour finir cet exemple, que les corps H et K sont en fait des algebres a division (& cause
du lemme 7) et le fait que [Z(H) : Z(K)] = [H : K] = m découle alors directement du fait que H/K est
galoisienne, extérieure et finie (voir [DL]).

Lemme 9.—% Si H/K désigne une extension complétement kummérienne et o est un générateur de
Gal(H/K) alors il existe alors une K-base a gauche de H, {ag, - ,a,-1} C Z(H)" telle que, pour tout
i=1---,n,on ait

o(a;) = &,a

Preuve : On considere le sous-K-espace vectoriel a gauche H; de H défini par :

H; = {x e H o(x)= f;x}

3Ce lemme est un raffinement de [Coh, Prop.3.7.2].



Si Uon considere un sous-corps commutatif k C K, on peut voir oo comme un k-endomorphisme de H.
Comme 0" = 1d, le polyndme X"—1 € k[X] est annulateur de o et les hypothéses assurent que ce polynome
est scindé a racines simples. Le lemme des noyaux prouve alors que H = @::; H;. L’extension Z(H)/Z(K)
est aussi cyclique (d'ordre n par hypothese), son groupe de Galois étant engendré par (la restriction a
Z(H) de) o. Les hypotheses assurent que Z(H)/Z(K) est kumérienne et il existe donc a € Z(K) tel que
Z(H) = Z(K)(Kfa). Pour tout i = 0,- —1, on pose a; = Vdi et Uon voit alors que o(a;) = f’ </a,
c’est-a-dire a; € H;. On en déduit que les H,v sont tous des K-droites linéaires et la famille {\/_},-:0,..‘,"_1
fournit alors la base recherchée.

O

Proposition 10.— Soient H un corps, oo € Aut(H) un automorphisme complétement kummeérien d’ordre n
et K=H".
n-1

a) En tant que H(f")-espace vectoriel a gauche, on a H(t,0) = @ H({M.A.

i=0
b) Considérons un élément f = fo + --- + fo_1 € H(t,0) avec f; € H{t").t'. Pourtouti=0,--- ., n—1ona
Ji € H(f).

Preuve : a) La famille {1,7,--- ,#""!} est visiblement une H((f"))-base & gauche de H((t, o)), on en déduit

qu’elle est H(t")-libre a gauche, vue comme famille d’éléments de H(t,0). Puisque, d’apres le lemme 7,
on a [H(t,0) : H(t")] = n, on en déduit finalement que H(t, o) = @::é H(").t.

b) Puisque l'extension est complétement kummérienne, on peut se doter d'une K-base {agp,- - ,a,-1} du
corps H qui vérifie les propriétés du lemme 9. Comme #" est central dans H(t,0) et que a; € Z(H),
l'automorphisme I(ai‘l) laisse invariants les éléments de H(#"). Il s’ensuit que, pour tout k =0,--- ,n —1,
on a I(ai‘l)(fk) = ai‘l(rk(a,-)fk = &% f.. Ainsi, en appliquant I(al.‘l) a lélément f pour i = 0,--- ,n—1, on
obtient

for  fit et fot = @

f0+ fnfl"' st g;ll_lfnfl = a1

(S) :
n—1 (11 1)?

fot & A+ oo+ Ja-1 = @
ol «; = I(ai‘l)( f). Puisque u, € Z(K), on peut considérer (S§) comme un systeme Z(K)-linéaire dont le
n-uplet (fo,- -+, fu_1) est une solution dans le Z(K)-espace vectoriel K(¢,0). Le déterminant du systeme

homogene est un déterminant de Vandermonde

1 1 e ... 1
1 & - e AZ*I
[] @-gh=o
0<i<j<n-1
1 gt (n-1)*
qui est non nul. On en déduit que (S) possede une unique solution dans K(t,0) : (fo, -, fu1)-

Maintenant, comme a; € H, on a a; € H(f) et Uon peut regarder (§) comme Z(K)-systeme linéaire
dans H(f). Ce systeme admet aussi une unique solution dans H(f) et comme H(f) C H(t,0), on a
finalement fo,-- -, fu1 € H(f).

O

2.— REDUCTION AU CAS D'UNE INDETERMINEE CENTRALE.

2.1.— Réduction.



Dans ce §2.1. l'on considere un corps H (non nécessairement commutatif), un automorphisme o €
Aut(H) completement kummérien d'ordre n > 1 et l'on pose K = H”.

Proposition 11.— 1) a) L'extension H(t,0)/K(t") est une extension galoisienne, intérieure, finie et con-
centrique, de centre commun Z(K)(t").

b) H(t,0) = K(1") ®zxym) Z(H)(t, 0).

¢) Lextension H(t")/K(t") est galoisienne extérieure cyclique et H(t,0) est un produit croisé (au sens
généralisé de [Desl]) cyclique.

d) Lextension H(t,o)/H(t") est galoisienne intérieure et l'on a plus précisément H(t") = H(t,o)'™® ou
A ={ay,- - ,ay-1} désigne une K-base de H vérifiant les propriétés du lemme 9.

2) On considere H(t, 0)/Q/H un corps intermédiaire et, pour touti = 0,--- ,n—1, on pose D; = QN H(t").t,
de sorte que Dy = QN H(1") est un sous-corps de Q et que D; est un sous-Dy-espace vectoriel a gauche de
Q. On a alors :

n—1
a) En tant que Dy-espace vectoriel a gauche, Q = @ D;.

i=0
b) Pour touti=0,--- ,n—1, dimp,(D;) =0 ou 1.
c) On a Dy = Q'™ et, en particulier, l'extension Q/Dy est galoisienne intérieure finie.

3) Si Q désigne une extension intermédiaire de H(t,o)/H différente de H alors Dy = Q N H(t") est une
extension intermédiaire de H(t")/H différente de H.

Preuve : a) Par application de [Coh,Th.2.2.10], on a Z(K(f")) = Z(K)(t") et Z(H(t,0)) = Z(H)7(").
Comme Z(H)” = Z(H)N H” = Z(H) N K et que, par extériorité, on a Z(K) C Z(H), on en déduit que
Z(H(t,0)) = Z(K)(") = Z(K(t")), c’est-a-dire que l'extension H(t, o)/ K(t") est concentrique. On remarque
que cette propriété découle juste du fait que lextension H/K est extérieure.

Puisque [Z(H) : Z(K)] = [H : K] = n, on dispose, par restriction des automorphismes, d’un isomorphisme
de groupes Gal(H/K) — Gal(Z(H)/Z(K)). Etudions le bicommutant I?Gﬁ/) : puisque #* est central, on a
K(™) = K et l'on voit alors qu'un élément Y; ;¢ € H(t,0) € H((t, o)) est élément de K(#"), si et seulement
si A; € €y(K) = Z(H) (cette derniere égalité venant de U'hypothése d’extériorité) pour tout i, c’est-a-dire
que K(™) = H(t,0) N Z(H)((t,0)). On a visiblement Z(H)(t,o) ¢ K@) et donc K(") ¢ Z(H){, o).
Réciproquement, si f € Z(H)(t,0) = Z(H) N {t} alors l'image de f dans H((z,0)) commute avec tous les
éléments de Z(H)((t,0)* et donc f € IP(F’/) On a donc finalement Im‘/) = Z(\/H) N {7} = Z(fI-T)ft). Ainsi,
pour tout élément f = 3; it € H(t,0) € H((t,0)), on a

%n tf = ft Vi o) = 4 Vil eK
fek = { Vx e Z(H) xf = fx { Vi Vx € Z(H) xA; = (0 ‘:’{ Viz0(n) =0

— feK())NH({ o)
Le lemme 5 montre finalement que If(F’/) = K(t") : en plus d’étre concentrique, l'extension H(t,o)/K(")
est donc galoisienne, intérieure (de groupe I(K(#"))) et finie (par le lemme 7).

b) On peut appliquer les résultats [Desl] qui montrent que I/((\t”J) est une Z(K(t"))-algebre a division
d’indice n et que H(t,0) = K(1") ®zk ) I/((\/t”) Comme Z(Z(H)(t,0)) = Z(H)? (") = Z(K)(t"), le lemme 5
montre que [Z(H)(t, o) : Z(K)(#")] = n® mais comme Z(K(t")) = Z(K)(") et que Z(H)(t,0) C Ir((\t”/) on en
déduit que I?Eﬁ/) =Z(H)(t,0). On en déduit finalement, par application de [Desl], que

H(t,0) = K(t") @zx)omy Z(H)(t, 0)

4Ceci se voit par densité, pour la valuation, de l'ensemble des séries finies.
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c) Le fait que H(")/K(t") soit galoisienne extérieure cyclique découle immédiatement de [Des2,th.4].
L’algebre a division associée a lextension H(t,0)/K(t") est Z(H)(t,o) et c’est un produit croisé car
l'extension Z(H)(f")/Z(K)(t") est galoisienne. Ceci assure, d’apres [Desl,Coro.30], que H(¢,0) est bien le
produit croisé de lextension cyclique H(#")/K(f") par un certain 2-cocyle a valeurs dans Z(H(f"))*.

d) On considere le plongement H(¢,0) C H((t,0)). On a
y = Z A e Hit, o)W = g (Z /lktk) a;l = Zgrjk/lkt" = Z Lt = y e H(")
k k k k

et, par application du lemme 5, on a y € H(t,0) <= y € H(¢"). On a donc H(t, o)™ c H(t,0)'@ =
H(@) c H(t,o)!®.

2) a) Puisque les H(f").f' sont en somme directe en tant que H(#")-espaces vectoriels & gauche, il en est

de méme des D; en tant que Dy-espaces vectoriels a gauche. Si f = fy + -+ + f,-1 € Q, la proposition
n—1

10.b) montre que f; € H(f) C Q et donc que f; € D;. Ceci prouve bien que, finalement, Q = @ D;.
i=0

b) Si D; # {0}, on prend un élément a € D; non nul et on remarque que si b € D; alors ba™! € HI")NQ =
Dy. On a donc D; = Dy.a.

¢) Puisque chaque a; est élément de Z(H) et que H C Q, les éléments de l'ensemble I(A) agissent, par
restriction, sur Q. On a alors Q'™ = QN H(, o)™ = QN H(") = Dy. La finitude de Q/Dy découle
immédiatement de a) et b).

3) Si f € Q— H alors, par la proposition 10.a), on peut écrire f = fy+---+ f,_ avec f; € H(t").t' pour tout
i=0,---,n—1etlUon sait par 10.b) que fo,- -, fu-1 € H(f) Cc Q. Si fo ¢ H, onpose y = fo € QNH(¢") = Dy,
sinon il existe un indice p > 1 tel que f, # 0 et l'on pose alors y = f,. On écrit f, = gt” avec g € H(t")
et l'on voit que, une fois H(z,0) plongé dans H((f,0)), la valuation de f, est élément de nZ + p et ne
peut donc étre nulle. Puisque v(y) = nv(f,), l'élément y est aussi de valuation non nulle ce qui assure
que y ¢ H. Par ailleurs, l'action de I(¢”) laisse globalement invariant le corps H(t") puisque " est central
et que /() = oP. On en déduit que

y=(gth). o (gt") = g1 gr ). oo (1T g I LTIP AP = g I(1P)(g). - AN ()4 € HI")
et ainsi que y € QN H(t") = Dy. On vient de montrer qu’il existe y € Dy tel que y ¢ H c’est-a-dire que Dy
est une extension intermédiaire de H(t")/H non égale a H
O
Comme premigere application de cette proposition, établissons un résultat de finitude :
Théoreme 12.— Si Q désigne une extension intermédiaire de H(t,o)/H différente de H alors :
a) Les dimensions droite et gauche [H(t,0) : Qls, sont égales et finies.
b) L'extension Q/H est de type fini.
Preuve : Cas PARTICULIER ol o = Id.

a) Puisque Q n'est pas égal & H, on peut donc considérer un élément f = p(H)g(t)™' ¢ H avec p(1), q(t) €
H[t]. Le fait que f ¢ H assure que l'équation p(r) — fq(t) = 0 est une équation de dépendance H(f)-
linéaire a gauche non triviale d'une certaine famille {1,¢,--- ,¢'} de puissances de t avec n > 1. Parmi
toutes les équations de dépendance Q-linéaire a gauche du type

"=Ag+--- +/ln_1ln_1

il en existe une avec n = ng > 2 minimal et celle-ci est visiblement unique pour cette propriété (c’est
l'analogue du polyndéme minimal dans le cas commutatif). La famille {1,7,---,#%} est ainsi Q-libre a
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gauche et L'on voit, par récurrence immédiate, que " € Qy = B ' Q.¢ pour tout n > 0. Puisque U'élément
t est central dans H(t), on voit que € est en fait un sous-anneau de H(f) et comme il est de dimension
finie sur un corps, c’est lui-méme un corps. Puisque H U {t} C Qy on en déduit que Qo = H(?) et que
{L¢,--- ,1"} est une Q-base a gauche de H(r). Cest aussi une Q-base a droite puisque tous ses éléments
sont centraux.

b) Si lon considere f € Q — H, alors d’aprés a) on a [H(f) : H(f)] < +o0 et donc [Q : H(f)] < +oo.
L’extension Q/H est donc bien de type fini.

CAS GENERAL.

a) La proposition 11.3) assure que le corps Dy = QN H(t") est différent de H et l'on peut donc appliquer le
cas particulier afin d’assurer que [H(f") : Q], = [H(#") : Q]; < +oo. D’apres proposition 11, les extensions
H(t,0)/H(t") et /Dy sont galoisiennes et finies. On a donc [H(t,0) : H(t")]y = [H(t,0) : H(t")]; = n et
[Q: Dglg = [Q: Dglg <n. La transitivité des degrés permet alors de conclure.

b) Puisque [Q : Dy] < +c0 et que, d’apres le cas particulier, Do/H est de type fini, on en déduit bien que
Q/H est de type fini.

O

Examinons maintenant la réduction au cas de lindéterminée centrale pour la généralisation du
théoréme de Liiroth :

Théoreme 13.— Si le corps des fractions a indéterminée centrale H(t) = H(t,1d) vérifie la généralisation
du théoreme de Liiroth alors le corps de fractions tordu H(t, o) vérifie aussi la généralisation du théoréme
de Liiroth pour tout automorphisme complétement kummeérien o € Aut(H).

Preuve : D’apres la proposition 11.3), le corps Dy = QN H(1") est une extension intermédiaire de H(")/H
non égale a H et puisque, par hypothese, le corps H(¢") vérifie la généralisation du théoréme de Liiroth,
il existe donc yg € H(¢") tel que Dy = H(yp). En utilisant la proposition 11.2), pour tout i = 0,--- ,n —1,
on peut considérer un générateur (éventuellement nul) x; € Q du sous-espace D; et l'on a alors, grice a
la proposition 10.b),

n—-1 n—1
Q= G?DOJQ = G?H('YO)-XI' C H(yo, X1, , X)) = H(yo + X1+ - + X,11) CQ
= Pas

Lélément u = yo+x1+- - -+x,-1 € Q vérifie donc Q = H(u). Le fait que [H(t,0) : Q] = [H(t,0) : Q]; < +00
est assuré par le théoreme 12.a).

O

Remarque : La condition [Z(H) : Z(K)] = [H : K] incluse dans l’hypothése completement kummeérien
caractérise le fait que l'extension est H(t,0)/K(f") est une extension galoisienne, intérieure, finie et
concentrique. En effet, on sait déja qu’elle est concentrique en toute généralité et le fait qu'elle soit

galoisienne, intérieure, finie équivaut a dire que If(F{) = K(f*). On note d = [Z(H) : Z(K)] et Uon sait
alors que djn et que lon dispose, par restriction des automorphismes, d'un épimorphisme de groupes
Gal(H/K) — Gal(Z(H)/Z(K)) dont le noyau est visiblement engendré par o?. Le méme calcul que dans

la preuve de la proposition 11.a) montre que I?E’_‘/) = K(t%) et quen conclusion
L'extension H(t,0)/K(t") est galoisienne, intérieure, finie et concentrique &< [Z(H) : Z(K)] = [H : K]
2.2— Applications.

L’application du théoreme 13 la plus immédiate est celle o H est un corps commutatif. Grace a [LP]
on peut généraliser aux cas des algebres a division :
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Corollaire 14.— (Généralisation de Liiroth) Si H désigne une algebre a division et si o € Aut(H) est un
automorphisme completement kummeérien alors le corps H(t,o) vérifie la généralisation du théoreme de
Liiroth.

Preuve : Le théoreme [LP,Th.1.1] affirme que pour tout corps intermédiaire H(r)/Q/H différent de H, il
existe f € Z(H)(t) — Z(H) tel que Q = H(f). Puisque Z(H(¢)) = Z(H)(?) (conséquence de [Coh,Th.2.2.10])
et que, par hypothese, [H : Z(H)] < +oo, on a [H(t) : Z(H)(H)]s < +o0 (lemme 7.2)) et donc H(¢) est une
Z(H)(1)-algebre a division. On en déduit que [H(t) : Z(H)()]g = [H(®) : Z(H)(f)]la < +oo. Par ailleurs,
comme f est central dans H(f) = Q on a Z(H)(f) C Z(Q) et donc [Q : Z(H)()], = [Q : Z(H)()]a < +o0
et le diagramme suivant

H(1)
Q Z(H)(1)
Z(H)(f)

prouve finalement que [H(?) : Qg = [H(?) : Q]g < +oo : le corps H(t) vérifie bien la généralisation du
théoréme de Liiroth et l'on peut donc appliquer le théoreme 13.

O

Remarque : L’étude de larithmétique de H(f) menée dans [DL] permet de bien décrire le cadre
d’application du corollaire 14 : si H/K désigne une extension galoisienne extérieure finie et que H
est une algebre a division, alors

1/ K est aussi une algebre a division,
2/ Z(H)/Z(K) est une extension galoisienne de méme groupe que celui de H/K,
3/ H = K ®yx) Z(H),

(le 2/ et le 3/ viennent de [DL,Cor.2] et le 1/ découle immédiatement de 2/) et réciproquement, si K est une
algebre a division et L/Z(K) désigne une extension galoisienne de corps commutatifs qui a un groupe de
Galois fini G, alors si H = K ®z (K)L est un corps, cest une L-algebre a division et l'extension H/K est
galoisienne extérieure de groupe G. Enfin, la condition "H = K ®; (K)L est un corps" équivaut a dire
que la forme associée a la norme réduite (relativement au choix d'une Z(K)-base de K) ne possede que
le zéro trivial sur L (proposition 6 et théoreme 7 de [DL]). Pour trouver des exemples d’illustration, on a
donc tout intérét a fixer K et trouver des extensions cycliques de L/Z(K) telle que la forme réduite de K
reste sans zéro sur L.

3.— CAS OU LE CORPS DES CONSTANTES EST COMMUTATIF.

Dans tout le §3 on considere un corps commutatif H et un automorphisme o € Aut(H) complétement
kummérien (ce qui revient ici a supposer que H/K est kummérienne) d’ordre n > 1 et l'on pose K = H.

3.1.— Structure des extensions intermédiaires.
Regardons, pour commencer, la structure de H(t, o) :

Proposition 15.— a) Le corps H(t") = H(t",0") est commutatif et c’est le commutant H du corps H dans
H(t,0). Tout sous-corps commutatif Z de H(t,o) qui contient H est un sous-corps de H(t") (i.e. le corps
H(t") est le plus grand élément de I'ensemble des sous-corps commutatifs de H(t,o) qui contiennent H).

b) Le corps H(t,0) est une K(t")-algebre a division dindice n. Le corps H(t") est un sous-corps com-
mutatif maximal de l'extension H(t,0)/K(t") et l'extension H(t")/K(t") est cyclique de groupe de Galois
canoniquement isomorphe a Gal(H/K). Le corps H(t,0) est ainsi un produit croisé cyclique.
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¢) Si f € H(t,0) est un élément non nul, alors pour tout i = 0,--- ,n—1,

I(f)y =0 & feH{).l

Preuve : On regarde les éléments de H(t,0) comme des séries via le plongement canonique H(t,0) C
H((z,0)).

a) L'élément " est visiblement central dans K(¢,0) et comme H est commutatif il s’ensuit que H(#") est
bien commutatif. Soit y = Z At e H(t,0). On a
k

yeH e VleH, A(Z /lkt]‘] = [Z /lkt"]/l =vaeH, Y =3l
k k k k

& YA€ HVk, A = X (DA & Yk £ 0 mod(n), A =0
=y= ) At e H()
k

Le lemme 5.b) prouve alors que y € H e y € H(t").

Si Z c H(t,0) est commutatif et contient H alors tout élément de Z commute avec tout élément de
H et donc ZCc H = H(t").

b) L’application de [Coh,Th.2.2.10] montre que Z(H(t,0)) = K(¢"). L’application du lemme 7 a la tour
H(t,o)/H(t")/K(f") montre que l'on a
H(t,0)

n

H(")

n

K(r")

et ainsi, H(t,0) est une K(1")-algébre a division d’indice n. Puisque d’apres a), H(¢") est commutatif et
que [H(t") = Z(H(t,0))] = n il s’agit d’'un corps commutatif maximal dans H(¢,0)/Z(H(t,0)). Puisque
H/K est une extension galoisienne cyclique, lextension H(#")/K(t") est aussi galoisienne cyclique de
méme groupe de Galois que Gal(H/K). Tout ceci montre que H(t,0) est bien un produit croisé cyclique.

) Soity:Z/lktkeH(t,O') nonnul et i € {0,--- ,n—1}. On a
k

Iy =0 e YlcH, o) [Z AMJ = [Z /lktk)/l —VaeH Y dWadlk = Fud
k k k k

& VYA€ HVk, (DA = c* (DA & Yk £ i mod(n), 4 =0
=y= Z st € H().F = vt € H(1"))
k

Le lemme 5.b) prouve alors que I(y)z = ol = yeH({.t.
O

On pourra remarquer que la proposition 15 est vraie dans un cadre un peu plus général, puisque
sa preuve de n'utilise pas l'hypothese "H/K kummérienne". Regardons maintenant la structure des
extensions intermédiaires :

Théoreme 16.— Soit H(t,0)/Q/H une extension intermédiaire différente de H.
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1) a) Le corps Q est une algebre a division d'indice d|n.

b) Si l'on considere le corps L = H”JW, alors il existe yy € L(t*) — L tel que Z(Q2) = L(yy). En particulier, le
degré m = [L(t") : Z(Q)] est fini.

¢) Le corps Dy = QN H(t") est égal a H(yy) et est une extension de corps commutatifs maximale de Z(Q)
dans Q. Cette extension est cyclique dordre d si bien que, l'algébre a division Q est un produit croisé
cyclique.

2) Le corps Q est commutatif si et seulement si d = 1, et dans ces conditions, on a L = H et Q = H(yy).
Si Q n'est pas commutatif alors H({)."4 0 Q # {0} et quelque soit x; € H().t"4 N Q non nul, on a
Q= H(’}/O + .Xl).

Preuve : La proposition 11.2.c) assure que le corps Q est de dimension finie (droite et gauche) sur le corps
commutatif Dy, on en déduit que Q est aussi de dimension finie sur son centre (voir [Des4.Lem.2.1.]), ce
qui assure que c’est bien une algebre a division.

Puisque H est commutatif et inclus dans Q, le compositum H.Z(Q) est un corps commutatif, extension
intermédiaire de Q/Z(Q) contenant H. On en déduit, par la proposition 15.a), que H.Z(Q) Cc Hi") N Q =
Dy. Le corps Dy est donc une extension de Z(Q2) mais, toujours a cause de la proposition 15.a), c’est une
extension de corps commutatifs de Z(Q), maximale dans Q. On a donc [Q : Dg] = [Dg : Z(Q)] =d ou d
désigne lindice de Q.

Montrons que Dy = H.Z(Q) : par la proposition 11.2.c), on sait que Q'™ = Dy oiv A = {ag, -+ ,a,_1) € H
désigne une K-base de H vérifiant les propriétés du lemme 9. Le corps K est central dans H(t,0) et
comme K C Q, on a K C Z(Q) et, par suite, Z(Q)(A) = H.Z(Q). Par application du corollaire 2.a), on a
alors

Ga(H.Z(Q)) = Ga(Z(Q)(A)) = Ga(Z(Q)) N Ca(A) = QN Ca(A) = Ga(A) = QW = Dy
De légalité 6o(H.Z(Q)) = Dy on trouve, par bicommutation, que H.Z(Q) = % (6a(H.Z(Q))) = Ga(Dy) et,
puisque Dy est commutatif maximal dans Q, on a finalement H.Z(Q) = $a(Dy) = Dy.

Par extension des scalaires par Z(€2), on obtient le diagramme de corps commutatifs suivant :

Do = HZ(Q)
/ \
H Z(Q) = K.Z(Q)

La théorie de Galois assure alors que Dy/Z(2) est galoisienne et que Gal(Dy/Z(€2)) est isomorphe, par
restriction des automorphismes a H, & un sous-groupe de Gal(H/K). Finalement, Dy/Z(Q) est cyclique
de degré dln, ce qui assure par maximalité de Dy que Q est un produit croisé cyclique d'indice d. On a
ainsi le diagramme suivant :

H(t,0)

\
/

9 H(™)
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(la finitude de [H(t") : Do] étant assurée la proposition 11.3) et le fait que H(¢") est commutatif). Ainsi,
le corps Q est commutatif si et seulement si d = 1 et, dans cette situation, Q devient un sous-corps de
H(#") contenant strictement H. Par application du théoreme de Liiroth, il existe bien vy € H(¢") tel que
Q = Z(Q) = H(yo).

Supposons maintenant que € soit gauche, c’est-a-dire que d > 2. Le morphisme canonique Gal(Dy/Z(Q2)) —
Gal(H/K) étant obtenu par restriction des applications au corps H, on peut choisir un générateur 6 de
Gal(Do/Z(2)) tel que Oy = o Le théoréme de Skolem-Noether assure que 6 se reléve en un au-
tomorphisme intérieur I(x;) de Q et la proposition 15.c) assure alors que x; € H(").r"? # {0}. Pour

i=1---,d—-1, on pose x; = xi et, comme I(£"?) laisse globalement fixe H (et donc H(t")), on voit que
x; € Ht").tm4 0 Q et que I(x;)p, = ¢ ie. I(x;) releve 6 & Q. Par ailleurs, par application du théoréme
de Liiroth, il existe xo € H(") tel que Doy = H(xp) et Uon sait alors que la famille {xg,--- , x;_1} est une

Dy-base de Q. On a donc, en posant x = xg + - -+ + x4_1 et par application de la proposition 10.b),

Q= @Do.xi = H(xp, + ,x4-1) = H(xp + -+ - + x4-1) = H(x)

Par le corollaire 2.a) on a, pour un élément f € H(t, o),

~ fe H= H(t") (proposition 15.a))
feQ { Fx=xf
feH{T)
Vi=0,---,d-1, fx;=x;f (car x; € H(x))

Chaque élément x; est non nul et sécrit x; = w;#"/? avec u; € H("). Sous la condition f € H(t"), on
voit que la condition fx; = x;f équivaut alors a f1"/? = ¢"/4f ce qui équivaut encore a f € H‘Ti’l/ll(t")
(cela se voit en plongeant f € H(t,o) dans H((t,0)), en faisant agir I(#"/¢) sur la série f et en utilisant
le lemme 5, comme nous lavons déja fait précédemment). Finalement, on voit que Q = L(") et donc
Z(Q) = QN L(t"). On a ainsi,

H(t,

o
\

/3

H(")

AN

L(t")

e

Z(Q)

\/\

L

Par application du théoreme de Liiroth, il existe yy € L(f") — L tel que Z(Q) = L(yp). Puisque yy est
central dans Q, on voit que H(yg) est un corps commutatif et comme [H(yp) : L(yo)] = [H : L] = d, on
en déduit que H(yy) est un sous-corps commutatif maximal intermédiaire de Q/Z(Q) qui contient H. De
la proposition 15.a) on déduit finalement que Dy = H(yy).

Considérons maintenant x; n’importe quel élément non nul de QN H(t").t”/d et, pour touti=1,--- ,d—1
posons x; = xi € QN H(™).A". Puisque I(x)m = o™ (proposition 15.c)) et que yo est central, on a
I(x)p, = 0'. Comme précédemment, on obtient que

Q= H(yo)(x1," -+, xa-1) = H(yo)(x1) = H(yo + x1)
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et, finalement, on a bien
Q= H(yo + x1)

d

M = H(yo)
d

Z(£) = L(yo)

ou x; désigne n‘importe quel élément non nul de QN H(™).4,
O

Les corps intermédiaires H(t,0)/Q/H différents de H sont donc de la forme Q = H(yy + x1) avec
7o € L(f") pour un certain corps intermédiaire H/L/K et x; € H(t").t"¢. Réciproquement, on a la

Proposition 17.— On se donne un entier dln, lautomorphisme oo = o, le corps L = H et deux
éléments, yo € L(t") — L et x; € H{™).t"?, que l'on écrit x; = fit"? avec fi € H(t"). On considére alors le
corps Q = H(yy + x1). Les propriétés suivantes

i) Q est une L(yy)-algeébre a division ayant H(yy) comme sous-corps commutatif maximal,
ii) x! € H(yo),

i) x! € L(yp).

iit) NugmyLan(fr" € H(yo),

i) Ny (fF" € L(yo),

sont équivalentes. Par ailleurs, si xy, x’l e H({").t" sont tels que xf, x;d € H(yy) alors les corps H(yy + x1)
et H(yo + x,) sont L(yo)-isomorphes si et seulement si x4(x,)™" € Ny 1am(H(y0)").

Preuve : Les équivalences ii) & iii) et ii) < iii) sont immédiates compte-tenu du fait que la
restriction de I(#/?) au corps H(t") est un générateur de Gal(H(")/L(t")) et donc que

X = @1 fr Dy (I @y = f I ). TEE YD = Ny e ()2

i) = ii) D’apres ce qui précede, on a xf e H") N Q = H(yp).

if) = ii) L’extension de corps commutatifs H(yo)/L(yo) est cyclique et son groupe de Galois est engendré
par la restriction a H(yy) de lautomorphisme intérieur I(x;) (Uaction de I(x;) sur 7y est trivial car
vo € L(¢") et, sur le corps H, laction de I(x;) est celle de o). Comme xf € H(yp) et que I(xl)(xf) = xf,
on en déduit que xf € L(yop).

ii) = 1) La famille {1, x,--- ,x‘li‘l} est H(t")-libre, elle est donc H(yp)-libre et l'on peut considérer le
H(yg)-espace vectoriel Qy = @j}:—(} H(yo).xi c Q. Puisque xf € H(yp), on voit que, pour tous A, i € H(yy),

i,jel{l,---,d—1},ona

X € Hiyg).xlH sii+j<d

; e e e Q)
/ly‘roxf.x;ﬂ de H(yo).x;Jr" 4G+ j>d 0

(/lxi).(yx{) = /lu(rz)xi” = {
de sorte que Q) est un sous-anneau de Q. Il s’agit donc d’'un anneau sans diviseur de zéro et qui est
de dimension finie sur un corps, on en déduit que €y est un corps et, par suite, que Q = Qy. On a
donc [Q : H(yg)] = d et, grace a la formule ci-dessus, on voit que Q est le produit croisé de l'extension
galoisienne H(yp)/L(yo) par le 2-cocycle f : Gal(H(yo)/L(yo)) =< 0o >— H(yy)" suivant

1 sii+j<d

i Iy _
f(‘TO"TO)‘{x;’ siitj>d
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Il découle de cette propriété que Z(Q2) = L(yg) et que H(yp) est un sous-corps commutatif maximal de Q.

Si l'on note f et f’ les 2-cocycles associés respectivement au corps H(yo + x1) et H(yo + x’l), dire que
ces corps sont L(yg)-isomorphes équivaut a dire que le 2-cocycle

sii+j<d

‘1l i
0, 0h) =
11 (o0, o) { M sii+j>d
est en fait un 2-cobord. On pose x; = rfd et x/l =r . avec r,r € H(t"), de sorte que
xf =t M = () (P 2 (AT g d=nfdy gdn]d ey .O'g_l(r).t" = NumyLem(Ht"
et, de méme, x;d = Nynyren(r ). 1L s’ensuit que

xf(x;d)fl = (NH(,,X)/L(,n)(r)t")(NH(,n)/L(,n)(r’)t")A = NH(,n)/L(,n)(r)t"f"NH(,n)/L(,n)(rl)71 = NH(,n)/L(tn)(rrrfl) (S NH(tn)/L(,n)(H([n)*)ﬂL(’)/())*

Puisque Gal(H(yo)/L(yo)) est isomorphe, par restriction des automorphismes de H(") a H(yy), a Gal(H(t")/L(t")),
on voit que Nemrem(H(¥0)") € N wan(H(@*)") 0 L(yo)".

S’il existe un élément hy € H(yy) tel que Nymyrem(h) = x{ (xl") -1
i=1---,d-1, h; = hl.h;ro. e hf“ . Le 2-cobord associé a la 1-cochaine h, définie par h(o-f)) = h;, est
alors égal au 2-cocycle ff L. En effet, pour tout i, j € {1,--- ,d —1}, on a

alors on pose hg = 1 et, pour tout

i+j-1
%o

W0 = hyh®. - g

et donc, sii+j<d-1ona
h(a))7o (ol o) (o) = h”o hihi =1

et,sii+j>d-1,

x+] —d 1+] 1

e j i\ i C 7o 410'
o)™ h(opoh) L h(oh) = KR _h) R (TRR Sl
'dy\—1

)"

= NH(t")/L(t”)(hl) 0= = Numypam(ht) = x3(x)

(r(’ i+j—d

Réciproquement, si f f"l est un 2-cobord associé a une 1-cochaine i : Gal(H(yo)/L(yo)) — H(yp)*, on a

PN B} 1 sii+j<d
1, i J\ — _
fI(o0.09) = h h”f modie)Mi = { x‘f(x’ld)_1 sii+j>d
avec h; = h(o(). On en déduit
1= f(O'g,O'g) = hohalho = hy=1
L= f(o,00) = Hhy'h = hy = k" 2
1= f(o2,00) = h]°h5'hy — hy = hyh70 = Iy hTOR
0 -2 ' 0 -2 o -2
1= f(042,00) = h]* h hgs = hyoy = hagh0 = kT

-1 , - -2 -1
)™ = flod™ oo) = h° hg'hey = X)) = bbb B = Ny (hy)

et donc x/(x)™ € Nyomywimy(H(0)").

O

3.2.— Propriété de Liiroth forte.
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On garde les méme hypotheses et notations quau §3.1 et l'on considere un élément x € H(t,0) — H
tel que H(x) soit un corps de fractions rationnelles tordu en la variable x, i.e. H(x) = H(x,6) avec
6 € Aut(H). Pour tout A € H, on a xAx~! = 6(1) et donc, si Uon écrit x = 3, 4% € H((t, o)), alors

X =0 D)x = Y Lok )k = 3, 000
= Vk, [4# 0= VA€ H, 60) = ()]
= Adn, 6 = o

La proposition 15.b,c) assure que Z(H(x)) = L(x%), que H(x%)/L(x?) est une extension de corps commutatifs
maximale et que x € H(").f"¢. On a donc la tour

H(t,0)

/

H(x, o) H{")

-

H(x") L")

7

L(x%)

n

d

Les théoremes 16 et 17 assurent que les extensions intermédiaires H € Q C H(t,0) sont entierement
décrites par les entiers d|n et les paires d’éléments yy € L(1")— L et x; = fl.t”/d e H(").r"4 (avec f; € H(Y))
tels que x‘li = Nuayemy(f)1" € L(yo), et la relation Q = H(yo + x1) = H(yo)(x1). D’apres ce qui précede,
pour une telle donnée, le corps Q est un corps de fractions tordu si et seulement si il existe un élément
xe H.r"NQ tel que L(x4) = L(yp). Puisque, d’apres la proposition 11.2), on a H({)."4NQ = x1.H(yo),
on voit que x existe si et seulement si il existe f € H(yy) tel que x = fx; vérifie L(x%) = L(ygy) c’est-a-dire
L(Nu@ypen(f f1).£") = L(yo). En changeant génériquement " en ¢, on en déduit le

Théoreme 18.— Soient H un corps commutatif, o € Aut(H) un automorphisme d'ordre fini et K = H7 tels
que l'extension cycliqgue H/K soit kummérienne. Pour que le corps H(t,o) vérifie la propriété de Liiroth
forte, il faut et il suffit que

VYH/L/K, Yyo € L()—L, ¥ fi € H®)", NuaLo(fi)-1 € Lyo) = 3f € H(yo) tel que LN Lo (f f1)-1) = L(yo)

Remarques : a) La condition équivalente du théoréme 18 ne porte que sur Uextension H(z)/K(t) et l'on
a donc ramené le probleme est une pure question d’arithmétique des corps commutatifs.

+b
b) La condition L(Ng/rx(ff1)-1) = L(yo) s'écrit plus simplement Ngy,re(ffi).t = 2Yo 7 avec a,b,c,d €
c

L.

¢) Comme on pourra le constater, la condition équivalente du théoreme 18 est un énoncé peu naturel.
Il semble difficile a vérifier, méme sur des exemples simples et nous ne disposons pas d’exemple non
triviaux a proposer dans ce texte. Cette remarque laisse augurer du fait que la propriété de Liiroth forte
est encore d'un autre niveau que celle de la généralisation.

4.— QUESTION DE HAUTEUR.

Dans le cas d'un corps commutatif H et d'un élément y € H(f) — H, le degré de l'extension H(¢)/H(y)
est égal a la hauteur h(y) de y, qui est, par définition,

h(y) = max (d°p(1), d°q(1))
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ol p(1),q(t) € H[t] sont des polyndomes premiers entre eux tels que y = p(¢)/q(t). La preuve de cette
propriété est élémentaire : U'élément ¢ est racine du polynome P(x) = p(x) — yg(x) € H[y][x] et ce dernier
est irréductible puisque, vu dans H[x][y], il s’agit d'un polynome de degré 1 dont le contenu vaut 1. Dans
le cas d'un corps de fractions tordu H(t¢,0), l'argument ne tient plus puisque l'anneau de polyndmes
H{[t, 0] a beaucoup moins de propriétés : il est rarement factoriel et donc encore plus rarement principal.

On peut, toutefois, définir une généralisation de la notion de hauteur, comme nous allons le voir dans
le §3.1, en remarquant que pour le cas commutatif, i(y) est aussi le minimum des max(d® p(t), d°q(t)) pour
y = p(t)/q(t). Pour autant, cette notion généralisée n'est guere utile pour étudier le degré H(t,o)/H(y)
en toute généralité : dans le §3.2 nous donnons l'exemple de situations ol le degré vaut 1 mais ol la
hauteur est arbitrairement grande.

4.1.— Mise sous forme irréductible d’'une fraction et hauteur.

Le degré d'un élément f € H(t,0) est, par définition, lentier d°f = d°P —d°Q ou P, Q € H[t,0] sont
tels que f = PQ7!. Le degré de f est défini de maniére non équivoque : si f = PQ™' = P'Q""!, comme
PO = Q;'P, pour certains P, Qy € H[t, o], alors on a QoP = PoQ et QP = PyQ et ainsi, en prenant
les degrés, on trouve d°P —d°Q = d°Py —d°Qy = d°P —d°Q'.

Lemme 19.— Pour tout couple (P, Q) € H[t, 0] de polynémes non nuls, il existe un couple (Py, Qo) € H[t, o]
tel que PQ™" = Q'Py (resp. Q7'P = PyQ") et tel que d°Py < d°P, d°Q < d°Q.
Preuve : Si P(t) = ap+---+a,t" et Q(t) = bo+---+b,,t", alors on pose formellement Po(t) = ag+- - -+ a,t"
et Qo(t) = Bo+---+Bmt™ et Lon voit que Qo(?)P(t) = Po()Q(?) si et seulement si, pour tout A =0,--- ,n+m,
on a . .

(B ). Bio'(a) - aici(b)) =0

i+j=h

Chacune des équations (E},) est une équation linéaire a droite et l'on voit donc que l'existence du couple
(Py, Qo) équivaut a lexistence d’'une solution (g, - ,@y,B0,- - Bm) non triviale au systeme {(Ej)};. Ce
systeme compte au plus n + m + 1 équations et il y a n + m + 2 inconnues, ce qui assure l'existence d’une
solution non triviale®.

Pour Q7'P = PyQ;', on remarque que {'};o est aussi une H-base a droite du H-espace vectoriel
a droite H[t,o]. On reprend alors la méme stratégie que précédemment, mais en considérant alors un
systeme d’équations linéaires a gauche.

]
Corollaire-Définition 20.— Pour f € H(t, o), on définit la hauteur h(f) de f comme étant l'entier

h(f) =min{max(d°P,d°Q)/ P,Q € H[t,o] tels que f(t) = P()Q(1)!
= min {max(d°P,d°Q)/ P,Q € H[t,o] tels que f(t) = Q)1 P(r)

Preuve : L’égalité des min découle facilement du lemme 19.
O
Théoreme 21.— (Forme irréductible d'une fraction rationnelle tordue) Pour tout f € H(t,0), il existe un
unique couple (P?, Q)”Z) € H[t, o] et un unique couple (P2, Q‘;) € H[t, o] vérifiant
o Pf et Pfd unitaires
o h(f) = max(d°P]§,d°Qf.) = max(d°Pf4,d°Q;f)
_ p&n8&\-1 _ (pHd\-1pd ’ ’
o [ =PEQYT = (0N IPf

cette derniére écriture f = ij(Q;".)’1 (resp. f = (Qli’.)’lPJf,’) s'appelle la forme irréductible & gauche (resp. &
droite), de la fraction f. ' '

SPour les raisons expliquées dans la note 1.
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Preuve : L'existence est immédiate. Soient (Py, Q1) et (P2, Q2) Vérifiant les hypothéses de l'énoncé et
f=B7'A. On a alors BP; = AQ; pour i = 1,2. Si h(f) = d°P;, alors d°f = P — Q; = Py — 03 > 0 et donc
d°Py = h(f) = d°Py. Ceci implique aussi que d°Qy = d°P1—d°f = d°Py—d°f = d°Qs. Ces résultats sur les
degrés sont les mémes en supposant A(f) = d°Q;. On a, par ailleurs, B(P; — Py) = A(Q; — Q2) si bien que,
st P1 # Py alors f = (P1 — P9)(Q1 — 05)7L. Comme P; et Py sont supposés tous les deux unitaires, on a
d°(P1—P3) < d°Py et comme d°(Py— P3)—d°(Q1—Q9) =d°f =d°P,—d°Qy, on a aussi d°(Q; — Q2) < d° Q.
Il s’ensuit que A(f) < max(d°(P; — P3),d°(Q1 — Q2) < max(d°P1,d° Q) = h(f), ce qui est absurde. Ainsi,
Py = Py et, par suite, Q1 = Q.

Le cas ol c’est Oy qui est supposé unitaire se traite de la méme maniere.

O

4.2.— Contre-exemples.

On considere, un corps commutatif H, un automorphisme o € Aut(H) d'ordre fini n > 2 et K = H?,
tels que H/K soit kummérienne. Pour tout entier 4 > 1, on considére lélément f = "+ t+- .+t "1 ¢
H(t,0). La proposition 10.b) montre alors que

H(f)=H{" + 1+ + M"Y = H™ "1, 7Y = H(t, 0)

et Uon a donc [H(t,0) : H(f)] =1 alors que, puisque f € H[t,o], on a visiblement A(f) =d°f = (h+Dn—-1.
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