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Résumé.— L’objet principal de cet article e
 de montrer qu’un corps de fra�ions tordu par
un endomorphisme Kpt,αq e
 toujours égal à un corps de fra�ions tordu par un automor-
phisme. Pour ce faire, nous introduisons un objet universel, l’automorphisant, qui relève, pour
un anneau A donné et un endomorphisme inje�if α de A, le couple pA,αq en un couple p pA, pαq

où pα e
 un automorphisme.

Ab
ra�.— The main purpose of this article is to show that a field of fra�ions skewed by
an endomorphism Kpt,αq is always equal to a field of fra�ions skewed by an automorphism.
To do this, we introduce an universal obje�, the automorphizer, which lifts, for a given ring
A and an inje�ive endomorphism α of A, the pair pA,αq into a pair p pA, pαq where pα is an
automorphism.

.— Introdu�ion.

Étant donné un anneau A, un endomorphisme α P EndpAq et une α-dérivation δ PDerαpAq (i.e. une
application δ : A ÝÑ A qui e
 additive et qui vérifie δpabq “ δpaqb ` αpaqδpbq pour tous a,b P A) on
note Art,α,δs l’anneau des polynômes tordu par α et δ et à coefficients dans A, c’e
-à-dire, le A-module
libre à gauche de base t1, t, t2, ¨ ¨ ¨ u muni du produit défini, par linéarité, par les relations tn.tm “ tn`m

et, pour tout a P A, ta “ αpaqt ` δpaq. Si δ “ 0, on note plus volontiers Art,αs cet anneau. Lorsque
A “ K e
 un corps, l’anneau Krt,α,δs e
 un anneau de Ore à gauche et possède donc un unique corps
de fra�ions que l’on note Kpt,α,δq. Grâce à la propriété de Ore, on peut alors écrire tout élément de
Kpt,α,δq sous la forme p´1q avec p,q P Krt,α,δs, mais pas forcément sous la forme qp´1. Pour que ce
soit le cas, il faut que Krt,α,δs soit de Ore à droite et l’on montre que cela se produit exa�ement lorsque
α e
 un automorphisme. Cela laisse présager que l’arithmétique deKpt,α,δq e
 plus compliqué lorsque
α n’e
 pas un automorphisme et c’e
 effe�ivement le cas, comme le montre l’exemple suivant : dans
[Des,Th.], il e
 montré le résultat de permanence des degrés suivant

Proposition .— Si H{K désigne une extension de corps de degré à droite rH : Ksd “ n fini et si α P AutpHq
e
 un automorphisme tel que α|K P AutpKq alors l’extension Hpt,αq{Kpt,αq e
 aussi de degré à droite égal à
n.

mais cette propriété n’e
 plus vraie lorsque α n’e
 plus supposé bije�if. Par exemple, si l’on considère
le corps de fra�ion kpxq à coefficients dans un corps commutatif k, alors l’extension kpxq{kpx2q e
 de
degré 2. Mais, si l’on considère le k-endomorphisme α de kpxq défini par α : x ÞÝÑ x2 alors l’extension
kpxqpt,αq{kpx2qpt,αq e
 de degré 1 car, dans kpxqpt,αq, on a txt´1 “ x2 et l’automorphisme intérieur Iptq
a donc pour image kpx2qpt,αq.

Par ailleurs, et comme le montre l’exemple précédent, la description Kpt,α,δq n’e
 pas biunivoque
quand K,t,α et δ varient. Il exi
e des classes remarquables de corps de fra�ions tordus, par exemple :

Proposition .— [Coh,Th...] Si C désigne le centre de K , alors

/ Si α|C , Id|C alors Kpt,α,δq “ Kpt
1
,αq où t

1
“ ct ´ tc pour n’importe quel élément c P C tel que

αpcq , c.

/ Si α|C “ Id|C et si δ|C , 0, alors α e
 un automorphisme intérieur et, pour n’importe quel élément

c P C tel que δpcq , 0, on a α “ Ipδpcqq et Kpt,α,δq “ Kpt
1
, Id,δ

1
q où t

1
“ δpcq´1t et δ

1
“ δpcq´1.δ.

Classification AMS  : E, E, B.
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L’obje�if central de cet article e
 d’ajouter une nouvelle classe à cette li
e, en montrant qu’en
toute généralité on a Kpt,αq “ pKpt, pαq où pK e
 une extension de K incluse dans Kpt,αq et pα e
 un
automorphisme de pK qui relève l’endomorphisme α (théorème ). Dans la situation plus générale d’un
corps de fra�ions tordu Kpt,α,δq avec δ , 0, nous montrons au théorème , que si α et δ commutent
alors on peut plonger Kpt,α,δq dans un corps de fra�ions tordu pKpt, pα, pδq où pK e
 une extension de K
et où pα e
 un automorphisme et pδ une pα-dérivation qui relèvent respe�ivement α et δ.

Le théorème  nous dit donc que pour un corps Kpt,αq, en augmentant adéquatement le corps des
con
antes K , on peut se ramener à un corps de fra�ions tordu par un automorphisme. L’étude de
l’arithmétique de Kpt,αq se ramène ainsi au cas où α e
 un automorphisme mais au prix de bien com-
prendre le corps des con
antes augmenté pK . Pour ce faire, nous expliquons au §  comment relever, en
toute généralité, un endomorphisme inje�if d’anneau en un automorphisme. Nous montrons (théorème
) que pour la donnée d’un anneau A et d’un endomorphisme inje�if α de A on peut associer un an-
neau pA contenant A et un automorphisme pα de pA tel que pα|A “ α et tels que p pA, pαq soit un objet universel

pour cette propriété. Nous appelons le couple p pA, pαq l’automorphisant de pA,αq. Plusieurs propriétés rel-
atives à l’automorphisant sont étudiées, notamment la description de son centre. L’exi
ence de cet objet
e
 en fait une conséquence particulière d’un théorème très général (voir [Coh, Th....]). La que
ion
du relèvement d’objets fléchés a déjà été bien étudiée dans un cadre général. En sus de [Coh], on pourra
consulter à profit les articles [Bav], [Jor], [LM& ],[Mat& ] et [Pic] sur le sujet. Quoi qu’il en soit, nous
faisons tout de même le choix aux § .. et .. de présenter de manière ad hoc l’automorphisant car sa
définition e
 simple et facilement appréhendable. Elle permet notamment d’établir quelques propriétés
fon�orielles et universelles et de rendre ce texte auto-contenant. Par ailleurs, l’obje�if central de cet ar-
ticle re
e l’étude de propriétés arithmétiques des corps gauches, la notion algébrique d’automorphisant
n’étant finalement introduite que pour simplifier certains énoncés.

De manière générale, la le�ure de cet article ne nécessite pas de connaissance particulière, à part
peut-être quelques notions sur les anneaux de polynômes tordus et leur 
ru�ure sous-jacente d’anneau
de Ore. Pour le le�eur non familiarisé, non renvoyons, par exemple, à [Coh] pour une présentation de
ces objets.

Nous tenons à remercier le rapporteur de ce texte pour nous avoir indiqué les références bibli-
ographiques qui permettent d’inscrire cette notion d’automorphisant dans un cadre général.

.— Relèvement d’endomorphisme.

Un anneau fléché e
 la donnée d’un couple pA,αq où A désigne un anneau et α P EndpAq e
 un
endomorphisme de A. Un morphisme d’anneaux fléchés entre deux anneaux fléchés pA,αq et pB,βq e

un morphisme d’anneaux ϕ : A ÝÑ B tel que ϕ ˝ α “ β ˝ ϕ, autrement dit, un morphisme tel que le
diagramme

A
ϕ //α 99 B βee

commute. On note alors ϕ : pA,αq ÝÑ pB,βq. L’objet de ce § e
 de regarder comment on peut plonger
un anneau fléché pA,αq donné dans un anneau fléché universel p pA, pαq où pα e
 un automorphisme i.e.
plonger A dans un anneau où α se relève en un automorphisme et qui fa�orise tout plongement ayant
cette propriété. Bien sûr, une condition nécessaire évidente pour que cela puisse être fait e
 que α soit
inje�if. Nous commençons par considérer le cas général d’un endomorphisme non nécessairement in-
je�if et introduisons un autre objet universel dans lequel α devient inje�if. Dans tout ce §, on considère
un anneau fléché pA,αq.

..— Nilespace et monomorphisant.





... Définition, propriétés et notations. On considère

N pαq “
⋃
ně1

kerpαnq “ ta P A{ Dně 1, αnpaq “ 0u

le nilespace de pA,αq. C’e
 visiblement un idéal bilatère de A laissé 
able par α et, en tant qu’ensemble,
il a la propriété suivante :

Lemme .— L’ensemble NαpAq e
 la plus petite partie X de A contenant 0 telle que

@a P A, αpaq P X �ùñ a P X

Preuve : La partie X “NαpAq a visiblement la propriété du lemme. Si maintenant X désigne une partie
ayant cette propriété alors, pour tout ně 0 et tout a P A, on a

αn`1paqp“ αpαnpaqqq P X ùñ αnpaq P X ùñ ¨¨ ¨ ùñ αpaq P X ùñ a P X

et ainsi, puisque 0 P X, on a kerpαn`1q Ă X.

�

Si I désigne un idéal bilatère, 
able par α, alors l’endomorphisme α induit un endomorphisme αI de
A{I , par passage au quotient :

αI : A{I ÝÑ A{I
a ÞÝÑ αpaq

(a désigne l’image de a P A dans A{I) et l’on peut considérer l’anneau fléché quotient pA{I,αI q. On
voit alors immédiatement, par définition de αI , que la proje�ion canonique A ÞÝÑ A{I e
, en fait, un
épimorphisme d’anneaux fléchés pA,αq ÝÑ pA{I,αI q.

On note IαpAq l’ensemble des idéaux bilatères de A, 
ables par α. Le lemme  a pour conséquence le

Corollaire .— Pour tout I PIαpAq, les propriétés suivantes

i) αI e
 inje�if,

ii) pour tout a P A, αpaq P I ùñ a P I ,

sont équivalentes. En conséquence de quoi, NαpAq e
 le plus petit élément de l’ensemble des idéaux I PIαpAq
vérifiant ces propriétés.

Preuve : Dire que αI : A{I ÝÑ A{I e
 inje�if équivaut à ce que, pour tout a P A, αI paq
´

“ αpaq
¯

“ 0ùñ

a“ 0, c’e
-à-dire, pour tout a P A, αpaq P I ùñ a P I . Le lemme  prouve alors la minimalité de NαpAq.

�

Ainsi, qA“ A{NαpAq e
 le plus grand quotient deA pour lequel l’endomorphisme qα “ αNαpAq, naturelle-

ment induit sur qA par α, e
 inje�if. L’anneau fléché p qA, qαq s’appelle le monomorphisant de pA,αq.

... Fon�orialité. On se donne un morphisme d’anneaux fléchés θ : pA,αq ÝÑ pB,βq. Puisque θ ˝α “
β ˝θ, on voit que θ pNαpAqq Ă NβpBq, et les théorèmes de fa�orisation montrent que l’on dispose alors
d’un diagramme commutatif





A

qπA
����

θ // B

����
qπB

}}

qA“ A{NαpAq //

qθ ((

B{θ pNαpAqq

����
B{NβpBq “ qB

qui permet de définir un morphisme naturel qθ : qA ÝÑ qB. Ce morphisme e
 en fait un morphisme
d’anneaux fléchés qθ : p qA, qαq ÝÑ pqB, qβq puisque, pour tout a P A,

pqθ ˝ qαqpqπApaqq “ qθ ˝ qπA ˝αpaq “ qπB ˝θ ˝αpaq “ qπB ˝ β ˝θpaq “ qβ ˝ qπB ˝θpaq “ pqβ ˝ qθqpqπApaqq

Comme qπB ˝ θ “ qθ ˝ qπA, on voit que si θ e
 surje�if alors qθ l’e
 aussi. De même, si l’on suppose θ
inje�if, alors θpAq XNβpBq “ θ pNαpAqq, car si θpaq P NβpBq alors θ ˝ αnpaq “ βn ˝ θpaq “ 0 pour un
certain entier ně 0 et donc αnpaq “ 0, i.e. a PNαpAq. Pour tout a P A, on a alors

qπApaq P kerpqθq ðñ qπB ˝θpaq “ qθ ˝ qπApaq “ 0ðñ θpaq PNβpBq ðñ a PNαpAq ðñ qπApaq “ 0

ce qui prouve que qθ e
 aussi inje�if. On a donc

θ inje�if (resp. surje�if)ùñ qθ inje�if (resp. surje�if)

mais on prendra garde à la réciproque : par exemple, si NβpBq “ B, alors qθ e
 surje�if sans que θ le
soit nécessairement (e.g. θ “ 0 et β “ 0).

... Propriété universelle. Le monomorphisant e
 un objet universel dans le sens suivant :

Proposition .— (Propriété universelle du monomorphisant) Soit p qA, qαq le monomorphisant d’un anneau
fléché pA,αq. Pour tout anneau fléché pB,βq, où β P EndpBq e
 un monomorphisme, et tout morphisme
d’anneaux fléchés ϕ : pA,αq ÝÑ pB,βq, il exi
e un unique morphisme d’anneaux fléchés qϕB : p qA, qαq ÝÑ pB,βq
tel que le diagramme suivant

A

��

ϕ //α 99 B βee

qA
qα 99

qϕB

??

soit commutatif.

Preuve : Exi
ence. Si x P kerpϕq, alors ϕpαpxqq “ βpϕpxqq “ 0 et ainsi αpxq P kerpϕq. On a donc
kerpϕq P IαpAq. Par ailleurs, la relation ϕpαpxqq “ βpϕpxqq assure aussi que la re
ri�ion de β à Impϕq
e
 un endomorphisme. L’isomorphisme canonique θ : A{kerpϕq » Impϕq fait visiblement commuter le
diagramme suivant :

A

��

ϕ //α 99 Impϕq β
kk

A{kerpϕqαkerpϕq
66

θ

??

si bien que αkerpϕq “ θ´1 ˝ β ˝ θ e
 inje�if (puisque β l’e
) et donc NαpAq Ă kerpϕq (corollaire ).
L’épimorphisme canonique π : qA“ A{NαpAq ÝÑ A{kerpϕq fournit alors le diagramme commutatif suiv-
ant :





A

��

ϕ //α 99 Impϕq β
kk

qA

π

��

qα 99

qϕB

??

A{kerpϕqαkerpϕq
66

θ

GG

à partir duquel qϕB “ θ ˝π peut être con
ruit.

Unicité. Elle découle immédiatement du fait que qA e
 un quotient de A.

�

..— Anneaux automorphisants.

... Définition, propriétés et notations. On considère un anneau fléché pA,αq et, pour n ě 0, on pose
An “ A. Pour tout k ě 0, on considère le morphisme

ϕn,n`k : An ÝÑ An`k
a ÞÝÑ αkpaq

Le sy
ème pAn,ϕn,mqn e
 visiblement indu�if et l’on note sa limite dire�e

pA“ lim
ÝÑ
n
An “

˜⊔
ně0

An

¸

L

„

où „ e
 la relation d’équivalence définie, pour an P An et am P Am par

an „ amðñDp ě n,m, ϕn,ppanq “ ϕm,ppamq

En tant que limite indu�ive d’anneaux, pA a naturellement une 
ru�ure d’anneau et les flèches na-
turelles

πnA : An ÝÑ
⊔
ně0

An ÝÑ pA

sont des morphismes d’anneaux. Afin d’éviter d’alourdir les notations, pour un élément an P An, on
pourra parfois noter pan à la place de πnApanq. De même, on notera plus volontiers dans les diagrammes αk

à la place de ϕn,n`k . Pour autant, puisque α peut être vu comme endomorphisme de chaque An, il faut

alors faire attention au fait que, dans la notation An
αk // An`k , αk ne désigne pas l’endomorphisme

de An. On remarque toutefois que, vu comme endomorphisme de An`k , on a αkpAn`kq “ ϕn,n`kpAnq.

Regarder α comme endomorphisme de chaque anneau An e
 compatible avec la relation „ : si
an „ am alors ϕn,p`1panq “ ϕm,p`1pamq, pour un certain p ě n,m, et donc dans A, on a αp`1´npanq “

αp`1´mpamq. Ainsi, on a αp´npαpanqq “ αp´mpαpamqq, c’e
-à-dire ϕn,ppαpanqq “ ϕm,ppαpamqq et, finale-
ment, on a bien αpanq „ αpamq. Cette compatibilité avec „ permet de définir un endomorphisme

pα : pA ÝÑ pA

pan ÞÝÑ {αpanq
pan P Anq pαpanq P Anq

L’anneau fléché p pA, pαq s’appelle l’automorphisant de pA,αq et l’on voit alors immédiatement que πnA :
An ÝÑ pA e
 un morphisme d’anneaux fléchés. Comme le laisse imaginer la terminologie, on a





Proposition .— On a pα P Autp pAq.

Preuve : Pour an P An, on a

pan P kerppαq ðñ{αpanq “ 0ðñDk ě 0, ϕn,n`kpαpanqq “ 0
ðñ αk`1panq “ 0ðñ ϕn,n`k`1panq “ 0
ðñ pan “ 0

et donc kerppαq “ t0u : pα e
 inje�if.

Soit y P pA et an P An tel que y “ pan. Si l’on considère l’élément xn`1 “ an P An`1 “ A, on voit alors que
ϕn,n`1panq “ αpxn`1q et l’on a donc

y “ pan “ {ϕn,n`1panq “ {αpxn`1q “ pαpzxn`1q

c’e
-à-dire y “ pαpxq avec x “zxn`1 P
pA : pα e
 surje�if.

�

L’automorphisme pα de pA renverse le sens des flèches donné par α :

Lemme .— Pour tout ně 0 et tout k ě 0, pαk induit un isomorphisme

πn`kA pAn`kq
pαk // πnApAnq

Preuve : On a pαk ˝πn`kA pAn`kq “ π
n`k
A ˝αkpAn`kq “ π

n`k
A ˝ϕn,n`kpAnq “ π

n
ApAnq et, compte tenu du fait

que pα e
 inje�if (proposition ), la re
ri�ion de pαk à πn`kA pAn`kq e
 donc bien un isomorphisme à
valeurs dans πnApAnq.

�

Lorsque α e
 inje�if, le morphisme πnA e
 alors un plongement pAn,αq ãÝÑ p pA, pαq, car si a P An e
 tel
que pa“ p0, alors il exi
e un entier k ě 0 tel que ϕn,n`kpaq “ αkpaq “ 0 et donc a“ 0.

Pour le choix de n“ 0, le morphismeπA “ π
0
A : pA0,αq ÝÑ p pA, pαq (resp. le plongement pA0,αq ãÝÑ p pA, pαq,

lorsque α e
 supposé inje�if) s’appelle le morphisme canonique (resp. le plongement canonique) de A vers
pA.

... Fon�orialité. On se donne un morphisme d’anneaux fléchés ϕ : pA,αq ÝÑ pB,βq et l’on considère
les automorphisants pA“ lim

ÝÑn
An et pB“ lim

ÝÑn
Bn. Pour tout ně 0, le diagramme

An`1α
++

ϕ // Bn`1 β
rr

Anα 55
ϕ //

α

OO

Bn βhh

β

OO

e
 visiblement commutatif, de sorte qu’en composant avec les morphismes naturels πnB : Bn ÝÑ pB on
dispose du diagramme commutatif suivant :

An`1α
++ πn`1

B ˝ϕ

''
pB pβee

Anα 55
πnB˝ϕ

77α

OO

Par propriété universelle de la limite indu�ive, il exi
e donc un unique morphisme Ωϕ : pA ÝÑ pB tel
que le diagramme suivant





pA
pα 99

Ωϕ

��

¨ ¨ ¨
α // An

ϕ

��

FF

α // An`1

ϕ

��

XX

α // ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨
β // Bn

β //

��

Bn`1
β //

��

¨ ¨ ¨

pBpβ 99

soit commutatif. Le morphisme d’anneaux fléchés Ωϕ : p pA, pαq ÝÑ ppB, pβq s’appelle le morphisme canonique

induit par ϕ. Il e
 défini de la manière suivante : si pan P pA avec an P An, alors Ωϕp panq “ {ϕpanq., et e

cara�érisé, par unicité de la flèche faisant commuter le diagramme ci-dessus, de la manière suivante :

Proposition .— Étant donné un morphisme d’anneaux fléchés ϕ : A ÝÑ B, le morphisme canonique Ωϕ :
pA ÝÑ pB induit par ϕ e
 l’unique morphisme d’anneaux fléchés p pA, pαq ÝÑ ppB, pβq vérifiant que, pour tout
ně 0, le diagramme

An
ϕ //

πnA
��

Bn

πnB
��

pA
Ωϕ // pB

e
 commutatif.

... Passage au quotient. On se donne un idéal I P IαpAq et l’on considère l’automorphisant pyA{I,xαI q
de l’anneau fléché pA{I,αI q. On note ΩI : p pA, pαq ÝÑ pyA{I,xαI q le morphisme canonique induit par la
proje�ion canonique AÝÑ A{I .

Puisque A ÝÑ A{I e
 surje�if, il en e
 de même des flèches An ÝÑ An{I (où pA “ lim
ÝÑ

An et yA{I “
lim
ÝÑ

An{I) et le morphisme ΩI e
 donc lui aussi surje�if. Ainsi ΩI e
 un épimorphisme d’anneaux
fléchés. Regardons à présent à quelle condition il e
 inje�if :

Proposition .— Étant donné un idéal I PIαpAq, les propriétés suivantes

i) l’épimorphisme ΩI e
 inje�if,

ii) I ĂNαpAq,

sont équivalentes. En conséquence de quoi, le monomorphisant p qA, qαq de pA,αq e
 le plus petit quotient A{I
de A tel que l’épimorphisme canonique induit ΩI soit un isomorphisme.

Preuve : iiq ùñ iq Prenons pan P kerpΩI q, c’e
-à-dire an P An tel que pan “ 0. Il exi
e donc m ě n tel que
αm´npanq “ α

m´n
I panq “ 0 et ainsi, αm´npanq P I Ă NαpAq. Il exi
e donc k ě 0 tel que αm´n`kpanq “ 0,

ce qui prouve que pan “ 0.

 iiq ùñ iqConsidérons a P I´NαpAq P A0. On a pa , p0 sinon il exi
erait ně 0 tel que αnpaq “ ϕ0,npaq “

0, ce qui e
 ju
ement exclu. Puisque a“ 0, on a donc ΩI ppaq “ pa“ p0 et donc pa P kerpΩI q.

�

On obtient finalement la cara�érisation suivante du monomorphisant :

Corollaire .— Le nilespace NαpAq de pA,αq e
 l’unique idéal I PIαpAq tel que les morphismes αI : AÝÑ





A{I et ΩI : pAÝÑyA{I soient simultanément inje�ifs.

Preuve : C’e
 la conjon�ion du corollaire  et de la proposition .

�

On retiendra, en particulier, le fait que les anneau fléchés p pqA, pqαq et p pA, pαq sont canoniquement iso-
morphes, avec comme avantage que qα e
 inje�if. Pour finir, on remarquera que, bien que l’objet dual

p
q

pA, qpαq ait un sens, cet objet e
 sans intérêt puisque, pα étant inje�if (proposition ), on a p qpA, qpαq “ p pA, pαq.

... Plongement. On se donne maintenant un plongement d’anneaux fléchés ϕ : pA,αq ãÝÑ pB,βq. Sans
hypothèse sur α et β, il n’y a pas a priori de raison pour que le morphisme canonique induit Ωϕ par ϕ
soit lui aussi inje�if. Un cas, toutefois, e
 favorable à cela :

Proposition .— Soit ϕ : pA,αq ãÝÑ pB,βq un plongement d’anneaux fléchés. Si l’endomorphisme β e

inje�if, alors le morphisme canonique induit Ωϕ : p pA, pαq ÝÑ ppB, pβq e
 lui aussi un plongement d’anneaux
fléchés.

Preuve : Si pan P kerpΩϕq avec an P An, alors comme Ωϕp panq “ Ωϕ ˝ π
n
Apanq “ πnB ˝ϕpanq “ 0 (avec les

notations de la proposition ) et que πnB e
 inje�if (précisément à cause de l’inje�ivité de β), on en
déduit que an “ 0.

Remarque : l’inje�ivité de β implique celle de α, puisque ϕ ˝α “ β ˝ϕ.

�

On en déduit que si H{K désigne une extension de corps et que α P EndpHq e
 un endomorphisme tel
que α|K P EndpKq alors on dispose d’une extension naturelle pH{ pK : si ϕ : K ÝÑ H e
 le plongement

définissant H{K , alors pH{ pK e
 l’extension définie par le plongement Ωϕ : pK ÝÑ pH .

... Propriété universelle. L’automorphisant vérifie la propriété universelle suivante :

Théorème .— (Propriété universelle de l’automorphisant) Soient pA,αq un anneau fléché et pA, qαq,
p pA, pαq respe�ivement, le monomorphisant et l’automorphisant de pA,αq. Le plongement canonique Π

pA :
p qA, qαq ãÝÑ p pA, pαq vérifie la propriété suivante :

Pour tout anneau fléché pB,βq avec β P AutpBq et tout plongement ΠB : p qA, qαq ãÝÑ pB,βq, il exi
e un unique
plongement Π : p pA, pαq ãÝÑ pB,βq tel que le diagramme suivant

qA
qα 99

Π
pA //

ΠB
��

pA

Π

��

pαee

B βee

soit commutatif.

Preuve : Le corollaire  permet, sans perte de généralité, de supposer que α e
 inje�if et donc que
qA“ A et qα “ α. On pose rA“ΠBpAq Ă B, de sorte que

´

Π
´1
B

¯

| rA
e
 un isomorphisme de rA surA. Puisque

β ˝ΠB “ΠB ˝α, la re
ri�ion β
| rA e
 un monomorphisme de rA et l’on a

´

Π
´1
B

¯

| rA
˝ β
| rA “ α ˝

´

Π
´1
B

¯

| rA
.

Pour tout n ě 0, on pose ĂAn “ β
´np rAq “ β´n ˝ΠBpAq (et donc ĂA0 “

rA), de sorte que
´

Π
´1
B

¯

| rA
˝ βn
|ĂAn

e


un isomorphisme de ĂAn sur A. Toujours parce que β ˝ΠB “ΠB ˝α, on voit que la re
ri�ion β
|ĂAn

e
 un

monomorphisme de ĂAn et que
ˆ

´

Π
´1
B

¯

| rA
˝ βn
|ĂAn

˙

˝ β
|ĂAn
“ α ˝

ˆ

´

Π
´1
B

¯

| rA
˝ βn
|ĂAn

˙

.

Par ailleurs, comme β´1 e
 un isomorphisme de ĂAn sur ĆAn`1, on con
ate que l’application





ĂAn
β´1˝β

|ĂAn // ĆAn`1

n’e
 rien d’autre que le morphisme d’inclusion et que l’on a donc
´

β
|ĆAn`1

¯

|ĂAn
“ β

|ĂAn
. On déduit alors

de toutes ces con
atations que le diagramme

ĂA0

β´1˝β
|ĂA0

Ă
//

´

Π
´1
B

¯

| rA
˝β0
|ĂA0

»

��

ĂA1

β´1˝β
|ĂA1

Ă
//

´

Π
´1
B

¯

| rA
˝β1
|ĂA1

»

��

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

β´1˝β
|ČAn´1

Ă
// ĂAn

β´1˝β
|ĂAn

Ă
//

´

Π
´1
B

¯

| rA
˝βn
|ĂAn

»

��

¨ ¨ ¨

A
α // A

α // ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
α // A

α // ¨ ¨ ¨

e
 commutatif car, d’après ce qui précède,

α ˝

ˆ

´

Π
´1
B

¯

| rA
˝ βn
|ĂAn

˙

“

ˆ

´

Π
´1
B

¯

| rA
˝ βn
|ĂAn

˙

˝ β
|ĂAn
“

ˆ

´

Π
´1
B

¯

| rA
˝ βn`1
|ĂAn

˙

˝ Id
|ĂAn

“

ˆ

´

Π
´1
B

¯

| rA
˝ βn`1
|ĆAn`1

˙

˝

´

β´1 ˝ β
|ĂAn

¯

Par propriété universelle, découle alors l’exi
ence d’un isomorphisme

Π : pA“ lim
ÝÑ
n
AÝÑ lim

ÝÑ
n

ĂAn “
⋃
ně0

ĂAn Ă B

faisant commuter les diagrammes. La propriété Π ˝ pα “ β ˝Π découle alors de la commutativité des
diagrammes, comme précédemment dans ce texte.

Re
e à établir l’unicité de Π. Considérons un élément x P pA “ lim
ÝÑn

An, disons x “ pan avec an P An pour
un certain n ě 0, et posons y “ pαnpxq. Le lemme  assure qu’il exi
e a0 P A0 “ A tel que y “ pa0 et
comme on a, par hypothèse, Π ˝ pαnpxq “ β´n ˝Πpxq on en déduit que

Πpxq “ βn ˝ pΠ ˝ pαnpxqq “ βn ˝Πpyq “ βn ˝Π ˝Π
pApa0q “ β

n ˝ΠBpa0q

Cette égalité ayant lieu indépendamment du choix de a0, l’unicité de Π en découle.

�

Lorsque α e
 inje�if, l’anneau pA e
 donc, en terme de plongement, le plus petit anneau contenant A et
possédant un automorphisme relevant α.

..— Quelques propriétés de l’automorphisant.

Dans ce § on considère des anneaux fléchés pA,αq pour lesquels l’endomorphisme α e
 inje�if.

... Étude du centre.

Lemme-Définition .— Soient f : E ÝÑ E une application et Ω Ă E. Parmi toutes les parties Ω0 Ă Ω


ables par f (i.e. f|Ω0
: Ω0 ÝÑΩ0), il en exi
e une plus grande. On l’appelle le 
abilisé de Ω par f et on la

note Stabf pΩq. Cet ensemble e
 décrit de la manière suivante :

Stabf pΩq “ tx P E{ @ně 0, f npxq PΩu “
⋂
ně0

pf nq´1pΩq

Preuve : L’ensemble Stabf pΩq e
 visiblement une partie de Ω 
able par f . Si Ω0 ĂΩ e
 
able par f ,
alors pour tout x0 PΩ0 et tout ně 0, on a f npx0q PΩ0, ce qui ju
ifie que Ω0 Ă Stabf pΩq

�
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Il e
 remarquable que, quand E a une 
ru�ure de groupe, d’anneau ou de corps et que f e
 un
morphisme pour cette 
ru�ure, alors si Ω e
 une sous-
ru�ure il en e
 de même de Stabf pΩq.

Proposition .— Soient pA,αq un anneau fléché avec α inje�if. Le centre Zp pAq de l’automorphisant de
pA,αq e
 canoniquement isomorphe à l’automorphisant du 
abilisé pStabαpZpAqq,αq de ZpAq par α et l’on
peut donc écrire

Zp pAq “
∧

StabαpZpAqq

Preuve : On considère le sy
ème indu�if qui définit pA

A0
ϕ0,1“α // A1

ϕ1,2“α // ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
ϕn´1,n“α // An

ϕn,n`1“α // ¨ ¨ ¨

où An “ A pour tout ně 0. On prend un élément px P pA de représentant x P An. On a alors

px P Zp pAq ðñ @py P pA, px.py “ py.pxðñ@k ě 0,@y P An`k , ϕn,n`kpxqy “ yϕn,n`kpxq
ðñ @k ě 0,@y P A, αkpxqy “ yαkpxq ðñ @k ě 0, αkpxq P ZpAq ðñ x P StabαpZpAnqq

et ainsi, Zp pAq “
⋃
n

πnApStabαpZpAnqqq. Le plongement canonique StabαpZpAqq Ă A et l’endomorphisme

α étant tous deux inje�ifs, le morphisme induit ΩĂ : {StabαpZpAqq ÝÑ pA e
 un plongement (proposition
). Comme ΩĂ ˝π

n
StabαpZpAqq

pStabαppAnqq “ π
n
ApStabαpZpAnqqq, on en déduit finalement que

ΩĂ

¨

˝

∧

StabαpZpAqq

˛

‚ “ΩĂ

˜⋃
n

πnStabαpZpAqq
pStabαpZpAnqqq

¸

“

⋃
n

ΩĂ ˝π
n
StabαpZpAqq

pStabαpZpAnqqq

“

⋃
n

πnApStabαpZpAnqqq “ Zp pAq

�

Remarque .— Lorsque ZpAq e
 
able par α, on a donc Zp pAq “ zZpAq. La que
ion de la 
abilité de
ZpAq e
 délicate. Bien sûr, lorsque α e
 un automorphisme de A, sa re
ri�ion à ZpAq e
 aussi un
automorphisme mais, sans le cara�ère surje�if, des pathologies peuvent apparaitre comme le montre
l’exemple générique suivant : on considère un groupe G et l’algèbre de groupe krGs sur un corps com-
mutatif k, c’e
-à-dire le k-espace ve�oriel de base les éléments de G, muni du produit de convolution

¨

˝

∑
gPG

λg .g

˛

‚.

˜∑
hPG

µh.h

¸

“

∑
g,hPG

λgµh.gh

(qui e
 bien défini même si G e
 infini, puisque les familles pλgqg et pµhqh sont presque partout nulles).
Si α désigne un endomorphisme du groupe G, alors on peut étendre α en un endomorphisme de la
k-algèbre krGs, par la formule

α

¨

˝

∑
gPG

λg .g

˛

‚“

∑
gPG

λg .αpgq

On con
ate immédiatement que, si α e
 inje�if sur G, il l’e
 aussi sur krGs. Un petit calcul classique
montre que le centre ZpkrGsq de krGs e
 la sous-k-algèbre de base teCuCPC où C désigne l’ensemble
des classes de conjugaisons finies de G et, pour tout C P C , eC “

∑
gPC g. Les classes de conjugaisons

étant d’interse�ion vide deux à deux, on voit que, si g P G e
 dans le centre de krGs, alors Cg “ tgu,





c’e
-à-dire que g P ZpGq (i.e. GXZpkrGsq “ ZpGq). Il s’ensuit que, si αpZpGqq 1 ZpGq alors αpZpkrGsqq 1
ZpkrGsq.

Tout revient donc à con
ruire un endomorphisme inje�if d’un groupe G qui ne laisse pas 
able le
centre ZpGq. Pour cela, on se donne un plongement de groupes finis π : G0 ÝÑ Γ avec ZpG0q , 1 et
ZpΓ q “ 1 (par exemple, un groupe abélien G0 d’ordre m ě 3, le groupe symétrique Γ “ Sm et π le
plongement canonique). On considère alors le groupe produit G “ G0 ˆ Γ1 ˆ ¨¨ ¨ ˆ Γn ˆ ¨¨ ¨ où Γn “ Γ ,
pour tout n ě 1. A un élément x “ pg0,γ1,γ2, ¨ ¨ ¨ q P G, on associe l’élément αpxq “ pe,πpg0q,γ1, ¨ ¨ ¨ q P G
(décalage vers la droite). L’application α, ainsi définie, e
 alors un endomorphisme inje�if de G. Si l’on
prend un élément non trivial g0 P ZpG0q alors l’élément g “ pg0, e, ¨ ¨ ¨ q P G e
 clairement central dans G,
mais comme πpg0q e
 non trivial et que ZpΓ q “ 1, on en déduit que αpgq “ pe,πpg0q, e, ¨ ¨ ¨ q < ZpGq.

Même dans le cas d’un corps K , on peut con
ruire un endomorphisme α de K tel que αpZpKqq 1
ZpKq. L’exemple que nous allons proposer e
 un peu long et nécessite quelques résultats préliminaires.
Nous avons donc choisi de le présenter dans un appendice en fin de texte, appendice où sont établies
plusieurs propriétés générales utiles à la théorie et qu’il nous a semblé intéressant de rédiger à part.

Remarque .— Pour ce qui e
 du monomorphisant et de l’automorphisant, nous nous sommes in-
téressé au cas des anneaux, mais le le�eur se convaincra assez facilement que les notions et énoncés
présentés depuis le début du §  re
ent les mêmes lorsque l’on considère pour A un groupe et pour
α un endomorphisme de groupe. Le nilespace NαpAq e
 alors un sous-groupe di
ingué de A et l’on
considère pour IαpAq, l’ensemble des sous-groupes di
ingués de A qui sont 
ables par α.

... Cas des corps. Lorsque A e
 un corps, tout endomorphisme de A étant inje�if, on peut travailler
dire�ement sur A et oublier le passage au monomorphisant. De manière évidente, si pH,αq e
 un an-
neau fléché et queH e
 un corps, alors l’automorphisant pH deH e
 lui-même un corps et le morphisme
canonique πH “ π

0
H :H ÝÑ pH e
 un plongement. On dispose donc d’une extension canonique pH{H .

Proposition .— Soit k une corps commutatif et α P Endpkq. L’extension pk{k e
 algébrique si et seulement
si l’extension k{αpkq l’e
. Dans cette situation, si α n’e
 pas surje�if, l’extension pk{k e
 de degré infini.

Preuve : Considérons le sy
ème indu�if associé à pk

k0
α // k1

α // ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
α // kn

α // ¨ ¨ ¨

où kn “ k. Le cara�ère inje�if de α identifie les kn en une suite croissante de sous-corps k0 Ă k1 Ă

¨¨ ¨ Ă kn Ă ¨¨ ¨ dont la réunion vaut pk. Chaque extension kn`1{kn e
 isomorphe à k{αpkq par applica-
tion de l’automorphisme pα´pn`1q de pk. L’équivalence des propriétés découle alors de la transitivité de
l’algébricité.

Si α n’e
 pas surje�if, alors rk : αpkqs “ ℵ pour un certain cardinal ℵą 1. La transitivité des degrés
assure alors que rkn : ks “ n.ℵ pour tout ně 1 et donc que rpk : ks ě ℵ0.

�

Remarque .— L’aspe� galoisien de l’extension pk{k e
 plus délicat à prédire. Si l’on généralise
l’exemple donné dans l’introdu�ion en considérant de k “ k0ptq muni de l’endomorphisme α : t ÝÑ tn

pour un entier n premier à la cara�éri
ique de k0, alors l’extension k{αpkq “ k0ptq{k0pt
nq e
 galoisienne

si et seulement si µn Ă k0 et dans ces conditions son groupe de Galois vaut Z{nZ. L’automorphisant de
pk,αq s’identifie au corps pk “ k0pt

1{n8q “
⋃
kě0 k0pt

1{nk q. Pour que pk{k soit galoisienne, il faut et il suffit
alors que µn8 Ă k0 (et dans ces conditions Galppk{kq “ "Zn" :“

∏
p|nZp). On voit donc que la que
ion du

cara�ère galoisien de pk{k dépend intimement de l’arithmétique de k.

Proposition .— On considère une extension de corps H{K et un endomorphisme α P EndpHq tel que
α|K P EndpKq et l’extension pH{ pK obtenu par le plongement canonique Ω induit par H{K . Les dimensions
gauche et droite de ces extensions vérifient respe�ivement r pH : pKsg,d ď rH : Ksg,d .
Preuve : On considère une famille K-liée à gauche txiuI d’élément de H et l’on regarde son image





tpxiuI via le plongement canonique πH : H ÝÑ pH (qui e
 bien un plongement cas H e
 un corps). En
particulier, la famille tpxiuI e
 de cardinal 7I et cette famille e
 pK-liée à gauche, car si

λ1.xi1 ` ¨¨ ¨`λn.xin “ 0

désigne une équation de K-dépendance linéaire à gauche non triviale, on a

πH pλ1.xi1 ` ¨¨ ¨`λn.xinq “Ω ˝πKpλ1q.πH pxi1q` ¨ ¨ ¨ `Ω ˝πKpλnq.πH pxinq “ 0

et comme Ω ˝ πK e
 un plongement, cette dernière égalité con
itue une équation de dépendance pK-
linéaire à gauche. Le théorème de la base incomplète montre alors que r pH : pKsg ď 7I mais comme
rH : Ksg “ minp7Iq où 7I parcourt l’ensemble des cardinaux de familles K-liées à gauche de H , on
en déduit finalement l’inégalité annoncée. La preuve pour la dimension droite s’effe�ue de la même
manière.

�

Exemple .— On reprend l’exemple de la remarque  en considérant un corps commutatif k, deux
entiers n,p ě 1, H “ kptq, K “ kptnq et α : t ÞÝÑ tp. On a pH “ kpt1{p

8
q “

⋃
kě0 kpt

1{pk q et pK “ kptn{p
8
q “⋃

kě0 kpt
n{pk q. On a alors rH : Ks “ n et r pH : pKs “ n{pgcdpn,pq et l’on voit que l’inégalité de la proposition

 ne peut être précisée plus, en toute généralité.

.— Application aux corps de fra�ions tordus.

Lorsque A “ K e
 un corps et α P EndpKq e
 un endomorphisme de corps, il exi
e un moyen
de décrire l’automorphisant p pK, pαq de pK,αq, particulièrement élégant et définitivement pertinent au
regard de ce qui va suivre, en considérant le corps de fra�ions tordu Kpt,αq : pour tout entier n ě 0,
on considère le sous-corps Kn “ t´nKtn de Kpt,σq . Puisque, par définition, pour tout x P K , on a
t´nxtn “ t´pn`1q.ptxt´1qtn`1 “ t´pn`1qαpxqtn`1, on voit que l’application

Kn ÝÑ Kn`1
y ÞÝÑ Ipt´pn`1qq ˝α ˝ Iptnqpyq

n’e
 rien d’autre que l’inje�ion canonique Kn Ă Kn`1. Ainsi, la suite de corps pKnqn e
 croissante pour
l’inclusion et le diagramme

K0
Ă //

Id

��

K1
Ă //

Iptq

��

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
Ă // Kn

Ă //

Iptnq

��

¨ ¨ ¨

K

Id

OO

α // K

Ipt´1q

OO

α // ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
α // K

Ipt´nq

OO

α // ¨ ¨ ¨

e
 commutatif. Comme précédemment, par propriété universelle, on en déduit que l’automorphisant
de pK,αq s’identifie à l’anneau fléché p pK, pαq avec pK “

⋃
ně0

t´nKtn Ă Kpt,αq et pα “ Iptq
|pK P Autp pKq.

Théorème .— Tout corps de fra�ions tordu par un endomorphisme e
 égal à un corps de fra�ions tordu
par un automorphisme, en la même variable. Plus précisément, avec les notations précédentes,

Kpt,αq “ pKpt, pαq

En algèbre linéaire, la théorie de la dimension des K-espaces ve�oriels e
 la même, que le corps K considéré soit commutatif
ou gauche.





Preuve : Il e
 clair que Kpt,αq “ Kp pK Yttuq. Considérons, dans Kpt,αq, une dépendance pK-linéaire de
1, t, ¨ ¨ ¨ , tn :

λ0`λ1t` ¨¨ ¨`λnt
n “ 0

Par définition du corps pK , il exi
e un entier k ě 0 tel que λ0, ¨ ¨ ¨ ,λn P t
´kKtk et donc, en conjuguant par

tk on obtient
ptkλ0t

´kq
PK

`ptkλ1t
´kq

PK
t` ¨¨ ¨` ptkλnt

´kq
PK

tn “ 0

et finalement λ0 “ ¨¨ ¨ “ λn “ 0. Puisque tx “ pαpxqt pour tout x P pK , on voit que le sous-anneau de
Kpt,αq engendré par pK et t e
 égal à l’anneau de polynômes tordu en la variable t : pKrt, pαs. Ainsi,

Krt,αs Ă pKrt, pαs Ă Kpt,αq ùñ Kpt,αq “ FracpKrt,αsq Ă Frac
´

pKrt, pαs
¯

“ pKpt, pαq Ă Kpt,αq

�

Exemple .— Si l’on reprend l’exemple, donné dans la remarque , du corps K “ kpxq et du k-
endomorphisme α : x ÞÝÑ xm, on voit que dans Kpt,αq, le sous-corps Kn “ t´nKtn s’identifie au corps
kpx1{mnq et que l’on a

kpxqpt,αq “ kpx1{m8qpt, pαq

où pαpxkq “ xmk pour tout k PZr1{ms.

Remarquons que le théorème  permet de préciser la que
ion abordée dans la proposition  sur
la dimension d’une extension d’automorphisants :

Corollaire .— Si H{K désigne une extension de corps et α P EndpHq e
 un endomorphisme tel que α|K P
EndpKq alors on r pH : pKsd “ rHpt,αq : Kpt,αqsd .

Preuve : D’après le théorème , on a Hpt,αq “ pHpt, pαq et Kpt,αq “ pKpt, pαq. Comme pα e
 un automor-
phisme, on peut alors appliquer la proposition , issue de [Des], pour conclure.

�

On considère maintenant un corps K , un endomorphisme α P EndpKq, une α-dérivation δ de K , le
corps de fra�ions tordu Kpt,α,δq et p pK, pαq l’automorphisant de pK,αq. Si l’on suppose que α ˝ δ “ δ ˝α,
alors le diagramme suivant

K0

δ

�� α // K1

δ

�� α // ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
α // Kn

δ

�� α // ¨ ¨ ¨

e
 commutatif (Kn “ K pour tout n ě 0). On peut donc définir une application pδ : pK ÝÑ pK , en posant,
pour an P Kn,

pδp panq “ zδpanq

On con
ate alors que pδ e
 une pα-dérivation de pK : si l’on prend x,y P pK , disons x “ pxn et y “ pyn avec
xn, yn P Kn pour un certain ně 0, alors on a :

pδpxyq “ pδpπnKpxnqπ
n
Kpxnqq “

pδpπnKpxnynqq “ π
n
Kpδpxnynqq “ π

n
Kpδpxnqyn`αpxnqδpynqq

“ πnKpδpxnqqπ
n
Kpyqn`π

n
Kpαpxnqqπ

n
Kpδpynqq “

pδp pxnq pyn` pαp pxnqpδp pynq
“ pδpxqy` pαpxqpδpyq

Puisque pα et pδ relève l’image de α et δ par le plongement canonique πK : K ÝÑ pK (i.e. πK ˝α “ pα ˝πK et
πK ˝δ “ pδ˝πK ), on en déduit un plongement p : Kpt,α,δq ÝÑ pKpt, pα, pδq : p se définit d’abord sur l’anneau
Krt,α,δs en posant ppa0`a1t`¨¨ ¨`ant

nq “ πKpa0q`πKpa1qt`¨¨ ¨`πKpanqt
n et, comme Krt,α,δs e
 un

anneau de Ore, p se relève (de manière unique) à Kpt,α,δq tout entier. Finalement, on a le
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Théorème .— Pour tout corps de fra�ions tordu Kpt,α,δq tel que α˝δ “ δ˝α, il exi
e une extension pK{K ,
un automorphisme pα P Autp pKq prolongeant α et une pα-dérivation pδ de pK prolongeant δ, de sorte que le corps
Kpt,α,δq se plonge dans le corps de fra�ions tordu pKpt, pα, pδq.

Il exi
e un autre moyen de considérer le corps pKpt, pα, pδq : la condition α ˝ δ “ δ ˝α a pour conséquence
que l’on peut relever l’endomorphisme α en un endomorphisme rα de Kpt,α,δq, en posant rαptq “ t. En
effet, pour tout a P K , on a alors

rαpt.aq “ rα pαpaqt` δpaqq “ rα ˝αpaqrαptq` rα ˝ δpaq “ α2paqt` δ ˝αpaq “ tαpaq “ rαptq.rαpaq

et donc, par linéarité, on dispose d’un endomorphisme de l’anneau Krt,α,δs qui, par la propriété de
Ore, s’étend de manière unique en un endomorphisme de son corps de fra�ions Kpt,α,δq. Une fois

relevé α en rα, on peut alors identifier pKpt, pα, pδq à l’automorphisant
∧

Kpt,α,δq de pKpt,α,δq, rαq. Pour voir

ceci, il faut d’abord con
ater que les plongements pn : Knpt,α,δq ÝÑ pKpt, pα, pδq (donnés par p), vérifient
que pn`1 ˝ rα “ pn. À nouveau, ceci se voit en commençant par vérifier cette relation sur les anneaux
Knrt,α,δs, grâce à la relation πnK ˝α “ pα ˝πnK , puis sur Knpt,α,δq tout entier, en utilisant le fait que ces
anneaux sont de Ore. On dispose ainsi d’un diagramme commutatif

{Kpt,α,δq

Θ

��

¨ ¨ ¨
rα // Knpt,α,δq

πnKpt,α,δq
;;

rα //

pn

��

Kn`1pt,α,δq

πn`1
Kpt,α,δq

cc

rα //

pn`1

��

¨ ¨ ¨

pKpt, pα, pδq

dont on déduit, par propriété universelle de la limite indu�ive, l’exi
ence d’un monomorphisme Θ :
∧

Kpt,α,δq ÝÑ pKpt, pα, pδq. Ensuite, puisque pK “
⋃
n

πnKpKnq, on voit, par le même argument de passage par

les anneaux Knrt,α,δs, que pKpt, pα, pδq “
⋃
n

πnKpt,α,δqpKnpt,α,δqq et donc que Θ e
 surje�if. Ainsi, on peut

écrire

pKpt, pα, pδq “
∧

Kpt,α,δq

mais ce ci n’e
 possible qu’avec l’hypothèse de commutation α ˝ δ “ δ ˝α. Sans cette hypothèse, l’objet
∧

Kpt,α,δq n’a pas de sens puisque l’exi
ence d’un relevé rα de α à Kpt,α,δq e
 précisément équivalente

à cette hypothèse. Pour ce qui e
 de pα, il e
 bien défini en toute circon
ance, le problème vient de
l’exi
ence de pδ : pour qu’il exi
e une pα-dérivation de pK relevant δ, on voit que la condition α˝δ “ δ˝α
e
 nécessaire.

— Appendice —
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Corps de fra�ions tordus en cascade. On considère un corps K et un automorphisme σ0 P AutpKq. On
pose H0 “ Kpt0,σ0q, R0 “ Krt0,σ0s et l’on définit les suites pHnqn et pRnqn par la relation de récurrence

Hn`1 “Hnptn`1,σn`1q, Rn`1 “ Rnrtn`1,σn`1s

où σn`1 P AutpHnq e
 un automorphisme qui laisse 
able Rn. On considère alors le K-anneau R “⋃
ně0

Rn, que l’on notera génériquement Krt0, t1, ¨ ¨ ¨ ;σ0,σ1, ¨ ¨ ¨ s, et le corps H “

⋃
ně0

Hn, que l’on notera

Kpt0, t1, ¨ ¨ ¨ ;σ0,σ1, ¨ ¨ ¨ q.

Théorème .— Pour ně 0, on a :

a) L’anneau Rn e
 le sous-K-anneau de Hn engendré par t0, ¨ ¨ ¨ , tn.

b) Tout élément du corps Hn peut s’écrire sous la forme pq´1 (resp. q´1p) avec p,q P Rn.

c) L’anneau Rn e
 de Ore à droite et à gauche et son corps de fra�ions e
 égal à Hn.

En conséquence de quoi, l’anneau R e
 le sous-K-anneau de H engendré par les tn. C’e
 un anneau de Ore à
droite et à gauche et son corps de fra�ions e
 égal à H .

Preuve : a) Soit A un sous-K-anneau deHn contenant t0, ¨ ¨ ¨ , tn. Il contient Krt0s “ Krt0,σ0s “ R0, donc il
contient Krt0,σ0srt1s “ Krt0,σ0srt1,σ1s “ R1 et, par indu�ion, il contient finalement Krt0,σ0s ¨ ¨ ¨ rtn,σns “
Rn.

b) Pour n “ 0, c’e
 clair : l’anneau R0 “ Krt0,σ0s e
 de Ore à gauche et à droite puisque σ0 e
 un
automorphisme et H0 étant, par définition le corps de fra�ions de R0 tout élément de H0 peut s’écrire
sous la forme pq´1 (resp. q´1p) avec p,q P R0.

Supposons la propriété vraie pour un entier n ě 0 et examinons les choses au rang n` 1. On considère
un polynôme pptn`1q “ a0 ` a1tn`1 ` ¨¨ ¨ ` akt

k
n`1 P Hnrtn`1,σn`1s. Par hypothèse de récurrence, on a

a0 “ ã
´1
0 â0 avec ã0, â0 P Rn. On a donc

pptn`1q “ ã
´1
0 pâ0` ã0a1tn`1` ¨¨ ¨` ã0akt

k
n`1q

On peut écrire ã´1
0 a1 “ ã

´1
1 â1 avec ã1, â1 P Rn et ainsi

pptn`1q “ ã
´1
0 ã´1

1 pã1â0` â1tn`1` ¨¨ ¨` ã1ã0akt
k
n`1q

En répétant le procédé, on voit que

pptn`1q “ ã
´1
0 ã´1

1 ¨ ¨ ¨ ã´1
k pãk ¨ ¨ ¨ ã1â0` ãk ¨ ¨ ¨ ã2â1tn`1` ¨¨ ¨` âkt

k
n`1q

(on a chassé les dénominateurs à gauche) et donc p “ p̃´1p̂ avec p̃ P Rn et p̂ P Rn`1. On peut aussi
écrire p “ p̂p̃´1 avec les même conditions, en remarquant que, puisque σn`1 e
 un automorphisme,
tout élément p PHnrtn`1,σn`1s peut s’écrire sous la forme

pptn`1q “ a0` tn`1a1` ¨¨ ¨` t
k
n`1ak

et l’on peut alors, par le même procédé que précédemment, chasser à droite les dénominateurs.

Considérons maintenant un élément f P Hn`1 “ Hnptn`1,σn`1q. Puisque Hn e
 un corps et que
σn`1 e
 un automorphisme, l’anneau de polynômes tordu Hnrtn`1,σn`1s e
 de Ore à droite et à gauche
si bien que l’on peut écrire f “ pq´1 (resp. f “ q´1p) avec p,q PHnrtn`1,σn`1s. D’après ce qui précède,
on peut écrire p “ p̂p̃´1 (resp. p “ p̃´1p̂) et q “ q̂q̃´1 (resp. q “ q̃´1q̂) avec p̂, q̂ P Rn`1 et p̃, q̃ P Rn. On a
alors

f “ pq´1 “ pp̂p̃´1qpq̂q̃´1q´1 “ p̂pp̃´1q̃qq̂´1 presp. f “ q´1p “ q̂´1pq̃p̃´1qp̂q

mais puisque p̃´1q̃ P Hn, on peut appliquer l’hypothèse de récurrence pour écrire p̃´1q̃ “ q̄p̄´1 (resp.
q̃p̃´1 “ p̄´1q̄) avec q̄, p̄ P Rn. Ceci montre, pour finir, que f “ pp̂q̄qpq̂p̄q´1 (resp. f “ pp̄q̂q´1pq̄p̂q), ce qui
achève la récurrence.
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c) Soient a,b P Rn non nuls. D’après ce qui précède, il exi
e c,d P Rn tel que ab´1 “ c´1d (resp. b´1a “
dc´1q). On a donc ca“ db (resp. ac “ bd) ce qui prouve que RnaXRnb , t0u (resp. aRnX bRn , t0u).

Si a,b P R non nuls, alors il exi
e n ě 0 tel que a,b P Rn et l’on a alors, d’après le a), t0u , RnaXRnb Ă
RaXRb (resp. t0u , aRnX bRn Ă aRX bR).

�

Le centre du corps H se calcule en appliquant le

Lemme .— Soit H0 Ă H1 Ă ¨¨ ¨ une suite croissante de corps quelconque. Pour tout n ě 0, on pose kn “

ZpHnq. Le corps H “
⋃
n

Hn a pour centre k “
⋃
n

˜⋂
měn

km

¸

.

Preuve : Pour tout n ě 0, on a H “
⋃
měnHm et donc

⋂
měn km Ă k. Réciproquement, si x P H avec

x PHn, on a x P km pour tout mě n.

�

et en évaluant, par récurrence, les centres ZpHnq. Pour ce faire, on utilise le

Lemme .— Si K désigne un corps et σ P AutpKq e
 un automorphisme d’ordre extérieur ωextpσq “ n P
N
˚Yt8u, alors

ZpKpt,σqq “

"

ZpKqσ pc´1
σ tnq si n PN˚ et σn “ Ipc´1

σ q pavec cσ P ZpKqσ q
ZpKqσ si n“8

qui découle des propriétés établies au chapitre  de [Coh]. En particulier si opσq “ ωextpσq “ n, alors
ZpKpt,σqq “ ZpKqσ ptnq avec la convention t8 “ 1.

Corps de fra�ions en cascade à indéterminées commutant. Un cas particulier de corps de fra�ions
tordu en cascade e
 celui où les indéterminées commutent : on se donne une suite pσnqn d’éléments de
AutpKq et l’on suppose que σn ˝ σm “ σm ˝ σn. Chaque σm se relève de manière unique à H0 “ Kpt0,σ0q

en posant σmpt0q “ t0, car pour tout a P K , on a

σmpt0aq “ t0σmpaq “ σ0 ˝ σmpaqt0 “ σm ˝ σ0paqt0 “ σmpaqt0 “ σm ˝ σ0paqσmpt0q “ σmpσ0paqt0q

Il e
 alors clair que chaque σm laisse 
able R0 et l’on peut, en particulier, considérer H1 “ H0pt1,σ1q

et R1 “ R0rt1,σ1s. Par récurrence, puisque les σn commutent entre eux, on peut relever chaque σm au
corps Hn et considérer Hn`1 “ Hnptn`1,σn`1q et Rn`1 “ Rnrtn`1,σn`1s pour appliquer la con
ru�ion
précédente. On con
ate que les σm se relèvent, in fine, en des automorphismes de H et de R et que
titj “ tjti pour tout i, j ě 0. On en déduit que

Rn “ Krtsp0q,σsp0qsrtsp1q,σsp1qs ¨ ¨ ¨ rtspnq,σspnqs

Hn “ Kptsp0q,σsp0qqptsp1q,σsp1qq ¨ ¨ ¨ ptspnq,σspnqq

pour n’importe quelle permutation s P Sn. En tant que K-espace ve�oriel à gauche, R a pour base les
monômes

∏
n

t
ik
k où pinqn PNN e
 une suite presque partout nulle. Le produit e
 alors défini par les

relations
‚

∏
n

t
ik
k .

∏
n

t
jk
k “

∏
n

t
ik`jk
k

‚ @a P K,

˜∏
n

t
ik
k

¸

.a“ pσ i00 ˝ σ
i1
1 ˝ ¨ ¨ ¨ qpaq.

∏
n

t
ik
k

L’ordre extérieur d’un automorphisme σ e
 l’ordre ωextpσq de son image par l’épimorphisme AutpKq ÝÑ ExtpKq “
AutpKq{IntpKq. Lorsque ωextpσq e
 fini, c’e
 ainsi le plus petit entier ną 0 tel que σn soit un automorphisme intérieur.
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Pour ce qui e
 du centre, on va avoir, par le lemme , une expression sous la forme

km “ ZpHmq “ ZpKq
ăσ0,¨¨¨ ,σmąpc0t

i0
0 , c1pt0qt

i1
1 , ¨ ¨ ¨ , cmpt0, ¨ ¨ ¨ , tm´1qt

im
m q

avec ci P Hi´1 et ik “ ωextpσkq lorsque l’on considère σk comme automorphisme de Hk´1. Le lemme 
montre alors que

ZpHq “ ZpKqăσ0,σ1,¨¨¨ąpc0t
i0
0 , c1pt0qt

i1
1 , ¨ ¨ ¨ q

La difficulté pour calculer ZpHq consi
e à évaluer ωextpσkq sur Hk´1 puisque, bien sûr, ωextpσkq varie en
fon�ion du corps Hi sur lequel on regarde σk , et à calculer les ci . La description du centre dépend, en
fait, intimement de la nature du sous-groupe engendré par les σm sur K . Donnons un premier exemple
où celle-ci e
 simple : on suppose que, pour tout mě 0, on ait

p˚q ă σm ąXă tσ0, ¨ ¨ ¨ ,σm´1uY IpKq ą“ 1

Avec cette condition, on a simplement

km “ ZpHmq “ ZpKq
ăσ0,¨¨¨ ,σmąpti00 , ¨ ¨ ¨ , t

im
m q

où ik désigne l’ordre de σk (avec la convention t8k “ 1). En effet, pour m “ 0 puisque ă σ0 ą XIpKq “
1, l’ordre extérieur ωextpσ0q de σ0 vaut précisément i0 et le lemme  montre qu’alors ZpKpt0,σ0q “

ZpKqσ0pti00 q. Supposons la propriété vrai au rang m ě 0, alors au rang m ` 1, il convient d’évaluer
ωextpσm`1q lorsque σm`1 e
 vu comme élément de AutpHmq. Si r ě 0 e
 tel que σ rm`1 P IntpHmq, disons
σ rm`1 “ Ipfmq avec fm P H˚m, alors en plongeant Hm “ Hm´1ptm,σmq dans Hm´1pptm,σmqq et en écrivant

fm “
∑
λjt

j
m, on a que, pour tout a PH , σ rm`1paq.fm “ fm.a, c’e
-à-dire que∑

σ rm`1paqλjt
j
m “ λjσ

j
mpaqt

j
m

Il exi
e donc fm´1 PHm´1 et jm PZ tels que sur K , on ait σ rm`1 ˝σ
jm
m “ Ipfm´1q. En réitérant le procédé,

on con
ruit donc une suite jm, jm´1, ¨ ¨ ¨ , j0 d’entiers tels que, sur K , σ rm`1 ˝ σ
jm
m ¨ ¨ ¨σ

j0
0 “ Ipλq pour un

certain λ P K . Il s’ensuit que σ rm`1 Pă tσ0, ¨ ¨ ¨ ,σmu Y IpKq ą et donc, d’après p˚q, que im`1|r. Il s’ensuit
que ωextpσm`1q “ im`1 et, par suite que,

km`1 “ ZpHmq
σm`1pt

im`1
m`1q “ ZpKq

ăσ0,¨¨¨ ,σm`1ąpti00 , ¨ ¨ ¨ , t
im`1
m`1q

On peut alors appliquer le lemme  :⋂
měn

km “
⋂
měn

ZpKqăσ0,¨¨¨ ,σmąpti00 , ¨ ¨ ¨ , t
im
m q “ ZpKq

ăσ0,σ1,¨¨¨ąpti00 , ¨ ¨ ¨ , t
in
n q

et donc
ZpHq “

⋃
ně0

ZpKqăσ0,σ1,¨¨¨ąpti00 , ¨ ¨ ¨ , t
in
n q “ ZpKq

ăσ0,σ1,¨¨¨ąpti00 , t
i1
1 , ¨ ¨ ¨ q

A l’exa� opposé de la condition p˚q, considérons le cas où, pour tout n ě 0, σn “ σ avec ωextpσq “
opσq “ r. On a ZpH0q “ ZpKpt0,σ0q “ ZpKq

σ ptr0q, mais comme σ1 “ σ0, on a σ1 “ Ipt0q surH0 et donc, par
application du lemme , on trouve que ZpH1q “ ZpKq

σ ptr0, t
´1
0 t1q. Une récurrence immédiate montre

que ZpHmq “ ZpKqσ pt
r
0, t
´1
0 t1, ¨ ¨ ¨ , t

´1
0 tmq et le lemme  prouve finalement que

ZpHq “ ZpKqσ ptr0, t
´1
0 t1, t

´1
0 t2, ¨ ¨ ¨ q

Un exemple d’endomorphisme de corps ne laissant pas 
able le centre. On considère un corps com-
mutatif k et le corps de fra�ions rationnelles K “ kpxmqmPZ en une infinité de variables. Pour tout ně 0,
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on considère un k-automorphisme σ , non trivial et d’ordre fini, du corps des fra�ions rationnelles en
une variable kpxq. On note f P kpxq un élément tel que kpf q “ kpxqσ et G “ Galpkpxq{kpf pxqqq le groupe
de Galois (fini) de l’extension.

Pour tout entier ně 0, on peut relever σ en un automorphisme σn P AutpKq en le faisant agir ju
e sur la
variable xn, de sorte que le groupe de Galois GalpkpxmqmPZ{kpxm, f pxnqqm,nq s’identifie canoniquement
à G. Le sous-corps de K fixé par l’ensemble des σn e
 le corps KΓ “ kp¨ ¨ ¨ ,x´1, f px0q, f px1q, ¨ ¨ ¨ q. Puisque
que chaque xn e
 visiblement algébrique sur KΓ , on con
ate que l’extension K{KΓ e
 algébrique ga-
loisienne de groupe de Galois Γ “ GN.

On considère maintenant l’élément α P AutpKq défini par αpxmq “ xm`1 pour tout m P Z (décalage des
variables). Cet automorphisme n’engendre rien d’algébrique puisque visiblementKăαą “ k, nonob
ant
le sous-groupe engendré par α et Γ se décrit simplement en con
atant que,

‚ @n,mě 0, σn ˝ σm “ σm ˝ σn
‚ @ně 0, σn`1 “ α ˝ σn ˝α

´1

si bien que, dans AutpKq, la conjugaison par α induit un endomorphisme de Γ qui e
 non surje�if (ce
qui empêche de voir ce sous-groupe comme un produit semi-dire�). Le dernier point à observer dans
cette situation e
 que

KΓ “ kp¨ ¨ ¨ ,x´1, f px0q, f px1q, ¨ ¨ ¨ q  kp¨ ¨ ¨ ,x´1,x0, f px1q, ¨ ¨ ¨ q “ αpK
Γ q

puisque, σ étant non trivial, on a visiblement x0 < K
Γ . Ainsi, α fait 
ri�ement "grossir" le sous-corps

KΓ .

On considère alorsH “ Kpt0, t1, ¨ ¨ ¨ ;σ0,σ1, ¨ ¨ ¨ q, le corps de fra�ions en cascade à indéterminées com-
mutant. Comme les σn vérifient visiblement la propriété p˚q du § précédent, on a

ZpHq “ kp¨ ¨ ¨ ,x´1, f px0q, f px1q, ¨ ¨ ¨ qpt
r
0, t

r
1, ¨ ¨ ¨ q

où r “ opσq. On peut étendre l’automorphisme α de K en un endomorphisme du K-anneau R “
Krt0, t1, ¨ ¨ ¨ ;σ0,σ1, ¨ ¨ ¨ s en posant, pour tout n ě 0, αptnq “ tn`1. Cette définition e
 licite car, par tout
a P K , on a

α
´´∏

n t
ik
k

¯

.a
¯

“ α
´

pσ i00 ˝ σ
i1
1 ˝ ¨ ¨ ¨ qpaq.

∏
n t
ik
k

¯

“ pα ˝ σ i00 ˝ σ
i1
1 ˝ ¨ ¨ ¨ qpaq

∏
n t
ik
k`1

“ ppα ˝ σ i00 ˝α
´1q ˝ pα ˝ σ i11 ˝α

´1q ˝ ¨ ¨ ¨ q ˝αpaq
∏
n t
ik
k`1 “ pσ

i0
1 ˝ σ

i1
2 ˝ ¨ ¨ ¨ q ˝αpaq

∏
n t
ik
k`1

“
∏
n t
ik
k`1.αpaq “ α

´∏
n t
ik
k

¯

.αpaq

Puisque R e
 un anneau de Ore de corps de fra�ions H , α s’étend de manière unique en un endomor-
phisme de H . On con
ate qu’alors

αpZpHqq “ kp¨ ¨ ¨ ,x´1,x0, f px1q, ¨ ¨ ¨ qpt
r
1, t

r
2, ¨ ¨ ¨ q 1 ZpHq

puisque x0 < ZpHq.
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