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Résumé.— L'objet principal de cet article e§t de montrer qu’un corps de frations tordu par
un endomorphisme K(t,«) e§t toujours égal a un corps de fraGtions tordu par un automor-
phisme. Pour ce faire, nous introduisons un objet universel, l’'automorphisant, qui reléve, pour
un anneau A donné et un endomorphisme injectif a de A, le couple (A, @) en un couple (A,Q)
ol & e$t un automorphisme.

Abétra@t.— The main purpose of this article is to show that a field of frations skewed by
an endomorphism K(t, &) is always equal to a field of fraétions skewed by an automorphism.
To do this, we introduce an universal object, the automorphizer, which lifts, for a given ring
A and an inje&ive endomorphism «a of A, the pair (A, a) into a pair (A,&@) where @ is an
automorphism.

1.— Introdu&ion.

Etant donné un anneau A, un endomorphisme @ € End(A) et une a-dérivation o € Der, (A) (i.e. une
application 6 : A — A qui est additive et qui vérifie 6(ab) = 6(a)b + a(a)d(b) pour tous a,b € A) on
note A[t, &, 6] 'anneau des polynémes tordu par «a et 0 et a coefficients dans A, c’est-a-dire, le A-module
libre a gauche de base {1,t, £2,.. -} muni du produit défini, par linéarité, par les relations t".t" = grtm
et, pour tout a € A, ta = a(a)t + 6(a). Si & = 0, on note plus volontiers A[f,a] cet anneau. Lorsque
A = K e$§t un corps, 'anneau K[t, a, 8] est un anneau de Ore a gauche et posséde donc un unique corps
de fractions que l'on note K(t,«,5). Grace a la propriété de Ore, on peut alors écrire tout élément de
K(t,a,9) sous la forme p~!q avec p,q € K[t,a,], mais pas forcément sous la forme gp~!. Pour que ce
soit le cas, il faut que K[t, , 8] soit de Ore a droite et I'on montre que cela se produit exactement lorsque
a e§t un automorphisme. Cela laisse présager que I'arithmétique de K (t, &, d) e$t plus compliqué lorsque
a n’es§t pas un automorphisme et c’est effetivement le cas, comme le montre ’exemple suivant : dans
[Des,Th.2], il est montré le résultat de permanence des degrés suivant

Proposition 1.— Si H/K désigne une extension de corps de degré d droite [H : K|z = n fini et si « € Aut(H)
est un automorphisme tel que a|x € Aut(K) alors l'extension H(t,a)/K(t,a) est aussi de degré a droite égal a
n.

mais cette propriété n’e§t plus vraie lorsque a n’e$t plus supposé bijectif. Par exemple, si 'on considére
le corps de fraction k(x) & coefficients dans un corps commutatif k, alors I'extension k(x)/k(x?) et de
degré 2. Mais, si I'on considére le k-endomorphisme @ de k(x) défini par a : x — x? alors l'extension
k(x)(t,a)/k(x?)(t, ) et de degré 1 car, dans k(x)(t,a), on a txt ! = x? et 'automorphisme intérieur I(t)
a donc pour image k(x?)(t, ).

Par ailleurs, et comme le montre ’exemple précédent, la description K(t,a,6) n'e§t pas biunivoque
quand K, ¢, « et 6 varient. Il exiSte des classes remarquables de corps de frations tordus, par exemple :

Proposition 2.— [Coh2,Th.2.1.3] Si C désigne le centre de K, alors

1/ Si ajc # Id|c alors K(t,a,0) = K(t,a) ot t' = ct — tc pour n'importe quel élément ¢ € C tel que
a(c) =c.

2/ Si ajc = Id|c et si o|c # 0, alors a est un automorphisme intérieur et, pour n'importe quel élément
ceCtel que 5(c)=0,onaa=1(5(c)) et K(t,a,8) = K(t,1d,8 ) ou t' = 8(c) tets =o(c)~L.6.
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L'objectif central de cet article e§t d’ajouter une nouvelle classe a cette liste, en montrant qu’en
toute généralité on a K(t,a) = K(t,@) ot K et une extension de K incluse dans K(t,a) et @ e§t un
automorphisme de K qui reléve 'endomorphisme « (théoréme 21). Dans la situation plus générale d'un
corps de fraltions tordu K(¢,«, ) avec o # 0, nous montrons au théoréme 24, que si a et 6 commutent
alors on peut plonger K(t,«,6) dans un corps de frations tordu K(t,@, 5) ol K e§t une extension de K
et ol @ e§t un automorphisme et 5 une a-dérivation qui relévent respetivement a et 9.

Le théoréme 21 nous dit donc que pour un corps K(t,«), en augmentant adéquatement le corps des
constantes K, on peut se ramener a un corps de fraGtions tordu par un automorphisme. L’étude de
l’arithmétique de K(¢, a) se rameéne ainsi au cas ou « e§t un automorphisme mais au prix de bien com-
prendre le corps des constantes augmenté K. Pour ce faire, nous expliquons au § 2 comment relever, en
toute généralité, un endomorphisme injectif d’anneau en un automorphisme. Nous montrons (théoreme
12) que pour la donnée d’un anneau A et d’'un endomorphisme injeltif @ de A on peut associer un an-
neau A contenant A et un automorphisme & de Atel que @4 = a et tels que (A &) soit un objet universel

pour cette propriété. Nous appelons le couple (A,a)l automorphisant de (A, ). Plusieurs propriétés rel-
atives a 'automorphisant sont étudiées, notamment la description de son centre. L'exi$tence de cet objet
est en fait une conséquence particuliére d’un théoréme trés général (voir [Coh1, Th.7.3.4.]). La question
du relevement d’objets fléchés a déja été bien étudiée dans un cadre général. En sus de [Coh1], on pourra
consulter a profit les articles [Bav], [Jor], [LM1& 2],[Mat1& 2] et [Pic] sur le sujet. Quoi qu’il en soit, nous
faisons tout de méme le choix aux § 2.1. et 2.2. de présenter de manieére ad hoc I’automorphisant car sa
définition et simple et facilement appréhendable. Elle permet notamment d’établir quelques propriétés
fonctorielles et universelles et de rendre ce texte auto-contenant. Par ailleurs, l'objectif central de cet ar-
ticle reSte ’étude de propriétés arithmétiques des corps gauches, la notion algébrique d’automorphisant
n’étant finalement introduite que pour simplifier certains énoncés.

De maniére générale, la lecture de cet article ne nécessite pas de connaissance particuliére, a part
peut-étre quelques notions sur les anneaux de polyndmes tordus et leur §tructure sous-jacente d’anneau
de Ore. Pour le le¢teur non familiarisé, non renvoyons, par exemple, a [Coh2] pour une présentation de
ces objets.

Nous tenons a remercier le rapporteur de ce texte pour nous avoir indiqué les références bibli-
ographiques qui permettent d’inscrire cette notion d’automorphisant dans un cadre général.

2.— Relevement d’endomorphisme.

Un anneau fléché est la donnée d’un couple (A, ) ou A désigne un anneau et « € End(A) e§t un
endomorphisme de A. Un morphisme d’anneaux fléchés entre deux anneaux fléchés (A, a) et (B,p) et
un morphisme d’anneaux ¢ : A — B tel que ¢ o a@ = f o @, autrement dit, un morphisme tel que le

diagramme
¢
o C A——>B Q B

commute. On note alors ¢ : (A,a) — (B, 8). L'objet de ce § eSt de regarder comment on peut plonger
un anneau fléché (A, a) donné dans un anneau fléché universel (A, @) ou @ e§t un automorphisme i.e.
plonger A dans un anneau ou a se reléve en un automorphisme et qui factorise tout plongement ayant
cette propriété. Bien sir, une condition nécessaire évidente pour que cela puisse étre fait e§t que «a soit
injectif. Nous commencons par considérer le cas général d’'un endomorphisme non nécessairement in-

jectif et introduisons un autre objet universel dans lequel a devient injeétif. Dans tout ce §, on considere
un anneau fléché (A, a).

2.1.— Nilespace et monomorphisant.



2.1.1. Définition, propriétés et notations. On considere

N (@)= Jker(a") ={acA/In>1, a"(a) = 0}

n=1

le nilespace de (A, a). C’eét visiblement un idéal bilatére de A laissé Stable par « et, en tant qu’'ensemble,
il a la propriété suivante :

Lemme 3.— Lensemble ¥, (A) est la plus petite partie X de A contenant 0 telle que

VaeA, a(a)eX—=aeX

Preuve : La partie X = /4, (A) a visiblement la propriété du lemme. Si maintenant X désigne une partie
ayant cette propriété alors, pour tout n > 0 et toutae A, on a

a" (@) (=a(a"(1)eX —=a"(a)eX — - -—a(a) e X —ae X

et ainsi, puisque 0 € X, on a ker(a"*!) c X.
O

Si I désigne un idéal bilatere, §table par «, alors 'endomorphisme « induit un endomorphisme a; de
A/I, par passage au quotient :
ar: A/l — A/l
a — afa)

(@ désigne I'image de a € A dans A/I) et 'on peut considérer 'anneau fléché quotient (A/I,@;). On
voit alors immédiatement, par définition de @, que la proje&tion canonique A — A/I e}, en fait, un
épimorphisme d’anneaux fléchés (A, a) — (A/I, aj).

On note _%,(A) I'ensemble des idéaux bilatéres de A, Stables par a. Le lemme 3 a pour conséquence le
Corollaire 4.— Pour tout I € %,(A), les propriétés suivantes

i) aj est injectif,

ii) pour touta€ A, a(a)el = a€l,

sont équivalentes. En conséquence de quoi, /N, (A) est le plus petit élément de l'ensemble des idéaux I € %, (A)
vérifiant ces propriétés.

Preuve : Dire que a; : A/I — A/I eét injeétif équivaut a ce que, pour tout a € A, a;(a) (z m) =0=
@ =0, c’e§t-a-dire, pour tout a€ A, a(a) e | => a € I. Le lemme 3 prouve alors la minimalité de /4, (A).

O

Ainsi, A = A/ Ny (A) est le plus grand quotient de A pour lequel 'endomorphisme & = @ j; (4), naturelle-
ment induit sur A par a, et inje@if. L'anneau fléché (A, &) s’appelle le monomorphisant de (A, a).
2.2.2. Fonctorialité. On se donne un morphisme d’anneaux fléchés 6 : (A,a) — (B, f). Puisque B oa =

B o6, on voit que 6 (#,;(A)) = H3(B), et les théoremes de factorisation montrent que l'on dispose alors
d’un diagramme commutatif



| B
5 R
BA(B) = B

qui permet de définir un morphisme naturel 6:A— B. Ce morphisme e$t en fait un morphisme
d’anneaux fléchés 6 : (A, &) — (B, B) puisque, pour tout a € A,

(60d)(7a(a)) =Oofgoa(a) =TgoOoala)=Rgopob(a)=forzo0(a) = (fob)(fa(a))

Comme 7506 = 6 0174, on voit que si 6 e$§t surjedtif alors 0 I'e§t aussi. De méme, si l'on suppose 0
injectif, alors 6(A) N #(B) = 0 (H;(A)), car si O(a) € H3(B) alors 6 o a”(a) = p" 0 0(a) = 0 pour un
certain entier n > 0 et donc a”(a) = 0, i.e. a€ 4, (A). Pour tout a € A, on a alors

7ia(a) e ker(0) <= figoO(a) = Ootis(a) =0 < 0(a) € Np(B) == ae Ny(A) == 1ta(a) =0
ce qui prouve que 0 et aussi injeltif. On a donc
0 inje&tif (resp. surjetif) = ] injectif (resp. surjectif)

mais on prendra garde a la réciproque : par exemple, si /#3(B) = B, alors 0 e§t surjeCtif sans que O le
soit nécessairement (e.g. @ = 0 et § = 0).

2.2.3. Propriété universelle. Le monomorphisant e§t un objet universel dans le sens suivant :

Proposition 5.— (Propriété universelle du monomorphisant) Soit (A, &) le monomorphisant d’un anneau
fléché (A,a). Pour tout anneau fléché (B,B), on p € End(B) et un monomorphisme, et tout morphisme

d’anneaux fléchés ¢ : (A, a) — (B, B), il existe un unique morphisme d’anneaux fléchés ¢p : (A, &) —> (B,B)

tel que le diagramme suivant
Ca—0 0
‘ PB

&CE

Preuve : ExiStence. Si x € ker(¢), alors p(a(x)) = B(p(x)) = 0 et ainsi a(x) € ker(¢). On a donc
ker(q) € %, (A). Par ailleurs, la relation ¢(a(x)) = f(¢(x)) assure aussi que la restriction de g a Im(¢)
e§t un endomorphisme. L'isomorphisme canonique 6 : A/ker(¢) ~ Im(¢) fait visiblement commuter le

diagramme suivant :
¢
a C A—> Im(@ B

6

eer(p) @(er((p)

si bien que @yer(p) = 071 0 o0 et injedif (puisque B l'e§t) et donc A, (A) c ker(¢) (corollaire 4).

soit commutatif.

L’épimorphisme canonique 7 : A= A/ Ny (A) — A/ker(¢) fournit alors le diagramme commutatif suiv-
ant :



Teer () @(er((p)

a partir duquel @p = 8 o 1t peut étre con§truit.

Unicité. Elle découle immédiatement du fait que A et un quotient de A.

2.2.— Anneaux automorphisants.

2.2.1. Définition, propriétés et notations. On considére un anneau fléché (A, a) et, pour n > 0, on pose
A, = A. Pour tout k > 0, on considére le morphisme

Punn+k - A, — An+k
a — a*a)

Le sy§téme (A,;, @,,.m), €5t visiblement inductif et I'on note sa limite directe

A=limA, = <|_|An>/~

n=0

ou ~ eét la relation d’équivalence définie, pour a,, € A, et a,, € A, par
ay ~ Ay <= 3dp = n,m, (Pn,p(an) = (Pm,p(am)

En tant que limite indu&tive d’anneaux, A a naturellement une §truGture d’anneau et les fléches na-
turelles R
A, — | A —A
n=0
sont des morphismes d’anneaux. Afin d’éviter d’alourdir les notations, pour un élément a, € A,, on
pourra parfois noter 4, a la place de 774 (a,). De méme, on notera plus volontiers dans les diagrammes ak
a la place de ¢, ,, 1. Pour autant, puisque a peut étre vu comme endomorphisme de chaque A,, il faut

. . . . k k s . ) .
alors faire attention au fait que, dans la notation 4 %, 4 ., a" ne désigne pas I'endomorphisme
de A,. On remarque toutefois que, vu comme endomorphisme de A, t, on a a¥(A, 1) = @ik (An)-

Regarder @ comme endomorphisme de chaque anneau A, e$§t compatible avec la relation ~ : si
ay ~ ap, alors @, 51 1(a,) = @ pi1(a,), pour un certain p > n,m, et donc dans A, on a aPT1="(g,)) =
aPt1="m(a,,). Ainsi, on a aP~"(a(a,)) = aP~"(a(a,)), CeSt-a-dire ¢, ,(a(ay)) = @p,p(a(a,)) et, finale-
ment, on a bien a(a,) ~ a(a,,). Cette compatibilité avec ~ permet de définir un endomorphisme

~ ~

a: A — A
ay —_ alay)
(an € Ap) (a(an) € Ay)

L'anneau fléché (A, Q) s’appelle I'automorphisant de (A, ) et I'on voit alors immédiatement que 7 :
A, —> A e$§t un morphisme d’anneaux fléchés. Comme le laisse imaginer la terminologie, on a



~

Proposition 6.— On a & € Aut(A).

Preuve: Poura, € A,,ona

ayeker(@) <= a(a,)=0<=3k=0, ¢,,x(a(a,)) =0
Rand akJrl(an) = 0= Qputk+1 (an =0
0

=g, =
et donc ker(a) = {0} : @ e§t injedtif.

Soit y € A et a, € A, tel que y = a,,. Sil'on considére 1’élément x,, .| = a, € A,;1 = A, on voit alors que
@uns1(ay) = a(x,41) et on a donc

—

v= d;, = (Pn,n+1(an) = a(xn+1) = &\(xn+1)

c’e§t-a-dire y = @(x) avec x = X, ;] €A : @ e§t surjedtif.

L'automorphisme & de A renverse le sens des fleches donné par «a :

Lemme 7.— Pour tout n > 0 et tout k > 0, &% induit un isomorphisme

~k
T (A ) = 1 (A,)

Preuve: Ona a¥o nZ*k(A,,Jrk) = T(ZH oak(Ayix) = T(ZH‘ O Quntk(Ay) = 14 (A,) et, compte tenu du fait

+k

que @ e$t inje@if (proposition 6), la re§tri®ion de a* a 70, (A,1k) e§t donc bien un isomorphisme a

valeurs dans 7tj (A,).
O

Lorsque a e$t injectif, le morphisme 7t; est alors un plongement (A, &) — (/T, @), carsiac A, et tel
que @ = 0, alors il exi§te un entier k > 0 tel que @Punik(a) =ak(a)=0etdonca=0.

Pour le choix de n = 0, le morphisme 14 = 1t} : (Ag, @) —> (A,&) (resp. le plongement (Ag, a) — (A,&),
lorsque a et supposé injectif) s’appelle le morphisme canonique (resp. le plongement canonique) de A vers
A.

2.2.2. Fonctorialité. On se donne un morphisme d’anneaux fléchés ¢ : (A,a) — (B, ) et l'on considére
les automorphisants A =lim A, et B=1im_B,. Pour tout n > 0, le diagramme
—>n —>n

a g Apt1 AN Bn+1> B

1,
e Chn—= 5,

est visiblement commutatif, de sorte qu’en composant avec les morphismes naturels 7 : B, — B on
dispose du diagramme commutatif suivant :

@ g Ant1 mitlog
a

Egg
aCAn%

Par propriété universelle de la limite inductive, il existe donc un unique morphisme Q,, : A —> Btel
que le diagramme suivant



p(_B
soit commutatif. Le morphisme d’anneaux fléchés (), : (A, a) — (B, E) s’appelle le morphisme canonique

induit par @. 11 e§t défini de la maniere suivante : si @, € A avec a, € A, alors Q,,(4,) = @(a,)., et est
caractérisé, par unicité de la fleche faisant commuter le diagramme ci-dessus, de la maniére suivante :

Proposition 8.— Etant donné un morphisme d’anneaux fléchés ¢ : A —> B, le morphisme canonique Qp:
A —> B induit par @ est V'unique morphisme d’anneaux fléchés (A,@) — (B, ﬁ) vérifiant que, pour tout
n =0, le diagramme

es$t commutatif.

2.2.3. Passage au quotient. On se donne un idéal I € _%,(A) et l'on considére I'automorphisant (Z/\I, ar)
de I'anneau fléché (A/I,a;). On note Q; : (A,&) —> (A/I,a;) le morphisme canonique induit par la
projection canonique A — A/I.

Puisque A — A/I e$t surjeif, il en est de méme des fleches A, — A, /I (ou A= limA, et Z/\I =
limA,/I) et le morphisme (; est donc lui aussi surjectif. Ainsi (2 e§t un épimorphisme d’anneaux
fléchés. Regardons a présent a quelle condition il et injetif :

Proposition 9.— Etant donné un idéal I € %,(A), les propriétés suivantes
i) 'épimorphisme Q) est injectif,
ii) [ = N, (A),

sont équivalentes. En conséquence de quoi, le monomorphisant (E, a) de (A, a) est le plus petit quotient A/l
de A tel que I'épimorphisme canonique induit (QO; soit un isomorphisme.

Preuve : ii) = i) Prenons 4, € ker(Qj), c’e§t-a-dire a,, € A, tel que 7, = 0. 1l existe donc m > n tel que
am="(a,) = a]" "(@,) = 0 et ainsi, a™"(a,) € I = #,(A). Il existe donc k > 0 tel que a” " (a,) =0,
ce qui prouve que 4, = 0.

—ii) = —i) Considérons a € [ — ¥, (A) € Ay. On a @ = 0 sinon il exi§terait n > 0 tel que a”(a) = Qonla) =

0, ce qui et justement exclu. Puisque @ = 0, on a donc Q;(4) =2 = 0 et donc 4 € ker(Q;).

On obtient finalement la cara&térisation suivante du monomorphisant :

Corollaire 10.— Le nilespace /¥, (A) de (A, a) est 'unique idéal I € %, (A) tel que les morphismes aj: A —



A/let Qy: A—s X/\I soient simultanément injeclifs.
Preuve : C’est la conjon&ion du corollaire 4 et de la proposition 9.

O

On retiendra, en particulier, le fait que les anneau fléchés (A/, a) et (A, @) sont canoniquement iso-
morphes, avec comme avantage que & et injectif. Pour finir, on remarquera que, bien que l'objet dual

(A, Q@) ait un sens, cet objet et sans intérét puisque, & étant injetif (proposition 6), on a (A,Q) = (A,Q).

2.2.4. Plongement. On se donne maintenant un plongement d’anneaux fléchés ¢ : (A, @) — (B, §). Sans
hypothese sur a et §, il ny a pas a priori de raison pour que le morphisme canonique induit (), par ¢
soit lui aussi injectif. Un cas, toutefois, est favorable a cela :

Proposition 11.— Soit ¢ : (A,a) — (B, B) un plongement d’anneaux fléchés. Si 'endomorphisme B est

injectif, alors le morphisme canonique induit (), : (A, a) — (B, ﬁ) e$t lui aussi un plongement d’anneaux
fléchés.

Preuve : Si a, € ker(Q,,) avec a, € A, alors comme Q,(4,) = Qo7 (a,) = 7o @(a,) = 0 (avec les
notations de la proposition 8) et que 7y est injectif (précisément a cause de l'injectivité de ), on en
déduit que a, = 0.

Remarque : I'injectivité de g implique celle de a, puisque poa = o @.
O

On en déduit que si H/K désigne une extension de corps et que a € End(H) e§t un endomorphisme tel
que ajx € End(K) alors on dispose d’une extension naturelle H/K : si ¢ : K — H est le plongement

définissant H/K, alors H/K e§t 'extension définie par le plongement Q, ‘K — H.
2.2.5. Propriété universelle. L'automorphisant vérifie la propriété universelle suivante :

Théoréme 12.— (Propriété universelle de l'automorphisant) Soient (A,«) un anneau fléché et (A, d),
(A, Q) respectivement, le monomorphisant et 'automorphisant de (A,a). Le plongement canonique Tl :

(A, &) —> (A, &) vérifie la propriété suivante :

Pour tout anneau fléché (B, B) avec § € Aut(B) et tout plongement Ilg : (A, a) — (B, B), il exisle un unique
plongement I1: (A, &) — (B, B) tel que le diagmmme suivant

CA—~ Q

BQﬁ

Preuve : Le corollaire 10 permet, sans perte de généralité, de supposer que « et injectif et donc que

soit commutatif.
A=Aetd=a.0On pose A =TIg(A) © B, de sorte que (Hgl) i est un isomorphisme de Asur A. Puisque
Bollg =Ilgoa,lareftrition Bix e§t un monomorphisme de A et I'on a (Hgl) ‘go Bi=ao (Hgl) i

Pour tout n > 0, on pose A, =p- ”(K) = B "ollg(A) (et donc Ap = A), de sorte que ( 5 ) /3 _ eft

un isomorphisme de A, sur A. Toujours parce que foIlp =IIgoa, on voit que la re§triction ﬁ|A eﬁ un
monomorphisme de A\; et que <<H_ )‘A o ﬁlA ) o/j‘g; =ao <(HEI) i o ﬁ|”A~n)

Par ailleurs, comme ! e§t un isomorphisme de A, sur A, 1, on constate que l’application



~ ﬁiloﬁ‘f —
n
An > An+1

n’e$t rien d’autre que le morphisme d’inclusion et que 1’'on a donc (/glf\’:)pf = /3|ZT' On déduit alors
de toutes ces constatations que le diagramme
~  BTeBa o BBy BloBii—  ~  BTloByg,
0 A e — A, —
1 -1 -1 n
‘(HB )lA ﬁ\AO ‘(1‘[3 )IE ﬁ\Al \( B >M0ﬁ|;‘7l
A a A 4 A

est commutatif car, d’apres ce qui précede,

a0 ((057) pom ) = (1Y) por ) o = ((157) roris) onee
(131) ot ) o (o)

Par propriété universelle, découle alors I’exi$tence d’un isomorphisme

H:Azli}nA—»li_rQ&:UA\;cB
n n

n=0

faisant commuter les diagrammes. La propriété [To a = B oIl découle alors de la commutativité des
diagrammes, comme précédemment dans ce texte.

Reste a établir I"unicité de IT. Considérons un élément x € A = li_I)nnAn, disons x = a,, avec 4, € A,, pour
un certain n > 0, et posons y = @"(x). Le lemme 7 assure qu’il existe ag € Ay = A tel que y = 4 et
comme on a, par hypothese, I[To a"(x) = B~" oI1(x) on en déduit que

I(x) = "o (Mo a"(x)) = " o T1(y) = p" o [Tl z(ag) = p" o Tp(ao)

Cette égalité ayant lieu indépendamment du choix de ay, 'unicité de IT en découle.
O
Lorsque a et injectif, I'anneau A et donc, en terme de plongement, le plus petit anneau contenant A et
possédant un automorphisme relevant a.
2.3.— Quelques propriétés de l’automorphisant.
Dans ce § on considére des anneaux fléchés (A, a) pour lesquels I'endomorphisme «a est injectif.
2.3.1. Etude du centre.

Lemme-Définition 13.— Soient f : E — E une application et ()  E. Parmi toutes les parties (g < ()
stables par f (i.e. fiq,: Qo —> Qq), il en existe une plus grande. On I'appelle le §tabilisé de Q) par f et on la
note Stabs(Q). Cet ensemble est décrit de la maniere suivante :

Stabs(Q) = {x e E/¥n >0, f"(x)e Q} = (| (f" Q)

n=0

Preuve : L'ensemble Stab/((2) est visiblement une partie de Q) $table par f. Si QO = Q) et stable par f,
alors pour tout xo € Qg et tout n >0, on a f"(xg) € Qy, ce qui justifie que Qy = Stabs(Q)

O



I1 est remarquable que, quand E a une $truture de groupe, d’anneau ou de corps et que f est un
morphisme pour cette §tructure, alors si () est une sous-§tructure il en est de méme de Stab(Q).

de Uautomorphisant de

Proposition 14.— Soient (A, &) un anneau fléché avec a injectif. Le centre Z(A)
),a) de Z(A) par « et lon

(A, a) est canoniquement isomorphe a 'automorphisant du Stabilisé (Stab, (Z(A)
peut donc écrire

Z(A) = Stab, (Z(A))

Preuve : On considere le sySteme indu&tif qui définit A

Po1=a P12=a Pn—1n=0a Pun+1=0a

A Al ——— A,

ou A, = A pour tout # > 0. On prend un élément x € Ade représentant x € A,. On a alors

xXe Z(/T) —Vype A, XY =9px<—=Vk=0,YveA, 1}, Puntk(X)V =VPyntk(x)
= Vk=0,VyeA, af(x)y = pak(x) = Vk = 0, a¥(x) e Z(A) = x e Stab,(Z(A,))

et ainsi, Z(A) = U 7y (Stab, (Z(A,))). Le plongement canonique Stab, (Z(A)) A et 'endomorphisme

a étant tous deux injetifs, le morphisme induit Q_ : Stab ( (A) — Ae§tun plongement (proposition
11). Comme Q_omg (Z(A))(Staba((An)) = nA(Stab (Z(A,))), on en déduit finalement que

Q. sm) =Q_ (Ungtaba(Z(A))(Staba(Z(An)))>
=Jocon,, 2 »(Staba(zmnm

U (Stab, (Z(A,))) = Z(A)

O

Remarque 15.— Lorsque Z(A) eét §table par a, on a donc Z(A\) = Z(A). La question de la $tabilité de
Z(A) e$t délicate. Bien sir, lorsque @ e§t un automorphisme de A, sa re§triction a Z(A) e$t aussi un
automorphisme mais, sans le caractére surjectif, des pathologies peuvent apparaitre comme le montre
I’exemple générique suivant : on considere un groupe G et l’algebre de groupe k[G] sur un corps com-
mutatif k, c’e$t-a-dire le k-espace veCtoriel de base les éléments de G, muni du produit de convolution

Y e .<th.h> =Y g

geG heG g,heG

(qui est bien défini méme si G eét infini, puisque les familles (Ag), et (uy,); sont presque partout nulles).
Si a désigne un endomorphisme du groupe G, alors on peut étendre @ en un endomorphisme de la

k-algébre k[G], par la formule

Z/\g.g = Z)\g.a(g)

geG geG
On conétate immédiatement que, si a e$t injeltif sur G, il 'eét aussi sur k[G]. Un petit calcul classique
montre que le centre Z(k[G]) de k[G] et la sous-k-algeébre de base {ec}cee ou € désigne 'ensemble
des classes de conjugaisons finies de G et, pour tout C € €, ec = )} s §- Les classes de conjugaisons
étant d’intersection vide deux a deux, on voit que, si g € G et dans le centre de k[G], alors C, = {g},
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c’e§t-a-dire que g € Z(G) (i.e. GNZ(k[G]) = Z(G)). 1l s’ensuit que, si a(Z(G)) ¢ Z(G) alors a(Z(k[G])) ¢
Z(k[G]).

Tout revient donc a con$truire un endomorphisme injectif d’un groupe G qui ne laisse pas Stable le
centre Z(G). Pour cela, on se donne un plongement de groupes finis 7w : Gy — I avec Z(Gy) = 1 et
Z(T) = 1 (par exemple, un groupe abélien Gy d’ordre m > 3, le groupe symétrique I = S, et 7 le
plongement canonique). On considere alors le groupe produit G = Gy x I} x --- xI;; x--- ou [, =T,
pour tout n > 1. A un élément x = (gg, ¥1,¥2,---) € G, on associe ’élément a(x) = (e,7(gy), ¥1,---) €G
(décalage vers la droite). L'application a, ainsi définie, et alors un endomorphisme injectif de G. Sil'on
prend un élément non trivial gy € Z(Gy) alors I’élément g = (gy,¢,---) € G e$t clairement central dans G,
mais comme 7t(gp) e$t non trivial et que Z(T') = 1, on en déduit que a(g) = (e, (go), e, ) € Z(G).

Méme dans le cas d’un corps K, on peut con$truire un endomorphisme « de K tel que a(Z(K)) ¢
Z(K). Lexemple que nous allons proposer e§t un peu long et nécessite quelques résultats préliminaires.
Nous avons donc choisi de le présenter dans un appendice en fin de texte, appendice ou sont établies
plusieurs propriétés générales utiles a la théorie et qu’il nous a semblé intéressant de rédiger a part.

Remarque 16.— Pour ce qui e$§t du monomorphisant et de l'automorphisant, nous nous sommes in-
téressé au cas des anneaux, mais le leCteur se convaincra assez facilement que les notions et énoncés
présentés depuis le début du § 2 reStent les mémes lorsque l'on considére pour A un groupe et pour
a un endomorphisme de groupe. Le nilespace /#(A) e$t alors un sous-groupe distingué de A et l'on
considere pour %, (A), I'ensemble des sous-groupes distingués de A qui sont $tables par a.

2.3.2. Cas des corps. Lorsque A e$§t un corps, tout endomorphisme de A étant injeCtif, on peut travailler
dire¢tement sur A et oublier le passage au monomorphisant. De maniére évidente, si (H,«) e$t un an-
neau fléché et que H est un corps, alors l'automorphisant H de H e§t lui-méme un corps et le morphisme
canonique my = Tc% :H—> He&un plongement. On dispose donc d’une extension canonique PAI/H

Proposition 17.— Soit k une corps commutatif et « € End(k). Lextension E/k est algébrique si et seulement
si lextension k/a(k) U'est. Dans cette situation, si a n’est pas surjeclif, Uextension k/k et de degré infini.

Preuve : Considérons le systeme inductif associé a k

kg —=>k; —> .- sk, —2

ou k, = k. Le caratere injectif de « identifie les k, en une suite croissante de sous-corps kg < k; <
.- <k, < -+ dont la réunion vaut k. Chaque extension k, 1 /k, e§t isomorphe a k/a(k) par applica-
tion de I'automorphisme a~("*1) de k. L’équivalence des propriétés découle alors de la transitivité de
l’algébricité.
Si a n’e$t pas surjeétif, alors [k : a(k)] = N pour un certain cardinal § > 1. La transitivité des degrés
assure alors que [k, : k] = n.N pour tout n > 1 et donc que [ic\ k] = No.
O

Remarque 18.— L'aspet galoisien de l’extension %/k est plus délicat a prédire. Si l'on généralise
I’exemple donné dans I'introduétion en considérant de k = ky(¢) muni de I’endomorphisme a : t — t"
pour un entier # premier a la caratéristique de ky, alors I'extension k/a (k) = kq(t)/ko(t") est galoisienne
si et seulement si y,, < kq et dans ces conditions son groupe de Galois vaut Z/nZ. L'automorphisant de

(k, @) s’identifie au corps k= ko(t1/7) = U0 ko(tl/”k). Pour que %/k soit galoisienne, il faut et il suffit
alors que p,0 < kg (et dans ces conditions Gal(%/k) ="Z," :=1lp|nZy). On voit donc que la question du
caractére galoisien de %/ k dépend intimement de 'arithmétique de k.

Proposition 19.— On consiiéri une extension de corps H/K et un endomorphisme o € End(H) tel que
ag € End(K) et l'extension H/K obtenu par le plongement canonique Q induit par H/K. Les dimensions
gauche et droite de ces extensions vérifient respeétivement [H : K]g,d <[H: K]g,d'

Preuve : On considére une famille K-liée a gauche {x;}; d’élément de H et 'on regarde son image
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{%;}1 via le plongement canonique iy : H — H (qui et bien un plongement cas H e§t un corps). En
particulier, la famille {x;}; e§t de cardinal #I et cette famille e§t K-liée a gauche, car si

/\1.X,‘1 +- 1+ /\n.xi" =0
désigne une équation de K-dépendance linéaire a gauche non triviale, on a
T (Arxiy + 4 A, ) = Qomg (Ay). g (x3,) + -+ + Qomg (Ay) 7 (xi,) = 0

et comme () o 1t e$t un plongement, cette derniére égalité constitue une équation de dépendance K-
linéaire a gauche. Le théoreme de la base incompléte’ montre alors que [ﬁ : E]g < #I mais comme
[H : K]g = min(§I) ou {I parcourt I'ensemble des cardinaux de familles K-liées a gauche de H, on
en déduit finalement 1'inégalité annoncée. La preuve pour la dimension droite s’effetue de la méme
maniére.

O

Exemple 20.— On reprend 'exemple de la remarque 18 en considérant un corps commutatif k, deux
entiers n,p k> 1,H=k(t), K=k(t")eta:t—>tP. Ona H = k(t1/P”) = U0 k(tl/”k) et K = k(t"/P”) =
Uk=0 k(t"/P"). Onaalors[H:K] =net[H:K] = n/pged(n, p) et 'on voit que I'inégalité de la proposition
19 ne peut étre précisée plus, en toute généralité.

3.— Application aux corps de frations tordus.

Lorsque A = K e§t un corps et a € End(K) e$t un endomorphisme de corps, il exiSte un moyen
de décrire I'automorphisant (K, &) de (K,a), particuliérement élégant et définitivement pertinent au
regard de ce qui va suivre, en considérant le corps de fractions tordu K(¢t,a) : pour tout entier n > 0,
on considere le sous-corps K, = t+7"Kt" de K(t,0) . Puisque, par définition, pour tout x € K, on a
=t = ¢~ (D) (pxp= 1yl — = (D) g ()%, on voit que l'application

K, — Kyt
y o It D)oo I(t7)(y)

n’e$t rien d’autre que 'inje&tion canonique K,, < K, 1. Ainsi, la suite de corps (K,,), est croissante pour
I'inclusion et le diagramme

c c [

K ———— - ooes K,

C

Ko

I1d || 1d (=) || 1(t) (=) || 1)

K a K a a K

est commutatif. Comme précédemment, par propriété universelle, on en déduit que 'automorphisant
de (K, @) s’identifie a I'anneau fléché (K, &) avec K = U t7T"Kt" c K(t,a) et a = I(t)|12 € Aut(K).

n=0
Théoreme 21.— Tout corps de fractions tordu par un endomorphisme est égal a un corps de fractions tordu
par un automorphisme, en la méme variable. Plus précisément, avec les notations précédentes,

K(t,a) = K(t,@)

1En algebre linéaire, la théorie de la dimension des K-espaces veétoriels e§t la méme, que le corps K considéré soit commutatif
ou gauche.

12



Preuve : Il e§t clair que K(t,a) = K(K U {t}). Considérons, dans K(t,a), une dépendance K-linéaire de
1, £, "
Ao+ At 4+ A,t"=0

Par définition du corps K, il exiSte un entier k > 0 tel que Ag,---, A, € t KKtk et donc, en conjuguant par

t* on obtient
(Aot ™)+ (A RN+ (AR =0
ek ek ek
et finalement Ay = --- = 1, = 0. Puisque tx = a@(x)t pour tout x € K, on voit que le sous-anneau de

K(t,a) engendré par K et t et égal 4 'anneau de polyndmes tordu en la variable ¢ : K[t,&]. Ainsi,
K[t,a] © K[t,@] © K(t,a) = K(t,a) = Frac (K[t,a]) < Frac (Iz[t, 0?]) =K(t,@) c K(t,a)

O

Exemple 22.— Si l'on reprend l'exemple, donné dans la remarque 18, du corps K = k(x) et du k-
endomorphisme a : x — x™, on voit que dans K(t,a), le sous-corps K, = t—"Kt" s’identifie au corps
k(x'/™") et que l'on a
k(@) (ta) = k(x"")(t,@)

ot &(xF) = x"* pour tout k € Z[1/m].

Remarquons que le théoréeme 21 permet de préciser la que§tion abordée dans la proposition 19 sur
la dimension d’une extension d’automorphisants :
Corollaire 23.— Si H/K désigne une extension de corps et a € End(H) est un endomorphisme tel que a|x €
End(K) alors on [H : K], = [H(t,a) : K(t, )]
Preuve : D’aprés le théoréme 21, on a H(t,a) = H(t, &) et K(t,a) = K(t,@). Comme & e un automor-
phisme, on peut alors appliquer la proposition 1, issue de [Des], pour conclure.

O

On considére maintenant un corps K, un endomorphisme a € End(K), une a-dérivation 6 de K, le
corps de frations tordu K (¢, a, ) et (K, &) 'automorphisant de (K, «). Si I'on suppose que a 06 = doa,
alors le diagramme suivant

5 6 6
«y Oy Oy
Ko K —5F—— . K,

e$t commutatif (K, = K pour tout n = 0). On peut donc définir une application 5:K— K, en posant,
pour a, € K,,,

3(dy) = 5(ay)

On constate alors que 6 eSt une a-dérivation de K : si I'on prend x,y € K, disons x = x,, et y = 7, avec
X, Yy € K, pour un certain n > 0, alorson a :

S(xy) = Sk (o) 1k (xu)) = (e (x49n)) = TR (D (i) = 7 (05 )9i + ()0 (91))
= 08 (8 () T () + 7 (@(x)) T (5(9)) = O(50) P + @ (%))
= 5(x)y +&(x)d(p)

Puisque & et 5 reléve I'image de a et 0 par le plongement canonique 7t : K — K (i.e. mgoa = @omy et
g 0d = domy), on en déduit un plongement p : K(t,@,6) — K(t,@, 6A) : p se définit d’abord sur l’anneau
K[t,a,0] en posant p(ag+ayt+---+a,t") = mg(ag) + mg(a;)t +--- +mg (a,)t" et, comme K[t, @, 5] est un
anneau de Ore, p se reléve (de maniére unique) a K (¢, , d) tout entier. Finalement, on a le
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Théoréme 24.— Pour tout corps de fractions tordu K(t,a, ) tel que aod = doa, il existe une extension K /K,
un automorphisme & € Aut(K K) prolongeant « et une a&-dérivation 5de K prolongeant o, de sorte que le corps
K(t,a,8) se plonge dans le corps de fractions tordu K (t, a,é).

Il exi$te un autre moyen de considérer le corps K(t,a, 3) : la condition @ 0 6 = 6 o @ a pour conséquence
que l'on peut relever 'endomorphisme @ en un endomorphisme & de K(¢,a,6), en posant a(t) =t. En
effet, pour tout a € K, on a alors

a(ta)=a(a(a)t+6(a)) =doa(a)d(t)+aod(a)=a’(a)t+doa(a)=ta(a)=a(t).a(a)

et donc, par linéarité, on dispose d’un endomorphisme de I’anneau K[t, @, 8] qui, par la propriété de
Ore, s’étend de maniére unique en un endomorphisme de son corps de fractions K(t,a,0). Une fois

relevé a en &, on peut alors identifier K(t,,0) a 'automorphisant K(,,8) de (K(t,a,5),&). Pour voir

ceci, il faut d’abord conStater que les plongements p,, : K,,(t,a,5) — K(t, @, 5) (donnés par p), vérifient
que py10a = Pr- A nouveau, ceci se voit en commengant par vérifier cette relation sur les anneaux
K,[t,a,8], grace a la relation mf o @ = & o}, puis sur K, (t,a,0) tout entier, en utilisant le fait que ces
anneaux sont de Ore. On dispose ainsi d'un diagramme commutatif

K(t,a,0)

+1
”ZW %a 5)

K,(t,a,8) ——— =K, 41 (t,a,8) ——F— -~

X
R

S}

Pn Pn+1

A~ A~

K(t,a,0)

dont on déduit, par propriété universelle de la limite indu&tive, l’exiStence d’un monomorphisme O :

K(t,a,6) — K(t,4, 3) Ensuite, puisque K = U ng (K,), on voit, par le méme argument de passage par
n
les anneaux K, [t, a, 5], que K (¢ U T K(ta, b 2(t,a,0)) et donc que © eét surjeétif. Ainsi, on peut
écrire
K(t,&,8) = K(t,a,0)

mais ce ci n’est possible qu’avec I’hypothése de commutation a 0 6 = § o a. Sans cette hypothese, 'objet

K(t,a,6) n’a pas de sens puisque l'existence d’un relevé & de « a K(t,a,0) eSt précisément équivalente

a cette hypothese. Pour ce qui e§t de a, il e§t bien défini en toute circonsétance, le probléeme vient de
Vexi§tence de 6 : pour qu’il exi$te une a-dérivation de K relevant , on voit que la condition €06 = doa
e$t nécessaire.

— APPENDICE —
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Corps de fra&tions tordus en cascade. On considére un corps K et un automorphisme oy € Aut(K). On
pose Hy = K(ty,09), Ry = K[ty, 0¢] et 'on définit les suites (H,,), et (R,), par la relation de récurrence

Hypq = Hn(tn+lzan+1)f Ry = Rn[thrl:O'nJrl]

ou 0,41 € Aut(H,) e§t un automorphisme qui laisse §table R,. On considere alors le K-anneau R =
R,, que l'on notera génériquement K[tg,t;, - ;00,01,-:], et le corps H = U H,,, que l'on notera

n=0 n=0
K(tO’tl" .o ;0-0’01" . )

Théoréme 25.— Pour n>0,0na:

a) Lanneau R,, e$t le sous-K-anneau de H, engendré par ty,--- ,t,.

b) Tout élément du corps H,, peut s’écrire sous la forme pq~' (resp. g~ 'p) avec p,q € R,,.
c¢) Lanneau R,, est de Ore a droite et d gauche et son corps de fractions et égal a H,,.

En conséquence de quoi, 'anneau R e$t le sous-K-anneau de H engendré par les t,,. C’est un anneau de Ore d
droite et d gauche et son corps de frations est égal a H.

Preuve : a) Soit A un sous-K-anneau de H,, contenant ty, -, t,. Il contient K[tg] = K[ty, 09] = Ry, donc il
contient K[tg, 0g][t1] = K[t, 00][t1,01] = Ry et, par induction, il contient finalement K[ty, og]- - [t,, 0,] =
R,.

b) Pour n = 0, c’e$t clair : I'anneau Ry = K[t(,00] eSt de Ore a gauche et a droite puisque o e§t un
automorphisme et H étant, par définition le corps de fradtions de R, tout élément de H, peut s’écrire
sous la forme pg~! (resp. ¢~ !p) avec p,q € R.

Supposons la propriété vraie pour un entier n > 0 et examinons les choses au rang n + 1. On considere
un polynéme p(t,.1) = ag +ayt,.q + -+ akth € H,[t,11,0,41]. Par hypothese de récurrence, on a

ag = daldo avec dg, dg € R,,. On a donc

s s -k
p(tys1) =y (Ao +doartyqr + - +dpaxt, 1)

4 . ~—1 ~—1 a ~ A . .
On peut écrire 4, a; = d, d; avec d;,d; € R, et ainsi

B B W P -
p(tup1) =a, a; (aydg +dit, g+ +adoagt, )
En répétant le procédé, on voit que

_].

—1 ~ ~—1/~ ~ A ~ ~ A Ak
p(tug1) =ay a; --ap (Ag---aydg +ag--dpdytypy + -+ gty )

(on a chassé les dénominateurs a gauche) et donc p = p~'p avec p € R, et p € R,,,1. On peut aussi
écrire p = pp~! avec les méme conditions, en remarquant que, puisque o, e§t un automorphisme,
tout élément p € H,[t,11,0,.1] peut s’écrire sous la forme

k
p(tus1) = ag +typrag + -+t ax
et 'on peut alors, par le méme procédé que précédemment, chasser a droite les dénominateurs.

Considérons maintenant un élément f € H, ;1 = H,(t,11,0,41). Puisque H, est un corps et que
041 €St un automorphisme, I’anneau de polyndémes tordu H,,[t,.1,0,.1] et de Ore a droite et a gauche
si bien que I'on peut écrire f = pg~! (resp. f = q~'p) avec p,q € H,[t,41,0,41]. D’aprés ce qui précede,
on peut écrire p = pp ! (resp. p=p 'p)etg =345 "' (resp. g =G '§)avecp,§e R, et p,GeR,. Ona
alors

f=pa =p @G ) =p(p~'9)a"" (resp. f=q "' p=4""(ap")p)
1

~1 (resp.

mais puisque prlq € H,,, on peut appliquer I'hypothése de récurrence pour écrire p~ § p
(Pq)~"(qp)), ce qui

Gp~—' = p~1g) avec 4, p € R,,. Ceci montre, pour finir, que f = (p3)(4p)~" (resp. f =
acheve la récurrence.

T4
(g
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c) Soient a,b € R, non nuls. D’aprés ce qui précede, il existe ¢c,d € R, tel que ab=! = c~'d (resp. b~ la =
dc1)). On a donc ca = db (resp. ac = bd) ce qui prouve que R,a n R,b # {0} (resp. aR,, n bR, = {0}).

Si a,b € R non nuls, alors il exi§te n > 0 tel que a,b € R, et l'on a alors, d’apres le a), {0} # R,an R,b <
RanRD (resp. {0} #aR,, nbR,, € aR N bR).

Le centre du corps H se calcule en appliquant le
Lemme 26.— Soit Hy < H; < --- une suite croissante de corps quelconque. Pour tout n = 0, on pose k,, =
Z(H,). Le corps H = UH” a pour centre k = U (ﬂ km>.
n n mz=n

Preuve : Pour tout n > 0, on a H = |J,;,>,, H,, et donc (>, k,, k. Réciproquement, si x € H avec
x€ H,, onax ek, pour tout m > n.

O
et en évaluant, par récurrence, les centres Z(H,,). Pour ce faire, on utilise le
Lemme 27.— Si K désigne un corps et o € Aut(K) et un automorphisme d’ordre extérieur*> w,, (o) =n €

IN* U {0}, alors

= { T e e

qui découle des propriétés établies au chapitre 2 de [Coh]. En particulier si o(0) = w,(0) = n, alors
Z(K(t,0)) = Z(K)?(t") avec la convention t* = 1.

Corps de fraltions en cascade a indéterminées commutant. Un cas particulier de corps de fraGtions
tordu en cascade e$t celui ou les indéterminées commutent : on se donne une suite (0,), d’éléments de
Aut(K) et I'on suppose que o, o g;, = 0, © 0,,. Chaque 0, se reléve de maniére unique a Hy = K(ty, 0p)
en posant o,,(ty) = tg, car pour touta€ K, on a

Gm(fofl) = tOOm(a) = 0p OOm(ﬂ)to = Om OOO(u)tO = Gm(fl)to = 0Om OGO(a)Gm(tO) = O~711((70(51)%)

11 et alors clair que chaque o, laisse Stable Ry et l'on peut, en particulier, considérer H; = Hy(t1,07)
et Ry = Ro[ty,01]. Par récurrence, puisque les o, commutent entre eux, on peut relever chaque o, au
corps H, et considérer H, 1 = H,(t,+1,0,11) et R,01 = Ry[t,+1,0,441] pour appliquer la construction
précédente. On conState que les o, se relevent, in fine, en des automorphismes de H et de R et que
titj =t;t; pour tout i,j > 0. On en déduit que

Ry, = K{[ts(0), 05(0)[ts(1), Os(1)] - [ts(n)» Os(m) ]

H,, = K(t5(0), 05(0)) (ts(1), Os(1)) "+~ (ts(n)» Os(m))
pour n'importe quelle permutation s € S,,. En tant que K-espace vectoriel a gauche, R a pour base les
monomes I_[ tf ot (i), € NN et une suite presque partout nulle. Le produit et alors défini par les

i Jk _ itk
o[ ] T =T Ta
n n n
ack, (r[t;;f)_a:(agoog;lo...xa)ﬂt;k
n

n

relations

2L'ordre extérieur d’un automorphisme o e§t l'ordre w..(o) de son image par ’épimorphisme Aut(K) — Ext(K) =
Aut(K)/Int(K). Lorsque w. (o) et fini, c’e§t ainsi le plus petit entier n > 0 tel que 0" soit un automorphisme intérieur.
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Pour ce qui e$t du centre, on va avoir, par le lemme 26, une expression sous la forme
<00, ,0,> iO il im
kw = Z(Hy) = Z(K)=70m= (coty, ey (ko) by -+ s et s be1) b )

avec ¢; € H;_ et iy = w,,(0x) lorsque I'on considere o comme automorphisme de Hy_;. Le lemme 27
montre alors que

Z(H) = Z(K) 707> (et 1 (fo) 1y -+
La difficulté pour calculer Z(H) consiste a évaluer w,,(0}) sur Hy_; puisque, bien sir, w,(0k) varie en
fonétion du corps H; sur lequel on regarde oy, et a calculer les c;. La description du centre dépend, en

fait, intimement de la nature du sous-groupe engendré par les ¢, sur K. Donnons un premier exemple
ou celle-ci est simple : on suppose que, pour tout m > 0, on ait

(¥) <oy >n<{og-,0m_1}VIK)>=1
Avec cette condition, on a simplement
km — Z(Hm) _ Z(K)<D'O,.~-,Um>(tf)0’. . ,t;r;z)

ou i désigne l'ordre de oy (avec la convention t° = 1). En effet, pour m = 0 puisque < gy > nI(K) =
1, Vordre extérieur w, (0y) de oy vaut précisément iy et le lemme 27 montre qu’alors Z(K(tg,09) =

Z(K)“0(t,). Supposons la propriété vrai au rang m > 0, alors au rang m + 1, il convient d’évaluer
@, (04 41) lorsque 0,41 €8t vu comme élément de Aut(H,,). Sir > 0 est tel que o, ; € Int(H,,), disons
Ot = I(fm) avec f,, € H}, alors en plongeant H,, = H,,_1(t,, 0,,) dans H,,_1((t,,,0,,)) et en écrivant

fm=2A; t,, on a que, pour tout a € H, 01 (@)-fn = fu-a, C'est-d-dire que

Za,;H(a)/\jtin = /\jo,],,(a)tfn

Il existe donc f,,_ € Hy,_1 et j, € Z tels que sur K, on ait o, ; o o' = I(fiu_1). En réitérant le procédé,
on con$truit donc une suite j,, j,,—1,---,jo d’entiers tels que, sur K, oan o 0,],:” . -~0é0 = I(A) pour un
certain A € K. Il s’ensuit que o, | €< {0gp,--,0,,} U I(K) > et donc, d’aprés (), que i,,41|r. Il s’ensuit
que W, (0y;41) = i1 €t, par suite que,

K1 = Z(Hy) 71 (E01]) = Z(K) <0001 (10 et

On peut alors appliquer le lemme 26 :

ﬂ K, — ﬂ Z(K)<UO""’mn>(t§)0x“':ti;?) _ Z(K)<UO'01"">(téo,--~,t,i")

m=n mz=n

et donc ] ] o
Z(H) = U Z(K)<0°’01"">(t60, e t;ln) _ Z(K)<GO’01"“>(t(l)0, t;l; )
n=0
A Vexalt opposé de la condition (*), considérons le cas ou, pour tout n > 0, 0,, = 0 avec w, (o) =
o(o)=r.OnaZ(Hy) = Z(K(ty,009) = Z(K)?(t;), mais comme 0 = 0¢, ona oy = I(t() sur Hy et donc, par
application du lemme 27, on trouve que Z(H;) = Z(K)“(t;, to_ltl). Une récurrence immédiate montre
que Z(H,,) = Z(K)“(t;, to_ltl, e, to_ltm) et le lemme 26 prouve finalement que

Z(H) = Z(K)° (th,t5 " 1, t5 2, --)

Un exemple d’endomorphisme de corps ne laissant pas $table le centre. On considére un corps com-
mutatif k et le corps de fractions rationnelles K = k(x,,),,ez en une infinité de variables. Pour tout n > 0,
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on considére un k-automorphisme o, non trivial et d’ordre fini, du corps des fradtions rationnelles en
une variable k(x). On note f € k(x) un élément tel que k(f) = k(x)? et G = Gal(k(x)/k(f (x))) le groupe
de Galois (fini) de I'extension.

Pour tout entier n > 0, on peut relever o en un automorphisme o,, € Aut(K) en le faisant agir juste sur la
variable x,,, de sorte que le groupe de Galois Gal(k(x,,)mez/k(Xm, f (1)) m=n) s'identifie canoniquement
a G. Le sous-corps de K fixé par I’ensemble des o, e§t le corps KT = k(---,x_1, f(xq), f(x1),-- ). Puisque
que chaque x,, e$t visiblement algébrique sur K', on constate que 'extension K/K' e$t algébrique ga-
loisienne de groupe de Galois T = GN.

On considére maintenant ’élément a € Aut(K) défini par a(x,,) = x,,,1 pour tout m € Z (décalage des
variables). Cet automorphisme n’engendre rien d’algébrique puisque visiblement K <%~ = k, nonob$tant
le sous-groupe engendré par « et I se décrit simplement en constatant que,

eVn,m=0, 0,00, =0,00,
e¥n>0,0,.=aco0,0a !

si bien que, dans Aut(K), la conjugaison par « induit un endomorphisme de I' qui est non surjeétif (ce
qui empéche de voir ce sous-groupe comme un produit semi-direct). Le dernier point a observer dans
cette situation et que

K = k(- xp, f(x), f(x1),+) G k(- xo1,x0, f (1)) = a(KT)

puisque, o étant non trivial, on a visiblement x, ¢ K'. Ainsi, a fait §triGtement "grossir" le sous-corps
KT

On considere alors H = K(t(, t1,---;009,01,---), le corps de fradtions en cascade a indéterminées com-
mutant. Comme les o,, vérifient visiblement la propriété () du § précédent, on a

Z(H) = k(- x_1, f(x0), f (x1), -+ ) (koo 11, +)

ou r = 0(0). On peut étendre 'automorphisme a de K en un endomorphisme du K-anneau R =
K{to, t1,-++ 500,01, -] en posant, pour tout n > 0, a(t,) = t,,1. Cette définition et licite car, par tout
ae K,on a

o(())

a ((060 oG{l o--)(a).I1, tlick) = (aoﬁéo Oafl o) (@)1, tlick+1
= ((019080 oa™l) O(aoail oa™l) O"')Oa(“)nntllckﬂ = (0’0 Om)oa(a)n"tllfﬂ
[tk a(a) —a (nn tlik) .a(a)

Puisque R e$§t un anneau de Ore de corps de fraltions H, a s’étend de maniére unique en un endomor-
phisme de H. On con$tate qu’alors

a(Z(H)) = k(---,x_1,%0, f (1), ) (1, £,---) € Z(H)

puisque xq € Z(H).

BIBLIOGRAPHIE
[Bav] V. V. Bavula, Affirmative answer to the question of Leroy and Matczuk on injeétivity of endomorphisms
of semiprime left Noetherian rings with large images, préprint, arXiv:2411.080042024

[Coh1] Paul Moritz Cohn, Universal Algebra, Harper & Row, Publishers, New York-Evanston-London,
1965, XV + 333 pp

[Coh2] Paul Moritz Cohn, Skew fields. Theory of general division rings, Encyclopedia of Mathematics and
its Applications, 57. Cambridge University Press, Cambridge, (1995). xvi + 500 pp

18



[Des] Bruno Deschamps, Quelques considérations galoisiennes relatives d I'extension des constantes d’un
corps de fractions tordu, Expositiones Mathematicae, 43-3 (2025)

[Jor] D. A. Jordan, Bije¢tive Extensions of Injective Ring Endomorphisms, Journal of the London Mathe-
matical Society. Second Series, 25(3), 435-448 (1982)

[LM1] André Leroy and Jerzy Matczuk, Ring endomorphisms with large images, Glasgow Mathematical
Journal, 55(2), 381-390 (2013).

[LM2] André Leroy and Jerzy Matczuk, Goldie conditions for Ore extensions over semiprime rings, Algebras
and Representation Theory, 8, 679-688, (2005)

[Mat1] J. Matczuk, S-Cohn-Jordan Extensions, Communications in Algebra, 35(3), 725-746 (2007)

[Mat2] J. Matczuk, On S-Cohn-Jordan extensions, In Proc. 39th Symposium on Ring Theory and Repre-
sentation Theory (Hiroshima), edited by M. Kutami, Yamaguchi University, pp. 30-35 (2007)

[Pic] G. Picavet, Localization with Respect to Endomorphisms, Semigroup Forum, 67, 76-96 (2003)

Bruno Deschamps

LABORATOIRE DE MATHEMATIQUES Nicoras OREsME, CNRS UMR 6139
Université de Caen - Normandie

BP 5186, 14032 Caen Cedex - France

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Le Mans Université

Avenue Olivier Messiaen, 72085 Le Mans cedex g - France
E-mail : Bruno.Deschamps@univ-lemans.fr

19



