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Résumé.— L'objet principal de cet article e§t de montrer qu’un corps de frations tordu par
un endomorphisme K(t,«) e§t toujours égal a un corps de fraGtions tordu par un automor-
phisme. Pour ce faire, nous con$truisons un objet universel, I'automorphisant, qui reléve, pour
un anneau A donné et un endomorphisme injectif a de A, le couple (A, @) en un couple (A,Q)
ol & e$t un automorphisme.

Abétra@t.— The main purpose of this article is to show that a field of frations skewed by
an endomorphism K(t, &) is always equal to a field of fraétions skewed by an automorphism.
To do this, we constru¢t an universal object, the automorphizer, which lifts, for a given ring
A and an inje&ive endomorphism «a of A, the pair (A, a) into a pair (A,&@) where @ is an
automorphism.

1.— Introdu&ion.

Etant donné un anneau A, un endomorphisme @ € End(A) et une a-dérivation o € Der, (A) (i.e. une
application 6 : A — A qui est additive et qui vérifie 6(ab) = 6(a)b + a(a)d(b) pour tous a,b € A) on
note A[t, &, 6] 'anneau des polynémes tordu par «a et 0 et a coefficients dans A, c’est-a-dire, le A-module
libre a gauche de base {1,t, £2,.. -} muni du produit défini, par linéarité, par les relations t".t" = grtm
et, pour tout a € A, ta = a(a)t + 6(a). Si & = 0, on note plus volontiers A[f,a] cet anneau. Lorsque
A = K e$§t un corps, 'anneau K[t, a, 8] est un anneau de Ore a gauche et posséde donc un unique corps
de fractions que l'on note K(t,«,5). Grace a la propriété de Ore, on peut alors écrire tout élément de
K(t,a,9) sous la forme p~!q avec p,q € K[t,a,], mais pas forcément sous la forme gp~!. Pour que ce
soit le cas, il faut que K[t, , 8] soit de Ore a droite et I'on montre que cela se produit exactement lorsque
a e§t un automorphisme. Cela laisse présager que I'arithmétique de K (t, &, d) e$t plus compliqué lorsque
a n’es§t pas un automorphisme et c’est effetivement le cas, comme le montre ’exemple suivant : dans
[Des,Th.2], il est montré le résultat de permanence des degrés suivant

Proposition 1.— Si H/K désigne une extension de corps de degré d droite [H : K|z = n fini et si « € Aut(H)
est un automorphisme tel que a|x € Aut(K) alors l'extension H(t,a)/K(t,a) est aussi de degré a droite égal a
n.

mais cette propriété n’e§t plus vraie lorsque a n’e$t plus supposé bijectif. Par exemple, si 'on considére
le corps de fraction k(x) & coefficients dans un corps commutatif k, alors I'extension k(x)/k(x?) et de
degré 2. Mais, si I'on considére le k-endomorphisme @ de k(x) défini par a : x — x? alors l'extension
k(x)(t,a)/k(x?)(t, ) et de degré 1 car, dans k(x)(t,a), on a txt ! = x? et 'automorphisme intérieur I(t)
a donc pour image k(x?)(t, ).

Par ailleurs, et comme le montre ’exemple précédent, la description K(t,a,6) n'e§t pas biunivoque
quand K, ¢, « et 6 varient. Il exiSte des classes remarquables de corps de frations tordus, par exemple :

Proposition 2.— [Coh,Th.2.1.3] Si C désigne le centre de K, alors

1/ Si ajc # Id|c alors K(t,a,0) = K(t,a) ot t' = ct — tc pour n'importe quel élément ¢ € C tel que
a(c) =c.

2/ Si ajc = Id|c et si o|c # 0, alors a est un automorphisme intérieur et, pour n'importe quel élément
ceCtel que 5(c)=0,onaa=1(5(c)) et K(t,a,8) = K(t,1d,8 ) ou t' = 8(c) tet s =d(c)~L.6.
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Un des deux objetifs de cet article e§t d’ajouter une nouvelle classe a cette liSte, en montrant qu’en
toute généralité on a K(t,a) = K(t,@) ot K et une extension de K incluse dans K(t,a) et @ e§t un
automorphisme de K qui reléve 'endomorphisme « (théoréme 21). Dans la situation plus générale d'un
corps de fraltions tordu K(t,«,d) avec 6 # 0, nous montrons au théoréme 24, que si a et 6 commutent
alors on peut plonger K(t,«,6) dans un corps de frations tordu K(t,@, 5) ol K e§t une extension de K
et ou @ e§t un automorphisme et 5 une a-dérivation qui relévent respetivement a et 9.

Le théoréme 21 nous dit donc que pour un corps K(t,«), en augmentant adéquatement le corps des
constantes K, on peut se ramener a un corps de fraGtions tordu par un automorphisme. L’étude de
l’arithmétique de K(t,a) se rameéne ainsi au cas ou « e§t un automorphisme mais au prix de bien com-
prendre le corps des con$tantes augmenté K. Pour ce faire, et c’e§t l'autre objeltif de l'article, nous
expliquons au § 2 comment relever, en toute généralité, un endomorphisme injeCtif d’anneau en un
automorphisme. Nous montrons (théoréme 12) que pour la donnée d’un anneau A et d’'un endomor-
phisme injeétif « de A on peut associer un anneau A contenant A et un automorphisme a de A tel que
ajp = a et tels que (A,a) soit un objet universel pour cette propriété. Nous appelons le couple (A,a)
Vautomorphisant de (A, a). Plusieurs propriétés relatives a l'automorphisant sont étudiées, notamment
la description de son centre.

La leCture de cet article ne nécessite pas de connaissance particuliére, a part peut-étre quelques
notions sur les anneaux de polyndémes tordus et leur §truture sous-jacente d’anneau de Ore. Pour le
le&teur non familiarisé, non renvoyons, par exemple, a [Coh] pour une présentation de ces objets.

2.— Relévement d’endomorphisme.

Un anneau fléché et la donnée d’un couple (A,a) ou A désigne un anneau et a € End(A) e§t un
endomorphisme de A. Un morphisme d’anneaux fléchés entre deux anneaux fléchés (A, a) et (B,p) et
un morphisme d’anneaux ¢ : A — B tel que @ o @ = B o @, autrement dit, un morphisme tel que le

diagramme
a C A", Q B

commute. On note alors ¢ : (A,a) — (B, ). L'objet de ce § e§t de regarder comment on peut plonger
un anneau fléché (A, a) donné dans un anneau fléché universel (A, @) ou @ e§t un automorphisme i.e.
plonger A dans un anneau ou « se reléve en un automorphisme et qui fatorise tout plongement ayant
cette propriété. Bien sir, une condition nécessaire évidente pour que cela puisse étre fait eSt que a soit
injectif. Nous commengons par considérer le cas général d’'un endomorphisme non nécessairement in-
jectif et introduisons un autre objet universel dans lequel a dévient injeétif. Dans tout ce §, on considéere
un anneau fléché (A, a).

2.1.— Nilespace et monomorphisant.

2.1.1. Définition, propriétés et notations. On consideére

a) = U ker(a")={a€A/In>1, a"(a) =0}

n=1

le nilespace de (A, ). C’eét visiblement un idéal bilatere de A laissé Stable par « et, en tant qu’ensemble,
il a la propriété suivante :

Lemme 3.— Lensemble N, (A) et la plus petite partie X de A contenant 0 telle que

VaeA, a(u)eX=aeX



Preuve : La partie X = /4, (A) a visiblement la propriété du lemme. Si maintenant X désigne une partie
ayant cette propriété alors, pour tout n > O et toutac A,on a

a"(a)(=a(a"(n)eX =a"(@)eX — - —a(a)e X =—=ae X
et ainsi, puisque 0 € X, on a ker(a"*!) c X.
O

Si I désigne un idéal bilatere, §table par «, alors 'endomorphisme « induit un endomorphisme a; de
A/I, par passage au quotient :
ap: A/l — A/l
a +— afa)

(a désigne I'image de a € A dans A/I) et 'on peut considérer 'anneau fléché quotient (A/I,@;). On
voit alors immédiatement, par définition de @, que la projection canonique A — A/I e&t, en fait, un
épimorphisme d’anneaux fléchés (A, a) — (A/I, aj).

On note _¥%,(A) 'ensemble des idéaux bilatéres de A, §tables par «. Le lemme 3 a pour conséquence le

Corollaire 4.— Pour tout I € %,(A), les propriétés suivantes

i) oy est injellif,

ii) pour tout a€ A, a(a) el = acl,

sont équivalentes. En conséquence de quoi, /#,(A) est le plus petit élément de l'ensemble des idéaux I € %, (A)

vérifiant ces propriétés.

Preuve : Dire que aj : A/ — A/I et injetif équivaut a ce que, pour tout a € A, a(a) (: m) =0=

@ =0, c’e§t-a-dire, pour tout a€ A, a(a) e | => a € I. Le lemme 3 prouve alors la minimalité de /4, (A).
O

Ainsi, A = A/ W (A) e§t le plus grand quotient de A pour lequel I'endomorphisme & = @ 4, (4), naturelle-
ment induit sur A par @, et inje@if. L'anneau fléché (A, &) s’appelle le monomorphisant de (A, a).
2.2.2. Fonctorialité. On se donne un morphisme d’anneaux fléchés 6 : (A,a) — (B, B). Puisque o a =

B o6, on voit que 0 (A, (A)) = H3(B), et les théoremes de factorisation montrent que I'on dispose alors
d’un diagramme commutatif

S

B/O (Ha(A)) |7

¢

=
B//3(B) =B
qui permet de définir un morphisme naturel 6:A— B. Ce morphisme e$t en fait un morphisme
d’anneaux fléchés 6 : (A, a) — (B, ) puisque, pour tout a € A,
(Bod)(fig(a)) =Oofgoala)=Tpgoboa(a)=rigopob(a)=forgob(a)=(fo0)(iiaa))

Comme 7ig 00 = 0 07 , on voit que si 6 e$§t surjedtif alors 0 I'et aussi. De méme, si l'on suppose 0
injectif, alors 6(A) n Ap(B) = 0 (M, (A)), car si 0(a) € H3(B) alors 0 o a”(a) = p" o O(a) = 0 pour un
certain entier n = 0 et donc a”(a) = 0, i.e. a€ #,(A). Pour tout a € A, on a alors

7a(a) e ker(0) <= fgo6(a) = Oofia(a) =0« 0(a) € N(B) <= ac Ny(A) = 7a(a) =0



ce qui prouve que 0 e&t aussi injeltif. On a donc
0 injeltif (resp. surjetif) — 2] injeltif (resp. surjeltif)

mais on prendra garde a la réciproque : par exemple, si #3(B) = B, alors 0 e§t surjeCtif sans que O le
soit nécessairement (e.g. @ = 0 et f = 0).

2.2.3. Propriété universelle. Le monomorphisant est un objet universel dans le sens suivant :

Proposition 5.— (Propriété universelle du monomorphisant) Soit (A/, a) le monomorphisant d’un anneau
fléché (A,a). Pour tout anneau fléché (B,B), on p € End(B) et un monomorphisme, et tout morphisme

d’anneaux fléchés ¢ : (A, a) — (B, B), il existe un unique morphisme d’anneaux fléchés g : (A,d) — (B,B)

tel que le diagramme suivant
«(CA——=B)s
‘ ?B
i C A

Preuve : ExiStence. Si x € ker(¢), alors g(a(x)) = B(¢(x)) = 0 et ainsi a(x) € ker(¢). On a donc
ker(p) € %, (A). Par ailleurs, la relation ¢ (a(x)) = B(@(x)) assure aussi que la re§tri¢tion de g a Im(¢p)
e$t un endomorphisme. L'isomorphisme canonique 6 : A/ker(¢) ~ Im(¢) fait visiblement commuter le

diagramme suivant :
@
a C A——s Im(@ B

0

Teer () @(er((p)

si bien que @ier(p) = 0~ 0B o0 et injetif (puisque p I'est) et donc #,(A) < ker(p) (corollaire 4).

soit commutatif.

L’épimorphisme canonique 7t : A = A/ /¥, (A) —> A/ker(¢) fournit alors le diagramme commutatif suiv-
ant :

Acer(p) @(er((p)

a partir duquel @p = 0 o 1t peut étre con§truit.

Unicité. Elle découle immédiatement du fait que A e§tun quotient de A.

2.2.— Anneaux automorphisants.

2.2.1. Définition, propriétés et notations. On considére un anneau fléché (A, a) et, pour n > 0, on pose



A, = A. Pour tout k > 0, on considére le morphisme

Punn+k - A, — An+k
a — aka)

Le sy§teme (A, ;). €St visiblement inductif et ’on note sa limite directe

ﬁ=li_n)1An=|_|An/~

n n=0

ou ~ e$t la relation d’équivalence définie, pour a, € A, et a,, € A, par
Ay ~ Ay < HP = n,m, (Pn,p(an) = (Pm,p(am)

En tant que limite indultive d’anneaux, A a naturellement une Structure d’anneau et les fleches na-
turelles ~
A, — |_| A, — A
nz=0
sont des morphismes d’anneaux. Afin d’éviter d’alourdir les notations, pour un élément 4, € A,, on
pourra parfois noter 4, a la place de 74 (a,). De méme, on notera plus volontiers dans les diagrammes ak
a la place de @,, ,+. Pour autant, puisque a peut étre vu comme endomorphisme de chaque 4,, il faut

. . . . k k s . ) .
alors faire attention au fait que, dans la notation 4 _ ¢ A, @ ne désigne pas 'endomorphisme
de A,. On remarque toutefois que, vu comme endomorphisme de A, ¢, on a ak(An+k) = Quantk(Ay).

Regarder a comme endomorphisme de chaque anneau A, e§t compatible avec la relation ~ : si
ay ~ ay alors ¢, 5 11(a,) = Qupi1(ay), pour un certain p > n,m, et donc dans A, on a aPtl=n(g ) =
aPT1=m(g, ). Ainsi, on a a?~"(a(a,)) = a?~"(a(a,,)), c’est-a-dire Pnpla(ay)) = omplalay)) et, finale-
ment, on a bien a(a,) ~ a(a,,). Cette compatibilité avec ~ permet de définir un endomorphisme

a: A — A
d\n i a(an)
(an € Ay) (a(ay) € Ay)

L'anneau fléché (A, Q) s’appelle I'automorphisant de (A, ) et I'on voit alors immédiatement que 7 :

A, —> A e$§t un morphisme d’anneaux fléchés. Comme le laisse imaginer la terminologie, on a

~

Proposition 6.— On a @ € Aut(A).

Preuve: Poura, € A,,ona

ayeker(a) <= a(a,)=0<=3k=>0, ¢, ,x(a(a,)) =0
— gk (ﬁn) =0<= Qyutk+1 (an) =0
—a,=0

ai’l
+1

et donc ker(a) = {0} : & e§t injedtif.

Soit y € A et a, € A, tel que y = a,,. Sil'on considére 1’élément x,, .| = a, € A,; 1 = A, on voit alors que
Pun+1 (an) = a(anrl) et I'on a donc

>

———

n = (Pn,n-i-l(an) = a(xn-i-l) = &(xn-i-l)

_

y:

c’e§t-a-dire y = @(x) avec x = X, ;| € A : @ e§t surjedtif.

L'automorphisme & de A renverse le sens des fléches donné par a :



Lemme 7.— Pour tout n > 0 et tout k > 0, & induit un isomorphisme

X ~k
NZ+ (An+k) — HZ(An)

~k n+k +k

Preuve: Ona a*om, ™ (A, ) =)y oak(A,41) = nfﬁk 0 Py ntk(Ay) = 14 (A,) et, compte tenu du fait

que @ e§t inje@if (proposition 6), la re§triction de a* a Tcl’fk(AnJrk) est donc bien un isomorphisme a
valeurs dans 77y (A,,).

O
Lorsque a est injectif, le morphisme 7; est alors un plongement (A, a) — (A, a),carsiac A, est tel
que @ = 0, alors il exi§te un entier k > 0 tel que @y, ,.«(a) = a¥(a) = 0 et donc a = 0.

Pour le choix de = 0, le morphisme 74 = 7§ : (Ag,a) —> (A,Q) (resp. le plongement (Ag, a) —> (A,Q),
lorsque a e$t supposé injectif) s’appelle le morphisme canonique (resp. le plongement canonique) de A vers
A.

2.2.2. Fonétorialité. On se donne un morphisme d’anneaux fléchés ¢ : (A,a) — (B, B) et l'on considere
les automorphisants A =1lim A, et B=1im_ B,. Pour tout n > 0, le diagramme
—>n —>n

agAn+1 L Bn—&-l) B

1,
aCAn—q)>BnDﬁ

est visiblement commutatif, de sorte qu’en composant avec les morphismes naturels 7j; : B, — B on
dispose du diagramme commutatif suivant :

@ g Apta mitlog
a

EQﬁ
aCAn%;

Par propriété universelle de la limite inductive, il existe donc un unique morphisme Q,, : A — Btel
que le diagramme suivant

p(_B
soit commutatif. Le morphisme d’anneaux fléchés (), : (A, a) — (B, B) s’appelle le morphisme canonique

induit par @. 11 e§t défini de la maniere suivante : si @, € A avec a, € A, alors Q,,(4,) = @(a,)., et est
caractérisé, par unicité de la fleche faisant commuter le diagramme ci-dessus, de la maniére suivante :



Proposition 8.— Etant donné un morphisme d’anneaux fléchés ¢ : A —> B, le morphisme canonique Q,
A —> B induit par @ est V'unique morphisme d’anneaux fléchés (A,@) — (B, ﬁA) vérifiant que, pour tout
n =0, le diagramme

A,

1

2.2.3. Passage au quotient. On se donne un idéal I € _%,(A) et l'on considére I'automorphisant (Z/\I,Zt})

OU)'*U:j

es$t commutatif.

de l'anneau fléché (A/I,a;). On note Q) : (ﬁ, a) — (Z/\I,a}) le morphisme canonique induit par la
projeftion canonique A — A/I.

Puisque A — A/I e$t surjeif, il en est de méme des fleches A, — A, /I (ou A= limA, et X/\I =
limA,/I) et le morphisme (); est donc lui aussi surjectif. Ainsi (O e§t un épimorphisme d’anneaux
fléchés. Regardons a présent a quelle condition il et injetif :

Proposition 9.— Etant donné un idéal I € %,(A), les propriétés suivantes
i) 'épimorphisme Q est injectif,
ii) [ = N, (A),

sont équivalentes. En conséquence de quoi, le monomorphisant (A,d) de (A, ) est e plus petit quotient A/I
de A tel que I'épimorphisme canonique induit QO soit un isomorphisme.

Preuve : ii) = i) Prenons 4, € ker(Qj), c’e§t-a-dire a,, € A, tel que 2, = 0. Il existe donc m > n tel que

am""(a,) = aj"” "(an) = 0 et ainsi, a”"(a,) € I = W, (A). 1l existe donc k > 0 tel que a""*+*(a,) = 0,
ce qui prouve que 4, = 0.

—ii) = —i) Considérons a € [ — #,(A) € Ag. Ona d = 0 sinon il ex1§{era1t n = 0tel que a”(a) = @q ,(a) =

0, ce qui et justement exclu. Puisque @ = 0, on a donc Q;(a) = Z—0etdoncie ker(Qy).

On obtient finalement la cara&térisation suivante du monomorphisant :

Corollaire 10.— Le nzlespace Ny (A) de (A, @) est 'unique idéal I € %, (A) tel que les morphismes aj: A —
AfletQp:A—s A/I soient simultanément inje¢tifs.

Preuve : C’est la conjontion du corollaire 4 et de la proposition g.
O

On retiendra, en particulier, le fait que les anneau fléchés (A,d) et (j, @) sont canoniquement iso-
morphes, avec comme avantage que d e$t injeétif. Pour finir, on remarquera que, bien que 'objet dual
(A, @) ait un sens, cet objet e§t sans intérét puisque, @ étant inje&if (proposition 6), on a (A, a) = (A, @).

2.2.4. Plongement. On se donne maintenant un plongement d’anneaux fléchés ¢ : (A, a) — (B, 8). Sans
hypothese sur a et B, il ny a pas a priori de raison pour que le morphisme canonique induit Q,, par ¢
soit lui aussi injectif. Un cas, toutefois, et favorable a cela :

Proposition 11.— Soit ¢ : (A,a@) — (B,p) un plongement d’anneaux fléchés. Si l'endomorphisme B est
injectif, alors le morphisme canonique induit (), (A a) — (B ﬁ) est lui aussi un plongement d’anneaux
fléchés.

Preuve : Si a, € ker(Q,,) avec a, € A,, alors comme Q,(a,) = Q, o7} (a,) = wgo ¢(a,) = 0 (avec les



notations de la proposition 8) et que 7 est injectif (précisément a cause de l'injectivité de ), on en
déduit que a,, = 0.

Remarque : 'inje&tivité de g implique celle de @, puisque g oa = fo .
O

On en déduit que si H/K désigne une extension de corps et que a € End(H) e§t un endomorphisme tel
que ajx € End(K) alors on dispose d’une extension naturelle H/K : si ¢ : K — H est le plongement

définissant H/K, alors H/K e$t 'extension définie par le plongement ), : K—H.
2.2.5. Propriété universelle. L'automorphisant vérifie la propriété universelle suivante :

Théoréeme 12.— (Propriété universelle de l'automorphisant) Soient (A, &) un anneau fléché et (A, &),
(f},a) respec‘zzvement, le monomorphisant et I'automorphisant de (A,a). Le plongement canonique I1; :
(A, &) —> (A, &) vérifie la propriété suivante :

Pour tout anneau fléché (B, B) avec B € Aut(B) et tout plongement Ilg : (A, &) —> (B, B), il existe un unique
plongement I1: (A, &) — (B, B) tel que le diagramme suivant

ggglﬂag&
I H

BQ/S

Preuve : Le corollaire 10 permet, sans perte de généralité, de supposer que «a e$§t injeCtif et donc que

soit commutatif.

A=Aetd=a.0On pose A= I1g(A) c B, de sorte que (Hgl) i est un isomorphisme de Asur A. Puisque

Bollg =Ilgoa,larestriction Bix e§t un monomorphisme de A et I'on a (1'[1;1) ‘go Bi=ac (HEI) i

Pour tout 1 > 0, on pose A, = B~"(A) = " oTIg(A) (et donc Ay = A), de sorte que (H;) lgoﬁ"% est

un isomorphisme de A\;, sur A. Toujours parce que folly =IIgoa, on voit que la redtri¢tion ﬁlfﬁv est un
monomorphisme de A, et que ((Hgl) |go ﬁl’%n) ofg =ac ((H;) ‘go [3&7).
Par ailleurs, comme ! e§t un isomorphisme de A\; sur An\:l, on constate que 'application

—1 N
~ B Oﬁ‘An —
An > Ap+41

n’e$t rien d’autre que le morphisme d’inclusion et que 1’'on a donc (/3|X: ) i = /3|Zf‘ On déduit alors
n n n

de toutes ces constatations que le diagramme

~  BTeBa BBy BloBii—  ~  BT'oBy
0 = A — = A, —
-1 —1 —1 n
:[< ) s [( )t )
A @ A ‘. a A a



est commutatif car, d’apres ce qui précede,

ao ((ngl)goﬁ;}g) - (l‘[gl)lgoﬁl’%’) of = ((Hgl)goﬁ%1> old
= () eopi ) (5 o8)

Par propriété universelle, découle alors l'existence d’un isomorphisme

H:gzh'_r>nA—>li_r)nAjl=UAVnCB
n n

n=0

faisant commuter les diagrammes. La propriété [To a = oIl découle alors de la commutativité des
diagrammes, comme précédemment dans ce texte.

Reste a établir I'unicité de IT. Considérons un élément x € A = 1'£>nnAn, disons x = a,, avec a,, € A,, pour
un certain n > 0, et posons y = @"(x). Le lemme 7 assure qu’il existe ag € Ay = A tel que y = 4 et
comme on a, par hypothese, ITo a"(x) = 7" oI1(x) on en déduit que

[I(x) = "o (Mo a"(x)) = " oT1(y) = p" oI oTl z(ag) = p" o T1p(ao)

Cette égalité ayant lieu indépendamment du choix de ag, 'unicité de IT en découle.
O
Lorsque a est injectif, 'anneau A et donc, en terme de plongement, le plus petit anneau contenant A et
possédant un automorphisme relevant a.
2.3.— Quelques propriétés de l’automorphisant.
Dans ce § on considére des anneaux fléchés (A, @) pour lesquels I'endomorphisme « est injectif.
2.3.1. Etude du centre.

Lemme-Définition 13.— Soient f : E — E une application et () < E. Parmi toutes les parties Qy < Q)
stables par f (i.e. fio,: Qo —> Qq), il en existe une plus grande. On I'appelle le Stabilisé de () par f et on la
note Staby (Q). Cet ensemble est décrit de la maniére suivante :

Stab/(Q) = {xe E/¥n >0, f"(x)e Q} = ﬂ(f")—l(g)

n=0

Preuve : L'ensemble Stab((Q) est visiblement une partie de () $table par f. Si Qg < () est $table par f,
alors pour tout xp € Qg et tout n >0, 0n a f"(xg) € Qy, ce qui justifie que Qy = Stabs(Q)

O

I1 est remarquable que, quand E a une $truture de groupe, d’anneau ou de corps et que f est un
morphisme pour cette §tructure, alors si () est une sous-§tructure il en est de méme de Stab(Q).

de lautomorphisant de

Proposition 14.— Soient (A, a) un anneau fléché avec o injeélif. Le centre Z(A)
),a) de Z(A) par « et l'on

(A, a) est canoniquement isomorphe a l'automorphisant du Stabilisé (Stab, (Z(A)
peut donc écrire

Z(A) = Stab, (Z(A))

Preuve : On considére le systeme indutif qui définit A



Po1=a P12=a Pn—1,n=0 Punt1=0a

A . Al ——— : A,

ou A, = A pour tout 7 > 0. On prend un élément X € A de représentant x € A,,. On a alors

fezm><:w@eifﬁ:ﬁ£¢:Vk > 0,99 € Ay Punsk ()Y = VPr ik (x)
—=Vk=0,YyeA, af(x)y = pak(x) = Yk =0, a¥(x) € Z(A) «< x e Stab,(Z(A,))

et ainsi, Z(A U 7, (Stab, (Z(A,))). Le plongement canonique Stab, (Z(A)) < A et 'endomorphisme

a étant tous deux 1n]e&1fs, le morphisme induit Q. : Stab, (Z(A)) — Ae§tun plongement (proposition

o (Z(
11). Comme Q_ o T(’;taba(z(A))(Staba(( n)) = T(A(Stab (Z(A,))), on en déduit finalement que

Qc (Sm)) =Qc (Ungtaba(Z(A))(Staba(Z(An))>>
= UQ ;ﬂ ba (Z(A ))(Staba(Z(An)))

= i (Staba(2(4,))) = Z(A)

O

Remarque 15.— Lorsque Z(A) eét §table par a, on a donc Z(A) = Z(A). La question de la §tabilité de
Z(A) e$t délicate. Bien sur, lorsque @ e§t un automorphisme de A, sa re§triction a Z(A) e$t aussi un
automorphisme mais, sans le caractere surjectif, des pathologies peuvent apparaitre comme le montre
I’exemple générique suivant : on considere un groupe G et l’algebre de groupe k[G] sur un corps com-
mutatif k, c’est-a-dire le k-espace veCtoriel de base les éléments de G, muni du produit de convolution

(Z%Q(ZW0=Z%w%

geG heG g,heG

(qui est bien défini méme si G eét infini, puisque les familles (Ag), et (uy,); sont presque partout nulles).
Si a désigne un endomorphisme du groupe G, alors on peut étendre a en un endomorphisme de la

k-algebre k[G], par la formule
a (Z/\g.g> = ZAg.a(g)

geG geG

On constate immédiatement que, si a e$t injectif sur G, il 'est aussi sur k[G]. Un petit calcul classique
montre que le centre Z(k[G]) de k[G] eSt la sous-k-algeébre de base {ec}cey ou € désigne 'ensemble
des classes de conjugaisons finies de G et, pour tout C € €, ec = } e 8- Les classes de conjugaisons
étant d’intersection vide deux a deux, on voit que, si g € G et dans le centre de k[G], alors C, = {g},
c’est-a-dire que g € Z(G) (i.e. GNZ(k[G]) = Z(G)). 1l s’ensuit que, si a(Z(G)) ¢ Z(G) alors a(Z(k[G])) ¢
Z(k[G)).

Tout revient donc a con$truire un endomorphisme injectif d’un groupe G qui ne laisse pas Stable le
centre Z(G). Pour cela, on se donne un plongement de groupes finis 7w : Gy — I' avec Z(Gy) = 1 et
Z(I') = 1 (par exemple, un groupe abélien Gy d’ordre m > 3, le groupe symétrique I' = S, et 7 le
plongement canonique). On considére alors le groupe produit G = Gy x I} x --- xI;, x --- ou I, =T,
pour tout # > 1. A un élément x = (gg, ¥1,72,-++) € G, on associe I'élément a(x) = (e,7(gg), ¥1,-*) €G
(décalage vers la droite). L'application a, ainsi définie, et alors un endomorphisme injectif de G. Sil'on
prend un élément non trivial gy € Z(Gy) alors I’élément ¢ = (go,¢,---) € G et clairement central dans G,
mais comme 77(gg) et non trivial et que Z(I') = 1, on en déduit que a(g) = (e, (<), 6, ) € Z(G).
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Méme dans le cas d’un corps K, on peut con$truire un endomorphisme « de K tel que a(Z(K)) ¢
Z(K). Lexemple que nous allons proposer e§t un peu long et nécessite quelques résultats préliminaires.
Nous avons donc choisi de le présenter dans un appendice en fin de texte, appendice ou sont établies
plusieurs propriétés générales utiles a la théorie et qu’il nous a semblé intéressant de rédiger a part.

Remarque 16.— Pour ce qui e§t du monomorphisant et de 'automorphisant, nous nous sommes in-
téressé au cas des anneaux, mais le leCteur se convaincra assez facilement que les notions et énoncés
présentés depuis le début du § 2 re$tent les mémes lorsque l'on considére pour A un groupe et pour
a un endomorphisme de groupe. Le nilespace /#,(A) et alors un sous-groupe distingué de A et l'on
considere pour %, (A), 'ensemble des sous-groupes distingués de A qui sont $tables par a.

2.3.2. Cas des corps. Lorsque A e$t un corps, tout endomorphisme de A étant injectif, on peut travailler
dire¢tement sur A et oublier le passage au monomorphisant. De maniére évidente, si (H, a) est un an-
neau fléché et que H est un corps, alors l'automorphisant H de H et lui-méme un corps et le morphisme
canonique 7y = 70y : H —> He& un plongement. On dispose donc d’une extension canonique ﬁ/H

Proposition 17.— Soit k une corps commutatif et « € End(k). Lextension %/k est algébrique si et seulement
si lextension k/a(k) l'est. Dans cette situation, si a n’est pas surjectif, Uextension k/k est de degré infini.

Preuve : Considérons le sy§téme inductif associé a k

kg —2>k; —S>onnn sk, —=

ou k, = k. Le caratere injeltif de a identifie les k,, en une suite croissante de sous-corps ky < k| <
. < k, < - dont la réunion vaut k. Chaque extension k,1/k, eSt isomorphe a k/a(k) par applica-
tion de l'automorphisme @~ ("*1) de 3 L’équivalence des propriétés découle alors de la transitivité de
l'algébricité.
Si a n’e$t pas surjeétif, alors [k : a(k)] = N pour un certain cardinal § > 1. La transitivité des degrés
assure alors que [k, : k] = n.N pour tout n > 1 et donc que [% 1k] =N
O

Remarque 18.— L'aspe&t galoisien de l’extension %/k est plus délicat a prédire. Si l'on généralise
I’exemple donné dans l'introduction en considérant de k = ky(#) muni de 'endomorphisme « : t — t"
pour un entier n premier a la cara&téri§tique de ky, alors I'extension k/a (k) = ko (t)/ko(¢") e$t galoisienne
si et seulement si p,, < kg et dans ces conditions son groupe de Galois vaut Z/nZ. L'automorphisant de

(k, a) s’identifie au corps k= ko(£1/77) = Uk=0 ko(tl/"k). Pour que k/k soit galoisienne, il faut et il suffit
alors que p,0 C kg (et dans ces conditions Gal(z/k) ="Z," :=[1,|nZ,)- On voit donc que la question du
caractére galoisien de ﬁ/k dépend intimement de I'arithmétique de k.

Proposition 19.— On consioiéreA une extension de corps H/K et un endomorphisme a € End(H) tel que
ak € End(K) et l'extension H/K obtenu par le plongement canonique Q) induit par H/K. Les dimensions
gauche et droite de ces extensions vérifient respectivement [H : K]g 4 < [H : K]g 4.

Preuve : On considére une famille K-liée a gauche {x;}; d’élément de H et 'on regarde son image
{x;}; via le plongement canonique 7ty : H — H (qui e§! bien un plongement cas H e§ un corps). En
particulier, la famille {x;}; e§t de cardinal {I et cette famille est K-liée a gauche, car si

/\1.Xl'l +-+ /\n.x,-n =0
désigne une équation de K-dépendance linéaire a gauche non triviale, on a
TCH(/\l'xi] + -+ /\n.xin) =Qo nK(/\l).TCH(Xil) +---4+Qo TCK(/\n).T(H(Xin) =0

et comme Q o g e§t un plongement, cette derniere égalité con$titue une équation de dépendance K-
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linéaire a gauche. Le théoréme de la base incompléte' montre alors que [ﬁ : 12]8 < #I mais comme
[H : K]g = min(§I) ou {I parcourt I'ensemble des cardinaux de familles K-liées a gauche de H, on
en déduit finalement l'inégalité annoncée. La preuve pour la dimension droite s’effectue de la méme
maniére.

O

Exemple 20.— On reprend 'exemple de la remarque 18 en considérant un corps commutatif k, deux
entiers n,p > 1, H = k(t), K = k(") et a : t —> tP. Ona H = k(t'/P”) = U0 k(tl/Pk) et K = k(t"/P”) =
U0 k(t”/”k). Onaalors [H: K] =net [H: K] = n/pged(n, p) et Von voit que 'inégalité de la proposition
19 ne peut étre précisée plus, en toute généralité.

3.— Application aux corps de frations tordus.

Lorsque A = K e§t un corps et a € End(K) est un endomorphisme de corps, il exiSte un moyen
de décrire 'automorphisant (K, &) de (K,a), particuliérement élégant et définitivement pertinent au
regard de ce qui va suivre, en considérant le corps de fractions tordu K(t,«) : pour tout entier n > 0,
on considére le sous-corps K,, = t—"Kt" de K(t,0) . Puisque, par définition, pour tout x € K, on a
t=xt" = (D) (pxp 1)l — = (1) g (x) 1+, on voit que I’application

Ky, — K1

y — 1) oaoI(t)(y)
n’e$t rien d’autre que 'injetion canonique K,,  K,,; 1. Ainsi, la suite de corps (K,,),, e§t croissante pour
I'inclusion et le diagramme

c

Ko

K — = K,
Id||1d I~ 1) ="y || 10"

K a K a a K

est commutatif. Comme précédemment, par propriété universelle, on en déduit que 'automorphisant
de (K, @) s’identifie a I'anneau fléché (K, &) avec K = U "K' c K(t,a) et a = I(t)”g € Aut(K).

n=0
Théoreme 21.— Tout corps de fractions tordu par un endomorphisme est égal a un corps de fractions tordu
par un automorphisme, en la méme variable. Plus précisément, avec les notations précédentes,

K(t,a) = K(t,@)

Preuve : Il e$t clair que K(t,a) = K(K U {t}). Considérons, dans K(t,«), une dépendance K-linéaire de
1,t,---,t":
Ag+ A4+ A,"=0

Par définition du corps 12, il exiSte un entier k > 0 tel que Ag,---, A, € t—kKtk et donc, en conjuguant par

t* on obtient
(Aot )+ (A RNVt 4+ (AR =0
ek ek ek
et finalement Ay = --- = A, = 0. Puisque tx = @(x)t pour tout x € K, on voit que le sous-anneau de

K(t,a) engendré par K et t e§t égal a4 'anneau de polyndmes tordu en la variable t : K[t,a]. Ainsi,

K[t,a] © K[t,@] © K(t,@) = K(t,a) = Frac (K[t,a]) < Frac (Iz[t, 0?]) =K(t,@) c K(t,a)

1En algebre linéaire, la théorie de la dimension des K-espaces vectoriels et la méme, que le corps K considéré soit commutatif
ou gauche.

12



O

Exemple 22.— Si l'on reprend l'exemple, donné dans la remarque 18, du corps K = k(x) et du k-
endomorphisme «a : x — x™, on voit que dans K(¢,«), le sous-corps K,, = t~"Kt" s’identifie au corps
k(x'/™") et que l'on a
k(x)(ta) = k(x"")(t,@)

ot @(x*) = x™k pour tout k € Z[1/m).

Remarquons que le théoréme 21 permet de préciser la question abordée dans la proposition 19 sur
la dimension d’une extension d’automorphisants :
Corollaire 23.— Si H/K désigne une extension de corps et a € End(H) est un endomorphisme tel que a|x €
End(K) alors on [H: K]z = [H(t, ) : K(t,a)]4.
Preuve : D’aprés le théoréme 21, on a H(t, @) = H(t,&@) et K(t,a) = K(t,@). Comme & e§ un automor-
phisme, on peut alors appliquer la proposition 1, issue de [Des], pour conclure.

O

On considére maintenant un corps K, un endomorphisme « € End(K), une a-dérivation ¢ de K, le
corps de fractions tordu K(¢t,a, ) et (K, &) 'automorphisant de (K, «). Si I'on suppose que a 06 = doa,
alors le diagramme suivant

B 5 B
) ) )
Ky a K, @ a K, a

est commutatif (K, = K pour tout n > 0). On peut donc définir une application 5:K—K,en posant,
pour a, € K,,,

S(d;z) = 6/(;11)

On constate alors que 6 eSt une a-dérivation de K : si 'on prend x,y € K, disons x = x,, et y = 7, avec
X, Vy € K, pour un certain n > 0, alorson a :

d(xy) = S(rp (xa) e (%)) = S(10f (xun)) = T (8(xuPn)) = T (8(x) P + ()5 (91)
= (830 TR (9)n + T4 (@ (X)) TR (8(Dn)) = B() P + B(2) ()
= 5(x)y +&(x)d(y)

Puisque & et 5 reléve I'image de « et 6 par le plongement canonique 7g : K — K (i.e. mgoa = @omy et
Mg 0d = domy), on en déduit un plongement p : K(t,a,8) —> K(t, @, 5): p se définit d’abord sur I'anneau
K[t,a, 0] en posant p(ag +ayt +---+a,t") = ng(ag) + mg(ar)t +- -+ mg (a,)t" et, comme K[t, @, 6] est un
anneau de Ore, p se reléve (de maniére unique) a K (¢, , 8) tout entier. Finalement, on a le

Théoreme 24.— Pour tout corps de fractions tordu K(t, a, ) tel que a0 = doa, il existe une extension I?/K,
un automorphisme & € Aut(K) prolongeant « et une &-dérivation 6 de K prolongeant 6, de sorte que le corps
K(t,a,6) se plonge dans le corps de fractions tordu K(t,a, o).

Il exi$te un autre moyen de considérer le corps K(t,a, 3) : la condition a0 6 = d o @ a pour conséquence
que l'on peut relever 'endomorphisme « en un endomorphisme & de K(¢,«,d), en posant a(¢) = t. En
effet, pour tout a € K, on a alors

a(ta)=a(a(a)t+06(a)) =aoa(a)d(t)+aodla)=a’(a)t+doala)=ta(a)=a(t).da(a)

et donc, par linéarité, on dispose d'un endomorphisme de 'anneau K[t,a, 5] qui, par la propriété de
Ore, s’étend de maniére unique en un endomorphisme de son corps de fraltions K(t,«, ). Une fois

relevé a en a, on peut alors identifier K(t,a, 3) a l'automorphisant K(t,a, ) de (K(t,a,9),a). Pour voir
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ceci, il faut d’abord con§tater que les plongements p,, : K,,(t, a,5) — K(t,a, 8) (donnés par p), vérifient
que pyr10a = Pa- A nouveau, ceci se voit en commengant par vérifier cette relation sur les anneaux
K, [t, @, 6], grace a la relation 1t} o @ = & o g, puis sur K, (t,a, ) tout entier, en utilisant le fait que ces
anneaux sont de Ore. On dispose ainsi d’'un diagramme commutatif

K(t a,0)

b n+1
TIIQV wa ,0)
& ~

Ko (t,a,8) — o K (had) ——

R

(C]

Pn Pn+1

~ ~

K(t,a,d)

dont on déduit, par propriété universelle de la limite induétive, l’existence d’'un monomorphisme O :

K(t,a,8) — K(t,&,5). Ensuite, puisque K = U nx (K,,), on voit, par le méme argument de passage par

les anneaux K,,[t, a, 8], que K (t,@,6 U TR (ta, 5 a(t, @, 8)) et donc que O est surjectif. Ainsi, on peut

écrire

A~ A

K(t,a,0) =K(t,a,0)

mais ce ci n’est possible qu’avec ’hypothése de commutation @ 0 6 = 6 o a. Sans cette hypothése, l'objet

K(t,a,6) n’a pas de sens puisque l'existence d’un relevé & de « a K(t,a,9) eSt précisément équivalente

a cette hypothése. Pour ce qui e$t de @, il e§t bien défini en toute circonstance, le probléme vient de
I’exiStence de 6 : pour qu’il exiSte une @-dérivation de K relevant 9, on voit que la condition € 0d = doa
est nécessaire.

— APPENDICE —

Corps de fra@ions tordus en cascade. On considere un corps K et un automorphisme oy € Aut(K). On
pose Hy = K(tg,00), Ry = K[tg, 0¢] et 'on définit les suites (H,,), et (R,), par la relation de récurrence

Hyp1 = Hy(tys1,0041), Rugr = Ry[tyg1,0041]

ou 0,41 € Aut(H,) e§t un automorphisme qui laisse §table R,. On considere alors le K-anneau R =

R,, que l'on notera génériquement K|[tg,ty, - ;00,01, ], et le corps H = U H,, que l'on notera
n=0 n=0
K(to, tl’ e ;00’ Gl’ e )‘

Théoreme 25.— Pour n>0,ona:
a) Lanneau R,, est le sous-K-anneau de H, engendré par to,--- , t,,.
b) Tout élément du corps H,, peut s’écrire sous la forme pq—! (resp. ¢~'p) avec p,q € R,,.

¢) Lanneau R,, est de Ore a droite et a gauche et son corps de fractions est égal a H,,.
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En conséquence de quoi, 'anneau R est le sous-K-anneau de H engendré par les t,. C'e$t un anneau de Ore d
droite et d gauche et son corps de fraltions est égal a H.

Preuve: a) Soit A un sous-K-anneau de H,, contenant ¢y, -, t,. Il contient K[to] = K[ty, 09] = Rp, donc il
contient K[tg, 09][t1] = K[, 00][t1,01] = R; et, par induétion, il contient finalement K[, 0g]- - - [t,, 0,] =
R,.

b) Pour n = 0, c’eét clair : I'anneau Ry = K[f(,00] eSt de Ore a gauche et a droite puisque o e§t un
automorphisme et Hy étant, par définition le corps de fraétions de R, tout élément de H, peut s’écrire
sous la forme pg~! (resp. g~ 'p) avec p,q € Ry.

Supposons la propriété vraie pour un entier n > 0 et examinons les choses au rang n + 1. On consideére
un polynoéme p(t,11) = ag +ayt,4q + -+ aktﬁ+1 € Hy[t,41,0,41]- Par hypothése de récurrence, on a

ag = do_ldo avec dg, dy € R,. On a donc

I -k
p(tus1) = ay (do +doartyyr + -+ doaxt, )

On peut écrire [io_lal = dl_lﬁl avec dy,d; € R, et ainsi

P VI O
p(tys1) =a, a; (aydg+dat, g +---+aydoagt, )
En répétant le procédé, on voit que

U S .k
pltus1) =y ay ---a, (-4 +dg--dodit, g+ +dt, )

(on a chassé les dénominateurs a gauche) et donc p = p~'p avec p € R, et p € R,,,1. On peut aussi
écrire p = pp~! avec les méme conditions, en remarquant que, puisque o, e§t un automorphisme,
tout élément p € H,[t,11,0,.11] peut s’écrire sous la forme

k
P(tns1) = o+ typray + -+t 4 ag
et l’'on peut alors, par le méme procédé que précédemment, chasser a droite les dénominateurs.

Considérons maintenant un élément f € H, | = H,(t,41,0,41). Puisque H,, et un corps et que
0,41 €St un automorphisme, I’anneau de polynoémes tordu H,,[t,.1,0,.1] et de Ore a droite et a gauche
si bien que I'on peut écrire f = pq~! (resp. f = q~!p) avec p,q € H,[t,+1,0,41]. D’aprés ce qui précéde,
on peut écrire p = pp ! (resp. p=p 'p)etq =44 ! (resp. =4 '§)avec p,4€ R, 1 et p,jeR,. Ona

alors
f=pq ' =0p @G ) =p(p 94" (resp. f=q 'p=4"" (G5 )p)
-1 (resp.

! )), ce qui

Ggp~! = p—'4g) avec 4,p € R,,. Ceci montre, pour finir, que f = (p4)(4p)~" (resp. f =
acheve la récurrence.

mais puisque p~'§ € H,,, on peut appliquer I’hypothése de récurrence pour écrire p
(

c) Soient a,b € R, non nuls. D’aprés ce qui précede, il existe ¢c,d € R, tel que ab™! = c~'d (resp. b~ la =
dc™!)). On a donc ca = db (resp. ac = bd) ce qui prouve que R,a n R,b = {0} (resp. aR,, n bR, = {0}).

Si a,b € R non nuls, alors il exi§te n > 0 tel que a,b € R, et l'on a alors, d’apres le a), {0} # R,anR,b c
Ra nRD (resp. {0} #aR, n bR, < aR n bR).

Le centre du corps H se calcule en appliquant le

Lemme 26.— Soit Hy < H; < --- une suite croissante de corps quelconque. Pour tout n = 0, on pose k,, =
Z(H,). Le corps H = UH,, a pour centre k = U ﬂ k.
n

n mzn

Preuve : Pour tout n > 0, on a H = |J,;,>,, Hy, et donc (>, k,, © k. Réciproquement, si x € H avec
xe H,,on ax ek, pour tout m > n.
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et en évaluant, par récurrence, les centres Z(H,,). Pour ce faire, on utilise le
Lemme 27.— Si K désigne un corps et o € Aut(K) et un automorphisme d’ordre extérieur*> w,, (o) =n €
IN* U {0}, alors

2(K(.0)) = { J00 ) Sn et S (avecco <200

qui découle des propriétés établies au chapitre 2 de [Coh]. En particulier si o(0) = w,(0) = n, alors
Z(K(t,0)) = Z(K)? (") avec la convention t* = 1.

Corps de fractions en cascade a indéterminées commutant. Un cas particulier de corps de fractions
tordu en cascade e$t celui ou les indéterminées commutent : on se donne une suite (0,), d’éléments de
Aut(K) et l'on suppose que o, o 6;, = 0,, © ,,. Chaque 0, se reléve de maniére unique a Hy = K(ty, 0p)
en posant o,,(ty) = fo, car pour tout a € K, on a

o (toa) = tgoy(a) = 090 0,(a)ty = 0,y 0 09(a)tg = 0y (a)tg = 0, 0 00(a) 0y (tg) = 0 (00 (a)to)

11 et alors clair que chaque o,, laisse Stable Ry et l'on peut, en particulier, considérer H; = Hy(t1,07)
et Ry = Ry[t,01]. Par récurrence, puisque les 0,, commutent entre eux, on peut relever chaque o, au
corps H, et considérer H, | = H,(t,+1,0,41) et R,01 = Ry[t,+1,0,441] pour appliquer la construction
précédente. On conState que les o, se relevent, in fine, en des automorphismes de H et de R et que
tit; = t;t; pour tout i,j > 0. On en déduit que

Ry, = K[t5(0), 05(0)l[ts(1), Os(1)] - [Es(n)r Os(m)]

H,, = K(t5(0), 05(0)) (ts(1), Os(1)) *+* (ts(n)» Os(m))
pour n'importe quelle permutation s € S,,. En tant que K-espace vectoriel a gauche, R a pour base les
monomes I_[ tk ot (i), € NN et une suite presque partout nulle. Le produit et alors défini par les
n

i Tk _ itk
o[ ] T -1 Ta
n n n
.anc<r]¢>ﬂ:@ﬁogpoux@{1¢
n

n

relations

Pour ce qui e$t du centre, on va avoir, par le lemme 26, une expression sous la forme
i i i
ki = Z(Hp) = Z(K)=00 = (cotg, 1 (to)t) - em(to, - s b1 )iy

avec ¢; € H;_ et iy = w,,(0x) lorsque l'on considére o comme automorphisme de Hy_;. Le lemme 27
montre alors que

Z(H) = Z(K) <0 (cot?, ¢ (o)1), -)

La difficulté pour calculer Z(H) consiste a évaluer w,,(0y) sur Hy_; puisque, bien str, w, (0y) varie en
fon&tion du corps H; sur lequel on regarde oy, et a calculer les ¢;. La description du centre dépend, en
fait, intimement de la nature du sous-groupe engendré par les o,, sur K. Donnons un premier exemple
ou celle-ci e$t simple : on suppose que, pour tout m > 0, on ait

(¥) <oy >n<{og -, 0,1} UI(K)>=1

2L'ordre extérieur d’'un automorphisme o e§t l'ordre w,.(o) de son image par ’épimorphisme Aut(K) — Ext(K) =
Aut(K)/Int(K). Lorsque w, (o) et fini, c’est ainsi le plus petit entier n > 0 tel que 0" soit un automorphisme intérieur.
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Avec cette condition, on a simplement
ki = Z(Hyy) = Z(K)<o°""’0"‘>(té°,... St

ou iy désigne l'ordre de oy (avec la convention t° = 1). En effet, pour m = 0 puisque < oy > nI(K) =
1, Vordre extérieur w,,(0p) de oy vaut précisément iy et le lemme 27 montre qu’alors Z(K(ty, o)

Z(K)Go(té"). Supposons la propriété vrai au rang m > 0, alors au rang m + 1, il convient d’évaluer
@, (0p41) lorsque 0,11 €8t vu comme élément de Aut(H,,). Si r > 0 eét tel que o, , | € Int(H,,), disons
opi1 = I(fm) avec f,, € Hyy, alors en plongeant H,, = H,,_1(t,0,,) dans H,,_;((t,,0,)) et en écrivant

fo =LA tl,, on a que, pour tout a € H, Opi1(@).fn = fi-a, C'eSt-a-dire que

Za;Jrl(a)/\jtf,, = /\]-a,],,(a)ti,,

Il existe donc f,,_; € H,,_; et j,, € Z tels que sur K, on ait o, , ; © o' = I(fiu—1). En réitérant le procédé,

m
on construit donc une suite j,, j;,—1,-+, jo d’entiers tels que, sur K, o, ; © o --oéo = I(A) pour un
certain A € K. Il s"ensuit que o;.ﬂ e<{0p,"**,0m} UI(K) > et donc, d’aprés (x), que i, 1|r. Il s’ensuit
que W, (0y;11) = i1 €t, par suite que,

K1 = Z(Hy) 1 (71]) = Z(K) <00 01> (10, 000

On peut alors appliquer le lemme 26 :

ﬂ K, — ﬂ Z(K)<UO""’U’W>(t60;"'Jilf) _ Z(K)<UO'UL"">(téO,--~,t,iq")

m=n m=n

et donc , ) .
Z(H) = | JZ(K)=07 > (1, 17) = Z(K) 000> (1, 1)

n=0

A T'exaét opposé de la condition (x), considérons le cas ou, pour tout n > 0, 0, = 0 avec w,,(0) =
o(0) =r.OnaZ(Hy) = Z(K(tg,00) = Z(K)?(t;), mais comme 01 = 0¢, on a 01 = I(t() sur Hy et donc, par
application du lemme 27, on trouve que Z(H;) = Z(K)“ (¢, taltl). Une récurrence immédiate montre
que Z(H,,) = Z(K)“(t,, t0_1 ty,o, t0_1 t,) et le lemme 26 prouve finalement que

Z(H) = Z(K)° (th,t5 1,15 )

Un exemple d’endomorphisme de corps ne laissant pas stable le centre. On considére un corps com-
mutatif k et le corps de fractions rationnelles K = k(x,,),,cz en une infinité de variables. Pour tout n > 0,
on considére un k-automorphisme o, non trivial et d’ordre fini, du corps des fradtions rationnelles en
une variable k(x). On note f € k(x) un élément tel que k(f) = k(x)? et G = Gal(k(x)/k(f (x))) le groupe
de Galois (fini) de I’extension.

Pour tout entier n > 0, on peut relever o en un automorphisme o, € Aut(K) en le faisant agir juste sur la
variable x,, de sorte que le groupe de Galois Gal(k(x,,)mez/k (X, f (%4))m=n) s'identifie canoniquement
a G. Le sous-corps de K fixé par 'ensemble des o, est le corps K' = k(---,x_1, f(xq), f(x1),---). Puisque
que chaque x,, est visiblement algébrique sur K', on constate que 'extension K/K! e$t algébrique ga-
loisienne de groupe de Galois T = GN.

On considére maintenant ’élément a € Aut(K) défini par a(x,,) = x,,11 pour tout m € Z (décalage des
variables). Cet automorphisme n’engendre rien d’algébrique puisque visiblement K <%~ = k, nonob$tant
le sous-groupe engendré par «a et I se décrit simplement en constatant que,

eVn,m=>=0, 0,00, =0,00,
oVn>=0, 0,41 —aoo,oa !
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si bien que, dans Aut(K), la conjugaison par « induit un endomorphisme de I' qui e§t non surjectif (ce
qui empéche de voir ce sous-groupe comme un produit semi-direct). Le dernier point a observer dans
cette situation est que

KY = k(01 f o), fx1), ) k(- xg,x0, f (1)) = a(KD)

uisque, o étant non trivial, on a visiblement xo  KT. Ainsi, a fait Stri®ement "grossir" le sous-corps
Pr q 0 g P
K.

On considere alors H = K(tg, ty,- -+ ;0¢,01,- - ), le corps de fra&tions en cascade a indéterminées com-
mutant. Comme les o, vérifient visiblement la propriété () du § précédent, on a

Z(H) = k(- ,x1, f(x0), f (x1),-+-) (g, 11, +)

ou r = 0(0). On peut étendre 'automorphisme a de K en un endomorphisme du K-anneau R =
K[to, t1,-++ 500,01, -] en posant, pour tout n > 0, a(t,) = t,,1. Cette définition e$t licite car, par tout
acK,ona

a((]_[ntlik).a) :a((aéo'oai‘lou.)(a).]_[‘ntlik) =(aoaéooaflo...>(a)nntlik+l ' '
=((acop0a ) o(aooy caml)o-)oa(@)[Ty 1y = (0) 00y o) oa(@)T, 1y,
— [ tfyy-al@) = a (T, ) a(a)

Puisque R e$§t un anneau de Ore de corps de fractions H, a s’étend de maniere unique en un endomor-
phisme de H. On con$tate qu’alors

a(Z(H)) = k(- x_1, %0, f (1), ) (11, 15, ++) € Z(H)

puisque xo ¢ Z(H).
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