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1 Dimension diophantienne

1.1 Le théoreme initial
L’histoire commence par le

Théoréme 1.— (Chevalley-Warning) Soient g une puissance non nulle dun nombre premier p,
n un entier non nul, I un ensemble fini d’indices et pour tout i € I, fi(X1,--- ,X,) € Fy[ Xy, -+, X,]

un polynéme a n indéterminées sans terme constant. Si Z d°f; < n alors les f; possédent un
i€l
zéro non trivial en commun dans Fy.

Preuve : On note V C F; l'ensemble des zéros communs au f; et l'on pose
PO, X = [ |- A7, -+, X))
i€l
Le polyndome P est alors la fonction caractéristique de V. Si, pour tout f € F[Xy, -+, X;], on
pose

S(H= D, fla.x)

(1,7 X )EFD
on a alors S(P) = Z 1=#V1, ce qui assure que §V = S(P)[p].
(1 )€V
Considérons un entier k et évaluons la somme er]pq ¥*=0:
o Si k est divisible par g — 1, alors k = I(g — 1) et donc si x # 0, alors x¥ = x4V =1 = 1.

Comme 0F = 0 on en déduit que er]Fq *=(@-D1=-1
e Si k n'est pas divisible par (g — 1) alors il existe y € F, tel que y* # 1. Dans ces conditions,

on a
De TR e
x€F, xelFy xeFy xeFy

(les deux derniéres égalités ont lieu puisque u — yu est un automorphisme de F;) et donc
-y Z x* = 0. Par conséquent Yer, X = 0.

x€F,
Comme Z d°f; < n, il s’ensuit que d°P < (¢ — 1)n. Le polynome P s’écrit formellement
i€l
— ky K
PXy, -, X,) = 7. SLEERD. &
kl’... »kn

L’hypothese faite sur le degré implique que pour les n-uplets d’entiers (kq, - - - , k) considérés
dans la somme précédente, on ait k; + - - + k, < (¢ — Dn. Maintenant,

S(P) = D7 @k, S Xk
kl’ kn

Nous allons montrer que pour tout choix de n-uplet (ki,--- ,k,) tel que ky+---+k, < (g—Dn,
nous avons S(Xi<1 . Xﬁ) = 0. Constatons tout d’abord que

k Koy _ & .
S(Xll...Xn)_ Z Z xll"')d(n
x1€F, X, €F,
Par conséquent, si l'un des k; est nul, par exemple k,, on a:

SO Xy = 3 3 kb 3

x1€F, Xu-1€F, x,€F,



(en convenant bien siir que 0° = 1)
Alors Z xg =0 et donc S(Xicl --«Xﬁ”) =0.
X, €F,
Supposons maintenant qu’aucun des k; ne soit nul. On a:

sat-xn = [se)

i=1

Par hypothese, d°P < (g—1Dn, donc il existe j € I tel que k; < (¢g—1), d’apres ce qui précede,
S(Xjff) =0 et donc S(X¥ .- X&) = 0.
O

Corollaire 2.— Tout polynéme homogene en n variables de degré d < n a coefficients dans un
corps finis posséde un zéro non trivial.

L’idée de la dimension diophantienne et de la notion corps de classe C; est lié a une
volonté de donner un équivalent de ce théoreme pour les autres corps. Historiquement, il
semble que cette idée apparaisse dans la these de Lang (ou il parle de corps de classe Cz).

1.2 Définitions

Suivant le vieil usage non appelerons forme sur un corps K, tout polynéme homogene a
coefficients dans K.

Définition 3.— Soit d un entier non nul et i un réel positif. Un corps K est dit de classe C;(d) si
toute forme sur K de degré d en n > d' variables posséde un zéro non trivial. Un corps K sera
dit de classe C; s'il est de classe C;(d) pour tout d. On définit alors la dimension diophantienne
dun corps K comme étant I'élément

dd(K) = inf{i € R*/ K est de classe C;}

et si l'ensemble considéré est vide, on posera dd(K) = +oo.
De méme, si d désigne un entier non nul, on définit la d-dimension diophantienne d'un corps
K comme étant I'élément

dds(K) = inf{i € R*/ K est de classe Ci(d)}
et si l'ensemble considéré est vide, on posera dd (K) = +co. Ainsi, on a :

dd(K) = sup dd4(K)
d

Lemme 4.— Soit K un corps. L'ensemble des réels i tel que K soit de classe C; est exactement
lintervalle fermé [dd(K), +oo[.

Preuve : Il est clair que si K est C; alors K est C; pour tout j > i. Le point est donc de
montrer quun corps K est toujours de classe C, avec @ = dd(K).

Si P désigne une forme en n variables de degré d vérifiant n > d“, par continuité de la
fonction x > d*, il existe un réel i > « tel que n > d' > d*. Comme K est de classe C; (par
définition de la borne inférieure et par la remarque précédente), P possede un zéro non trivial
et par suite K est bien de classe C,.

O



1.3 Sur la nature arithmétique d’'une dimension diophantienne

Tous les réels positifs n‘ont pas la chance d’étre la dimension diophantienne d’'un corps.
En effet :

Proposition 5.— Soit K un corps. Les propriétés suivantes sont équivalentes

i) K est algébriquement clos,

ii) dd(K) = 0,

iii) dd(K) < L.

Preuve : i) = ii) Montrer que dd(K) = 0 équivaut a montrer que K est Cy, c’est-a-dire a

prouver que tout forme sur K en plus de deux variables possede un zéro non trivial. Soit donc
P(Xy,---,X,) une telle forme. On peut écrire

d
PO, X) = ) OulXiy -+, X)X,
h=0

avec Qn(X1, -+, Xp-1) € K[Xq, -+ , Xp1] pour tout A. Il est clair qu’il existe un Ao > 0 tel que Qp,
soit non nul. Maintenant, le corps K, étant supposé algébriquement clos, ne peut pas étre fini.
Il s’ensuit quil existe une infinité de n — 1-uplets (xq,- -, x,—1) tels que Qp (X1, -+, Xp-1) # 0,
donc en particulier, il existe un uplet (xi,- -+, x,-1) # (0,---,0) tel que

Oy (X1, -+, X41) # 0

Le polynome

d

P(xt,e 3%, Xa) = D Onlxt, -+, Xy )X,

h=0
est alors non constant et comme K est algébriquement clos, posséde une racine x,. Le n-uplet
(xq, -+, x,) est donc un zéro non trivial de la forme P.
i) = i) Soit P(X) = ayX? +--- +ap € K[X] un polynome de degré d > 0. Le polyndome
homogénéisé PX,Y) = ag X+ ag1 X¥Y + -+ agY? est une forme en n = 2 variable de degré
d. Comme dd(K) = 0, K est de classe Cy et comme n > d°, P posséde un zéro non trivial
(a,b). Si b =0, alors a = 0 ce qui est absurde. Comme P(a/b) = P(a,b) = 0; on en déduit que
K est bien algébriquement clos.
i) = iii) !
non i) = non iii) Soit L/K une extension algébrique finie de degré n > 1. Soit (eq,- - ,e,) une
K-base de L. Le polyndme

P(Xy, -+, Xp) = Nyx(Xier + - -+ + Xpep)

est une forme sur K en n variables de degré n. Si lon avait dd(K) = @ < 1 alors le corps K
serait C, et par suite, comme n > n®, le polynome P possederait un zéro non trivial. Ceci
étant absurde, on en déduit bien que a > 1.

m}

Corollaire 6.— Si F désigne un corps fini alors dd(F) = 1.

Preuve : Le théoreme de Chevalley montre que F est de classe Cy, la proposition précédente,
compte tenu du fait que F n'est pas algébriquement clos, montre que dd(F) = 1.
O



Il a y donc un "trou" dans la droite diophantienne : aucun élément de lintervalle ]0, 1]
n'est la dimension diophantienne d’'un corps. Il est difficile de prévoir la nature arithmétique
d’'une dimension diophantienne d’'un corps. On peut toutefois remarquer que

Proposition 7.— Soit K un corps et d un entier non nul. Le réel d“%) est un entier. En
conséquence de quoi, le réel dd,(K) est soit rationnel, soit transcendant.

Preuve : Soit @ = ddy(K), supposons que le réel d* ne soit pas entier. En prenant m = [d?]
on a alors m < d* < m+ 1. La fonction x — d* étant strictement croissante et continue, il
existe donc un réel i < a tel que m < d' < d® <m+1. Soit P une forme en n variable de degré
d telle que n > d'. Comme n est entier, on a n > m + 1 et par suite, P posséde un zéro non
trivial. Ainsi K est de classe C;(d) ce qui est contraire aux hypotheses.

Ainsi, a = log(h)/log(d) avec h € N*, et le théoreme de Gelfon'd-Scheinder! assure alors
le résultat annoncé.
m}

Cette proposition ne permet pas de déduire quelque chose sur dd(K), puisque l’ensemble
des réels de la forme log(h)/log(d) avec h et d entiers est dense.

Probleme 8.— La dimension diophantienne d'un corps est-elle toujours un nombre entier?

1.4 Théoremes de transition.
1.4.1 Comment évolue la dimension diophantienne dans une extension ?

Théoreme 9.— (Nagata) Soit K un corps de classe C; et fi,--- , f; des formes de degré d en n
variables. Si n > rd' alors il existe un zéro non trivial dans K commun aux formes fi,--- , f;.

Preuve : o si d = 1 c’est un théoréme dalgebre linéaire bien connu. Si K est algébrique-
ment clos, alors on peut supposer { = 0 et n > r. Le théoréme de Bézout sur lintersection
d’hypersurfaces assure alors le théoréme. On suppose donc que d > 2 et que K # K.

e Soit xe K—K et
fFX =X+ X +a,

son polyndéme minimal sur K. On pose

§OX, )
gV(X1, Xo, X3, X4)

X
rr(y
gV (X1, X2), 8V (X3, X4))

gP(Xy, -+, Xgin)

0@V, X)), 87V Kyt X))

Par récurrence immédiate, le polynome g est une forme sur K en 2/*! variables, de degré
s'*1 et ne possédant que le zéro trivial sur K. On choisit [ tel que 241 > r et on pose g = g®,
y=2M et 5=

e On pose hg = g, 09 = 0 et vy = v. On définit alors, par récurrence, une suite de polynome
(hy)n. Soit v = agr + by la division euclidienne de vo par . On pose :

h = ho(ZfiX}, -+, X0, -, filX], -+, X)),
ﬁ(X2,~~-,X,f),-~~,ﬁ(X2,~--,Xﬁ),

fl(XaO,"' ’X;‘I‘O)’... ,fr(Xfo,"' ,XZO),
0,0,---,0) (by zéros)

ICe théoréme affirme que si a et b sont deux nombres algébriques avec b non rationnel, alors le nombre a’ est
transcendant.



Le polyndéme hy est alors une forme sur K de degré 8; = ddy a vi = apn variables. De méme,
soit v; = air + by la division euclidienne de v; par r. On pose :

h2 = hl(ﬁ(X17”‘ 7X}l)7'.' ’f;‘(Xl"“ ’le)’
ﬁ(X2,-~~ Xﬁ) ,f,(X2,~~- ,Xﬁ),

ﬁ(X‘“,--- ,X?),... ,fr(Xa‘,'-- ,X;’l),
0,0,---,0) (b z€ros)

Le polynome hy est alors une forme sur K de degré 6, = dd; a v; = ain variables. Par
récurrence, on construit ainsi une forme h; sur K de degré 6; = dd;_; en a; = aj_in variables.

Le point est alors de remarquer que si j est un indice tel que /; ait un zéro non-trivial et
tel que hj_; n'en ait pas, alors les formes fi,--- f; ont un zéro non trivial en commun. En effet
soit j un tel indice et x}, s ,xZ'f’l,O, -++,0) un zéro non-trivial de h;. Il existe deux indices
k,l tel que xf # 0 et par ailleurs, comme h;_; ne posséde que le zéro trivial, on a

fGE Xy = G, ) =0

et donc (x’f, s ,x’,‘l) est un zéro non trivial aux formes fi, -, f;-

e Comme hy ne possede que le zéro trivial, tout revient donc a montrer qu’il existe un j assez
grand tel que /; posséde un zéro non-trivial. Mais comme K est de classe C;, il suffit juste de
montrer qu’il existe j tel que v; > 6’j. Un récurrence montre déja que pour tout j>1, on a

. L ) d(j+1)i _ 2dji + di
) _gU-Di _ -« e

vi>r(d" —d™" d) = 71

et comme d > 2 et i > 1, on en déduit donc que

limv; = 400
J

Soit maintenant ¢ > 0 tel que n =rd' +c. On a

v_iz[%]n2<%— )(rd[+c)=vj_1(di+§)—n

Il s’ensuit que

RERN

Vi1 r Vi-1
Considérons un réel A tel que 0 < A < ¢/2r. Comme lim;v; = +oo, il existe un indice jo tel
que pour tout j > jo, on ait 0 < # < A. Pour tout j > jo, on a alors

Vj i, C i
—>d'+--A1>d +4
Vij-1 r

et ainsi, on a

. . L dot) 9ol 4 i A\
Vi 2 v (d + A > pd U0 (1 )

-1 MY

Pour j suffisament grand, on a

diGotD) _ 9qioi 4 gi ( A )j—jo ot

din@ -1 \ @) T

et donc v; > (d/6) = 6’]
o



Théoréeme 10.— Soit L/K une extension de degré de transcendance j fini. Si K est de classe C;
alors L est de classe C,;. En conséquence de quoi, on a l'inégalité

dd(L) < dd(K) + degtr(L/K)

Preuve : On est ramené a montrer la proposition dans le cas d'une extension algébrique
et dans le cas d'une extension transcendante pure (et par récurrence immédiate, dans le cas
d’une extension transcendante pure de degré 1).

ler cas : L/K algébrique. On suppose donc K de classe C;. Soit f une forme a coefficients
dans L de degré d en n variable telle que n > d'. Nous devons montrer que f posséde un zéro
non trivial dans L.

Considérons le sous-corps F' de L engendré sur K par les coefficients de f. Comme
l'extension L/K est algébrique et que les coefficients de f sont en nombre fini, on a [F : K] =
m < +o0o. Soit alors {y, -+ ,yn} une K-base de F. On pose

m m
f Z)’rxn, T, Zernr
r=1 r=1

g(Xll’ e ,Xnm)

m
Z gr(th e 9Xnm)yr
r=1

ol chaque g, est une forme sur K, de degré d, en nm variables. Puisque nm > md', il résulte
du théoreme 9 quil existe un zéro commun non trivial (xy,--- , Xu,) € K™ aux formes g,.
Puisque {y1,--- ,ym} est une base, le n-uplet

m m
Zyrxlr"" ’Zyrxnr € Fn
r=1 r=1

est non trivial et est un zéro de f dans L. Donc L est bien de classe C;.

2eme cas : L = K(7). On suppose donc K de classe C;. Soit f une forme a coefficients dans L
de degré d en n variable telle que n > d*'. Nous devons montrer que f posséde un zéro non
trivial dans L. En chassant les dénominateurs, on peut supposer que f est a coefficients dans
K[1]

Si s désigne un entier, on pose :

N S
g, o, X)) = f lekrk,---,zxnkt"J
k=1 k=1

r+ds

Z gk(Xll, tee ’an)tk
k=1

ol g est une forme a coefficients dans K de degré d en ns variables. Si r désigne le maximum
des degrés des polynomes-coefficients non nuls de f, on choisit un entier s tel que

s(n = d™Y) > rd' cest-a-dire ns > (r + ds)d"

Le théoréme 9 assure lexistence d’un zéro non-trivial (x1,- - , X,5) € K™ de K, commun aux
formes gi. Le n-uplet
5 s
pIRTE
k=1 k=1

est non trivial et est un zéro de f dans K[f]. Donc L est bien de classe Ciyg.



(]

Théoréeme 11.— (Lang-Tsen) Soit K un corps. On a :
dd(K(T)) = dd(K) + 1

Preuve : On sait déja, par le théoréeme 10, que dd(K(7)) < dd(K) + 1. Le corps K(T) est un
corps valué pour la valuation normalisée usuelle, v, associée aux polyomes.

Soit d > 2 un entier et i < ddy(K). Par hypothese, il existe une forme g sur K de degré d
en n variables tels que n > d' ne possédant que le zéro trivial sur K. Posons

d
S, X)) = Z gXijy - s X )T
=1

Supposons que f possede un zéro non trivial (xy, -+, X,g) dans K(T). Pour tout j=1,---,d,
notons a; le ppcm des dénominateurs des fractions rationnelles (xy;,- -+ , x,;), de sorte que l'on
peut écrire
0 = fCa,-+,Xna)
DT COTREEIE

d —d j—1
j=1 aj g()’lj, e ’ynj)tj

avec yy € K[T] et pour tout j=1,---,d, soit (x1j, -+, X,j) est nul, soit il existe un indice / tel
que v(xy) = 0. Il s’ensuit, pour ce dernier cas, que v(g(yi), - ,ynj)) = 0, puisque la réduction
a K du polyndome g(yij,- - ,¥nj) ne peut étre nul par hypothése sur K et sur g. Ainsi, on en
déduit qu’il existe deux indices i et j distincts tels que

v(a; gyt ™) = W@ gy # oo

et donc i — j € dZ ce qui est impossible.

Il existe donc une forme sur K(T) en nd variables de degré d avec n > d' qui ne possede
que le zéro trivial. Donc ddy(K(T)) = i+ 1 et par suite ddy(K(T)) > ddys(K) + 1. Ainsi
dd(K(T)) > dd(K) + 1.

m}

Corollaire 12.— Pour tout corps K, le corps K(T) est projectif.

Preuve : Daprés le théoréme 11, K(T) est un corps C; et nous verrons plus loin que les corps
C; sont toujours projectifs.
O

1.4.2 Le cas des corps valués.

La preuve du théoreme 11 utilise une remarque sur les corps valués. On peut apporter
quelques précisions a ce sujet. Dans ce qui suit, les valuations considérées auront pour groupe
un groupe abélien totalement ordonné. Si v désigne une valuation sur un corps K de corps
résiduel k, alors on notera A, (resp. P,) l'anneau (resp. l'idéal) de la valuation v. Pour x € A,,
on notera x l'image de x dans k. On considérera aussi une section ¢ : k — A, de lapplication
XX

Théoreme 13.— Soit (K,v) un corps valué (v n'est pas forcément supposée réelle) de corps
résiduel k. On a linégalité :
dd(k) < dd(K)

Preuve: Montrons que si une forme P a coefficients dans k ne possede que le zéro trivial sur
k, alors ¢(P) ne possede que le zéro trivial sur K.



Considérons une forme P € k[Xy,---,X,] de degré d ne possédant que le zéro trivial sur
k. Soit (ay, - ,a,) € K" un zéro non trivial de ¢(P) (que nous noterons abusivement P) dans
K. 1l existe un indice j tel que v(a;) soit minimal. Posons, pour tout i = 1,---,n, b; = a;/a;.
On a alors v(b;) > 0 et
P(ay,--+ ,a,) = d{P(by, -~ ,by)

et par suite
P(by,--- ,by) =0

Maintenant, comme P(by,--- ,b,) = P(b_l, . ,b_n) = 0, on en déduit, par hypothese, que b_, =0
pour tout i =1,--- ,n, ce qui est absurde puisque b; = 1.

Soit i > 0 un réel tel que k ne soit pas C;, il existe donc une forme P sur k en n variable
de degré d telle que n > d' et telle que P n'admette que le zéro trivial sur k. D’aprés ce qui
précéde, @(P) est une forme en n variables de degré d avec d < n' qui n'admet que le zéro
trivial sur K. Ainsi K n’est pas C; et donc dd(k) < dd(K).

m}

Si l'on est en mesure de controler l'indice des sous-groupe dv(K) de v(K) pour d entiers,
alors on peut affiner encore les choses :

Proposition 14.— Soit K un corps et v une valuation (non nécessairement réelle) sur K et
notons k le corps résiduel de K pour v. Pour tout entier d > 2 telle [V(K) : dv(K)] < +o0, on a

ddy(K) = ddg(k) + log,[v(K) : dv(K)]

Preuve : Soit d > 1 un entier. Considérons un réel i < ddy(k) et montrons que i + log,[V(K) :

dv(K)] < ddg(K), ceci prouvera la proposition. Il suffit donc de trouver une forme f, a
coefficients dans K, de degré d, a n.[v(K) : dv(K)] inderterminée, oiv n > d' et possédant
seulement le zéro trivial dans K.

Par hypothése, il existe une forme & & coefficients dans k de degré d a n > d' indéterminées
et possédant seulement le zéro trivial dans k. Il existe donc une forme g a coefficients dans
l'anneau de la valuation A, de degré d en n variables telle que g = h.

On pose 6 = [V(K) : dv(K)] et L'on se donne t1,--- ,; € K tels que {v(ty),--- ,v(fs)} soit une
classe de représentants de v(K) modulo dv(K).

s
Considérons alors la forme f = Z g(Xyj, -+, Xyuj)t; qui est a coefficients dans K, de degré
J=1
d et en no variables, et (xq1,- -, Xus) un zéro de f dans K. Quitte a permuter les variables, on
peut supposer quil existe un indice § < 6 tel que x;; = 0 pour tout i < n et tout j > § et que
pour j < ¢ il existe i < n tel que x;; # 0. Nous allons montrer que § = 0.

Supposons que § >1, alors pour tout j=1,--- ,68', considérons un élément aj € K tel que
v(a;) = min<<, V(X;;). Par hypothese, a; # 0 et U'on peut écrire x;; = a;y;; ol y;; € A,. On a

5 5
0= f(xu, -+, xn5) = Zg(xu,'“ S Xty = Zg@lj,'-' aynj)a?tj
= =

Puisque min;<;<, v(y;;) = 0, il existe un indice i tel que y;; # 0 et donc limage de g(yij,-** ,Yn))
dans k (qui vaut A(yij,---,yn;)) ne peut pas étre nulle car h ne possede que le zéro trivial
dans k. Ainsi, il existe au moins deux indices jo # ji tels que v(g(ij,, > ¥n j‘))a;?otjo) =

WgWjps -+ Ynj)a 1) = 0. On a alors

V(EWjos > Ynjo)) +dviay) + v(Ej,) = v(Wijs -+ s Ynj)) +dv(aj) +v(t;,)



et ainsi, v(¢;,) — v(tj,) € dv(K), ce qui est absurde. Donc §=0et f ne possede par conséquent
que le zéro trivial.
O

Corollaire 15.— Si (K,v) est un corps discréetement valué de corps résiduel k alors dd(K) >
dd(k) + 1.

En particulier, on a dd(Q,) > 2.

1.4.3 Le cas des corps de séries.

Le cas des corps de séries de Laurent jouit de la méme propriété que celui des corps de
fractions :

Théoreme 16.— (Greenberg) Soit k un corps. On a

dd(k((T))) = dd(k) + 1

Preuve : En considérant la valuation usuelle sur k((T)), on voit que la proposition précédente
assure que dd(k((T))) = dd(k) + 1. On va montrer lautre inégalité dans le cas oL k est un
corps fini. Dans ces conditions dd(k) =1 et lon a donc dd(k((T))) > 2. Ainsi, montrer I'égalité
dd(k((T))) = 2 revient a montrer que le corps k((T)) est Cs.

Soit 4 une forme de degré d en n > d? variables & coefficients dans k[[T]]. Pour tout
entier i > 1, on considere Uapplication 7; : k[[T]] — k[T] de troncature au degré i. La forme
7i(h) est aussi de degré d en n > d? variables mais & coefficients dans k[f]. Puisque k() est
C,, 7i(h) posséde un zéro non trivial x¥ = (xii), e ,xﬁ,i)) € k[T]" C k[[T]]". Quitte a multiplier
par une bonne puissance de f, on peut supposer que (xii), ‘e ,xﬁ,i)) est primitif, c’est-a-dire que
min; v(x(j)) =0.

1
Puisque k est supposé fini, Uanneau k[[T]] est un espace métrique compact. Ainsi, la suite
(x); possede une valeur d’adhérence x = (xy, - - -, X) et Lon peut la choisir primitive. En effet,
si pour j=1,---,n, on note A; = {i > 0/ v(xg')) = 0}, puisque chaque x® est primitif on a
A U---UA, =N et donc il existe un indice jo tel que Aj soit infini. On a alors, pour tout
i€Aj, v(x(]g) = 0 et la suite (x(")),'eAl.0 posseéde alors une valeur d’adhérence x = (xy, -, X,)
qui vérifie v(x;,) = 0.

Le passage a la limite montre que, pour tout entier g > 0, il existe un indice i, tel que
v(x; — xj.lq)) > g pour tout j=1,--- ,n et que

Ty (h(x1, - 5 X)) = T, x5”) = 0

Ceci étant valable pour tout entier g > 0, on en déduit que (xi,- -, x,) est un zéro non-trivial
(car primitif) de h.

O

Remarque : Bien que le corps résiduel de Q, soit fini (i.e. Z, compact), on ne peut appliquer
le méme argument que dans le théoréme de Greenberg a cette situation. Le passage clé dans

la preuve précédente est que le corps k(T) est Cy. L'analogue de k(T) dans Q, est le corps Q,
qui n’est visiblement pas Cs...

Corollaire 17.— Soit (K, v) un corps discretement valué complet de caractéristique égale a celle
de son corps résiduel et L/K une extension algébrique (valué par le prolongement unique de v).
Si k (resp. 1) désigne le corps résiduel de K (resp. L), on a les inégalités :

dd()) < dd(L) < dd(k) + 1
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Preuve : Sous les hypotheses de l'énoncé, on sait que K est isomorphe a k((X)) (voir par
exemple [Ser2]). Le théoreme de Greenberg afirme que dd(k((X))) = dd(k) + 1. L’extension
L/K étant algébrique, le théoreme de transition sur la dimension diophantienne, assure que
dd(L) < dd(K), ce qui prouve la deuxieme inégalité.

La premiere inégalité est la proposition précédente.

2

Dans le cas d'un corps de séries de Puiseux®, on obtient en particulier :

Corollaire 18.— Soit k un corps et Puis(k) son corps de séries de Puiseux. On a
dd(k) < dd(Puis(k)) < dd(k) +1

En conséquence de quoi, si k = k est algébriquement clos, on a :
® si car(E) =0, alors dd(Puis(%)) =0;

e si car(k) # 0, alors dd(Puis(k)) = 1;

en particulier, le corps Puis(%) est toujours projectif.

Preuve: Puis(k) est une extension algébrique de k((X)) qui est complet a valuation discrete.
La valuation v d'une série de puiseux est donnée par

V[ 3 /n] _ infioi (k) a # 0)

n
kzko
Son corps résiduel est k. Le corollaire précédent donne alors les inégalités annoncées.

Si car(%) =0, il est bien connu que Puis(%) est algébriquement clos (cf par exemple [Ser2])
et par suite, dd(Puis(k)) = 0. Si car(k) # 0, le théoréme montre que 0 < dd(Puis(k)) < 1,
c’est-a-dire dd(Puis(z)) = 0 ou 1. Dire que dd(Puis(E)) = 0 revient a dire que Puis(%) est
algébriquement clos, ce qui est bien connu pour étre faux. Donc dd(PuiS(%)) =1
O

1.5 La dimension diophantienne de Q,

Le corps Q, a une dimension diopantienne > 2. On peut le voir "a la main", mais
une facon plus directe de le voir est de remarquer que Q, n’est pas un corps projectif (nous
établirons au paragraphe suivant que les corps de dimension diophantienne < 2 sont toujours
projectifs). Il existe une analogie formelle entre le corps Q, et le corps F,((T)). en effet les
€léments de F,((T)) sont des séries de la forme Z a;T" avec a; € F,, et les éléments de Q,

nxngp
ont un développement de Hensel de la forme Z aipi avec a; € F,. Bien sur l'arithmétique
nzn
sur ces deux corps est différente, puisque déja IF,,O((T)) est de caractéristique p alors que Q,
est de caractéristique zéro. Cette analogic a poussé Artin a conjecturer qu pour tout premier
p, dd(Q,) = 2. Terjanian a montré qu'en fait il n'en est rien :

Proposition 19.— (Terjanian) Il existe une forme sur Qy de degré 4 en 18 variables, ne possédant
pas de zéro non trivial. En conséquence de quoi Qy n'est pas Co(4) et

dd(Q9) > dd4(Qy) > 10g4 18> 2

2Rappelons que si k désigne un corps, on appelle corps des séries Puiseux sur k le corps noté Puis(k) et égal a
la réunion des corps de séries de Laurent k(X)) en la variable X'/" (pour étre tout & fait rigoureux, Puis(k) =
li_r>n k((Xy)), limite inductive prise sur le systeme inductif (k((X,)), @um)n olt k((X,)) est le corps des séries de Laurent

n

et @nm : k((Xy)) = k(X)) est donnée pour n|m, disons m = an, par @,,(X,) = X5).
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Preuve : Considérons la forme
=X +X5 + X5 - XX, — X7 X5 — XoX5 — X XoX3 — X1 X5 X3 — Xi Xo X3

Soit (xy, X9, X3) € Zg. Si X1, X9, X3 € 2Z9, alors f(xq, X2, X3) = 0(2%Z,), dans le cas contraire, on
a f(x1, Xz, x3) = 1(22Zy), c’est-a-dire

fx1,x0,x3) = 1,5,9 ou 13(2'Zy)
Considérons a présent la forme

g = [f(X1,Xo,X3)+ f(N1, Yo, Y3) + f(Z1,25,7Z3)
+4 (f(Uy, Ug, Us) + f(V1, Vo, V3) + f(W1, Wo, W3))

de degré 4 en 18 indéterminées a coefficients dans Z,. Si g possede un zéro non-trivial dans
Qp, alors quitte a multiplier par une bonne puissance de 2, g posséde un zéro non-trivial

dans Z; dont une des composantes est une unité. Soit (xq,---,ws) un tel zéro. Toutes les
composantes xi, - -+ , ws sont dans 2Z, sinon, en vertu de la remarque du début, on ne pourrait
avoir

g(xi, -+ ,w3) = 0(2'Zy)

or ceci est absurde, puisqu’une des composantes est une unité 2-adique.
O

Remarque : On a quand méme les résultats suivants : pour tout premier p,
e Q, est Cy(2) (Hasse).
e Q, est C3(3) (Lewis).

Théoreme 20.— (Ax-Kochen) Pour tout entier d > 1, il existe un entier m(d) tel que, pour tout
premier p > m(d), Q, est Cy(d) (i.e. seul un nombre fini de corps Q, ne sont pas Cy(d)).

Remarque : Le théoreme d’Ax-Kochen n’'implique pas que dd(Q,) = 2 pour p assez grand.

2 Dimension diophantienne et cohomologie

2.1 Corps de classe C, et dimension cohomologique

On rappelle que la dimension cohomologique d'un corps K est Uentier cd(K) défini :
cd(K) =inf{n e N/ ¥p > n, YA Gg-module de torsion H’(Gg,A) = 0}

Les corps séparablement clos (e.g. algébriquement clos) sont donc de dimension coho-
mologique nulle. Le fait d’étre de dimension cohomologique < 1 équivaut, pour un corps, a
étre projectif (i.e. tout probleme de plongement pour Gx admet une solution faible). Rappellons
cette importante caractérisation cohomologique des corps projectif (voir Serre, Cohomologie
galoisienne) :

Proposition 21.— Soit K un corps et les propositions suivantes :
i) K est projectif,

i) L'application norme Ny, : L* — N* est surjective pour toute extension L/K finie et séparable
et, de maniere équivalente, pour toute extension L/K séparable,

iii) Le groupe de Brauer Br(L) est trivial pour toute extension L/K finie et, de maniere équiva-
lente, pour toute extension L/K algébrique.
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On a ii) & iii)) = i) et lon a i) = iii) dés que car(K) = 0 ou que car(K) = p et que
Br(L)(p) = 0 pour toute extension L/K algébrique.

Commencons par le cas des corps de classe C; :
Proposition 22.— Tout corps de classe C; est projectif.

Preuve : Soit K un corps de classe C; et L/K une extension finie de degré n. Soit (eq, - ,ep)
une K-base de L. Soit x € K*, considérons la forme

P(Xo, -+, Xy) = Nyg(Xier + - - + Xpe,) — Xpx € K[Xo, -+, X,]

Cette forme est en n + 1 variables et de degré n, donc, comme K est Ci, elle admet un zéro
non trivial (xg, - ,x,). Comme la norme ne sannulle quen zéro, on a forcément xo # 0.
L’élément

X1 Xn

y=—e+-+—¢,

X0 X0
vérifie alors Ny x(y) = x. La norme est donc bien surjective.
O

Corollaire 23.— (Wedderburn) Tout corps fini est commutatif.

Preuve : Les corps finis commutatifs sont donc projectifs. Soit F' un corps fini (€ventuellement
gauche), soit Z(F) son centre et soit p sa caractéristique. Comme F est fini, l'extension
F/Z(F)/F, est donc finie. En vertu de la caractérisation précédente de la projectivité, on a
Br(Z(F)) = 0 et donc F = Z(F) est commutatif.

O
Probleme 24.— A-t-on toujours pour un corps K et un réel positif r, dd(K) < r = cd(K) < r?

D’importants travaux de Suslin et Merkurjev sur le sujet on permis de conclure pour le
cas r = 2:

Théoreme 25.— (Suslin-Merkurjev) Tout corps de classe Cq est de dimension cohomologique
<2

Dans le cas d'une dimension diophantienne dans [0, 2[, on peut préciser un peu plus le
résultat :

Proposition 26.— Si k désigne un corps tel que dd(K) < 2 alors k est projectif.

Preuve : Soit k un corps commutatif et A une k-algebre simple centrale. On rappelle que la
norme réduite sur A est Uapplication Nrd : A — k définie de la maniere suivante : si L/k
désigne un corps neutralisant de A et f : A® L — .#,(L) un L-isomorphisme, alors on pose,
pour tout @ € A, Nrd(a) = det(f(a ® 1)). On vérifie que cette définition ne dépendant ni de L
ni de f.

Si lon note n? = [A : k], alors une fois choisie une k-base de A, on voit que cette
application de norme réduite sur A est une forme en n® variables de degré n a coefficients
dans k. Si A est un corps, alors la norme réduite ne s’annule qu'en 0. Ainsi, si Br(k) # 0, alors
le corps k est de dimension diophantienne > 2. En prenant la contraposée de cet énoncé, on a
donc que tout corps de dimension diophantienne < 2 a un groupe de Brauer nul. Maintenant,
si L/k une extension finie alors le théoréme 10 assure que dd(L) < dd(k) < 2 et donc Br(L) = 0.
La proposition 21 prouve finalement que k est projectif.

m}

Le cas limite de lapplication du théoréme de Suslin-Merkurjev est donc obtenu par des
corps de dimension diophantienne 2, comme par exemple les corps C(X, Y) et C((X))((Y)).
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2.2 Un exemple de corps projectif et de dimension diophantienne in-
finie

Les corps C; sont projectifs, la réciproque de cette proposition est fausse. Ax a donné un
exemple de corps projectif qui n'est non seulement pas de classe Cq, mais qui est en fait de
dimension diophantienne infinie. Nous allons présenter cet exemple dans ce paragraphe.

On note P l'ensemble des nombres premiers et on définit alors la suite de corps (k,),cp de
la maniére suivante :

ko= |J ca™
n/(n,2)=1
ks = | k@™
n/(n,3)=1
kg = U kp((t;/ ™) si g désigne le successeur premier de p

n/(n,g)=1
On note alors R = |J, k,. Ce corps est projectif et de dimension diophantienne infinie. Le

corps R est projectif, on a méme un peu plus précisément :

Proposition 27.— Le groupe de Galois absolu, Gal(R/R), du corps R est isomorphe au groupe
Z.

Preuve : o Soit K un corps de caractéristique zéro contenant toutes les racines de l'unité et p
un nombre premier. On considere le corps L = Un/(n,p):l K((XY™). Le groupe de Galois absolu

de L, G = Gal(Z/L) est isomorphe au groupe Gg X Z,,.
En effet, K étant de caractéristique zéro, on a

K(X)) = U Puis(M)
M/K finie

Si on pose

My = UL(X”P"), M = U M.L
n

M/K finie

on a alors L = My.M;. Par ailleurs My N M; = L et comme K contient les racines de l'unité,
l'extension My/L est galoisienne (M;/L l'est aussi visiblement). Ainsi, G, =~ Gal(My/L) X
Gal(My/L) = Z, X Gg.

e En appliquant ce qui précede, on déduit donc que Gal(k_q/kq) =~ [1p premier<q Zp- On vérifie
aisément que pour deux nombres premiers gq; < qg, le diagramme suivant

Gal(@/ kg,) —— I p<g, Zp
Gal(ky, /kg)) — T p<q Zo
commute bien, ce qui assure le "passage a la limite" :

Gal(R/R) ~ ]_[ z,~7

p premier

(]

Lemme 28.— Soit K un corps et m un entier non nul. On considere le corps

L= |J k@™

n/(n,m)=1
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Soit P € K[Xy, -+, Xi] une forme de degré d. Si P, n’a pas de zéro non trivial dans K, alors elle
nen a pas dans L et pour tout k-uplet (a1, - ,a) € L¥, on a

v(P(ay, -+ ,ax)) € dZgy

Preuve : Pour x € L, on note X la réduction de x dans K. Soit (ay,- - ,ax) € L* non trivial et
soit a; I'élément de ce k-uplet de valuation minimal. On pose pour tout j=1,--- ,k, b; = aj/a;
(ainsi b; < 0). On a donc

Pay, -+ ,a) = alP(by,- -, by)

Si P(ay,--- ,ar) = 0 alors P(by,--- ,b;) = 0 et par suite puisque
P(by,--+ ,be) = P(by, -+, by)

le k-uplet (b_l, e ,b_k) est un zéro non trivial de P (puisque v(b;) = 0 et donc b_, # 0) ce qui est
absurde.
Maintenant, on a :

v(P(ay, -+ ,ar)) = dv(ay) + v(P(by, -, b))

or v(P(by,--- ,by)) = 0 car sinon on aurait & nouveau P(b_l, ‘e ,b_k) = 0, et par ailleurs v(a;) €
Zmy par définition de v.
O

Donnons nous maintenant un entier a €]0,1[ fixé. Pour m € N et p € P, on dit que p est
m-représentable si m = 0 ou bien si l'on peut écrire p = p;+ p2 + p3 avec pi, p2, ps des nombres
premiers m — l-représentables vérifiants p* < p; < ps < p3. On note dans la suite

1_ m
A(m, a) = 1 a

—a

Lemme 29.— Si p € P est m-représentable, alors il existe une forme sur k, de degré p en au
moins p""™® variables, ne possédant que le zéro trivial sur k.

Preuve : La preuve se fait par récurrence sur lentier m. Pour m = 1, l'application norme de
I’extension k,,(xl/”)/k,, fournit la forme recherchée.

Supposons établie la propriété au rang m —1 > 1 et considérons un nombre premier p,
m-représentable. Posons donc p = p; + ps + ps avec pi, ps, ps des nombres premiers m — 1-
représentables vérifiants p® < p; < ps < p3 et notons u = A(m — 1,a). D’apreés U'hypothese de
récurrence, il existe pour i = 1,2,3 une forme H;(Uy,---,U,,) de degré p; a coefficients dans
ky, ne possédant que le zéro trivial et vérifiant n; > p/' > pi. Quitte & mettre des zéros dans
les variables en trop, on peut supposer que n; = n; = n pour tout i. Soit alors

3
JUp+ Uy = | | HiUs, -+ Uy) € k(U U
i=1

posons
HZ, - ,Z,,) = Z,[-:ol 1, J(Zins1, - -+ s Zisn)
= JZ, - Zy) + 1)y Zog) + -
Le polyndme H est une forme a coefficients dans k, en np variables de degré p; + ps + p3 = p,
et

pn > pplll > p(pa)y — p1+a/J — p/l(m,a)

Le lemme 28 montre que pour tout n-uplet non trivial (z1,- - ,2,) € kﬁ, on a

v(J (21, ,2n)) € PLgp)
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donc en particulier pour tout couple d’indices i # j et pour tout pn-uplet non trivial (21, ,2np) €
np

ky ' .

V(t,J Zins1s 5 Zirin)) # V(I Zjnsts =+ 5 Z(j+1n))

ce qui justifie que H(zi, -+ ,znp) # 0.

O

Lemme 30.— Pour tout entier m, il existe c,, tel que pour tout nombre premier p > c,,, p Soit

m-représentable.

Preuve : Le théoreme de Vinogradov affirme que si pour N entier on note

0(N) = ﬁ{(pl,pz,ps) €P/ p1<p2<pset N=pi+ps+ ps}

alors il existe une constante ¢ € N telle que pour tout N > c,
2

Q(N) > L
(log NY*

Pour p premier, posons

Y(p) = #{(p1, p2, ps) € PP/ p* < p1 < ps < ps et p = pi+ pa + ps
Le nombre d’écriture de p = n; + ng + ng avec n; < p® est majoré par p“p = p**L. Le nombre
d’écriture de p = ny + 2ny est majoré par p, donc

P

(logp)*

_pa+1_p_>+oo

Y(p) =

La proposition est donc vraie pour m = 1. Si on la suppose vraie au rang m — 1 alors
l'inégalité précédente la montre pour m en remarquant que (par hypothese de récurrence)
pour p assez grand Y(p) est précisément le nombre d’écriture p = p; + p2 + p3 avec pi, p2, Ps
m — l-représentables et p* < p; < p2 < ps.

O

Proposition 31.— La dimension diophantienne du corps R est infinie.

Preuve : Soit un réel r > 1. Considérons un réel a €]0, 1] tel que ﬁ > r, il existe un entier m
tel que A(m,a) > r. D’apres le lemme 30, il existe un nombre premier p qui est m-représentable.
Le lemme 29 montre alors qu'il existe une forme P sur k, de degré p en au moins plma > pr
variables, ne possédant que le zéro trivial sur k,. Enfin, une récurence immédiate appliquée
au lemme 28, montre que P ne posséde que le zéro trivial sur k, pour tout g > p et par suite
sur R

O

On peut remarquer que les corps k, ont eux une dimension diophantienne finie et que
celle-ci croit en fonction de p. Par ailleurs, chacun des corps k, est projectif.

3 Dimension diophantienne et géométrie

3.1 Quelques rappels de géométrie algébrique

e Soit K un corps Q un sur-corps algébriquement clos. Si n désigne un entier non nul, on
note A" = Q" lespace affine. A toute famille ay de polynomes de K[X] = K[Xj,---X,], on
associe l'ensemble algébrique

Viao) = {1 € A"/ f(x) = 0 pour tout f € ao}
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Les ensembles algébriques de A" seront appelés les ensembles K-fermés de A”".

e Si L/K désigne une extension avec L C Q, et A une partie de A" on notera

IL(A) = {f € LIX1/ f(x) = 0 pour tout x € A}

e Une partie V de A" sera dite irréductible si l'on ne peut pas écrire V = VUV, avec V) et Vo
deux ensembles K-fermés distincts. Un ensemble K-fermé irréductible sera alors appelé une
K-variété.

e Un K-variété V sera dite absolument irréductible, si V reste irréductible vu comme L-variété
pour toute extension L/K.

e Une K-variété absolument irréductible V sera dite définie sur K si l'idéal Iz(V) est engendré

par des polynomes de K[X] (i.e. Ig(V) = f.IK(V)). Un résultat de Weil montre que si K est
un corps parfait alors toute K-variété absolument irréductible est définie sur K.

3.2 Un résultat de théorie de Galois

L’'objet de ce paragraphe est de rappeler un résultat de théorie de Galois moderne du a Moshe
Jarden. Soit e un entier non nul et o = (o1, -+ ,0,) € G§. On note K(g) l'extension maximale

purement inséparable de K*’(c). C’est le corps des invariants de K par l'unique relevé de o
a K. Lintérét du corps E(g) est quil a le méme groupe de Galois absolu que K*”(0) et que
si K**P(g) est PAC alors ?(g) l'est aussi mais lui est en plus parfait...

Théoreme 32.— Soit K un corps hilbertien et dénombrable et e un entier non nul. Pour presque
tout o = (01, ,0.) € G%, le corps K(o) est e-libre et PAC.

3.3 Corps faiblement C;

Définition 33.— Une extension L/K sera dite primaire si l'extension L N K/K est purement
inséparable (ou de maniere équivalente si le corps L est linéairement disjoint du corps K*?? sur
K).

Proposition 34.— (a) Si E/K et F/E sont des extensions primaires, alors F|/K en est une.
(b) Si F/K est primaire alors E/K l'est aussi pour tout corps K C E C L.
(c) Toute extension d'un corps séparablement clos est primaire.

(d) une extension F/K est réguliere (i.e. F N K = K) si et seulement si elle est séparable et
primaire.

Preuve :
O

Définition 35.— Un corps K est dit faiblement de classe C;(d) (i réel positif et d entier non nul)
si pour toute forme f a coeeficients dans K de degré d en n variables telle que n > d', lensemble
K-fermé V(f) de P" contient une sous-variété W qui est K fermée.

Un corps K est dit faiblement C; s'il est faiblement C;(d) pour tout d.

Les corps de classe C; sont visiblement faiblement de classe C;. La réciproque se trouve
réalisée pour les corps PAC parfait, puisque d’aprés Weil les K-variétés sont définies sur K dés
que K est parfait. Dans cette partie nous établirons deux résultats pour les corps faiblement
C; identiques a ceux que nous avons établis pour les corps C;.

Lemme 36.— Soit K un corps i un réel positif et d un entier non nul. Les propositions suivantes
sont équivalentes :
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i) K est faiblement C;(d),

ii) toute forme a coefficients dans K en n variables de degré K, telle que n > d', posséde un zéro
non trivial x tel que K(x)/K soit une extension primaire.

Preuve :
O

Lemme 37.— Soit K un corps non-séparablement clos et ey un entier. Il existe un entier e > e
et une forme ¢ a coefficients dans K en e variables de degré e telle que si K(yy,- -+ ,y.) est une
extension primaire de K alors

01, Ye)=0=2y1=---=y.=0
Preuve :
O
Proposition 38.— Soit K un corps faiblement C; et soit fi,--- , f» des formes a coefficients dans
K de degré d en n variables. Si n > rd', alors fi,--- , f. ont un zéro non trivial en commun dans

une extension primaire L de K.

Preuve :
O

Corollaire 39.— Soit L/K une extension de degré de tanscendance j. Si K est faiblement C;,
alors L est faiblement C;y ;.

Preuve : La preuve de ca corollaire se réduit a examiner les cas ouv L/K est transcendante
pure de degré 1, finie et séparable et finie et purement inséparable.

1/ L =K(@®).
2/ L/K finie et séparable.

3/ L/K finie et purement inséparable.
O

3.4 La conjecture d’Ax sur les corps PAC et ses conséquences
Les corps PAC sont réputés étre projectifs. Ax pose le probleme suivant :
Probleme 40.— Est-ce que tout corps PAC est Cy?
L'objectif de ce paragraphe est de donner une application géométrique a cette conjecture.

Théoreme 41.— Soit K un corps hilbertien dénombrable (e.g. K = Q). Les propositions
suivantes sont équivalentes :

i) K est faiblement C;,
i) pour tout e € N et pour presque tout o € G, E(g) est C;.

Preuve :
O

Corollaire 42.— Si le probleme d’Ax admet une réponse positive alors toute forme de degré d
en d + 1 variables a coefficients dans Q contient une sous-Q-variété.

Preuve :
O
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