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[.— INTEGRALES DE RIEMANN

SOMMES DE RIEMANN

Exercice 1.— Calculer hm Z e
n?+

2n

. . k
Exercice 2.— Calculer hzn ; T

Exercice 3.— Calculer hm

Z\/’+\/_

Exercice 4.— Soit @ > 0 un réel. Pour tout entier n > 1, on pose

n—-1 k@

Su = Z natl 4 jea+l
k=0

In2
a+1l’

Montrer que lim S,, =
n

2

Exercice 5.— a) Calculer 'intégrale J log xdx.
1

b) pour n > 1, expliciter R}", la n-iéme somme de Riemann supérieure associée a la fonétion
x > log x sur le segment [1,2]. Que vaut hm RY™?

(27’[)' )1/11 _ é

c) En déduire que lim( .
n \ n"n! e

CALCUL D’ INTEGRALES

Exercice 1.— Calculer les intégrales suivantes

2 1/2 dx 27 5 2
, cos xdx,f Inxdx
J.1 J. 1+x2 L Vi-x2 Jo 1

Exercice 2.— Pour n,m € IN, calculer

27
Lym= J cos(nt)cos(mt)dt
0

Exercice 3.— Soit « € R tel que |a| # 1. Aprées avoir étudier la fon&tion

sinx

falx) =
+ V1-2Acosx+ A?

TC
calculer J fa(x)dx
0

/4
Exercice 4.— Calculer j In(1 + tanx)d x.
0



INTEGRATION PAR PARTIES

Exercice 1.— Déterminer les primitives suivantes :

Jxlnxdx, Jar&anxdx, Jxar&anxdx, jarcsinxdx, stin3 xdx, Jln(l + xz)dx, Jx"lnxdx

Exercice 2.— Soit P un polynome de degré n. Décrire une méthode pour calculer

a) jP(x)exdx. Calculer J(x3 —2x +4)e*dx.

b) J-P(x)sinxdx, jP(x)cosxdx, fP(x)shxdx, JP(x)shxdx. Calculer fx" sinxdx pour n > 0

entier.

eT[

Exercice 3.— Calculer f sin(lnx)dx.
1

CHANGEMENT DE VARIABLES

Exercice 1.— Calculer 'aire d’une ellipse de grand axe a et de petit axe b.

X\ (Y
(Ind. L’équation (;) + (3) =1 définit une telle ellipse.)

Exercice 2.— Calculer

fm J\/;“/—Jexn jMJex+1

Exercice 3.— a) On considere une fraétion rationnelle R(T) (i.e. le rapport de deux polyndmes).
Montrer qu’il exi$te une fraétion rationnelle Q(T) telle que

Inb b
J R(e¥)dx = J Q(t)dt
Ina a
b) En déduire j f o

Exercice 4.— En effeCtuant le changement de variable x = tant, calculer

1 2
X
—d
fo (T+x23""

Exercice 5.— a) Montrer que

2 cosx p 2 sinx P

— " dx= ————dx=—

0 COsx+sinx o COSx+sinx 4
_dx

0 x4+ \/1—x2

b) En déduire la valeur de

LONGUEUR DE COURBES



Exercice 1.— On considére une parabole % d’équation cartésienne y = ax? + by +c. Calculer
I'abscisse xy du sommet de € et, pour tout x € R, la longueur de l'arc de € sur le segment [x, x].

Exercice 2.— Calculer la longueur d’un arc de cycloide de rayon R en utilisant, par exemple, sa
paramétrisation

x(t) = R(t —sint)

y(t) = R(1 —cost)

Exercice 3.— On considére une application de classe !, ¢ : [0, +co[—> R*, telle que tlim p(t) =

—+00

0 et la courbe "en escargot" & définie par la paramétrisation
x(t) = @(t)cost
v(t) = p(t)sint
pour t € [0,+00].
a) Donner une condition nécessaire et suffisante sur la fon&tion ¢ pour que la longueur de & soit
finie.
b) On se donne un parameétre @ € R et 'on considere la fon&tion ¢(t) = (¢t + 1)*. Donner une

condition nécessaire et suffisante sur & pour que l'escargot & associé a ¢ posséde une longueur
finie et calculer cette longueur.

II.— INTEGRALES DOUBLES

THEOREME DE FUBINI

Exercice 1.— Calculer 'aire du domaine plan délimité par les courbes données par :
a)y=4x-x%,y=1x.
b) y? = 2x, x% = 6y.

)y=x3-2x,p=6x-x3

Exercice 2.— Calculer JI \/x% —y?dxdy ou D désigne le triangle de sommets O = (0,0), A = (1,1)
D
et B=(1,-1).

Exercice 3.— On consideére la partie D de R? formée des points M(x,y) du plan dont les coordon-
nées vérifient : 0 < x,y < 1 et x2 +9y? < 1. Aprés avoir repésenté le domaine D, calculer I'intégrale

double
v
JJ, ey

In(1+u)

e$t continue sur [0,1]. On note
u

Exercice 4.— 1/ a) Montrer que l'application u +—

1
I:j Mdu
O u

In2
b) Prouver que I = J.
0

X

eX—1

dx, cette derniere intégrale eSt-elle impropre?



1
c) Prouver que I = —f %dy, cette derniére intégrale est-elle impropre?
0
2/ On considére le pavé A = [0,1].
1
a) Montrer que I = J —dxdy.
Al+xy

b) Montrer que pour tout # > 1 et tout (x,y) € A,on a

1 xp)"
- — ( )kxkyk+ ( V)
txy L 1+xy
n-1 .k
¢) En déduire que I = ; (li +1i)2 +(-1)"I, ou

(N

d) En utilisant une inégalité fon&tionnelle, montrer que I,, < 5 pour tout n > 1.

1
(n+1)
1)y
e) Prouver finalement que % (1(1 " i)z =1

1
3/ On rappelle que ;;m =< Calculer explicitement I.

CHANGEMENT DE VARIABLES

Exercice 1.— Grace a un changement de variables en polaire calculer les deux intégrales

(x+)? )
I_jj Txx2 17 — 5 dxdyet]= jjx +v-dxdy

ou D désigne le cercle unité de centre O et A le quart supérieur de ce disque.

Exercice 2.— Calculer l'aire comprise a I'intérieur de 'ellipse d’équation
X2 2
- + ) =1
as b

au moyen d’une intégrale double en utilisant les coordonnées elliptiques : x = aucosv, y =
businv.

dxd
Exercice 3.— Calculer JJ Y D= [0,1] %[0, 7]
p 1+xcosy

Exercice 4.— Calculer JJ e dxdyouD = {(x,y) eR?/x,9>0,x+y< 1}. On pourra considérer
D

le changement de variables: u =x-yetv=x+7y.

Exercice 5.— On considére quatre réels 0 < a < et 0 < A < y et le domaine plan

D:{(x,y)e]Rz/a<y/x</3,/\<xy<;4}



Dessiner le domaine D et calculer son aire en considérant le changement de variable u = y/x et
v =XY.

Exercice 6.— (Calcul de I'intégrale de Gauss) Pour tout r > 0, on pose Dy = {(x,y) e R%*/ x* + y2 < r2}
et Ag = [-r,7]? et I'on considére

I, = JI e*(x2+y2)dxdy et J, = —[f ef(x2+;u2)dxdy
D, A,

a) Montrer que les applications r — I, et r — ], sont croissantes et que, pour tout r > 0, on a
I, <], <1j3,. En déduire que I, et ], ont méme limite (finie ou non) quand r — +co.

r2

b) Montrer que, pour tout r > 0, I, = 7t(1 —e™"") et en déduire la valeur de lim I,.
r—+00

+o00

¢) Prouver finalement que f et dt = V.

Exercice 7.— Soit D = {(x,y) eR?/ x* +y>-2x< O}
a) Montrer que D et un disque dont on précisera le centre et le rayon.

b) Grace a un changement de variable en polaire, calculer

JJ. VX% +y2dxdy
D

Exercice 8.— On considére deux réels 01,0, tels que 0 < 8; < 6, < 27 et une application continue
f:[61,0,] — R*. On consideére alors le domaine A de R? défini par

A={(r,0)eR?/ 6 €[0,,0,] et 0 <1 < f(0)]
et I'application @ : A — RR? définie par
O(r,0) = (rcosO,rsinb)

On note D = f(A) le domaine de R?, image par f du domaine A.
1/ Décrire géométriquement le domaine D.
2/ Cara&ériser le domaine D dans les cas suivants :
a)0;=0,0,=2m, f(0)=1.

2
V(cos0)? + 4(sin 0)2 .

(Ind. On pourra calculer la quantité x?/4 + 2 ol x = f(6)cos@ et y = f(0)sinO, et reconnaitre ainsi une
courbe bien connue.)

b) 0, =0,0,=1, f(0) =

3/ Dessiner approximativement le domaine D lorsque 8; =0, 0, = /2 et f(0) = 0.

4/ Montrer qu’en toute généralité, on a
1 (%
Aire(D) = > f(0)*d6
0,

5/ Donner les valeurs de Aire(D) dans les cas particuliers traités dans les questions 2 et 3.



Exercice 9.— On considéere quatre réels o, 8, p, v telsque @ = A, p = pet 6 = ap— A # 0. Pour
0<a<bet0<c<ddonnéson considere le domaine D du plan défini par

D:{(x,y)e]Rz/x>0,y>0,a§x“y’\sb,chﬁyﬂsd}

a) Représenter Dquand a =-1,=-2, A=pu=1,a=c=1letb=d=2.

b) Pour u et v des réels > 0, on pose :

Montrer que
(x,9) e D & (u,v) € [a,b] x[c,d]

et en déduire que I'application © : (u,v) —> (x, ), ainsi définie, e§t un ¢! -difféomorphisme entre
le pavé [a,b] x [c,d] et le domaine D.

. . 1 By aa_
¢) Prouver que la valeur absolue du jacobien de © vaut |[Jg| = —u 5 ! Ea

v
|6

d) En déduire que l'aire de la surface D vaut (D) = (;4—/5l)+|a—/\) (bg e )(d% 5 )

e) Calculer alors la surface du domaine D de la que$tion a).

III.— INTEGRALES CURVILIGNES ET FORMULE DE GREEN-RIEMANN

Exercice 1.— a) Soit y l’arc de parabole d’équation x = y? +y + 1 d’origine A(3,-2) et d’extrémité
B(3,1). Calculer J- x*dx + xydy.

Y
b) Dans R3, on considére les quatre points A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1), E(0,1,1) et & l'arc de

cercle du plan zox de centre O et de rayon 1 d’origine C. Calculer J- xzdx + xdy —yzdz ou y =

% U[A,B]U[B,E]. !

c) Calculer j zdx + xdy — yzdz ou y et le chemin défini par I'interseCtion des deux surfaces
)4
d’équation respetive x> +p? +z2 = letx+z=1.

Exercice 2.— On considére un domaine Q c IR? possédant un bord orienté 9*Q). Montrer que

1
Aire(Q) :j —ysinzxdx+ —(x+sinxcosx)dy
7*Q 2

Exercice 3.— En utilisant, par exemple, la formule de Green-Riemann, calculer la valeur de
I'intégrale curviligne

J(4x3y+y—1)dx+(x4+2x+1)dy
%

ou y et le chemin parcouru dans le sens trigonométrique de la courbe du plan définie par
2 2
I’équation algébrique xz + % =1.



Exercice 4.— En utilisant la formule de Green-Riemann, calculer l'aire de la portion bornée du
plan délimitée par la courbe définie par

{ x(t) = cos®t

y(t) = (1 +sint)cost

Exercice 5.— Calculer

f xy?dx + 2xydy
14

ol y désigne le bord orienté du domaine K = {(x,y) € R/ x > 0, y > 0, x> +y? < 1}, en utilisant
a) La formule de Green-Riemann.

b) Une paramétrisation de y.

IV.— INTEGRALES MULTIPLES

INTEGRALE TRIPLE

Exercice 1.— Calculer :

a) .[[[ zdxdydz ou D = {(x,7,2) eR?, xy,z>0etx+y+z<al
D

b) J:[I yzdxdydz ouD ={(x,y,2) € R>, x? +y2 <z’et0<z<1)
D

) JTJ‘ zdxdydz ou D ={(x,y,2z) € R3, x? +y2 +z2<a’etz>0).
D

Exercice 2.— Calculer le volume du domaine D limité, par le haut, par la sphére S; d’équation
x%+y?+2% =1 et, par le bas, par la surface S, d’équation z = x* + .

Exercice 3.— Calculer JJT xdxdydz, JJT ydxdydz et J]T zdxdydz ou B désigne la boule
B B B

B:{(x,y,z) eRY/ x*+y*+2% < 9}

INTEGRALES MULTIPLES

Probléme.— Calcul du volume des boules en dimension 7.

%
1/ Intégrales de Wallis et formule de Stirling. Pour tout entier n > 0, on pose W, = J cos"(x)dx
0

(n-iéme intégrale de Wallis).

. ) L . . n+1
1.a. A l'aide d’une intégration par parties montrer que, pour n > 0,ona W,,, = ( =
n

(2p) m _2%7(p!)?
22(p!)2 2 T p 1)

)Wn. En

déduire que, pour tout entier p >0, ona W, =



1.b. Montrer que, pour tout n > 0, on a W, W, = Prouver que la suite (W,,), est

T
2(n+1)

1 W1
< ———= < 1. Prouver alors que
n+2 . W, v q

décroissante et en déduire que, pour tout n > 0, ona 1 -

Wi~ Wn+1'
. T L 1. .
1.c. Montrer finalement que W,, ~,, 4/ o En déduire lim W,,.
n n

s . e nle" . i
1.d. On considere la suite (u,), définie, pour n > 1, par u, = n—\/_ et la suite auxiliaire (v,,),
n"+/n
définie, pour n > 2, par v, = lnu, —Inu, ;. Montrer que la série Zv,, est convergente. En
T 1 s . n\"
déduire qu’il existe un réel K > 0 tel que n! ~, K (—) Vn.
e

1.e. En utilisant cet équivalent, calculer un équivalent simple de la suite (W,,),. En déduire que
K = V2t et, par suite, que

(Formule de Stirling)

2/ Calcul du volume des boules. On se propose d’étudier le comportement du volume d’une boule
de rayon fixé quand on fait varier la dimension de 'espace. Plus précisément, on se fixe un réel
R >0 et pour tout entier n > 1 on considére dans R" la boule B, de centre O et de rayon R :

By ={(x1,,%,) €R"/ x} +---+x2 < R*}
On note V,, son volume.
2.a. Soit n > 2. Montrer que, pour tout (x1,---,x,) € R",on a

(xlr"':xn—l) € Bn—l
(x1,°++,x,) € B, =

—\/Rz—x%—---—xil <x, 5\/R2—xf—---—x2

En déduire que 5, e§t continiment paramétrable.
A

2.b. Soient A > 0 un réel et m > 0 un entier. Montrer que j (/\2 - xz)7 dx=2A""1w, .

-2
2.c. En déduire que pour tout entier n > 2 et toutk=1,---,n—1ona

k

k
V, = Zk[]_[Wi]J‘mJB (Rz—x%—m—xi_k)7 dx,_j---dxq
i=1 n-k

n
[ [w
i=1
k!
(2k+ 1)

2.d. Prouver finalement que, pour tout entier n > 1, ona V, = (2R)" et, par suite, que

k
TC
R2k

k p2k+1
"R .
k!

pour k > 1 on a Vy = et, pour k > 0, Vopq = 22k+1 Expliciter alors

Vl, Vz, V3 et V4.

2.e. En utilisant la formule de Stirling, donner des équivalents simples des suites (V) et
(Vaks1 k-



10

2.f. En déduire que lim, V,, = 0.

2.g. Montrer que, soit la suite (V,,), est décroissante, soit il exi$te un rang ng tel que la suite (V},),,
soit croissante jusqu’au rang g, puis décroissante.

2.h. Donner les valeurs de R pour lesquelles la suite (V,,), e§t décroissante.

2.i. Que vaut le rang ny de la question 2.g. quand R = 1?

V.— INTEGRALES DE SURFACES

Exercice 1.— 1/ Calculer l'aire du domaine D limité par 'axe ox et I'arc paramétré : x(t) = a(t —
sint); y(t) = a(l —cost), t € [0, 27].

2/ Calculer J. (3x2p%—p+2)dx+(2x3y+2x-3)dy ot y et le chemin défini par la courbe d’équation
Y
x?+p?/4=1.

3/ Calculer l'aire
a) du paraboloide d’équation z = x*> + y? avec 0 <z < 2.

b) du tore donné par sa représentation paramétrique x = (a+ bcos@)cos0; y = (a+ bcos )sin6O;
z=bsingp (0<b<a).

c) l'aire de la partie de la sphére d’équation x> +y? +2z? = 1 intérieure au cone d’équation x% +y? =
2
z°.

4/ Calculer l'intégrale du champ de veéteurs :

a) ?(x, v,2) = (v, —x,zz) sur le paraboloide d’équation z = x2+ y2 avec0<z<1.

N
b) F(x,9,2) = (2x,y2,2?) sur la sphére d’équation x? + y% + 2% = 1.

Exercice 2.— On considére un réel a > 0 et une fonétion f : [0,a] — [0, +oo[ continiment dériv-
able. On considere la surface de 'espace

F = {(x,y,z) € R3/x? +y2 = f(z)z, 0<z< a}
a) Expliquer comment représenter la surface % connaissant ’application f.

b) Montrer que la surface % admet une paramétrisation

x(t,0)
D:(t,0)— 1 v(t,0)
z(t,0)

ou (t,0) €[0,a] x [0, 27] et donner une telle paramétrisation.

c) En déduire que Aire(¥) = 27 Jaf(t),ll + f'(t)2dt.

0

d) Dans les situation suivantes, donner le nom de la surface &, la dessiner et expliciter la valeur
de son aire en fon&ion de a :

e f(z)=Ravec R>0.
® f(z)=2z.
. f(2)= V2



