Exercices d’Analyse Convexe

Université d’Eleuthéria-Polites
République de Poldévie

Licence 3

Bruno Deschamps

Version 3.1

Inégalités de convexite

Exercice 1.— Soit f : I — R une fon&ion continue. Montrer que f est convexe si et seulement si pour
tousx,y€l,ona

f(x;y)sf(X);f(y)

a+ b) < exp(a) +exp(b)‘

Exercice 2.— Soient 4,b € R. Montrer que exp( 5 5

Exercice 3.— Montrer que la fon&ion f(x) = In(In(x)) e§t concave sur ]1,+oo[ et en déduire que pour
touta,b>1,0ona

ln(#) > Vlnalnb

Exercice 4.— En étudiant la convexité de la fonction x — x1nx, montrer que pour tous réels x,y,a,b > 0,

on a . +y
X
xln(;)+yln(g)z (x+y)1n(a+b)

Exercice 5.— Montrer que, pour tout entier n > 0 et pour tous réels 4,b > 0, on a
(a+b)" <2" N (a"+b")

Cette inégalité en a et b e§t-elle optimale ?



Exercice 6.— Montrer que, pour tout A e Ret tout xe[-1,1],on a

e < ch(A) + xsh(A)

. 2 .
Exercice 7.— Montrer que, pour tout x € [0,77/2], on a —x <sinx < x.
T

Exercice 8.— Soit f : [a,b] — R de classe €2 telle que f(a) = f(b) = 0. On note M = SUPe(a,b] If" (x)| et
les fon&ions g, 4 : [a,b] — R définies par

gx) =f(x)-M

1) Justifier I'exiStence de M € R.
2) Montrer que g e$t convexe et que h et concave.

(x—a)(b-x)

3) En déduire que, pour tout x € [a,b],on a |f(x)| <M >

Exercice 9.— Soit f : [a,b] — R une fon&ion convexe de classe ¢!. Montrer que

b
) < J F(H)dt < (b —a)w

a+b
2

(b—a)f(

Exercice 10.— Inégalité de Jensen.

1/ Soient f : I — IR une application convexe, n > 1 un entier et xy,---,x, € I. Montrer que
1y 1y
33 w] <3
i=1 i=1

2/ (Applications)

a) Soient n € N* et x1,--+,x, € R**. Montrer que

2

=

IA
=

Re

xl....x

Il
—_

+1
a.1) En déduire que, Vn! < nT

o X X X
a.2) En déduire que fad R S
X2 X3 X1

=M.
b) Montrer que, pour tout entier n > 1 et tous réels ay,---,a,,by,-++, b, €]0,+00[ , on a

n 1/n n 1/n n 1/n
[]_[ak] +[I_[bk] < []_[(ak+bk)]
k=1

k=1 k=1
(Indication. On pourra étudier la convexité de la fonétion f : x +— In(1 + €*).)

En déduire que, pour tous entiers n> 0, p > 1 et tout xy,---,x, >0 telsque x;---x, =1,0n a

(n+x;)>(n+1)P

=

o~
Ul

1
¢) Démontrer que, pour tout entier n > 1 et tout réel x>1,o0n a

" el n-1
x'—1>nlx72 —x2



d) Montrer que, pour tout entier n > 1 et tous réels a;,---,a,>0,ona

e) Soient a,b, ¢ > 0 trois réels. Montrer que

2a . 2b . 2c
b+c a+c a+b

\/a+b \/b+c \/c+a

Plus généralement, montrer que si l’on se donne n > 2 réels ay,---,a, > 0 alors

>3

. a+b+c
et que, sia,b,c> — alors

\

z ' a aj ay, n
Z]# j a+---+ay, ap+az+---+ay, ap+---+ayq n-1

ap+---+ay,
et que, siag,- --,ans— alors

a An
+ ot
Z]# aj+as+---+a, ap+---+a,q \/

n
f) Montrer que si Ay,---, A, €]0,+00[ sont tels que Z/\i =1 alors
i=1

A2 A3 A2 2
1 + 2 bt n-1 + /\n < l
/\1 + /\2 /\2 + /\3 /\‘rt—l + /\n /\n + /\1 2

Exercice.— (CC 2020)

a) On se donne un entier n > 1 et a,---,a, €]0,+o0o[. Montrer que

<af

ap+--- a
( 1 ...ann

+ an )a1+~~-+a"
n

(On pourra étudier la fonétion x — xInx.)

b) On considere un réel £ > 1. Montrer qu'il exite un réel x; > 0, que l'on déterminera explicitement,
tel que
ay+---+a, )”(“1 +"'+an)[

eSiay, - ,a, € [xp,+oo[ alors (
n

¢
. a;+---+a, n(a+-+a,) (na )l‘ (na )é’
e Siay, - ,a,€]0,x/] alors(—) >a; Vg,

c) Etudier ce que deviennent les résultats de la question b) lorsque ¢ €]0, 1].

(CC 2023)

1

a) Etudier la convexité de la fonétion f(x) = ——
1+eX



b) En déduire que si xq,---,x, > 1 désignent n > 1 réels, alors

n
1 n
N
= 1+x; = 1+ x1x,
Que devient cette inégalité si 'on suppose maintenant xy,---,x, <17?

Exercice 11.— Inégalité de Jensen intégrale. Soient f : [4,b] — R une fonction continue, le segment
[c,d] = f([a D]) et g:[c,d] — R une fonction convexe et continue. Montrer que

b b
g(blTaL f(t)dt) < ﬁf gof(t)dt

Exercice 12.— Inégalités d’Holder et Minkowski.

1 1
a) Soient p,q € R*" tels que — + — =1 et u,v € R**. Montrer que
p 4

1 1
uv < —uf + qu

1 1
b) En déduire l'inégalité de Holder : si p,q > 0 sont tels que }—7 + 5 =1etsiay,-,a,,Db, b, sont 2n

réels Strictement positifs (n > 1) alors
n n 1/p n 1/q
> ans(3 et (3]
i=1 i=1 i=1
¢) En déduire I'inégalité de Minkowski : si p > 1 eSt un réel et si ay,---,a,,by,---, b, sont 2n réels §tricte-

ment positifs (n > 0) alors
n 1/p n
[Z(ai+bi)p] s(zaf

i=1 i=1

Up n
+

2

i=

Quelle conséquence topologique a cette inégalité pour R" ?

d) On fixe entier n > 1 et, pour tout x = (xq,---,x,) € R" et tout réel & > 1, on pose

n 1/a
N (x) = [Dxm]
i=1

Montrer que pour tous a, f € [1, 00 tels que a < et tout x e R”, on a

0% Nj(x) 2 Ny(x) = Nj(x)

(Indication. Pour la premiére inégalité, on pourra utiliser la convexité des fonéltions puissances et, pour la deuxiéme,
utiliser une récurrence sur lentier n.)

Calculer lim N,(x).

a—+oo

Exercice 13.— Moyennes. Soient I,] deux intervalles et f : I —> J une bije¢tion bicontinue (i.e. f et f~!
n
sont continues). Soit p = (x, &) ot x = (xq,-+-,x,) €[" et a = (ay,---, ;) € R™" tel que Za,- =1.

i=1
On appelle moyenne d’ordre f de y, le nombre réel

Mf(M)Zf_l[Zaif(Xi)]
o1



Pour I =]0,+00[, @; = 1/n pour touti=1,---,n et

e f(x) = 1/x, M (p) s’appelle la moyenne harmonique de xy,---,x,. On la note M_;(xy,--+,x,).
e f(x) = x, My(u) s’appelle la moyenne arithmétique de xy,---,x,. On la note My (xy,---,x;).

o f(x)=x? Mf(,u) s’appelle la moyenne quadratique de x1,---,x,,. On la note M,(xy,--+,x;).

e f(x) =Inx, M¢(u) s’appelle la moyenne géométrique de xy,---,x,. On la note My, (xy,--+,x;).

Montrer que, pour tous x1,---,x, €]0,+oo[, on a

Mg (xq,0 %) S My (1,000, X,) S My (xq,-00, %) < Ma(xg,+0, )

Exercice 14.— 1/ Soient I un intervalle de la forme [0,I[ avec [ € R et f : I —> R une fon&ion concave.
Montrer que, pour tous a,beltelsa+bel,ona

fla+b)+f(0) < f(a)+f(b)

et en déduire que si f(0) > 0, alors f e§t sous-linéaire (i.e. f(a+b) < f(a)+ f(b) pour tous a,b €I tels que
a+bel).

2/ Montrer que, pour tous ay,---,a, €]0,1],onaa; +---+a, + >
ar---a, a4y a,
(Indication. On pourra utiliser la fonction x - sh(x).)

Foné&ions de la variable réelle convexes

Exercice 15.— Soit f : I — R une fon¢tion définie sur un intervalle I. Montrer que les deux propositions
suivantes

i) f est a la fois convexe et concave,
ii) f est affine,

sont équivalentes.

Exercice 16.— Soit f : I — R une fon¢tion convexe et positive. Montrer que, si f s’annule en a,b €1,
alors f e§t nulle sur l'intervalle [a, b].

Exercice 17.— Soient f et g deux fonétions convexes composables. Montrer que si g et croissante alors
go f est convexe.

Exercice 18.— Soit f : I — R une fon&tion convexe et Strictement croissante sur un intervalle ouvert I.
Etudier la convexité de f~1: f(I) — I.

Exercice 19.— Soit f : I — IR une fonction convexe. Montrer que si I est ouvert, alors f est continue.
Ce résultat reste-il vrai si I'on ne suppose plus I ouvert ?

Exercice 20.— Soit f : I — R une fonction convexe sur un intervalle ouvert I. Montrer que si f est
dérivable alors f e$t en fait de classe €.

Exercice 21.— Soit f : R — R une fondtion convexe. Montrer que si f e§t bornée alors f e§t constante.

Exercice 22.— Soient F, f : [a,b] — R deux applications vérifiant

¥x,y € [a,b], F(y) ~ F(x) = (y - 0)f (x)

Montrer que f et croissante et que F et convexe.



Exercice 23.— Soit f : I — R une fon&tion convexe sur un intervalle I ouvert. Montrer que, si f admet
un minimum local, alors ce minimum est en fait global. Que peut-on dire si la fon&tion f admet un
maximum local ?

Exercice 24.— Soit f une fon&tion convexe sur I'intervalle borné |a, b[. Montrer que f e$t minorée. La
fonction f est-elle nécessairement majorée ?

Exercice 25.— Soit f :]a, +co[— R une fonétion convexe.
1) Montrer que, si lim f(x) = 0 alors f e$t positive.
X—+o00
2) Montrer que la somme d’une fontion convexe et d’une fonétion affine est convexe.

3) En déduire que, si la courbe représentative de f admet une asymptote, alors cette courbe est toujours
au-dessus de 'asymptote.

Exercice 26.— On considére deux réels a < b et & 1’ensemble des fonltions f : [4,b] — R concaves et de
classe €2 et vérifiant f(a) = a et f(b) = B (a et B étant des réels fixés). Pour f € &, on note

b
(f) = j A1+ f'(t)2dt (longueur de la courbe)

On veut montrer que ’application € e§t croissante, c’e§t-a-dire que si f,g € & sont telles que f < g alors
f)=€@g)

a) Pour x € R, on pose C(x) = V1+x2. Aprés avoir justifié que C et de classe %2, montrer que, pour
tous u,v € IR, on a )
Cu)-C(w)=C (v)(u—-v)

et en déduire que
b

’ ’ ’ ’

tlg)—e(f) zf C(fF () (1)~ f (1)

a

b) Montrer que t —> C'(f (t)) e$t une fon&ion décroissante et donc que sa dérivée e§t négative.

¢) Conclure a I'aide d’une intégration par parties.

Exercice 27.— On consideére une application convexe f définie sur un intervalle ouvert borné I.
1/ Montrer que, si f; ou f, eét continue en a € ], alors f est dérivable en a.

2/ Montrer qu’une fon¢tion monotone eét réglée (i.e. est limite uniforme d’une suite de fontions en
escalier) sur tout segment.

3/ Décrire les points de discontinuité d’une fonction réglée sur un segment.

4/ En déduire que f est partout dérivable sur I sauf éventuellement en un nombre au plus dénombrable
de points.

Exercice 28.— 1/ On considére une suite numérique injective (a,), a valeurs dans un intervalle borné I.

a) Montrer que la fonétion
+00

f(x)= Z b ;n{'lnl

n=0

est une fonltion définie sur I et e§t convexe.
b) Montrer que f e§t dérivable en dehors des réels a,,. Qu’en est-il en les g, ?

2/ Donner un exemple de fontion convexe sur un intervalle I, non dérivable sur une partie dense de I.

Exercice 29.— Soit I un intervalle ouvert de R. On dit d’une fon¢tion f : I — IR qu’elle e$t Strictement
convexe (resp. Stri¢tement concave) si f e§t convexe (resp. concave) et qu’elle n’est concave (resp. convexe)
sur aucun sous-intervalle de I.



1.a. Caraltériser la stricte convexité (resp. la §tricte concavité) de f en termes de d’inégalité de convex-
ité.

1.b. Cara&ériser la §tricte convexité (resp. la Stricte concavité) de f en termes de d’inégalité des pentes.
1.c. Quand f e§t dérivable, caraétériser la Stricte convexité (resp. la Stricte concavité) de f par sa dérivé.

2. Montrer que, si f est Strictement convexe ou Stri¢tement concave, et si f et dérivable alors f satisfait
la version forte du théoréme des accroissements finis suivante :

’

(C) VYa,bel, a<b, Alcela b, f(b)-f(a)=(b-a)f (c)

3. On s’intéresse ici a la réciproque de la queStion 2. et 'on suppose que f et une fonction dérivable
sur I vérifiant la condition (C).

fx)-f(a)

3.2 On fixe a € I et 'on considére la fon&ion T,(x) = o

. Montrer que T se prolonge en une

foné&ion continue sur I.

3.b En raisonnant par I’absurde, montrer que T, e§t une fonction injective. En déduire que T, est Stricte-
ment monotone.

3.c En déduire finalement que f est §trictement convexe ou §tri¢tement concave.
(Ind. Pour montrer que T, et T, ont méme sens de monotonie, on pourra considérer T, ou « €a, b[ vérifie f (a) =
Ta(b) = Tp(a).)

Exercice 30.— Soit f : R — R définie par

Montrer que f e$t convexe sur IR.

—_— 1 n
Exercice 31.— On souhaite montrer que, pour tout n > 1, la fon&ion f,(x) = (@) et convexe sur
I'intervalle [-7/2,7/2].
a) Montrer que f; est prolongeable par continuité en 0 et que ce prolongement définit une fonction de
classe €2 sur [-7t/2,7/2]. Préciser les valeurs fl(O),fl,(O) et fl”(O).

b) Montrer que f; et convexe sur [0, 7¢/2].
(Indication. Pour x €]0,7t/2] on pourra poser ¢(x) = 3(3'f1 (x) et étudier les variations de la fon&tion ¢ pour déter-
miner son signe.)

¢) En déduire que f,, e§t convexe sur [-71t/2,7t/2] pour tout n > 1.

Exercice 32.— Soit f : I — R une fonction convexe sur un intervalle I. Montrer que si x <y < z sont
trois éléments de I, alors le déterminant

est positif.

Exercice 33.— On considére deux fonétions f,0 : R* —s R* de classe 2. On suppose que
(hy) f eSt majorée.

(hy) 0 et bornée.

(h3) Il exiSte une constante ¢ > 0 et un réel xg > 0 tels que, pour tout x > xg, 0'(x)2-0"(x)>c.
(ha)

’ ”

hy) Pour tout x > 0, f (x) > (0'(x)2-0"(x))f (x) > 0.

a) Pour 6(x) = x, donner un exemple d’une telle fonction f non nulle. Pour une application 6 de classe
%? quelconque, trouver un exemple de fonétion non nulle f vérifiant I'hypothése (hy). Quelles sont



les applications polynomiales 6 qui vérifient les hypotheses (/,3) ? Donner un exemple d’application 6
vérifiant les hypotheses (h; 3) et qui ne soit pas polynomiale.

b) Montrer que f et convexe.

¢) En déduire que f est décroissante.
(Indication. En utilisant la caraltérisation de la convexité en termes de tangente sous la courbe, on pourra montrer
par l'absurde que f (x) < 0 pour tout x > 0.)

d) Déduire de ce qui précéde que les fon&tions f et f admettent toutes les deux des limites finies en
+00. Comment se positionnent ces limites par rapporta 0 ?

M li =l "(x)=0.
e) Montrer que Xirilmf(x) )HHPOOf (x)=0
(Indications. Pour la limite de f , on pourra a appliquer a f 1’égalité des accroissements finis sur un segment
variable [x,x + 1]. On procédera de méme avec f, pour la limite de f.)

f) Pour tout x > 0, on pose

’

h(x) = (f (x)+ 0 (0)f (x)e ) et glx) = f(x)e”
Etudier les variations de h et son signe. En déduire les variations de g.

g) Montrer finalement que, pour tout x > 0, on a f(x) < f(0)e?(0)-0(x),

Exercice 34.— Log-convexité. Une fon&tion f : I —]0,+oo[ est dite log-convexe si la fonction x +—
In(f(x)) et convexe.

1/ Soit f : I —]0,+oco[ une fon&tion. Montrer que les propositions suivantes

i) f estlog-convexe,

ii) pour tout réel a > 0, la fon&ion x — f(x)% est convexe,

iii) il exi$te ag > 0 tel que pour tout réel a € [0, ap], la fonction x — f(x)* est convexe,

sont équivalentes.
Indication. Pour montrer iii) = i) Uon pourra regarder o comme une variable.

2/ Montrer qu’une fonétion log-convexe est convexe. Que penser de la réciproque ?

3/ Montrer qu’une fonction f e§t log-convexe si et seulement si pour tout réel ¢ > 0, la fonétion x —
c* f(x) eSt convexe.
Indication. Pour montrer la réciproque, d une paire x,y € I de réels distinéls, appliquer I'inégalité de convexité pour x et y

f®)

1
Ty
d la fonélion x +—> c* f (x) en choisissant ¢ = (—) .

f(x)

4/ Montrer que la somme et le produit laissent stable I’ensemble des fonctions log-convexes.

5/ Cara&ériser la log-convexité d’une fon&ion f deux fois dérivable grace aux fonctions f, f et f .

Exercice 35.— (Extrait ISFA 2006)
Partie A
Soit & l'ensemble des fonétions ¢ définies sur I =] —1,+co[ , convexes et telles que pour tout x € I :
P(x+1)=@(x)+In(x+1)

a. Montrer I’égalité ¢(x) = p(x+n)—In[(x+ 1)---(x + n)] pour n entier strictement positif.

b. Montrer que pour tout x >0, on a

’ ’

In(x) = @(x) = p(x = 1) < @ (x) < @, (x) < @(x +1) - @(x) = In(x + 1)

¢. En déduire xlj}rllm((pd(x) = Pg(x)).



d. Prouver finalement que la fonétion ¢ et dérivable sur | —1,+oo].

Partie B

Soit la suite de fonctions (u,,),~¢ définies sur |- 1,+oo[ par :

1 X
U, (x) =xIn|{1+ —)—ln(l + —)
) = xIn(1+ :
1. Montrer que la série de fonltions de terme général (u,,),~o est convergente. On note

n

Sulx) =) ur(x)

k=1
la suite des sommes partielles et S(x) la somme de la série.

2. Montrer que, pour tout entier n > 0 et tout réel x > -1, on a

n
Su(x) =In(n!)+xIn(n+1) - Zln(x +k)
k=1
En déduire que les fonctions S,, sont convexes puis que la fontion S I'e§t aussi.
3. Montrer que S € #.

4. Montrer que, pour tout x € I, on a lim S(x + n) —xIn(n+ 1) —In(n!) = 0.
n

5. Réciproque I : soit f une fonction définie sur | — 1, +oo[ telle que :

o f(x+1)=f(x)+In(x+1).
. li}}lf(x+n)—xln(n+ 1) —In(n!) = 0.

Montrer que f =S.
(Indication. On pourra exprimer f(x + n) en fonction de f(x).)

6. Réciproque II : soit f € & vérifiant f(0) = 0. On considere la fonction d = f - S.

8]

. Montrer que d et une fonction 1-périodique.

o

. Montrer que, pour tout entier n > 0 et pour tout réel x € [n,n+1],0on a

e Fm<f ) <f (ne1)=f(n)+—

n+1’
¢S (n)<S'(x)<S (n+1)=5"(n)+

od (n)— —

n+1’
1 <d (x)<d (n)+

n+1’
c. En déduire que d e$t identiquement nulle et donc que f = S.

+o0
7. Soit H(x) = j t e 'dt.
0

. Montrer que H est définie sur l'intervalle | — 1, +oo].

o

o

. Montrer que la fonétion In(H(x)) satisfait aux conditions de la question 6.
(Indication. On pourra remarquer que la x — t* e§t convexe sur | —1,+o0[.)

c. En déduire le comportement asymptotique de la fonétion H au voisinage de +oco.

Exercice 36.— Etudier la convexité puis la log-convexité de f sur tout intervalle maximal ou cela et
possible de

a) f(x) = ch(x) (resp. sh(x)).
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1
[Inx|

b) f(x)=

¢) f(x) =1+x" avec n > 0 entier.

Exercice 37.— Caraérisation de Bohr-Mollerup de la fon&ion I (1922). On veut montrer qu’il exi$te
une et une seule fonction T :]0, +co[— R vérifiant les trois propriétés suivantes :

(i) T(1) =
(ii) Pour tout x > 0, I'(x + 1) = xI'(x).
(iii) T est une fonétion log-convexe.
A] On suppose qu’une telle fon&tion I existe.
a) Calculer I'(n) pour tout entier n > 1.
b) Pour un entier # > 0 donné et un réel x > 0, exprimer I'(x + ) en fonétion de I'(x).
¢) On fixe désormais un réel x €]0, 1]. Montrer que, pour tout entier # > 2 on a

InT(n+x)—InT(n)
X

InT(n)-InT(n-1) < <InT(n+1)-1Inl(n)

d) En déduire que pour tout entier n > 2 on a

n n*n!
i S i ) 1

X

n*n!

et, par suite, que pour tout x €]0,1] on a I'(x) = lilgn m

e) Prouver finalement que I e§t bien unique.

+o0
X — J t*letdt
0
montrer que I exi$te bien.

(Ind. pour la log-convexité de I, on pourra utiliser I’exercice 34 ou 35).

B] En considérant la fonction

Exercice 38.— Soit f : [4,b] — [c,d] une fontion convexe, bijeCtive et croissante. On définit les suites
(u,)n et (vy,), par: a <ug <vg < bet, pour tout n >0,

Uyey = un;vn Vi1 :f71 (f(un);f(vn))

Montrer que (u,), et (v,), convergent vers une méme limite.

Exercice 39.— Soit f : [N, +co[— IR une fontion concave, dérivable et croissante.
a) Montrer que, pour tout x > N+ 1, f(x+1) = f(x) < f (x) < f(x) - f(x = 1).
b) Pour tout entier n > N, on pose

=fj<N)+fj<N +f’n ~f(n
=f(N)+f (N+ +fn fn+1)

Montrer que les suites (u,), et (v,), convergent. Prouver que lim f,(x) exiSte et que cette limite est
X—+00

nulle si et seulement si limu,, = limv,,.
n n

n
¢) (Application) Calculer hm[Z— —In n] et hm[zkll_nk —Inln n] 41072 preés.
k=2
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Exercice 40.— Soit f une fontion convexe sur un intervalle ouvert I. Montrer que, soit f est monotone,
soit il exiSte a € I tel que f soit décroissante a gauche de a et croissante a droite.

Exercice 41.— Soit f :]0,+co[— R une fonction. Démontrer que

x > f(1/x) e§t convexe < x > xf(x) e$t convexe

Exercice 42.— (Théoréme de Gauss-Lucas) On considére un polyndéme complexe non constant P(X) =
X" +a, X" ! +...+a et 'on note Z(P) = {z1,--+,2,} l'ensemble de ses racines distinctes et, pour k =
1,---,p, on note a; la multiplicité de la racine z.

. 7 . . A / . .
Montrer que, si r désigne une racine du polynéme P qui n’eét pas racine de P, alors
14
r—2z;)
: Ir -z
i=1

(On pourra décomposer en éléments simples la frattion rationnelle P'/P). En déduire que 'ensemble
Z(P') est inclus dans I’enveloppe convexe de Z(P).



