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Une définition mathématique de la frontière et de sa dimension.


Dans cet article, il nous a paru pertinent de confronter et d’élargir à l’approche mathématique les concepts du colloque « frontières ».  

Il existe, en mathématique, des espaces très généraux dans lesquels la frontière
 d'une partie peut toujours être définie. Elle délimite alors l'intérieur et l'extérieur de la partie dans l'espace où elle est considérée.

Les mots usuels de frontière, d'intérieur et d'extérieur, ont été conservés pour définir des concepts intuitifs ; c’est un juste retour des choses, si, partant ainsi du langage, le vocabulaire mathématique donne de nouvelles interprétations de ces mots, notamment dans les exemples « pathologiques » où l'intuition s'évanouit.

Empruntant à la topologie dans une première partie, puis à la géométrie fractale, nous tenterons de formuler des questions simples sur les formes des parties et de leur frontière et d'y répondre. Qu'est-ce qu'une frontière ? À qui appartient la frontière ? Quelle est la « taille » ou la dimension de cette frontière ?

Définition d’une frontière

Dans un espace, noté E sur la Figure 1, on considère une partie A, c'est-à-dire un ensemble quelconque d'éléments de cet espace.
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Figure 1 Intérieur, extérieur et frontière de A (à gauche) et boule de centre x et de rayon r (à droite).
La frontière de cette partie, notée (A (prononcez d ronde A), peut être définie comme suit :

Définition 1. La frontière (A de la partie A est l'ensemble des points qui ne sont ni à l'intérieur ni à l'extérieur de cette partie.

Il est important de distinguer la partie A elle-même - c'est-à-dire l'ensemble des éléments qui la composent - et l'intérieur de A, qu’il nous faut, tout comme l'extérieur, définir. 

Intérieur d’une partie

Dans la suite, nous nous restreignons aux espaces métriques
 dans lesquels il existe une distance entre deux éléments de cet espace. Il est possible de construire, à partir de cette distance, des ensembles de proximité d'un élément de cet espace. Ces ensembles de proximité permettront ensuite de définir l'intérieur d'une partie. 

Pour un point x de l'espace, la boule de centre x et de rayon r, notée B(x,r) sur la Figure 1, comprend tous les éléments de l'espace qui sont à une distance de x strictement plus petite que r. Ces boules fournissent donc une description mathématique des éléments de l'espace qui « jouxtent » x, avec une plus ou moins grande proximité, proximité quantifiée par le rayon de la boule. Plus le rayon est petit, plus les points qui se trouvent dans cette boule sont « proches » de x. 

Dans ce cadre, il est alors facile de définir l'intérieur d'une partie A, noté int(A), comme l'ensemble des éléments x de A pour lesquels il existe une boule de centre x de rayon r > 0 qui soit elle-même incluse dans la partie
 A , comme indiqué sur la Figure 2.

[image: image3.jpg]



Figure 2 Intérieur, extérieur et frontière de A.

Ce qu’une frontière ne doit pas contenir

D’après la Définition 1, la frontière de A ne contient ni l’intérieur ni l’extérieur de A. Dans cette partie, nous décrivons la notion d’extérieur. Pour cela, introduisons le complémentaire de A dans E qui est l'ensemble des éléments de l'espace qui n'appartiennent pas à A. Il est noté Ac sur la Figure 2. 

L'extérieur de la partie A, noté ext(A), est l’intérieur du complémentaire de A ; c'est-à-dire, l'ensemble des points y du complémentaire tel qu'il existe une boule de centre y et de rayon r>0 incluse dans le complémentaire
. 

La frontière est exactement constituée de tous les points de l’espace qui ne sont ni à l’intérieur ni à l’extérieur de la partie A (les points z sur la Figure 2). Cette description de la frontière est le plus souvent prise comme définition
 en mathématique. 
Des exemples

Premier exemple : les disques

Dans la Figure 3, le premier disque est de rayon R et les éléments qui sont sur le cercle de rayon R ne lui appartiennent pas. Le second disque est de rayon R et les éléments sur le cercle de rayon R lui appartiennent. Le troisième, quant à lui, est un disque de rayon R qui possède seulement certains points du cercle de rayon R.
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Figure 3 Les disques

Dans les trois cas, l'intérieur de ces parties est toujours le disque sans les éléments du cercle - c'est-à-dire D - et la frontière de ces parties est toujours le cercle de rayon R. On remarque que dans le premier cas, l'intérieur de la partie et la partie elle-même, D, coïncident. Lorsque la partie ne contient aucun élément de la frontière, comme D, on parle alors de partie ouverte. Dans le deuxième cas, la partie, contient toute la frontière et elle est dite fermée. Dans le dernier cas, la partie n'est ni ouverte, ni fermée. 

On constate, sur ces trois parties distinctes, que la frontière ne sépare pas les éléments qui appartiennent à la partie de ceux qui ne lui appartiennent pas, mais délimite bien l'intérieur et l'extérieur de la partie. Le fait que la frontière appartienne en totalité, pour une part seulement ou n'appartienne pas du tout à la partie, donne seulement une information sur la nature de la partie.

Deuxième exemple : les rationnels

Dans le cas, moins intuitif, de l'espace des nombres réels (c'est-à-dire les nombres qu'on écrit avec autant de chiffres derrière la virgule que l'on veut), noté (, on considère l'ensemble Q des nombres qui s'écrivent comme des fractions d'entiers relatifs et que l'on appelle les rationnels (par exemple 4/5, -3/4, 24/27). 

Il est toujours possible - c'est un résultat fondamental en mathématique
 - de trouver, entre deux rationnels quelconques, un nombre qui n'est pas rationnel, c'est-à-dire qui ne s'écrive pas comme une fraction. Il n'existe donc pas de boule autour d'un rationnel qui ne contienne que des rationnels. Comme aucun rationnel n'appartient à l'intérieur, l'intérieur de Q est vide. 

De la même façon, l'extérieur est vide aussi car on ne peut pas trouver de boule autour d'un irrationnel (un nombre qui n’est pas rationnel) qui ne soit composée que d' irrationnels.

La frontière de Q, qui est l'ensemble des points de l'espace des nombres réels qui ne sont ni à l'intérieur ni à l'extérieur de Q est donc ( tout entier. Les rationnels sont un exemple de partie dont l'intérieur est vide - c'est-à-dire qu'il n'y a rien dedans - et dont la frontière recouvre pourtant tout l'espace
. 

Dimension de la frontière

Dans le cas des espaces métriques (où il y a une distance), on peut également mesurer la « taille » ou l’« épaisseur » de cette frontière ; ceci fait l'objet de la seconde partie.

Il est toujours possible de calculer le périmètre d'une partie qui est bornée (c'est-à-dire que l'on peut circonscrire dans un cercle), connexe (c'est-à-dire d'un seul tenant) et dont la frontière est assez régulière ou assez lisse. Dans le cas du disque, où la frontière est un cercle, le périmètre p vaut 2(R où R est le rayon du cercle (Figure 4).

Une première manière d'aborder la taille de la frontière est de calculer sa longueur. Il existe, par ailleurs, des parties dont la frontière est singulière et dont la longueur, comme nous le verrons, ne donne aucune information. C'est donc d'une seconde manière qu'il faut aborder la « taille »  de la frontière. Donnons, pour cela, une définition géométrique de la dimension d'une frontière :

Définition 2. La dimension
 d’une frontière est l'exposant avec lequel le nombre minimum de boules nécessaires  pour recouvrir cette frontière croit, lorsque le diamètre de ces boules décroît. 

Ainsi si l'on recouvre la frontière du cercle (déplié sur la Figure 4) par des boules de diamètre dn=p/2n, il en faut exactement 2n pour recouvrir totalement la frontière. Le nombre Nn de boules  nécessaires pour recouvrir le cercle s'exprime donc en fonction du diamètre dn des boules,
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et l'exposant qui apparaît dans la formule est la dimension cette frontière. Dans le cas d'un cercle, ou plus généralement d'une courbe lisse, la dimension est donc de un. Dans le cas d'une surface, on montre que la dimension vaut deux. 
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Figure 4 Dimension du cercle.

Il existe, néanmoins, des parties dont les frontières sont très singulières ; nous donnons ici la construction itérative de l'une d'elles. 

Un exemple « pathologique » de frontière

On considère un triangle équilatéral inscrit dans le cercle. Sur chacun des tiers médian des arêtes, on ajoute un triangle équilatéral dont on soustrait la base comme sur la Figure 5. On passe ainsi d'un triangle à une étoile en une itération. 
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Figure 5 Itérations (0,1,2,3,4) du flocon de Koch

On réitère le procédé sur chacun des segments de cette étoile et ainsi de suite sur les figures construites. La limite, lorsque le nombre d'itérations tend vers l'infini, est une courbe qui se nomme le flocon de Koch. Par un raisonnement de récurrence
, on montre que la figure limite est bornée dans le cercle initial. 

La singularité de cette frontière n'apparaît que si l'on étudie le périmètre de cette partie. En effet, si l'on note p le périmètre du triangle équilatéral de départ, on obtient facilement que le périmètre pn de la figure à l’itération n satisfait 
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Ainsi, lorsque n tend vers l'infini - c'est-à-dire lorsqu'on se rapproche de la courbe limite - le périmètre, lui, tend vers l'infini. Ce comportement « pathologique » qui fait que le périmètre d'une partie pourtant bornée est infini, provient de l'irrégularité de la frontière. 

 
Il est intéressant, dans ce cas de figure, où la longueur du périmètre ne donne aucune information, si ce n'est qu'elle est infinie, de calculer la dimension d'une telle frontière. Dans la suite, nous dénombrons simplement le nombre de boules de diamètre dn=d/3n, où d est le diamètre initial du cercle, qui sont nécessaires pour recouvrir le flocon de Koch . Sur l'itération 3 (Figure 5 et 6) nous pouvons observer deux types de sous-figures : les « étoiles » et les « brins ».
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Figure 6 « Etoiles » (à gauche) et « brins » (à droite)

Chaque étoile de l'itération n donnera trois étoiles et deux brins à l'itération n+1 comme sur la Figure 6. Un brin de l'itération n, quant à lui, donnera une étoile et deux brins à l'itération n+1. Or pour recouvrir totalement la figure de l'itération n - et le flocon de Von Koch - par des boules dont le diamètre vaut dn=d/3n, il faut recouvrir chacune des sous figures de l’itération n.
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Figure 7 Recouvrement du Flocon de Koch

Si l’on note en le nombre d'étoiles et bn le nombre de brins à l’itération n, ces nombres  satisfont les deux relations de récurrence suivantes :

en=3en-1 + bn-1      et       bn=2en-1 + 2bn-1  ,

(pour n>=2) et les conditions initiales e1=6 et b1=0. La somme Nn=en+bn donne le nombre nécessaire de boules de diamètre dn=d/3n pour recouvrir la frontière. 

Par un calcul numérique, (ou par des méthodes théoriques habituelles pour la résolution des suites) on trouve une dimension fractionnaire, non-entière de 1.26. La dimension du flocon est donc supérieure à la dimension d'une courbe mais inférieure à la dimension d'une surface
.

Conclusion

A notre connaissance, il n'y a pas de définition plus générale de la frontière en mathématique que celle que nous donnons ici. Pourtant dans les diverses applications scientifiques, les notions de frontières, souvent équivalentes à la définition topologique, peuvent néanmoins varier. Quant à la dimension de ces frontières, il faut savoir qu'il en existe d'autres, pour palier quelques inconvénients
 de la définition présentée dans cet article.
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� Dans ce texte, les mots en italique ont un sens mathématique précis. Les mots entre « guillemets » sont l’expression d’une image ou d’une intuition.


� Dans le cadre plus général des espaces topologiques, il n'y a pas forcément de distance et on substitue à la construction de ces boules la donnée des ensembles qui possèdent les mêmes propriétés de proximité. La relation « plus proche », quantifié par le rayon des boules dans les espaces métrique, devient une relation d'inclusion dans les espaces topologiques, comme c'est déjà le cas pour deux boules concentriques, celle de rayon le plus petit étant incluse dans celle de rayon supérieur.


� C'est-à-dire l'ensemble des éléments de A qui peuvent être « entourés » par des éléments de A.


� C’est-à-dire l’ensemble des éléments qui ne sont pas dans A et qui peuvent être « entourés » uniquement d’éléments qui ne sont pas dans A.


� Nous allons dans cette note expliciter les propriétés de séparation de la frontière telle qu’elle est définie par la Définition 1 puis nous verrons en quoi elles permettent de donner une définition alternative de la frontière. 


Donnons tout d’abord une idée de ce qui permet de formaliser une partie qui serait « connectée » ou  « d’un seul tenant ». Une partie est dite connexe si elle ne peut pas être la réunion de deux ensembles ouverts disjoints. Nous dirons qu’un ensemble C sépare deux parties A et B s’il n’existe pas de partie de l’espace qui soit à la fois connexe et contienne des points de A et de B et qui ne contienne pas des points de C. Cette définition formalise l’idée qu’une partie C sépare A et B si l’on ne peut joindre A et B  sans passer par C.


Si la frontière est définie comme étant exactement l’ensemble des points qui ne sont ni à l’intérieur ni à l’extérieur A alors on peut montrer qu’elle sépare A de Ac. Pour résumer, la frontière ainsi définie vérifie trois propriétés :  


a.	Elle sépare A de Ac


b.	Elle ne contient pas de point de l’intérieur


c.	Elle est aussi la frontière de Ac


On peut montrer que la frontière, définie dans cet article, est le seul ensemble vérifiant les trois propriétés ci-dessus. Aussi il est possible de  définir de manière équivalente une frontière comme étant le seul ensemble vérifiant a, b et c. 


� On cherchera le terme archimédien pour plus de renseignements.


� Lorsque la frontière coïncide avec l'espace tout entier, comme c'est la cas pour Q dans (, la partie est dite dense. En analyse, on peut souvent étendre une propriété des éléments d'une partie aux éléments de sa frontière. Si l'on montre une certaine propriété sur l'ensemble des rationnels, on peut donc l'étendre, par densité, à l'espace tout entier. De surcroît, cette « extension » se fait à moindre frais, puisque les rationnels sont en quantité infiniment inférieure à la quantité des nombre réels.


� Il existe plusieurs dimensions, le nom de celle-ci est la dimension de boite. Il existe par ailleurs les dimensions de recouvrements, de Hausdorff, etc..  


� Par construction, l'étoile est également inscrite dans le cercle initial. Si on considère, de plus, chacun des cercles qui circonscrivent les branches de l'étoiles ---  les branches étant des triangles équilatéraux  ---, on constate que ces cercles de diamètre le tiers du diamètre initial circonscrivent totalement la figure de l'itération suivante et qu'ils sont aussi inscrits dans le cercle initial (Figure 7). On peut ainsi continuer indéfiniment les inclusions.


� Lorsque la dimension fractale, celle que nous venons de calculer, est strictement supérieure à la « dimension intuitive » qu'on donnerait à la ligne 1, à la surface 2, etc., on parle alors de fractal.


� Essayez de calculer la dimension d’une droite (qui devrait valoir un) ! Dans un second temps, calculez la dimension des rationnels… et comparez la à la dimension d’un segment !
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