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Université de Rennes 1

Résumé : Etant donné un système d’équations différentielles stochastiques contrôlées
avec solution Xu nous y associons la fonction-valeur V définie comme infimum sur tous
les contrôles admissibles u du supremum essentiel du coût terminal g(Xu

T ); le supre-
mum essentiel est pris sur l’espace probabilisé. Sous des hypothèses très générales nous
caractérisons cette fonction V comme la sur-solution de viscosité la plus petite d’une
équation géométrique associée et décrivons aussi son comportement à l’instant terminal
T en terme de viscosité. Puis nous étudions des conditions plus restrictives sous lesquelles
V est l’unique solution de viscosité continue de cette équation géométrique. Cet article
généralise les travaux récents de R. Buckdahn, P. Cardaliaguet, M. Quincampoix et H.M.
Soner, N. Touzi.
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1.2 Notion de solution de viscosité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3 Résultats principaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2 Approximation par les Vp 6
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Introduction

On considère dans ce travail de DEA le système stochastique contrôlé suivant. Etant
donné un instant final T fixé, un mouvement brownienW , on considère l’équation différentielle
stochastique (E.D.S.) :

(1) X t,x,u(r) = x+

∫ r

t

b(s,X t,x,u(s),u(s))ds+

∫ r

t

σ(s,X t,x,u(s),u(s))dWs,

avec x ∈ Rn, t ∈ [0,T ], contrôlée par un processus stochastique u dont l’espace d’état U
est un sous-ensemble de Rm.

On connâıt bien les résultats sur ces systèmes contrôlés pour un coût final

J(t,x,u) = E
(
g(X t,x,u(T ))

)
,

et pour une fonction-valeur
V(t,x) = inf

u
J(t,x,u),

où g est une fonction donnée et où l’infimum est pris sur l’ensemble des contrôles ad-
missibles (cf. [6]). Avec les hypothèses usuelles des E.D.S. (b et σ bornées et localement
Lipschitziennes en x), si on suppose de plus que g est bornée, uniformément continue
et que U est compact, V est l’unique solution de viscosité continue de l’équation, dite
équation de programmation dynamique ou de Hamilton-Jacobi-Bellman :{

−∂tV +H (t,x,∇V,∇2V) = 0 sur ]0,T [×Rn,
V(T,.) = g sur Rn,

avec

H(t,x,q,S) = sup
u∈U

(
−1

2
Tr (σσ∗(t,x,u)S)− b(t,x,u).q

)
.

Récemment dans l’article de R. Buckdahn, P. Cardaliaguet et M. Quincampoix (cf.
[3]), l’équation vérifiée par V est apparue sous une nouvelle forme. Dans le cas du système
contrôlé suivant

X t,x,u(r) = x+

∫ r

t

√
2u(s)dWs,

si le coût est défini comme le supremum essentiel pris sur l’espace probabilisé

J(t,x,u) = ess-supΩ

(
g(X t,x,u(T ))

)
,

la fonction-valeur V, où l’infimum est pris d’abord sur l’ensemble des contrôles possibles
puis sur tous les espaces probabilisés, devient l’unique solution de viscosité continue de
l’E.D.P. géométrique (cf. [2]):{

−∂tV−∆V + <∇2V∇V,∇V>
|∇V| = 0 sur ]0,T [×Rn,

V(T,.) = g sur Rn.

Cette équation est appelée équation du mouvement par courbure moyenne. Dans le même
temps, H.M. Soner et N. Touzi (cf. [9]) ont obtenu eux aussi une équation de program-
mation dynamique de type géométrique en partant d’un problème de contrôle optimal
différent, et ont retrouvé dans un cas l’équation de [3].
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Le but de ce travail est donc de savoir ce qu’il reste de ces résultats dans le cas
d’un système contrôlé général (1). On conserve les hypothèses du cas �classique�et la
fonction-valeur devient :

V(t,x) = inf
ν

inf
u∈Aν

(
ess-supΩg(X

t,x,u(T ))
)
,

où Aν est l’ensemble des contrôles définis sur un espace de référence ν, un espace de
référence étant un quintuplet

(
Ω,F ,P, (Fs)0≤s≤T ,W

)
. Le résultat principal est une ca-

ractérisation de V comme la solution de viscosité la plus petite sur ]0,T [×Rn de l’E.D.P.
géométrique suivante :

(2)

{
−Vt(t,x) + F (t,x,∇V(t,x),∇2V(t,x)) = 0
V(T,x) = g(x)

avec :

(3) F (t,x,q,S) = sup
u∈U(t,x,q)

[
−1

2
Tr (σσ∗(t,x,u)S)− b(t,x,u).q

]
si U(t,x,q) 6= ∅ et F (t,x,q,S) = −∞ sinon. L’ensemble U(t,x,q) est défini ainsi :

(4) U(t,x,q) = {u ∈ U|σ∗(t,x,u)q = 0} .

Si q = 0, U(t,x,q) = U. On retrouve exactement la même équation que celle obtenue dans
[9]. Dans le cas où

σ(t,x,u) =
√

2u,
b ≡ 0,
U = Co {(I − a⊗ a), t.q. a ∈ Rn,|a| = 1} ,

on retrouve exactement l’E.D.P. de [3].
Par contre on n’a pas obtenu la continuité de V et l’unicité en tant que solution de

viscosité. Pour étudier un peu plus la régularité de V, en particulier près de T , on a
introduit deux fonctions V] et V :

∀(t,x) ∈ [0,T ]× Rn, V](t,x) = lim sup
(t′,x′)→(t,x)

p→+∞

Vp(t
′,x′),

∀x ∈ Rn, V(T,x) = lim inf(t,x′)→(T−,x) V(t,x′).

Elles permettront de décrire le comportement de V à l’instant T en terme de viscosité.
Néanmoins on doit avoir des hypothèses beaucoup plus fortes : noyau U(t,x,q) toujours
non vide, existence d’une section continue et indépendance de b et σ par rapport à (t,x),
pour que V soit continue et soit l’unique solution de viscosité de l’équation (2).

Dans la première partie, se trouvent les définitions et notations ainsi que les principaux
résultats qui seront démontrés par la suite. La deuxième partie traite de l’approximation
de V. Elle reprend essentiellement une partie de [3]. Le troisième chapitre est consacré à
la démonstration de la caractérisation de V. L’étude des propriétés de V] et V est l’objet
du chapitre suivant. Enfin la dernière partie donnera quelques conditions sous lesquelles
on a continuité de V et unicité en tant que solution de viscosité.
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1 Définitions, résultats principaux

1.1 Mise en place des notations

On considère un ensemble U inclus dans Rm et un espace probabilisé (Ω,F ,P ), une
filtration (Fs)0≤s≤T continue à droite, avec FT = F et F0 contient l’ensemble des parties
négligeables, et enfin un mouvement brownien d-dimensionnel adapté à cette filtration. On
note par ν le système de référence probabilisé

(
Ω,F ,P, (Fs)0≤s≤T ,W

)
. On peut maintenant

définir l’espace des contrôles Aν = A
(
Ω,F ,P, (Fs)0≤s≤T ,W

)
comme l’ensemble de tous

les processus définis sur Ω, {Fs}-progressivement mesurables à valeurs dans U.
Pour tout couple (t,x) dans [0,T ]×Rn, et tout processus u(.) ∈ Aν , on considère l’E.D.S.
suivante :

(1)

{
dX t,x,u(s) = b(s,X t,x,u(s),u(s))ds+ σ(s,X t,x,u(s),u(s))dWs,
X t,x,u(t) = x,

où b et σ sont deux fonctions définies sur [0,T ]× Rn × U, à valeurs dans respectivement
Rn et Rn×d (l’ensemble des matrices à n lignes et d colonnes). On fait les hypothèses
suivantes :

(H1)


i) U est un sous-ensemble compact de Rm;
ii) b, σ sont bornées et continues sur [0,T ]× Rn × U;
iii) b, σ sont localement Lipschitziennes par rapport à la variable x, i.e.

pour tout a > 0, il existe Ka tel que si |x|,|y| ≤ a,pour tout (t,u),
|b(t,x,u)− b(t,y,u)|+ |σ(t,x,u)− σ(t,y,u)| ≤ Ka|x− y|.

Sous ces conditions, l’équation (1) a une unique solution X t,x,u adaptée et continue.
Soit maintenant une fonction g : Rn → R, bornée et uniformément continue. Pour (t,x) ∈
[0,T ]× Rn, on définit les fonctions suivantes :

(5) Vν(t,x) = inf
u∈Aν

(
ess-supΩg(X

t,x,u(T ))
)
,

V(t,x) = inf
ν

Vν(t,x),

où ce dernier infimum est pris sur tous les systèmes de référence probabilisés. V est appelée
fonction-valeur. D’abord comme g est bornée, ces deux fonctions sont bien définies. On
peut se ramener sans perte de généralité à :

(H2) ∀x ∈ Rn, 1 ≤ g(x) ≤ 2.

En effet si on considère une bijection θ continue et croissante de R dans ]1,2[, on a pour
tout u ∈ Aν :

ess-supΩθ
(
g(X t,x,u(T ))

)
= θ

(
ess-supΩg(X

t,x,u(T ))
)
.

On garde cette hypothèse (H2) jusqu’à la fin. On a donc

1 ≤ V ≤ Vν ≤ 2.

Avant de passer à la suite, on peut déjà remarquer que, comme XT,x,u(T ) = x pour
tout x ∈ Rn et tout u ∈ Aν , Vν(T,x) = g(x) et donc

∀x ∈ Rn, V(T,x) = g(x).
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1.2 Notion de solution de viscosité

On va avoir besoin de la notion de solution de viscosité d’une E.D.P. Rappelons que
pour une fonction f définie sur une partie de Rp, on définit respectivement les fonctions
f ∗ et f∗ par :

f ∗(t,x) = lim sup
(t′,x′)→(t,x)

f(t′,x′);

f∗(t,x) = lim inf
(t′,x′)→(t,x)

f(t′,x′).

f ∗ est semi-continue supérieurement et est appelée la régularisée semi-continue supérieurement
de f . De même f∗ est semi-continue inférieurement et est appelée la régularisée semi-
continue inférieurement de f . On considère une équation de type parabolique sur l’en-
semble [0,T ]× Rn :

(6) ft + F (t,x,f,∇f,∇2f) = 0,

où F est une fonction définie sur [0,T ] × Rn × R × Rn × Sym(n) à valeurs réelles et u
est une fonction de t ∈ [0,T ] et de x ∈ Rn à valeurs réelles. Sym(n) est l’ensemble des
matrices symétriques de taille n. Ici et dans toute la suite, ft désigne la dérivée première
en temps, ∇f désigne le vecteur gradient de f par rapport à la variable x et ∇2f la
matrice hessienne de u par rapport à x. Enfin on désigne par C1,2([0,T ]×Rn) l’ensemble
des fonctions dérivables une fois en temps et deux fois en espace, avec toutes ces dérivées
continues. La définition suivante est celle de [1].

Définition 1.1 (solution de viscosité) Une application f : [0,T ] × Rn → R est une
sous-solution de viscosité de l’équation (6) si f ∗ < ∞ et si pour toute fonction Φ ∈
C1,2([0,T ]×Rn), telle que f ∗−Φ ait un maximum local en (t0,x0), l’inégalité suivante est
vérifiée :

Φt(t0,x0) + F∗
(
t0,x0,f(t0,x0),∇Φ(t0,x0),∇2Φ(t0,x0)

)
≤ 0.

De même une application f : [0,T ] × Rn → R est une sur-solution de viscosité de
l’équation (6) si f∗ > −∞ et si pour toute fonction Φ ∈ C1,2([0,T ]×Rn), telle que f∗−Φ
ait un minimum local en (t0,x0), l’inégalité suivante est vérifiée :

Φt(t0,x0) + F ∗
(
t0,x0,f(t0,x0),∇Φ(t0,x0),∇2Φ(t0,x0)

)
≥ 0.

Enfin une application à la fois sous- et sur-solution de viscosité de (6) est appelée
solution de viscosité.

Remarque 1.1 1. Quitte à modifier la fonction Φ, on montre qu’il est équivalent de
prendre dans la définition de sous-solution un maximum global au lieu de local, de
même dans celle de sur-solution avec un minimum.

2. Comme seules les dérivées de Φ interviennent dans la définition, quitte à ajouter
une constant à Φ pour une sous-solution on peut supposer que le maximum est égal
à 0.
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1.3 Résultats principaux

Le premier résultat important est que sous une hypothèse de convexité (H3), introduite
dans la partie suivante, il existe un système de référence probabilisé
ν =

(
Ω,F , (Fs)0≤s≤T ,P,W

)
et un processus de contrôle admissible v ∈ Aν tels que

V(t,x) = ess-supΩg(X
t,x,v(T )).

En particulier v est un contrôle optimal. De plus, V est une sur-solution de viscosité sur
]0,T [×Rn de l’équation (2) :

−Vt(t,x) + F
(
t,x,∇V(t,x),∇2V(t,x)

)
= 0.

De plus c’est la plus petite vérifiant la condition (C 1) : V(t,x) ≥ −K(|x| + 1), pour un
K > 0 (cf. le théorème 3.3).

Concernant V] et V, on a les relations suivantes :{
∀(t,x) ∈ [0,T ]× Rn, V(t,x) ≤ V](t,x),
∀x ∈ Rn, g(x) ≤ V(T,x) ≤ V](T,x).

De plus V] est une sous-solution de (2) et vérifie la propriété de viscosité suivante (cf.
proposition 4.2) :
si V](T,x̄) > g(x̄), et si V] − φ admet un maximum au point x̄ pour φ ∈ C2(Rn),
alors il existe une suite (tk,xk,qk) convergente vers (T,x̄,∇φ(x̄)), telle que pour tout k :
U(tk,xk,qk) = ∅. Enfin pour V (cf. proposition 4.3), si pour φ de classe C2, bornée, V− φ
a un minimum global strict au point x0, alors il existe u ∈ U vérifiant :

σ∗(T,x0,u).∇φ(x0) = 0.

Si on cherche plus de régularité sur V, on doit ajouter l’hypothèse que pour tout
(t,x,q) ∈ [0,T ] × Rn × Rn, q 6= 0, U(t,x,q) est non vide. Cette condition implique que
pour tout x ∈ Rn, V](T,x) ≤ g(x). La continuité de l’opérateur F peut être démontrée
en ajoutant l’existence d’une section continue de ce noyau U(t,x,q). Cette hypothèse a
été également introduite dans [9]. Enfin les deux conditions précédentes permettent de
montrer que V est continue et est l’unique solution de (2), si b et σ ne dépendent que de
u, et pas de (t,x) (voir théorème 5.1). Si cela parâıt assez restrictif, on peut quand même
remarquer que les cas particuliers de [10] et de [3] remplissent ces hypothèses.
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2 Approximation par les Vp

Comme dans [3], on va utiliser une approximation de la fonction V. L’idée est que
pour une fonction f dans L∞(Ω) :

lim
p→+∞

‖f‖p = ‖f‖∞ .

Ainsi on définit pour p ≥ 1 et pour tout (t,x) ∈ [0,T ]× Rn les fonctions suivantes

Vp,ν(t,x) = inf
u∈Aν

[
E

(
g(X t,x,u(T ))p

)] 1
p ;

Vp(t,x) = inf
ν

Vp,ν(t,x).

On se ramène ainsi à des résultats connus de contrôle optimal avec à la place du supremum
essentiel, l’espérance.

Remarque 2.1 Pour tout p ≥ 1 et tout (t,x) ∈ [0,T ]× Rn, 1 ≤ Vp(t,x) ≤ Vp,ν(t,x) ≤ 2.

Théorème 2.1 Avec les hypothèses (H1) et (H2), pour tout système de probabilité ν,
Vp = Vp,ν, Vp est continue et Vp

p est l’unique solution de viscosité de l’équation
d’Hamilton-Jacobi-Bellman :

(7)

{
−

(
Vp

p

)
t
+H

(
t,x,∇

(
Vp

p

)
,∇2

(
Vp

p

))
= 0 sur ]0,T [×Rn,

Vp
p(T,.) = gp(.) sur Rn.

avec pour tout (t,x,q,S) ∈ [0,T ]× Rn × Rn × Sym(n) :

(8) H(t,x,q,S) = sup
u∈U

[
−1

2
Tr (σσ∗(t,x,u)S)− b(t,x,u).q

]
.

Ce résultat est démontré dans le livre [6] (voir en particulier les théorèmes II.5.1;
IV.7.1; V.3.1; V.9.1 et le corollaire V.3.1). Ici comme U est compact, le supremum est
toujours atteint. On va en déduire une équation vérifiée cette fois par Vp.

Proposition 2.1 Vp est solution de viscosité sur ]0,T [×Rn de :

(9)

− (Vp)t (t,x) + supu∈U

[
−1

2
Tr (σσ∗(t,x,u)∇2Vp(t,x))

−b(t,x,u).∇Vp(t,x)− p−1
2Vp(t,x)

‖σ∗(t,x,u).∇Vp(t,x)‖2
]

= 0.

Preuve. Pour prouver que Vp est solution de viscosité de (9), on va successivement
montrer que Vp est une sur- et une sous-solution de (9).

• Soit Φ ∈ C1,2 telle que Vp−Φ ait un minimum local strict en un point (t,x). Sur un
voisinage de ce point (t,x), on peut toujours supposer que :

(Vp − Φ) (s,y) ≥ (Vp − Φ) (t,x) = 0.
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Mais Vp ≥ 1. Donc localement : Φ ≥ 1
2
, par continuité, et on obtient les inégalités sui-

vantes : Vp ≥ Φ ≥ 1
2
, ou de façon équivalente

Vp
p ≥ Φp ≥ 1

2p
.

On applique (7) à Φp, ce qui donne :

−pΦp−1(t,x) (Φ)t (t,x) +H
(
t,x,pΦp−1(t,x)∇Φ(t,x),Ψp(t,x)

)
≥ 0,

où Ψp est la matrice symétrique suivante :

Ψp(t,x) = p(p− 1)Φp−2(t,x)∇Φ(t,x) (∇Φ(t,x))∗ + pΦp−1(t,x)∇2Φ(t,x).

On peut alors diviser par pΦp−1(t,x) car Φ ≥ 1 et H est positivement homogène en (q,S):

− (Φ)t (t,x) +H
(
t,x,∇(Φ)(t,x),(p− 1)Φ−1(t,x)∇Φ(t,x) (∇Φ(t,x))∗ +∇2Φ(t,x)

)
≥ 0;

et alors, comme (Vp − Φ) (t,x) = 0 :

− (Φ)t (t,x) +H
(
t,x,∇Φ(t,x),(p− 1)V−1

p (t,x)∇Φ(t,x) (∇Φ(t,x))∗ +∇2Φ(t,x)
)
≥ 0.

Donc Vp est une sur-solution.
• La même preuve avec les inégalités inverses montre que Vp est une sous-solution. �

On définit :

β(t,x,u) := (b(t,x,u),σσ∗(t,x,u)), pour (t,x,u) ∈ [0,T ]× Rn × U;

et on introduit l’hypothèse précédente :

(H3) ∀(t,x) l’ensemble β(t,x,U) := {β(t,x,u) | u ∈ U} est convexe.

Comme dans [3], pp. 5-6, sous les hypothèses (H1), (H2) et (H3), on peut prouver que :

(10) ∀(t,x) ∈ [0,T ]× Rn, lim
p→+∞

Vp(t,x) = V(t,x);

et qu’il existe un système de référence probabilisé ν =
(
Ω,F , (Fs)0≤s≤T ,P,W

)
et un

processus de contrôle admissible v ∈ A
(
Ω,F , (Fs)0≤s≤T ,P,W

)
tels que

V(t,x) = ess-supΩg(X
t,x,v(T )).

En particulier v est un contrôle optimal. Pour démontrer cette propriété, on observe que
dans (10) l’inégalité limp→+∞ Vp ≤ V est manifeste car pour tout p, Vp ≤ Vq ≤ V. On
utilise les arguments donnés dans [5] pour montrer l’inégalité inverse ainsi que l’existence
d’un contrôle optimal.

Remarque 2.2 (régularité de V)
Comme la suite de fonctions Vp est croissante, V est le supremum des fonctions continues
Vp, ce qui est équivalent à ce que V soit une fonction semi-continue inférieurement.
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3 Caractérisation de la fonction V

On va démontré le résultat annoncé plus haut qui caractérise la fonction V comme la
sur-solution plus petite d’une E.D.P. géométrique. Pour cela on a besoin d’un théorème de
comparaison : si pour f sous-solution et h sur-solution d’une même équation, on a f ≤ h
au bord du domaine, i.e. en (T,x), est-ce encore vrai partout?

3.1 Théorème de comparaison

Le théorème que l’on va utiliser est le théorème 4.2 de [7], dont on va rappeler mainte-
nant les hypothèses sur F . Rappelons d’abord qu’un module est une fonction de R+ dans
R+, croissante, qui vaut 0 en 0, continue à droite en zéro.

(F 1) La fonction F est continue sur J0 = [0,T ]× Rn × R× Rn \ {0} × Sym(n).

(F 2) F est dégénérée elliptique, i.e. F (t,x,r,q,X) ≥ F (t,x,r,q,Y ) sur J0 si X ≤ Y .

(F 3) −∞ < F∗(t,x,r,0,0) = F ∗(t,x,r,0,0) < +∞ pour tout (t,x,r) ∈ [0,T ]× Rn × R.

(F 4) Pour tout R > 0

cR = sup {|F (t,x,r,q,X)| ; |q|,|X| ≤ R, (t,x,r,q,X) ∈ J0} < +∞.

(F 5) F satisfait une condition de montonie en r : pour tout H > 0, il existe une
constante c0 = c0(n,T,H) telle que r 7→ F (t,x,r,q,X) + c0r soit croissante pour
tout (t,x,r,q,X) ∈ J0 avec r < H.

(F 6) F doit être uniformément continue en q : pour tout R > ρ > 0 il existe un module
θ = θRρ tel que

|F (t,x,r,p,X)− F (t,x,r,q,X)| ≤ θ(|p− q|),
pour tout (t,x,r,p,X) ∈ J0, ρ ≤ |p|,|q| ≤ R et |X| ≤ R.

(F 7) Le comportement proche de (q,X) = (0,0) doit être uniforme en t,x et r : il existe
ρ0 et un module θ1 tels que

F ∗(t,x,r,q,X)− F ∗(t,x,r,0,0) ≤ θ1(|q|+ |X|)
F∗(t,x,r,q,X)− F∗(t,x,r,0,0) ≥ −θ1(|q|+ |X|)

pourvu que (t,x,r) ∈ [0,T ]× Rn × R et |q|,|X| ≤ ρ0.

(F 8) Il existe un module θ2 tel que

F∗(t,x,r,0,0)− F ∗(t,y,r,0,0) ≥ −θ2(|x− y|),

pour tout (t,x,r) ∈ [0,T ]× Rn × R et y ∈ Rn.

(F 9) Supposons que

−µ
(
I 0
0 I

)
≤

(
A 0
0 B

)
≤ ν

(
I −I
−I I

)
+ ω

(
I 0
0 I

)
avec µ, ν, ω ≥ 0. Soit R pris de sorte que R ≥ max(µ,τ)+2ω avec τ = 2ν+ω. Soit
ρ ≥ 0. Alors :

F∗(t,x,r,q,A)− F ∗(t,y,r,q,−B) ≥ −θ̃
(
|x− y|(|q|+ 1) + ν|x− y|2

)
− θ̃(2ω)

pour ρ ≤ |q| ≤ R avec un module θ̃ = θ̃Rρ indépendant de t,x,y,r,A,B,µ,ν,ω.
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On rappelle maintenant le théorème 4.2 de [7].

Théorème 3.1 (théorème de comparaison) Supposons que F vérifie les neuf hypothèses
précédentes. Soient f et h respectivement sous- et sur-solutions de (6) sur [0,T ] × Rn,
vérifiant :

(C 1) f(t,x) ≤ K(|x| + 1), h(t,x) ≥ −K(|x| + 1) pour un K > 0 indépendant de (t,x) ∈
[0,T ]× Rn;

(C 2) il existe un module mT tel que

f ∗(T,x)− h∗(T,y) ≤ mT (|x− y|),

pour (x,y) ∈ R2n;

(C 3) f ∗(T,x) − h∗(T,y) ≤ K(|x − y| + 1) pour (x,y) ∈ R2n et K > 0 indépendant de
(x,y) ∈ R2n.

Alors il existe un module m tel que

f ∗(t,x)− h∗(t,y) ≤ m(|x− y|)

pour tout (t,x,y) ∈ [0,T ]× R2n.

L’intérêt de ce théorème est qu’en plus de la comparaison il donne dans de nombreux cas
l’unicité des solutions de l’E.D.P. (6).

Remarque 3.1 Si F est indépendant de (t,x,r), i.e. si l’équation (6) s’écrit

ft + F (∇f,∇2f) = 0,

on a le même résultat que dans le théorème précédent, mais il suffit que F vérifie seule-
ment les quatre premières hypothèses (F1)-(F4). C’est le théorème 2.1 de [7].

3.2 V sur-solution de viscosité

Il s’agit maintenant de démontrer que V est sur-solution de l’équation (2). On redonne
le lemme technique suivant (voir [1]) :

Lemme 3.1 Soit (t,x) ∈]0,T [×Rn et Φ ∈ C1,2 tels que V− Φ a un minimum local strict
en (t,x). Alors il existe une suite (tp,xp) telle que :

limp→+∞(tp,xp) = (t,x);
limp→+∞Vp(tp,xp) = V(t,x);
Vp − Φ a un minimum en (tp,xp).

Preuve. Soit B la boule fermée de rayon r > 0 centrée en (t,x) et B∗ = B \ (t,x)
telles que :

∀(r,y) ∈ B∗, (V− Φ) (t,x) < (V− Φ) (r,y).

Comme B est compacte et Vp −Φ est continue, cette fonction admet un minimum en un
point (tp,xp) ∈ B :

∀(r,y) ∈ B, (Vp − Φ) (tp,xp) ≤ (Vp − Φ) (r,y).
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Ainsi :

lim sup
p

(Vp − Φ) (tp,xp) ≤ lim sup
p

(Vp − Φ) (r,y)(11)

= (V− Φ) (r,y).

Soit (s,z) ∈ B tel qu’à une sous-suite près, (tp,xp) → (s,z). Comme la suite (Vp)p est
croissante, on obtient pour tout k ∈ N et tout p ≥ k :

(12) (Vk − Φ) (tp,xp) ≤ (Vp − Φ) (tp,xp)

d’où :
lim sup

p
(Vk − Φ) (tp,xp) ≤ lim sup

p
(Vp − Φ) (tp,xp).

Donc d’après (11), pour tout (r,y) ∈ B et tout k ∈ N :

lim sup
p

(Vk − Φ) (tp,xp) ≤ (V− Φ) (r,y);

soit par continuité de Vk − Φ

(Vk − Φ) (s,z) ≤ (V− Φ) (r,y);

d’où
(V− Φ) (s,z) ≤ (V− Φ) (r,y).

On en déduit que (s,z) = (t,x), car on a affaire à un minimum strict. Donc

(tp,xp) −−−−→
p→+∞

(t,x).

En réécrivant (11) avec (r,y) = (t,x) on obtient :

lim sup
p

Vp(tp,xp) ≤ V(t,x),

et avec (12), pour tout k ∈ N:

Vk(t,x) ≤ lim inf
p

Vp(tp,xp).

Et finalement on a bien limp Vp(tp,xp) = V(t,x), ce qui complète la démonstration. �

Théorème 3.2 V est une sur-solution sur ]0,T [×Rn de l’équation suivante :{
−Vt(t,x) + F (t,x,∇V(t,x),∇2V(t,x)) = 0
V(T,x) = g(x)

avec :

F (t,x,q,S) = sup
u∈U(t,x,q)

[
−1

2
Tr (σσ∗(t,x,u)S)− b(t,x,u).q

]
si U(t,x,q) 6= ∅ et F (t,x,q,S) = −∞ sinon. L’ensemble U(t,x,q) est défini ainsi :

U(t,x,q) = {u ∈ U|σ∗(t,x,u)q = 0} .

Si q = 0, U(t,x,q) = U.
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Preuve. Soient (t,x) ∈]0,T [×Rn et Φ ∈ C1,2 tels que V−Φ a un minimum local strict
en (t,x). Alors (voir le lemme précédent) il existe une suite (tp,xp) telle que :

limp→+∞(tp,xp) = (t,x);
limp→+∞ Vp(tp,xp) = V(t,x);
Vp − Φ has a minimum at (tp,xp).

Comme Vp est une sur-solution de l’équation (9) :

−∂Φ

∂t
(tp,xp) + sup

u∈U

[
−1

2
Tr

(
σσ∗(tp,xp,u)∇2Φ(tp,xp)

)
−b(tp,xp,u).∇Φ(tp,xp)−

p− 1

2Vp(tp,xp)
‖σ∗(tp,xp,u)∇Φ(tp,xp)‖2

]
≥ 0.

Soit up ∈ U tel que supU [. . .] est atteint au point up. Un tel état de contrôle up existe car
les fonctions b et σ sont continues sur U et U est compact. Donc on a pour tout p :

−∂Φ

∂t
(tp,xp)−

1

2
Tr

(
σσ∗(tp,xp,up)∇2Φ(tp,xp)

)
(13)

−b(tp,xp,up).∇Φ(tp,xp)−
p− 1

2Vp(tp,xp)
‖σ∗(tp,xp,up)∇Φ(tp,xp)‖2

≥ 0.

De plus comme U est compact, quitte à prendre une sous-suite, la suite (up) converge vers
u ∈ U. La fonction Vp est bornée, et si on considère les limites suivantes :

i) limp

(
−∂Φ

∂t
(tp,xp)− 1

2
Tr (σσ∗(tp,xp,up)∇2Φ(tp,xp))− b(tp,xp,up).∇Φ(tp,xp)

)
ii) limp ‖σ∗(tp,xp,up)∇Φ(tp,xp)‖2

ces limites existent dans R par continuité. Si la seconde limite n’est pas égale à 0, il existe
un entier p tel que l’inégalité (13) n’est plus vérifiée. Ainsi on a :

σ∗(t,x,u)∇Φ(t,x) = 0,

i.e. u est dans U(t,x,∇Φ(t,x)); en particulier U(t,x,∇Φ(t,x)) est non vide. L’ inégalité (13)
nous donne :

−∂Φ

∂t
(tp,xp)−

1

2
Tr

(
σσ∗(tp,xp,up)∇2Φ(tp,xp)

)
− b(tp,xp,up).∇Φ(tp,xp)

≥ p− 1

2Vp(tp,xp)
‖σ∗(tp,xp,up)∇Φ(tp,xp)‖2.

En passant à la limite quand p→ +∞ on obtient :

−∂Φ

∂t
(t,x)− 1

2
Tr

(
σσ∗(t,x,u)∇2Φ(t,x)

)
− b(t,x,u).∇Φ(t,x) ≥ 0.
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Pour conclure la fonction V est une sur-solution de l’équation :{
−Vt(t,x) + F (t,x,∇V(t,x),∇2V(t,x)) = 0;
V(T,x) = g(x).

�

Remarque 3.2 On a également prouvé que si V − Φ a un minimum en (t,x), alors
l’ensemble U(t,x,∇Φ(t,x)) n’est pas vide.

L’E.D.P. (2) obtenue est exactement la même E.D.P. que celle obtenue dans [9], p. 10.
L’E.D.P. (2) est dite elliptique et géométrique car l’opérateur F vérifie respectivement les
propriétés suivantes :

1. F (t,x,q,S) ≥ F (t,x,q,R) sur [0,T ]× Rn × Rn × Sym(n) si S ≤ R;

2. pour tout λ ∈ R+, pour tout γ ∈ R

F (t,x,λq,λS) = λF (t,x,q,S) et F (t,x,q,S + γqq∗) = F (t,x,q,S).

3.3 V est la plus petite sur-solution

Pour montrer le résultat suivant qui caractérise la fonction-valeur V, on va appliquer
le théorème de comparaison 3.1 à la fonction H.

Lemme 3.2 L’opérateur H défini par (8) satisfait les conditions (F1)-(F9) du théorème
3.1.

Preuve.
• (F 1) : on va montrer que H est continue sur tout le domaine [0,T ]×Rn×Rn×Sym(n).
On peut signaler que pour tout (t,x,u) fixé, b(t,x,u).q+ 1

2
Tr (σσ∗(t,x,u)S) est une fonction

linéaire de (q,S). Donc H(t,x,.,.) est une fonction convexe sur Rn × Sym(n).
De plus la fonction (t,x,q,S,u) 7→ −1

2
Tr (σσ∗(t,x,u)S) − b(t,x,u).q est uniformément

continue sur les compacts. Or U est supposé compact. Donc on en déduit que H est
continue. On a même un peu plus : H(t,.,q,S) est localement Lipschitzienne pour tout
(t,q,S). Soit a > 0 et x,y dans Rn tels que |x|,|y| ≤ a. Pour (t,x,q,S) on suppose que le
supremum est atteint en u, pour (t,y,q,S) en v. Alors :

H(t,x,q,S)−H(t,y,q,S) = −1

2
Tr (σσ∗(t,x,u)S)− b(t,x,u).q

− sup
v∈U

[
−1

2
Tr (σσ∗(t,y,v)S)− b(t,y,v).q

]
≤ −1

2
Tr (σσ∗(t,x,u)S)− b(t,x,u).q

+
1

2
Tr (σσ∗(t,y,u)S) + b(t,y,u).q

≤ Ka (|S|+ |q|) |x− y|(14)
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car b et σ sont localement Lipschitziennes, et :

H(t,x,q,S)−H(t,y,q,S) ≥ −1

2
Tr (σσ∗(t,x,v)S)− b(t,x,v).q

+
1

2
Tr (σσ∗(t,y,v)S) + b(t,y,v).q

≥ −Ka (|S|+ |q|) |x− y|(15)

Finalement H est continu sur [0,T ]× Rn × Rn × Sym(n).
• (F 2)-(F 5); (F 7) et (F 8) : immédiat, carH(t,x,.,.) est continue en (0,0) ∈ Rn×Sym(n),
b et σ sont bornées, et enfin H ne dépend pas de r.
• (F6) :

H(t,x,.,S) est une fonction convexe donc est localement Lipschitzienne.
• (F 9) :

Si ce qui suit est vérifié pour µ,ν,ω ≥ 0 :

−µ
(
I 0
0 I

)
≤

(
A 0
0 B

)
≤ ν

(
I −I
−I I

)
+ ω

(
I 0
0 I

)
on a :A + B ≤ 2ωI et |A|,|B| ≤ max(µ,τ), où τ = 2ν + ω. En particulier |A| ≤ R si
R ≥ max(µ,τ) + 2ω. Donc pour |q| ≤ R :

H(t,x,q,A)−H(t,y,q,−B) ≥ H(t,x,q,A)−H(t,y,q,A− 2ωI)

≥ H(t,x,q,A)−H(t,y,q,A)

+H(t,y,q,A)−H(t,y,q,A− 2ωI).

Les inégalités (14) et (15) impliquent que H(t,.,q,A) est localement Lipschitzienne. Donc
il existe un module θ = θR défini pour t ≥ 0 par

θ(t) = sup {|H(t,x,q,A)−H(t,y,q,A)| ; |x− y| ≤ t, |x| ≤ t} .

θ est bien défini, croissant avec θ(0) = 0 et ne dépend que de R, car comme |A|,|q| ≤ R,
si |x|,|y| ≤ a :

|H(t,x,q,A)−H(t,y,q,A)| ≤ 2KaR|x− y|.
On obtient alors

H(t,x,q,A)−H(t,y,q,A) ≥ −θ(|x− y|),
et

H(t,x,q,A)−H(t,y,q,−B) ≥ −θ(|x− y|)−K |2ωI| .
�

Théorème 3.3 (caractérisation de V) V est la plus petite sur-solution de (2), vérifiant
la condition (C 1) : il existe un nombre réel K > 0 tel que, pour tout (t,x) ∈ [0,T ]× Rn,
on ait :

V(t,x) ≥ −K(|x|+ 1).
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Preuve. Soit W une sur-solution de (2) avec W(T,.) ≥ g(.) et pour laquelle il existe
K > 0 tel que, pour tout (t,x) ∈ [0,T ]× Rn, on ait :

W (t,x) ≥ −K(|x|+ 1).

En particulier W vérifie la condition (C 1). Alors pour Φ ∈ C1,2 et pour (t,x) ∈]0,T [×Rn

tels que W− Φ ait un minimum en (t,x) :

−∂Φ

∂t
(t,x) + sup

u∈U(t,x,∇Φ(t,x))

[
−1

2
Tr

(
σσ∗(t,x,u)∇2Φ(t,x)

)
− b(t,x,u).∇Φ(t,x)

]
≥ 0,

d’où :

−∂Φ

∂t
(t,x) + sup

u∈U

[
−1

2
Tr

(
σσ∗(t,x,u)∇2Φ(t,x)

)
− b(t,x,u).∇Φ(t,x)

]
≥ 0.

Ainsi W est une sur-solution de l’équation (7). Or 1 est une sous-solution de (7) avec
1 ≤ g. Donc grâce au théorème de comparaison cité précédemment (dont les hypothèses
sur H ont été vérifiées dans le lemme précédent), 1 ≤ W sur [0,T ]× Rn. En effet il suffit
de remarquer pour vérifier les hypothèses (C2) et (C3) avec f ≡ 1 et h ≡ W que

f ∗(T,x)− h∗(T,y) ≤ g(x)− g(y).

Comme g est uniformément continue, le module mT existe (C2):

mT (t) = sup {|g(x)− g(y)| ; |x− y| ≤ t} ;

et comme g est bornée, (C3) est immédiat.
Maintenant on va montrer que : Vp

p ≤ Wp pour tout p, et on en déduira : V ≤ W. On sait
que Vp

p est sous-solution de :

−
∂

(
Vp

p

)
∂t

(t,x) +H
(
t,x,∇

(
Vp

p

)
(t,x),∇2

(
Vp

p

)
(t,x)

)
= 0,

avec Vp
p(T,.) = g(). L’idée est donc de prouver que Wp est sur-solution de (7). Soit

Φ ∈ C1,2, (t,x) ∈]0,T [×Rn tels que :

(Wp − Φ) (t,x) = 0 = min (Wp − Φ) .

Comme W(t,x) ≥ 1, sur un voisinage de (t,x), et donc, sans perte de généralité, partout

Φ > 0. Ainsi : Wp ≥ Φ > 0, i.e. W ≥ Φ
1
p > 0. Comme W est une sur-solution de (2), on

obtient :

−
∂

(
Φ

1
p

)
∂t

(t,x)

+ sup

u∈U

(
t,x,∇

(
Φ

1
p

)
(t,x)

)
[
−1

2
Tr

(
σσ∗(t,x,u)∇2

(
Φ

1
p

)
(t,x)

)
−b(t,x,u).∇

(
Φ

1
p

)
(t,x)

]
≥ 0.
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D’un autre côté

U
(
t,x,∇

(
Φ

1
p

)
(t,x)

)
=

{
u ∈ U|σ∗(t,x,u).∇

(
Φ

1
p

)
(t,x) = 0

}
= {u ∈ U|σ∗(t,x,u).∇Φ(t,x) = 0}
= U (t,x,∇Φ(t,x))

car Φ 6= 0. Et on déduit :

−1

p
Φ

1
p
−1(t,x)

∂Φ

∂t
(t,x)

+ sup
u∈U(t,x,∇Φ(t,x))

[
−1

2
Tr

(
σσ∗(t,x,u)

(
1

p
Φ

1
p
−1(t,x)∇2Φ(t,x)

))
−b(t,x,u).

(
1

p
Φ

1
p
−1(t,x)∇Φ(t,x)

)
− 1

2p

(
1

p
− 1

)
Φ

1
p
−2(t,x)‖σ∗(t,x,u)∇Φ(t,x)‖2

]
≥ 0.

Alors :

−∂Φ

∂t
(t,x) + sup

u∈U(t,x,∇Φ(t,x))

[
−1

2
Tr

(
σσ∗(t,x,u)∇2Φ(t,x)

)
− b(t,x,u).∇Φ(t,x)

]
≥ 0,

et :

−∂Φ

∂t
(t,x) + sup

u∈U

[
−1

2
Tr

(
σσ∗(t,x,u)∇2Φ(t,x)

)
− b(t,x,u).∇Φ(t,x)

]
≥ 0.

Donc Wp est une sur-solution de (7), et avec le même théorème de comparaison, sachant
que 1 ≤ Vp

p ≤ 2 et que:

Vp
p(T,x)−W∗(T,y) ≤ g(x)− g(y),

on peut conclure que :
∀p, Wp ≥ Vp

p ≥ 1;

d’où ∀p, W ≥ Vp et finalement W ≥ V. �
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4 Etude du comportement de V près de T

Par rapport aux résultats de [3], on n’a pas démontré que V est continue. S’il existe des
solutions discontinues avec donnée finale discontinue (cf. [9]), ici, sachant que la donnée
finale g est continue, on aimerait avoir la continuité des solutions. Pour étudier un peu
plus la régularité de V, on introduit les deux fonctions suivantes :

(16)


∀(t,x) ∈ [0,T ]× Rn, V](t,x) = lim sup

(t′,x′)→(t,x)
p→+∞

Vp(t
′,x′),

∀x ∈ Rn, V(T,x) = lim inf(t,x′)→(T−,x) V(t,x′).

Par définition, V] est semi-continue supérieurement. De plus on a les relations :{
∀(t,x) ∈ [0,T ]× Rn, V(t,x) ≤ V](t,x)
∀x ∈ Rn, g(x) ≤ V(T,x) ≤ V](T,x)

En effet pour tout (t,x) ∈ [0,T ] × Rn, pour toute suite de points (tp,xp) −−−−→
p→+∞

(t,x), et

pour tout p ≥ k :
Vk(tp,xp) ≤ Vp(tp,xp),

d’où la première inégalité en prenant d’abord la limite supérieure sur p, puis la limite sur
k. Ensuite pour tout x ∈ Rn, pour toute suite de points (tp,xp) −−−−→

p→+∞
(T,x), et pour tout

k ∈ N :
Vk(tp,xp) ≤ V(tp,xp).

Donc en prenant la limite inférieure sur p, sachant que pour tout k, Vk(T,.) = g(.), on
a g ≤ V. Enfin la dernière vient du fait que V] est semi-continue supérieurement, et que
V ≤ V∗ ≤ V].

4.1 Propriétés de V]

Proposition 4.1 V] est une sous-solution de (2).

Preuve. On va d’abord montrer que Vp est une sous-solution de (2). Puis on utilisera
un théorème de stabilité des solutions de viscosité. Comme Vp est une sous-solution de
(9), pour Φ ∈ C1,2, et (tp,xp) tels que Vp − Φ a un maximum en (tp,xp) :

−∂Φ

∂t
(tp,xp) + sup

u∈U

[
−1

2
Tr

(
σσ∗(tp,xp,u)∇2Φ(tp,xp)

)
−b(tp,xp,u).∇Φ(tp,xp)−

p− 1

2Vp(tp,xp)
‖σ∗(tp,xp,u)∇Φ(tp,xp)‖2

]
≤ 0.
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Donc pour tout u ∈ U

−∂Φ

∂t
(tp,xp) +

[
−1

2
Tr

(
σσ∗(tp,xp,u)∇2Φ(tp,xp)

)
−b(tp,xp,u).∇Φ(tp,xp)−

p− 1

2Vp(tp,xp)
‖σ∗(tp,xp,u)∇Φ(tp,xp)‖2

]
≤ 0.

Si U(tp,xp,∇Φ(tp,xp)) est non vide, pour tout up ∈ U(tp,xp,∇Φ(tp,xp))

−∂Φ

∂t
(tp,xp) +

[
−1

2
Tr

(
σσ∗(tp,xp,up)∇2Φ(tp,xp)

)
− b(tp,xp,up).∇Φ(tp,xp)

]
≤ 0.

Sinon si U(tp,xp,∇Φ(tp,xp)) = ∅, on a trivialement le résultat. Donc Vp est bien une
sous-solution de viscosité de (2) :

−∂Vp

∂t
(t,x) + F∗

(
t,x,∇Vp(t,x),∇2Vp(t,x)

)
= 0

En appliquant le théorème de stabilité 8.7 de [1], V] est une sous-solution de (2) :

−∂V]

∂t
(t,x) + F∗

(
t,x,∇V](t,x),∇2V](t,x)

)
= 0.

�

Proposition 4.2 V] a la propriété suivante : si V](T,x̄) > g(x̄), et si V] − φ admet un
maximum au point x̄ pour φ ∈ C2(Rn), alors :

∃(tk,xk,qk) −−−−→
k→+∞

(T,x̄,∇φ(x̄)) t.q. U(tk,xk,qk) = ∅

Preuve. Supposons que nous ayons une fonction φ ∈ C2(Rn) telle que

(17)
∀x 6= x̄ φ(x) > V](T,x),

φ(x̄) = V](T,x̄),

et que

(18) V](T,x̄) > g(x̄).

Remarquons que l’hypothèse (17) implique que la fonction φ est minorée par 1. De plus
nous ajoutons l’hypothèse suivante : il existe un voisinage (borné) N de
(T,x̄,∇φ(x̄)) tel que pour tout (t,x,q) ∈ N , U(t,x,q) 6= ∅.

On définit sur [0,T ]× Rn la fonction suivante

ψα(t,x) = α(T − t) + φ(x) +
1

2
|x− x̄|2 .
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• Sur ce voisinage N , la fonction

(t,x,u) 7→ −1

2
Tr

(
σσ∗(t,x,u)∇2ψα(t,x)

)
− b(t,x,u).∇ψα(t,x)

ne dépend pas de α et est bornée. Donc il existe un α > 1
T

pour lequel

(19) α+ sup
u∈U

[
−1

2
Tr

(
σσ∗(t,x,u)∇2ψα(t,x)

)
− b(t,x,u).∇ψα(t,x)

]
> 1,

pourvu que (t,x) soit dans un voisinage de (T,x̄). On considère la fonction Vp−ψα. Cette
fonction a un maximum global sur [0,T ] × Rn en (sp,yp). A une sous-suite près, la suite
sp est convergente vers s.
• D’abord on prouve que sp > 0 pour tout p ≥ 1. Sinon pour tout (t,x) ∈ [0,T ]× Rn

Vp(t,x)− φ(x)− α(T − t)− 1

2
|x− x̄|2 ≤ Vp(0,yp)− φ(yp)− αT − 1

2
|yp − x̄|2 ,

d’où en évaluant ce qui précède en yp, on obtient pour tout t ∈ [0,T ]

αt ≤ Vp(0,yp)− Vp(t,yp),

et en utilisant le fait que 1 ≤ Vp ≤ 2

αt ≤ Vp(0,yp)− Vp(t,yp) ≤ 1.

Donc comme on a choisi α > 1
T
, on aboutit à une contradiction.

• On considère une suite
(rp,zp) → (T,x̄) (p→ +∞)

vérifiant
Vp(rp,zp) → V](T,x̄) (p→ +∞).

Par définition de (sp,yp)

(20) (Vp − ψα) (sp,yp) ≥ Vp(rp,zp)− ψα(rp,zp),

et Vp(rp,zp)− ψα(rp,zp) → 0 quand p→ +∞. Or

(Vp − ψα) (sp,yp) = Vp(sp,yp)− φ(yp)− α(T − sp)−
1

2
|yp − x̄|2 ,

et les suites Vp(sp,yp), α(T − sp) sont bornées, φ(yp) est minorée par 1. Ainsi la suite
(yp)pest bornée, donc à une sous-suite près, converge vers y. S’il existe n0 tel que pour
tout p ≥ n0, sp = T , l’inégalité (20) devient :

g(yp)− φ(yp) ≥ Vp(rp,zp)− ψα(rp,zp),

et par passage à la limite, g(y)− φ(y) ≥ 0. Or d’après (17) et (18) :

∀x 6= x̄ φ(x) > V](T,x) ≥ g(x),
φ(x̄) = V](T,x̄) > g(x̄).

18



Finalement il existe une sous-suite pn → +∞ (n→ +∞) telle que

∀n ∈ N, 0 < spn < T.

• Maintenant (spn ,ypn) → (s,y) (n→ +∞) et on obtient en prenant dans l’inégalité (20)
la limite supérieure en n, sachant que V] est semi-continue supérieurement :

0 ≤ V](s,y)− ψα(s,y)

= V](s,y)− φ(s,y)− α(T − s)− 1

2
|y − x̄|2

≤ 0.

Donc s = T et y = x̄, i.e. (spn ,ypn) → (T,x̄) (n→ +∞).
• Vp sous-solution sur ]0,T [×Rn donne

α+ sup
u∈U

[
−1

2
Tr

(
σσ∗(spn ,ypn ,u)∇2ψα(spn ,ypn)

)
−b(spn ,ypn ,u).∇ψα(spn ,ypn)− pn − 1

2Vpn(spn ,ypn)
‖σ∗(spn ,ypn ,u).∇ψα(spn ,ypn)‖2

]
≤ 0.

Pour n assez grand, (spn ,ypn ,∇ψα(spn ,ypn)) est dans le voisinage N de (T,x̄,∇φ(x̄)). Ainsi
il existe upn dans U (spn ,ypn ,∇ψα(spn ,ypn)), d’où :

α+

[
−1

2
Tr

(
σσ∗(spn ,ypn ,upn)∇2ψα(spn ,ypn)

)
− b(spn ,ypn ,upn).∇ψα(spn ,ypn)

]
≤ 0,

ce qui contredit l’inégalité (19).
• En conclusion il existe une suite (tk,xk,qk) convergente vers (T,x̄,∇φ(x̄)), telle que pour
tout k, U(tk,xk,qk) = ∅. �

4.2 Propriétés de V

Rappelons la définition de V :

V(T,x) = lim inf
(t,x′)→(T−,x)

V(t,x′).

Proposition 4.3 Si pour φ de classe C2, bornée, V − φ a un minimum global strict au
point x0, alors il existe u ∈ U vérifiant :

σ∗(T,x0,u).∇φ(x0) = 0.

Preuve. On considère une suite (tn,xn) convergente vers (T,x0) avec tn < T telle que
V(tn,xn) → V(T,x0). En définissant pour α > 0 la fonction suivante :

φn(t,x) = φ(x)− α|x− x0|2 −
(T − t)2

T − tn
+

ln(T − t) ∧ 0

(ln(T − tn))2
,
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on obtient :
(V− φn)(t,x) → +∞,

quand |x− x0| → +∞ et t→ T− car V et φ sont bornées et car

− ln(T − t) ∧ 0

(ln(T − tn))2
≥ 0.

Ainsi la fonction V−φn admet un minimum en un point (sn,yn) ∈]0,T [×Rn. On démontre
que :

(sn,yn) → (T,x0).

En effet on a par définition :

V(sn,yn)− φn(sn,yn) ≤ V(tn,xn)− φn(tn,xn)

= V(tn,xn)− φ(xn) + α|xn − x0|2 + (T − tn) +
1

ln(T − tn)

−−−−→
n→+∞

V(T,x0)− φ(x0);

et :

(21) V(sn,yn)− φn(sn,yn) ≥ V(sn,yn)− φ(yn) + α|yn − x0|2 +
(T − sn)2

T − tn
.

Donc à cause du fait que V et φ sont bornées, nécessairement :

sn → T (n→ +∞)

et la suite (α|yn − x0|2)n est bornée. A une sous-suite près, yn converge vers z. En passant
à la limite dans (21) :

V(T,x0)− φ(x0) ≥ V(T,z)− φ(z)

et comme V− φ a un minimum strict en x0, z = x0, d’où :

yn → x0 (n→ +∞).

De la preuve que V est une sur-solution (cf. proposition 3.2 et la remarque qui suit), il
existe un ∈ U tel que :

σ∗(sn,yn,un).∇φn(sn,yn) = 0.

Or U est compact, donc on peut supposer un → u ∈ U. De plus :

∇φn(s,x) = ∇φ(x)− 2α(x− x0)

donc en passant à la limite :
σ∗(T,x0,u).∇φ(x0) = 0.

�
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5 Régularité et unicité

Jusqu’ici on n’a fait aucune hypothèse de régularité à propos de l’opérateur F . A partir
de maintenant on va essayer d’introduire des conditions plus strictives qui permettent de
démontrer l’unicité en tant que solution de viscosité et la continuité de V.
Dans cette partie on suppose que la condition suivante est vérifiée :

(22) ∀(t,x,q) ∈ [0,T ]× Rn × Rn, q 6= 0, U(t,x,q) 6= ∅.

Proposition 5.1 Avec l’hypothèse (22), on a le résultat suivant :

∀x ∈ Rn, V](T,x) ≤ g(x).

Preuve. Supposons qu’il existe x0 ∈ Rn pour lequel : V](T,x0) ≥ g(x0)+ε, avec ε > 0.
Soit β ≥ 4 tel que :

∀x ∈ Rn,
β

2
|x− x0|2 + g(x0) +

ε

2
≥ g(x) +

ε

4
.

Un tel β existe parce que g est bornée et continue. Soit α assez grand pour que :

αT +
β

2
|x− x0|2 + g(x0) +

ε

2
≥ 3

et soit :

Φ(t,x) = α(T − t) +
β

2
|x− x0|2 + g(x0) +

ε

2
.

Alors :

Φ(T,x) ≥ g(x) +
ε

4
;

Φ(0,x) ≥ 3.

En conséquence, pour tout p :

Φ(T,x) ≥ Vp(T,x) +
ε

4
;(23)

Φ(0,x) ≥ Vp(0,x) + 1.(24)

Il existe une sous-suite (pk) et un (tk,xk) → (T,x0) vérifiant :

lim
k→+∞

Vpk
(tk,xk) = V](T,x0) ≥ g(x0) + ε.

Donc si k assez grand,

(25) Vpk
(tk,xk) > Φ(tk,xk)

car Φ(T,x0) = g(x0) + ε
2
. Comme les fonctions Vp sont bornées (par 2)

lim
|x−x0|→+∞

− (Vpk
− Φ) = +∞.
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Ainsi Vpk
− Φ a un maximum local en un point (sk,yk) ∈ [0,T ] × Rn. Ce maximum est

strictement positif d’après (25). Donc des équations (23) et (24), on déduit que sk ∈]0,T [.
Ainsi 2 ≥ Vpk

(sk,yk) ≥ Φ(sk,yk), et 2 ≥ β
2
|yk − x0|2 d’où

(26) |yk − x0|2 ≤ 1.

Vpk
est une sous-solution sur ]0,T [×Rn de (9), ainsi :

α+ sup
u∈U

[
−β

2
Tr (σσ∗(sk,yk,u))− βb(sk,yk,u).(yk − x0)

− pk − 1

2Vpk
(sk,yk)

β2‖σ∗(sk,yk,u)(yk − x0)‖2

]
≤ 0.

Soit uk ∈ U vérifiant σ∗(sk,yk,uk)(yk − x0) = 0, qui existe d’après l’hypothèse (22). On
obtient alors :

α+

[
−β

2
Tr (σσ∗(sk,yk,uk))− βb(sk,yk,uk).(yk − x0)

]
≤ 0.

Comme σ et b sont bornées par une constante K, en utilisant l’inégalité (26), on en déduit

α− 3

2
Kβ ≤ 0.

Si au préalable on a choisi α > 2Kβ, on aboutit à une contradiction. �
Ce résultat et l’inégalité V ≤ V] donnent

∀x ∈ Rn, V(T,x) = g(x).

De plus on a g(.) = V(T,.) = V](T,.) avec V sur-solution, V] sous-solution. Si on pouvait
appliquer le théorème de comparaison 3.1 avec V et V], on obtiendrait V ≥ V] sur tout
le domaine, d’où V = V]. Alors V serait continue et l’unique solution de viscosité de
(2). Pour cela on doit commencer par trouver une hypothèse permettant de prouver la
continuité de l’opérateur F sur [0,T ] × Rn × Rn \ {0} × Sym(n). Comme dans [9], on
introduit donc la condition suivante :
pour tout (t0,x0,q0) ∈ [0,T ]× Rn × Rn et u0 ∈ U(t0,x0,q0), il existe une application

(27) û : [0,T ]× Rn × Rn → U

satisfaisant 
û(t0,x0,q0) = u0,
û(t,x,q) ∈ U(t,x,q) pour tout (t,x,q) ∈ [0,T ]× Rn × Rn,
û continue sur {(t,x,q); q 6= 0} .

Lemme 5.1 Sous cette hypothèse (27), F est continue sur [0,T ]×Rn×Rn\{0}×Sym(n).
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Preuve. Soit une suite (tn,xn,qn,Sn) convergente vers (t0,x0,q0,S0) avec pour tout
n ∈ N, qn 6= 0.
• Montrons d’abord que F est semi-continue supérieurement. Soit un ∈ U(tn,xn,qn)
réalisant le supremum, i.e.

F (tn,xn,qn,Sn) = sup
u∈U(tn,xn,qn)

{ψ(tn,xn,qn,Sn,u)}

= ψ(tn,xn,qn,Sn,un)

où ψ est la fonction suivante

ψ(t,x,q,S,u) = −1

2
Tr (σσ∗(t,x,u)S)− b(t,x,u)q.

A une sous-suite près, on peut supposer que un converge vers u0 ∈ U. Comme on a

∀n ∈ N, σ∗(tn,xn,un)qn = 0,

par passage à la limite, u0 est dans U(t0,x0,q0) et par continuité de ψ

lim sup
n

F (tn,xn,qn,Sn) = lim sup
n

ψ(tn,xn,qn,Sn,un)

= ψ(t0,x0,q0,S0,u0)

≤ F (t0,x0,q0,S0).

Remarquons au passage que l’on n’a pas utilisé vraiment ici le fait que qn 6= 0. En fait on
a simplement utilisé le fait que U(t,x,q) est non vide, ce qui est vraiment pour tout (t,x,q)
par hypothèse. Finalement F est donc égale à F ∗, i.e. est semi-continue supérieurement
sur [0,T ]× Rn × Rn × Sym(n) tout entier.
• Nous allons maintenant démontrer que F est semi-continue inférieurement sur [0,T ] ×
Rn×Rn \{0}×Sym(n) et cette fois on a vraiment besoin de qn 6= 0. Soit u0 ∈ U(t0,x0,q0)
réalisant le supremum, i.e.

F (t0,x0,q0,S0) = ψ(t0,x0,q0,S0,u0).

L’hypothèse (27) donne la fonction û définie sur [0,T ]×Rn×Rn \{0} ayant les propriétés
suivantes : 

û(t0,x0,q0) = u0,
û(t,x,q) ∈ U(t,x,q) for all (t,x,q) ∈ [0,T ]× Rn × Rn,
û continue sur {(t,x,q); q 6= 0} .

Or pour tout n ∈ N

F (tn,xn,qn,Sn) ≥ ψ(tn,xn,qn,Sn,û(tn,xn,qn)).

Ainsi :

lim inf
n

F (tn,xn,qn,Sn) ≥ lim inf
n

ψ(tn,xn,qn,Sn,û(tn,xn,qn))

= ψ(t0,x0,q0,S0,u0)

= F (t0,x0,q0,S0).
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Donc F est semi-continue inférieurement. Et en rassemblant les deux résultats, F est
continue sur [0,T ]× Rn × Rn \ {0} × Sym(n). �

Il est maintenant aisé de montrer que F vérifie les quatre premières hypothèses (F1)-
(F4) du théorème de comparaison. De plus si b et σ ne dépendent pas de (t,x), F non
plus, et on a toutes les hypothèses de la remarque 3.1. On peut donc appliquer le résultat
à V sur-solution et à V] sous-solution pour obtenir :

Théorème 5.1 (unicité de la solution) Si b et σ ne dépendent pas de (t,x) et si les
conditions (22) et (27) sont vérifiées, alors V est continue et est l’unique solution de
viscosité de l’équation (2).

L’hypothèse d’indépendance par rapport à (t,x) est vérifiée dans les cas traités par [3],
[9] et [10] : mouvement par courbure moyenne, par courbure moyenne inverse, etc.

On peut se demander maintenant dans quel cas une telle fonction û existe. Il y a au
moins une situation où cela se produit :

Lemme 5.2 si σ ne dépend que de u et si l’ensemble {u ∈ U| σ∗(u)q = 0} est réduit à
un point pour q 6= 0, alors les hypothèses du théorème précédent sont vérifiées.

Preuve. En effet si on note u(q) cet élément, la fonction ainsi définie est continue.
soit (qn)n une suite convergente vers q. Cela nous donne une suite (u(qn))n à valeurs dans
U compact. Donc à une sous-suite près, cette suite est convergente vers un v ∈ U. Or

∀n, σ∗(u(qn))qn = 0.

Ainsi par passage à la limite, on obtient σ∗(v)q = 0. Soit par unicité, v = u(q). �
Ce cas se produit dans l’exemple de [3], car pour tout q 6= 0, il s’agit de trouver un

vecteur p de norme 1, tel que

σ∗(p)q = (I − p⊗ p)q = 0;

ce qui donne p = q
|q| .

Par contre dans le cas général, i.e. si b ou σ dépendent de (t,x), le problème de l’exis-
tence des conditions simples garantissant (F6) et (F9) reste toujours ouvert.
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Conclusion

Nous avons étudié la fonction V définie par :

V(t,x) = inf
ν

inf
u∈Aν

(
ess-supΩg(X

t,x,u(T ))
)
,

en reprenant les notations de la première partie. Nous avons alors démontré l’existence
d’un système de probabilité ν et d’un contrôle optimal v pour ce problème. Ensuite nous
avons obtenu une caractérisation de V en terme de sur-solution sur ]0,T [×Rn de l’équation
(2) (c’est l’objet du théorème 3.3) :

−Vt(t,x) + F
(
t,x,∇V(t,x),∇2V(t,x)

)
= 0.

Puis nous avons donné quelques propriétés des fonctions V] et V définies en (16). Jusqu’ici
nous n’avons utilisé que les hypothèses usuelles du contrôle stochastique.

Ensuite nous avons cherché à savoir si en ajoutant certaines conditions nous pouvions
donner d’autres propriétés de V, en particulier si nous avions plus de régularité sur V. En
utilisant la condition (22), qui est celle qu’utilisent également Soner et Touzi, nous avons
montré que

∀x ∈ Rn, V](T,x) ≤ g(x).

Si nous ajoutons la condition (27), dans le cas où b et σ sont indépendantes de (t,x), alors
V est continue et est l’unique solution de viscosité de (2), vérifiant la condition finale :
V(T,.) = g(.). Nous avons donné un cas où l’hypothèse (27) est vérifiée : U(t,x,q) = U(q)
est réduit à un seul élément.

Plusieurs questions restent en suspens. D’abord si dans le cas du contrôle avec espérance,
l’égalité V = Vν pour tout ν est vérifiée, nous ne savons pas si une telle relation est encore
vraie pour le contrôle en ess-sup. Ensuite la condition sur b et σ que nous avons imposées
pour pouvoir appliquer un théorème de comparaison est très restrictive, même si elle a
lieu sur les exemples de [3] et [10].
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