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Résumé: Etant donné un systeme d’équations différentielles stochastiques controlées
avec solution X" nous y associons la fonction-valeur V définie comme infimum sur tous
les controles admissibles v du supremum essentiel du cott terminal g(X7%); le supre-
mum essentiel est pris sur l'espace probabilisé. Sous des hypotheses tres générales nous
caractérisons cette fonction V comme la sur-solution de viscosité la plus petite d’une
équation géométrique associée et décrivons aussi son comportement a l'instant terminal
T en terme de viscosité. Puis nous étudions des conditions plus restrictives sous lesquelles
V est I'unique solution de viscosité continue de cette équation géométrique. Cet article
généralise les travaux récents de R. Buckdahn, P. Cardaliaguet, M. Quincampoix et H.M.
Soner, N. Touzi.
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Introduction

On considere dans ce travail de DEA le systeme stochastique controlé suivant. Etant
donné un instant final 7" fixé, un mouvement brownien W, on considere I’équation différentielle
stochastique (E.D.S.):

(1) Xbu(r) =z + /tT b(s, X" (s),u(s))ds + /tT o (s, X"(s),u(s))dWs,

avec x € R" t € [0,T], controlée par un processus stochastique u dont l'espace d’état U
est un sous-ensemble de R™.
On connait bien les résultats sur ces systemes controlés pour un cotut final

J(txu)= E (g(Xt’x’“(T))),

et pour une fonction-valeur

V(t,x) = inf J(t,xu),

ou ¢ est une fonction donnée et ou l'infimum est pris sur ’ensemble des controles ad-
missibles (cf. [6]). Avec les hypotheses usuelles des E.D.S. (b et o bornées et localement
Lipschitziennes en z), si on suppose de plus que g est bornée, uniformément continue
et que U est compact, V est I'unique solution de viscosité continue de ’équation, dite
équation de programmation dynamique ou de Hamilton-Jacobi-Bellman :

-0V +H (t,2,VV,V?V) =0 sur ]0,T[xR",
V(T,)=g sur R™,
avec )
H(t,x,q,S) = sup (—iTr (oo™ (t,x,u)S) — b(t,x,u).q) )
u€eU

Récemment dans l'article de R. Buckdahn, P. Cardaliaguet et M. Quincampoix (cf.
[3]), Péquation vérifiée par V est apparue sous une nouvelle forme. Dans le cas du systeme
controlé suivant

Xtt(r) =g +/ V2u(s)dWy,
t
si le cout est défini comme le supremum essentiel pris sur I’espace probabilisé
J(tir) = esssupg (g(X=4(T)),

la fonction-valeur V, ou I'infimum est pris d’abord sur I’ensemble des controles possibles
puis sur tous les espaces probabilisés, devient I'unique solution de viscosité continue de
I'E.D.P. géométrique (cf. [2]):

V]

—OV — AV 4 VYV g gy 10,7[xR™,
V(T,)=g sur R™.

Cette équation est appelée équation du mouvement par courbure moyenne. Dans le méme
temps, H.M. Soner et N. Touzi (cf. [9]) ont obtenu eux aussi une équation de program-
mation dynamique de type géométrique en partant d’un probleme de controle optimal
différent, et ont retrouvé dans un cas ’équation de [3].
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Le but de ce travail est donc de savoir ce qu’il reste de ces résultats dans le cas
d’un systeme controlé général (1). On conserve les hypotheses du cas <classiqueset la
fonction-valeur devient :

V(t,z) = inf inf (ess-supgg(X*™*(T))),
v ucA,
ou A, est I'ensemble des controles définis sur un espace de référence v, un espace de
référence étant un quintuplet (Q,}— P, (Fs)geser ,W). Le résultat principal est une ca-
ractérisation de V comme la solution de viscosité la plus petite sur |0,7[xR"™ de 'E.D.P.
géométrique suivante :

{ ~Vy(t,x) + F (t,2,VV(t,2),V2V(t,z)) = 0

V(T'x) = g(x)
avec :
1
(3) F(tx,q,S) = sup {——Tr (oo™ (t,x,u)S) — b(t,xu).q
ueU(t,z,q)

si U(t,z,q) # 0 et F(t,r,q,5) = —oo sinon. L’ensemble U(¢,z,q) est défini ainsi:
(4) U(t,x,q) = {u € Ulo"(t.z,u)q = 0} .

Si ¢ =0, U(t,z,q) = U. On retrouve exactement la méme équation que celle obtenue dans
[9]. Dans le cas ou

o(txu) = 2u,
b=0,
U=Co {{—-a®a), t.q.a € R" |a| =1},

on retrouve exactement 'E.D.P. de [3].

Par contre on n’a pas obtenu la continuité de V et l'unicité en tant que solution de
viscosité. Pour étudier un peu plus la régularité de V, en particulier pres de T, on a
introduit deux fonctions V¥ et V:

Y(tx) € [0,T] x R*,  Vi(tz) = limsup V,(¢,2'),

2" —(t,z)

p——+o0

Vo € R, V(T,x) = liminf ;- o V(t,2).

Elles permettront de décrire le comportement de V a l'instant 7" en terme de viscosité.
Néanmoins on doit avoir des hypotheses beaucoup plus fortes: noyau U(t,x,q) toujours
non vide, existence d’'une section continue et indépendance de b et o par rapport a (t,x),
pour que V soit continue et soit 'unique solution de viscosité de 1’équation (2).

Dans la premiere partie, se trouvent les définitions et notations ainsi que les principaux
résultats qui seront démontrés par la suite. La deuxieme partie traite de I’approximation
de V. Elle reprend essentiellement une partie de [3]. Le troisieme chapitre est consacré a
la démonstration de la caractérisation de V. L’étude des propriétés de V¥ et V est Pobjet
du chapitre suivant. Enfin la derniere partie donnera quelques conditions sous lesquelles
on a continuité de V et unicité en tant que solution de viscosité.



1 Définitions, résultats principaux

1.1 Mise en place des notations

On considere un ensemble U inclus dans R™ et un espace probabilisé (2, F,P), une
filtration (F),<,« continue a droite, avec Fr = F et F, contient I'ensemble des parties
négligeables, et enfin un mouvement brownien d-dimensionnel adapté & cette filtration. On
note par v le systeme de référence probabilisé (Q,]—" P, (Fs)oeser ,W). On peut maintenant
définir I'espace des controles A, = A (Qv}" P, (Fs)geser ,W) comme |’ensemble de tous
les processus définis sur 2, {F}-progressivement mesurables a valeurs dans U.

Pour tout couple (¢,x) dans [0,7] x R", et tout processus u(.) € A,, on considere I'E.D.S.
suivante :

(1)

ou b et o sont deux fonctions définies sur [0,7] x R™ x U, a valeurs dans respectivement
R™ et R™? (I'ensemble des matrices & n lignes et d colonnes). On fait les hypotheses
sulvantes :

{dxm“(s) = B X (s) uls))ds + o(5.X"7 () u(s)) VY,
Xteu(t) =

i) U est un sous-ensemble compact de R™;
i1) b, o sont bornées et continues sur [0,7] x R™ x U;
(H1) i1i) b, o sont localement Lipschitziennes par rapport a la variable z, i.e.
pour tout a > 0, il existe K, tel que si |z|,|y| < a,pour tout (t,u),
|b(t,x,u) - b(tvyuu)| + |0(t,x,u) - J(tayvu)’ < Ka|x - y|'

Sous ces conditions, I’équation (1) a une unique solution X*** adaptée et continue.
Soit maintenant une fonction g : R — R, bornée et uniformément continue. Pour (t,z) €
[0,7] x R™, on définit les fonctions suivantes:

(5) Vilta) = inf (esssupqg(X*=(T)))

V(t,x) = inf V,(t,z),

ol ce dernier infimum est pris sur tous les systemes de référence probabilisés. V est appelée
fonction-valeur. D’abord comme ¢ est bornée, ces deux fonctions sont bien définies. On
peut se ramener sans perte de généralité a:

(H2) Ve e R", 1< g(z) <2.

En effet si on considére une bijection # continue et croissante de R dans ]1,2[, on a pour
tout u € A, :
ess-supgf (g(X>*(T))) = 6 (ess-supg(X“**(T))) .

On garde cette hypothese (H2) jusqu’a la fin. On a donc
1<VLV, <2

Avant de passer a la suite, on peut déja remarquer que, comme X7*%(T) = x pour
tout x € R” et tout u € A,, V,(T,x) = g(z) et donc

Ve e R", V(T,z) = g(z).



1.2 Notion de solution de viscosité

On va avoir besoin de la notion de solution de viscosité d'une E.D.P. Rappelons que
pour une fonction f définie sur une partie de R”, on définit respectivement les fonctions
f* et f, par:

f*(t,z) = limsup f(¢'2");

2" —(t,z)

fo(t,z) = liminf f(¢'2)).
(t'a")—(t,x)
f* est semi-continue supérieurement et est appelée la régularisée semi-continue supérieurement
de f. De méme f, est semi-continue inférieurement et est appelée la régularisée semi-

continue inférieurement de f. On considere une équation de type parabolique sur 1’en-
semble [0,7] x R™:

(6) fe+ F(ta, fVfV2f) =0,

ou F' est une fonction définie sur [0,7] x R" x R x R" x Sym(n) a valeurs réelles et u
est une fonction de ¢t € [0,7] et de x € R™ a valeurs réelles. Sym(n) est I’ensemble des
matrices symétriques de taille n. Ici et dans toute la suite, f; désigne la dérivée premiere
en temps, Vf désigne le vecteur gradient de f par rapport & la variable z et V2f la
matrice hessienne de u par rapport a z. Enfin on désigne par C%([0,7] x R") I’ensemble
des fonctions dérivables une fois en temps et deux fois en espace, avec toutes ces dérivées
continues. La définition suivante est celle de [1].

Définition 1.1 (solution de viscosité) Une application f : [0,7] x R" — R est une
sous-solution de wviscosité de ’équation (6) si f* < oo et si pour toute fonction ® €
C12([0,7] x R™), telle que f* — ® ait un mazimum local en (ty,xo), l'inégalité suivante est
vérifiée :
B, (to,z0) + F (to,z0,f (to,20), VO (to,20),V>P(to,20)) < 0.

De méme une application f : [0,T] x R" — R est une sur-solution de viscosité de
’équation (6) si f. > —oco et si pour toute fonction ® € C2([0,T] x R™), telle que f, — ®
ait un minimum local en (to,xq), l'inégalité suivante est vérifiée :

Dy (to,x0) + F* (to.20,f (to,20), VE(to,70), V2P (to,70)) > 0.

Enfin une application a la fois sous- et sur-solution de viscosité de (6) est appelée
solution de viscosité.

Remarque 1.1 1. Quitte a modifier la fonction ®, on montre qu’il est équivalent de
prendre dans la définition de sous-solution un maximum global au lieu de local, de
meme dans celle de sur-solution avec un minimum.

2. Comme seules les dérivées de ® interviennent dans la définition, quitte a ajouter

une constant a ® pour une sous-solution on peut supposer que le maximum est égal
a 0.



1.3 Résultats principaux

Le premier résultat important est que sous une hypothese de convexité (H3), introduite
dans la partie suivante, il existe un systeme de référence probabilisé
= (Q,]—“  (Fs)o<s<r ,P,W) et un processus de controle admissible v € A, tels que

V(t,z) = ess-supgg(X"**(T)).

En particulier v est un controle optimal. De plus, V est une sur-solution de viscosité sur
10,7[xR™ de I'équation (2):

—Vy(t,z) + F (t,2,VV(t,2),V*V(t,z)) = 0.

De plus c’est la plus petite vérifiant la condition (C 1): V(¢t,z) > —K(]z| + 1), pour un
K >0 (cf. le théoreme 3.3).
Concernant V¥ et V, on a les relations suivantes:

Y(t,z) € [0,T] x R", V(t,x) < Vi(t,2),
{ Vr € R, g(z) < V(T,x) < VHT,z).

De plus V¥ est une sous-solution de (2) et vérifie la propriété de viscosité suivante (cf.
proposition 4.2) :

si VH(T,2) > g(%), et si V! — ¢ admet un maximum au point Z pour ¢ € C?(R"),
alors il existe une suite (tg,rx,qx) convergente vers (T.%,V¢(Z)), telle que pour tout k:
U(t,r,qx) = 0. Enfin pour V (cf. proposition 4.3), si pour ¢ de classe C?, bornée, V — ¢
a un minimum global strict au point g, alors il existe u € U vérifiant :

o (T xo,u).Vo(xg) =

Si on cherche plus de régularité sur V, on doit ajouter 'hypothese que pour tout
(t,z,q) € [0,T] x R* x R", g # 0, U(t,z,q) est non vide. Cette condition implique que
pour tout z € R"”, V¥(T,x) < g(z). La continuité de 'opérateur F peut étre démontrée
en ajoutant 'existence d’'une section continue de ce noyau U(t,x,q). Cette hypothese a
été également introduite dans [9]. Enfin les deux conditions précédentes permettent de
montrer que V est continue et est 'unique solution de (2), si b et o ne dépendent que de
u, et pas de (t,x) (voir théoreme 5.1). Si cela parait assez restrictif, on peut quand méme
remarquer que les cas particuliers de [10] et de [3] remplissent ces hypotheses.



2 Approximation par les V,

Comme dans [3], on va utiliser une approximation de la fonction V. L’idée est que
pour une fonction f dans L>®():

lim [ £, = 1/l -

p—too

Ainsi on définit pour p > 1 et pour tout (¢,x) € [0,7] x R" les fonctions suivantes

3=

Vyu(tw) = inf [E(g(X"(T))")]7;

uG.Au

V,(t,z) =inftV, ,(t,2).

On se ramene ainsi a des résultats connus de controle optimal avec a la place du supremum
essentiel, 'espérance.

Remarque 2.1 Pour tout p > 1 et tout (t,x) € [0,7] x R", 1 < V,(t,x) < V,,(t,z) < 2.

Théoréme 2.1 Avec les hypotheses (H1) et (H2), pour tout systéme de probabilité v,
Vo= Viu, Vp est continue et Vi est l'unique solution de viscosité de l’équation
d’Hamilton-Jacobi-Bellman :

7 = (), +H (t2,V (V) V2 (V) =0 sur]0,T[xR",
) { Vo(T,.) = g°(.) sur R™.

p

avec pour tout (t,x,q,5) € [0,7] x R" x R™ x Sym(n) :

(8) H(t,z,q,S) = sup —%Tr(aa*(t,x,u)S) — b(t,xu).q| .

ueU

Ce résultat est démontré dans le livre [6] (voir en particulier les théoremes I1.5.1;
IV.7.1; V.3.1; V.9.1 et le corollaire V.3.1). Ici comme U est compact, le supremum est
toujours atteint. On va en déduire une équation vérifiée cette fois par V,,.

Proposition 2.1 V), est solution de viscosité sur |0, T[xR™ de:

—(Vp), (t,x) +sup,cp [—% Tr(oo*(t,z,u)V? V,(t,x))

9) —b(tu). YV, (t.2) — g o™ (). V V(1) |\2]
=0.

Preuve. Pour prouver que V, est solution de viscosité de (9), on va successivement
montrer que V, est une sur- et une sous-solution de (9).

e Soit @ € C''? telle que V,, — ® ait un minimum local strict en un point (¢,x). Sur un
voisinage de ce point (¢,z), on peut toujours supposer que:

(Vp = @) (s,9) > (V, — @) (t,2) = 0.



Mais V, > 1. Donc localement: ® > %, par continuité, et on obtient les inégalités sui-

vantes: V, > & > %, ou de fagon équivalente
Vs ar s L
P=" = o
On applique (7) & P, ce qui donne:
—p®P~H(t,2) (®), (t,x) + H (t,x,p®" ' (t,2)VO(t,x),V,(t,x)) > 0,
ou W, est la matrice symétrique suivante:
W, (t,z) = p(p — )PP 2 (t,2)VO(t,z) (VO (t,z))" + p®P~ ! (t,2)V P(t,z).
On peut alors diviser par p®~!(¢,z) car ® > 1 et H est positivement homogene en (¢,S):
— (@), (t,x) + H (t.x, V() (t,x),(p — DO~ (t,2)VO(tz) (VO(t,x))" + V>®(t,z)) > 0;
et alors, comme (V, — @) (t,x) =0:
— (@), (t.x) + H (t,a,VO(t.z),(p — 1)V, ' (t,2)VE(t,x) (VE(t,2))" + V?®(t,2)) > 0.

Donc V,, est une sur-solution.
e La méme preuve avec les inégalités inverses montre que V,, est une sous-solution. [J

On définit :

B(t,zu) == (b(t,x,u),00"(t,z,u)), pour (t,xu) € [0,7] x R" x U;
et on introduit I’hypothese précédente :
(H3) V(t,x) I'ensemble §(t,z,U) := {B(t,x,u) | u € U} est convexe.

Comme dans [3], pp. 5-6, sous les hypotheses (H1), (H2) et (H3), on peut prouver que:

(10) V(t,z) € [0,7] x R", lil:Ln V,(t,x) = V(t,x);
p—+o0
et qu’il existe un systeme de référence probabilisé v = (Q,}", (Fs)ogngaRW) et un

processus de controle admissible v € A (Q,F, (Fs)o<s<r ,P,W) tels que
V(t,z) = ess-supqg(X"*¥(T)).

En particulier v est un controle optimal. Pour démontrer cette propriété, on observe que
dans (10) l'inégalité lim, . V, < V est manifeste car pour tout p, V, <V, < V. On
utilise les arguments donnés dans [5] pour montrer 'inégalité inverse ainsi que l'existence
d’un controéle optimal.

Remarque 2.2 (régularité de V)
Comme la suite de fonctions V, est croissante, V est le supremum des fonctions continues
Vp, ce qui est équivalent a ce que V soit une fonction semi-continue inférieurement.



3 Caractérisation de la fonction V

On va démontré le résultat annoncé plus haut qui caractérise la fonction V comme la
sur-solution plus petite d'une E.D.P. géométrique. Pour cela on a besoin d’un théoreme de
comparaison : si pour f sous-solution et h sur-solution d’une méme équation, on a f < h
au bord du domaine, i.e. en (T,z), est-ce encore vrai partout?

3.1 Théoreme de comparaison

Le théoreme que 'on va utiliser est le théoréme 4.2 de [7], dont on va rappeler mainte-
nant les hypotheses sur F'. Rappelons d’abord qu’'un module est une fonction de R, dans
R, , croissante, qui vaut 0 en 0, continue a droite en zéro.

(F 1) La fonction F' est continue sur Jy = [0,7] x R" x R x R™\ {0} x Sym(n).
(F 2) F est dégénérée elliptique, i.e. F(t,z,r,q,X) > F(t,x,r,q,Y) sur Jysi X <Y.
(F 3) —o0 < Fi(t,x,r,0,0) = F*(t,x,r,0,0) < 400 pour tout (t,z,r) € [0,7] x R" x R.
(F 4) Pour tout R >0

cr = sup{|F(t,z,r,q,.X)]; |q|X] < R, (t2,r,q,X) € Jo} < +o0.

(F 5) F satisfait une condition de montonie en r: pour tout H > 0, il existe une
constante ¢y = co(n,T,H) telle que r — F(t,x,r,q,X) + cor soit croissante pour
tout (¢,x,r,q,X) € Jy avec r < H.
(F 6) F doit étre uniformément continue en ¢: pour tout R > p > 0 il existe un module
0 = Og, tel que
|F(t,$,’f’,p7X) - F(t,[L‘,T,q,X” < e(lp - Q|)>
pour tout (t,x,r,p,X) € Jo, p < |p|,l¢g| < R et | X| < R.
(F 7) Le comportement proche de (¢,X) = (0,0) doit étre uniforme en t,x et r: il existe
po et un module 6; tels que
F*(tx,r,q.X) — F*(t,z,r0,0) < 6;(]q| + X))
F.(t,x,r,q,X) — Fi(t,x,r,0,0) > —=0:(]q| + | X|)

pourvu que (t,z,r) € [0,7] x R™ x R et |¢|,| X| < po.
(F 8) Il existe un module 65 tel que

F*<t7x7r7070) - F*<t7y7r7070) Z _02(‘1. - y‘)’

pour tout (t,x,r) € [0,7] x R* x R et y € R™.
(F 9) Supposons que

sl )=o) (57 ) (o 7)

avec (i, v, w > 0. Soit R pris de sorte que R > max(u,7)+ 2w avec 7 = 2v 4 w. Soit
p > 0. Alors:

F.(targA) = F*(tyrg — B) > =0 (Jo — yl(lgdl + 1) + v|z —y[?) — 6(2w)

pour p < |¢| < R avec un module = 9~Rp indépendant de t,z,y,r,A,B,u,v,w.
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On rappelle maintenant le théoreme 4.2 de [7].

Théoréme 3.1 (théoréme de comparaison) Supposons que F vérifie les neuf hypothéses

précédentes. Soient f et h respectivement sous- et sur-solutions de (6) sur [0,T] x R™,

veérifiant :

(C1) f(te) < K(|z| +1), h(t,x) > —K(|Jz| + 1) pour un K > 0 indépendant de (t,z) €
[0,7] x R™;

(C 2) il existe un module my tel que

F(1) ~ h(T) < mr(fz — ).
pour (z,y) € R*";
(C3) f*(Tx) — h(Ty) < K(lx —y| + 1) pour (z,y) € R*" et K > 0 indépendant de
(z.y) € R
Alors il existe un module m tel que
frt) = h(ty) <m(lz —yl)
pour tout (t,z,y) € [0,T] x R*".

L’intéréet de ce théoreme est qu’en plus de la comparaison il donne dans de nombreux cas
'unicité des solutions de 'E.D.P. (6).

Remarque 3.1 Si F est indépendant de (t,x,r), i.e. si l’équation (6) s’écrit
ft+F(vf7v2f) - 07

on a le méme résultat que dans le théoréeme précédent, mais il suffit que F vérifie seule-
ment les quatre premiéres hypotheéses (F1)-(F4). C’est le théoréme 2.1 de [7].

3.2 V sur-solution de viscosité

Il s’agit maintenant de démontrer que V est sur-solution de 1’équation (2). On redonne
le lemme technique suivant (voir [1]):

Lemme 3.1 Soit (t,z) €]0,T[xR™ et ® € C'? tels que V— ® a un minimum local strict
n (t,x). Alors il existe une suite (t,,x,) telle que:

iy, yoo (tp,25) = (t,2);
limy, 0o Vp(tp,xp) = V(t2);
V, —® a un minimum en (t,,x,).
Preuve. Soit B la boule fermée de rayon r > 0 centrée en (t,z) et B* = B\ (t,z)
telles que:

V(ry) € B*, (V—®)(t,x) < (V—9)(ry).

Comme B est compacte et V, — ® est continue, cette fonction admet un minimum en un
point (t,,x,) € B:

V(ry) € B, (V, — @) (t,,x,) < (V, — @) (ry).

9



Ainsi:

(11) limsup (V, — @) (¢t,,2,) < limsup (V, — @) (ry)

p p

= (V=2)(ry).

Soit (s,z) € B tel qu'a une sous-suite pres, ({,,z,) — (s,2). Comme la suite (V,), est
croissante, on obtient pour tout k£ € N et tout p > k:

(12) (Vie = @) (tp,2p) < (Vp = @) (tp,p)
d’ou:

limsup (Vi — @) (¢,,2,) < limsup (V, — @) (¢,,2,).
p p

Donc d’apres (11), pour tout (r,y) € B et tout k € N:
limsup (Vi — @) (tp,2,) < (V— @) (r,y);

p
soit par continuité de Vy — ®
(Vi = @) (5,2) < (V= @) (ry);
d’ou
(V=2)(s,2) < (V= &) (ry).
On en déduit que (s,z) = (t,x), car on a affaire & un minimum strict. Donc

(tpaxp) — (t,l’) :
p—-+00

En réécrivant (11) avec (r,y) = (t,x) on obtient :

limsup V,(t,,2,) < V(t,z),
p

et avec (12), pour tout k € N:
Vi(t,x) < lminf V,(t,,z,).
p
Et finalement on a bien lim, V,(t,,2,) = V(t,x), ce qui complete la démonstration. O

Théoreme 3.2 V est une sur-solution sur |0, T[xR™ de I"équation suivante :

{ —Vi(t,x) + F (t,2,V V(t,x),V*V(t,x)) =0
V<T7I) = g(:)?)

avec : .
F(tx,q,S) = sup [—— Tr(oo*(t,x,u)S) — b(t,z,u).q

ue U(t,z,q)
si Ult,z,q) # 0 et F(t,x,q,S) = —oo sinon. L’ensemble U(t,x,q) est défini ainsi:

Utz,q) = {u € Ulo™(t,z,u)g = 0} .
Siq=0, Utx,q) = U.

10



Preuve. Soient (¢,2) €]0,T[xR" et ® € C? tels que V— @ a un minimum local strict
n (t,x). Alors (voir le lemme précédent) il existe une suite (¢,,z,) telle que:

limPHJrOO(tpaxp) = (t,SU);
lim, 400 Vy(tp,2,) = V(t,2);
V, — ® has a minimum at (¢,,2,).

Comme V,, est une sur-solution de I'équation (9):

00 T
—E(tp,xp) + sup —5Tr (00" (tp,2p,u) V2P (tp,2y))

p—1

—b(tp,zp,u). VO(ty,2,) — m
p\lpsLp

o (thp?“)vq)(tpaxp) ||2

> 0.

Soit u, € U tel que supy [...] est atteint au point wu,. Un tel état de controle u, existe car
les fonctions b et o sont continues sur U et U est compact. Donc on a pour tout p:

o0d 1 .
(13) _E(tpaxp) - §Tr (00 (tp,mp,up)VQCD(tp,ajp))
p - 1 * 2
prLp,Up prlp 2Vp(tp,$p) prLp,Up prlp

> 0.

De plus comme U est compact, quitte a prendre une sous-suite, la suite (u,) converge vers
u € U. La fonction V,, est bornée, et si on considere les limites suivantes:

Z) 1imp (_%_T(tpaxp) - %Tr (00" (tp,pup) V2P (tp,)) — b(tp@paup)‘vq)(tpaxp))
it) limy, [|o™ (tp,2p,u,) VO (tp,,) |12

ces limites existent dans R par continuité. Si la seconde limite n’est pas égale a 0, il existe
un entier p tel que I'inégalité (13) n’est plus vérifiée. Ainsi on a:

o*(t,x,u)Ve(t,x) =0,

i.e. u est dans U(t,z,V®(t,z)); en particulier U(¢,2,V®(t,x)) est non vide. L” inégalité (13)
nous donne:
0P 1 . )
_E(tpaxp) - §T1" (UU (tp,Tp,up)V CI)(tznxp)) = b(tp,ap,ttp).V O (tp,2p)
p— * 2
> ———||o*(t),x,,u, ) VO(t,,2,)]|*.
S 1 () V0t )|

En passant a la limite quand p — +o0o on obtient :

_%_f(t,x) - %Tr (00" (t.ou)V2(t,7)) — b(t.z,u).VO(ta) > 0.
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Pour conclure la fonction V est une sur-solution de 1’équation :

{ —Vi(t,z) + F (t,2,VV(t,z),V2V(t,x)) = 0;
V(T,x) = g(x).

0

Remarque 3.2 On a également prouvé que si V — ® a un minimum en (t,x), alors
Uensemble U(t,x,V®(t,x)) n'est pas vide.

L’E.D.P. (2) obtenue est exactement la méme E.D.P. que celle obtenue dans [9], p. 10.
L’E.D.P. (2) est dite elliptique et géométrique car 'opérateur F' vérifie respectivement les
propriétés suivantes:

1. F(t,z,q,S) > F(t,z,q,R) sur [0,T] x R" x R" x Sym(n) si S < R;

2. pour tout A € R*, pour tout v € R

F(t,z,\q,\S) = AF(t,x,q,S) et F(t,x,q,S +vqq¢") = F(t,2,q,5).

3.3 V est la plus petite sur-solution

Pour montrer le résultat suivant qui caractérise la fonction-valeur V, on va appliquer
le théoreme de comparaison 3.1 a la fonction H.

Lemme 3.2 L’opérateur H défini par (8) satisfait les conditions (F1)-(F9) du théoréme
3.1.

Preuve.

e (F 1): on va montrer que H est continue sur tout le domaine [0,7] x R™ x R" x Sym(n).
On peut signaler que pour tout (¢,x,u) fixé, b(t,z,u).q+ %Tr (oco*(t,z,u)S) est une fonction
linéaire de (¢,5). Donc H(t,x,.,.) est une fonction convexe sur R" x Sym(n).

De plus la fonction (¢,2,q,5,u) — —%Tr (oco*(t,x,u)S) — b(t,x,u).q est uniformément
continue sur les compacts. Or U est supposé compact. Donc on en déduit que H est
continue. On a méme un peu plus: H(t,.,q,S) est localement Lipschitzienne pour tout
(t,q,5). Soit a > 0 et x,y dans R" tels que |z|,|y| < a. Pour (¢,x,q,5) on suppose que le
supremum est atteint en w, pour (t,y,q,S) en v. Alors:

1
H(t,l’,q,S) - H(t7y7Q7S) = —§TI' (O'U*(t,ZIZ,U)S) - b(t,x,u)q

1
—sup —-Tr (OJ* (t,y,’l})S) - b(tayav)q
velU 2

S _%Tr (0‘0‘* (t,x,u)S) - b(t,ﬂf,u)q
1
5T (00" (t.y,u)S) + bt y.u).q
(1) < K, (S| +lgl) |z =yl

12



car b et o sont localement Lipschitziennes, et :
1
H(tw.q,5) = H(ty.q,5) = —5Tr(o0"(ta,0)S) = b(tz,v).q

1
+5 e (00" (ty,0)5) +b(t.y.v).q
—Ko (|S|+ [al) |z =yl

v

(15)

Finalement H est continu sur [0,7] x R™ x R"™ x Sym(n).
o (F2)-(F5); (F7)et (F8): immédiat, car H(¢,x,.,.) est continue en (0,0) € R™ x Sym(n),
b et o sont bornées, et enfin H ne dépend pas de r.
o (F6):
H(t,x,.,S) est une fonction convexe donc est localement Lipschitzienne.
e (FO):

Si ce qui suit est vérifié pour p,v,w > 0:

(o 7) =0 5) = (45 ) e (or)

on a:A+ B < 2wl et |A|,|B| < max(p,7), o 7 = 2v + w. En particulier |A| < R si
R > max(u,7) + 2w. Donc pour |¢| < R:

H(taxa(LA) - H<t7y7Q) - B) Z H<t7x7q7A) ( Y Q7 2(")-[)
> H(tw.q,A) — H(t.y.q,A)
+H(ty.q,A) — H(ty,q,A = 2wl).

Les inégalités (14) et (15) impliquent que H(t,.,q,A) est localement Lipschitzienne. Donc
il existe un module 6 = 0 défini pour ¢ > 0 par

0(t) = sup {|H(t,x,q,A) — H(t,y.q,A)|; |z —y| <t |z] <t}.

6 est bien défini, croissant avec 6(0) = 0 et ne dépend que de R, car comme |A|,|q| < R,
s |z |yl < a:
|H(t,$,q,A) - H(tay7Q7A)’ < 2KaR|'T - y|

On obtient alors
H(t,7,q,A) — H(ty,q.A) > —0(|lz — yl),
et
O
Théoréme 3.3 (caractérisation de V) V est la plus petite sur-solution de (2), vérifiant
la condition (C 1) : il existe un nombre réel K > 0 tel que, pour tout (t,z) € [0,T] x R",

on ait:
Vit,x) > —K(|z| +1).
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Preuve. Soit W une sur-solution de (2) avec W(T',.) > ¢g(.) et pour laquelle il existe
K > 0 tel que, pour tout (¢,2) € [0,7] x R", on ait:
W(t,z) > —K(|Jz| +1).

En particulier W vérifie la condition (C 1). Alors pour ® € C? et pour (t,x) €]0,T[xR"
tels que W — @ ait un minimum en (¢,z):

0o 1 * 2

——(t,x) + sup —=Tr (oo™ (t,z,u)V*®(t,z)) — b(t,z,u).Ve(t.z)| >0,
ot ueU(t,z,Vo(t,z)) 2

d’ou:

_%—f(t,w) + sup {—%Tr (oo™ (t,zu) V2P (L)) — b(t,m,u).V@(t,x)] > ().
uelU

Ainsi W est une sur-solution de I’équation (7). Or 1 est une sous-solution de (7) avec
1 < g. Donc grace au théoreme de comparaison cité précédemment (dont les hypotheses
sur H ont été vérifiées dans le lemme précédent), 1 < W sur [0,7] x R™. En effet il suffit
de remarquer pour vérifier les hypotheses (C2) et (C3) avec f =1 et h=W que

f{(Tx) = h(Ty) < g(x) — g(y).

Comme g est uniformément continue, le module my existe (C2):

mr(t) = sup {|g(z) — g(y)|; |v —y| < t};

et comme g est bornée, (C3) est immédiat.
Maintenant on va montrer que: V) < W” pour tout p, et on en déduira: V. < W. On sait
que V7 est sous-solution de:

(V)

ot

(t.a) +H (t,2,V (VD) (t,2),V? (VE) (t.a)) =0,

avec VE(T,.) = g(). L’idée est donc de prouver que W? est sur-solution de (7). Soit
d e CH2, (t,x) €]0,T[xR™ tels que:

(WP — @) (t,z) = 0 = min (WP — D).

Comme W(t,z) > 1, sur un voisinage de (¢,z), et donc, sans perte de généralité, partout

® > 0. Ainsi: WP > & >0, i.e. W > ®» > 0. Comme W est une sur-solution de (2), on
obtient :

o (o)
o )
+ sup [—%Tr (00*(t,x,u)v2 <<P%> (t,x))

uEU(t,m,V <q>%> (t,x))

Cb(tu).V (cbi) (t,x)] > 0.
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D’un autre coté

U (t,yc,V (q)%) (t,x)) - {u € Ulo* (t,u).V (q>%> (ta) = o}
= {ue Ulo*(t,x,u).VP(t,x) =0}
= U(t,z,VO(t,x))

car ® # 0. Et on déduit:

v sup [—%Tr <aa*(t,x,u) @qﬁ‘l(t,xw?@(t,x)))

wEU(t,e, Vo(tx))
1
—b(t,zu). (-q>i—1(t,x)vq>(t,x>>
p

1 1 1_o 2:|
——— | = =1)®r *(t,2)||0c*(t,xz,u)VO(t,z > 0.
% <p ) (t.x)[lo"(t,z,u)Ve(tr)|
Alors:

0

1
——(t,x) + sup [——Tr (oo™ (tz,u)V*®(t,a)) — b(t,x,u).vq)(t,x)} >0,
ot weU (e, V() L 2

—a—é(t,x) + sup [—lTr (oo™ (t,zu) V2P (L)) — b(t,x,u).V@(t,x)] > 0.
ot uelU 2

Donc W? est une sur-solution de (7), et avec le méme théoreme de comparaison, sachant
que 1 < Vg < 2 et que:

VI(T,x) = W(Tyy) < g(x) — g(y),

on peut conclure que:
Vp, WP > VP > 1;

d’ou Vp, W >V, et finalement W > V. O
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4 Etude du comportement de V pres de T

Par rapport aux résultats de [3], on n’a pas démontré que V est continue. S’il existe des
solutions discontinues avec donnée finale discontinue (cf. [9]), ici, sachant que la donnée
finale g est continue, on aimerait avoir la continuité des solutions. Pour étudier un peu
plus la régularité de V, on introduit les deux fonctions suivantes :

Y(t,x) € [0,T] x R*,  Vi(tz) = limsup V,(¢,2"),
(16) (ta) (1)

p——+oo

Vo € R”, V(T,JJ) = lim inf(t’x/)ﬂ(T—’m) V(t,ZE,).
Par définition, V¥ est semi-continue supérieurement. De plus on a les relations :

Y(txz) € [0,7] x R, V(t,x) < V¥(t,x)
{ Vo e R™, g(x) < V(T,z) < VH(T )

En effet pour tout (¢,z) € [0,7] x R™, pour toute suite de points (¢,,x,) — (t,z), et
p—+o0

pour tout p > k:
Vi(tp,zp) < Vp(tpxp),

d’ou la premiere inégalité en prenant d’abord la limite supérieure sur p, puis la limite sur
k. Ensuite pour tout z € R™, pour toute suite de points (t,,z,) —+> (T,x), et pour tout
p—+oo
keN:
Vi(tp,zp) < V(tp,ap).

Donc en prenant la limite inférieure sur p, sachant que pour tout k, Vi(7,.) = g(.), on
a g < V. Enfin la derniére vient du fait que V* est semi-continue supérieurement, et que

V<V < VE

4.1 Propriétés de V*
Proposition 4.1 V* est une sous-solution de (2).

Preuve. On va d’abord montrer que V,, est une sous-solution de (2). Puis on utilisera
un théoreme de stabilité des solutions de viscosité. Comme V,, est une sous-solution de
(9), pour ® € C*2, et (t,,x,) tels que V, — ® a un maximum en (t,,z,)

0P

1 *
—E(tp,xp) + 51618 —§Tr (oa (tp,xp,u)v2®(tp,mp))
p—1 .
_b(tpvmpau)-vq)(tpaxp) - 2Vp(tp,xp) o (tpvxpvu)v(p(tpawp)HQ

<0.
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Donc pour tout u € U

0P

L
—E(tp,:cp) + —§Tr (aa (tp,:cp,u)V2<I>(tp,xp))

p—1

—b(tp,.Tp,U).vq)(tp,l'p) — m
p\*pr»*p

ua*@p,xp,u)vq»@p,xp)H?}

<0.

Si U(t,,z,, VO(t,,x,)) est non vide, pour tout u, € U(t,,x,,V®(t,,2,))

0P

1 *
_E(tpvxp) + —§Tr (0‘7 (tpvl‘p’up)vzq)(tpaxp)) - b(tpal‘paup)-vq)(tpaxp)} < 0.

Sinon si U(t,,x,,V®(t,,x,)) = 0, on a trivialement le résultat. Donc V, est bien une
sous-solution de viscosité de (2):

ov,

—W(t,x) + F, (t,2,VV,(t,2),V?V,(t,z)) =0

En appliquant le théoreme de stabilité 8.7 de [1], V¥ est une sous-solution de (2):

f
—%(t,x) + F, (t,2,VVi(t,z),V*Vi(t,x)) = 0.

O

Proposition 4.2 V¥ a la propriété suivante: si VV(T\Z) > g(z), et si V¥ — ¢ admet un
mazximum au point T pour ¢ € C*(R™), alors :

I(te,xr,qr) PR (T2,Vé(z)) t.q. Ultpzrq) =10

— 00

Preuve. Supposons que nous ayons une fonction ¢ € C*(R") telle que

Vo £z ¢(x) > V(T ),
o (o) = VA(T.0)
et que

(18) VHT,z) > g(Z).

Remarquons que I'hypothese (17) implique que la fonction ¢ est minorée par 1. De plus
nous ajoutons l'hypothese suivante: il existe un voisinage (borné) N de
(T,z,V¢(x)) tel que pour tout (¢,2,q) € N, U(t,z,q) # 0.

On définit sur [0,77] x R™ la fonction suivante

Vol(tz) = (T —t) 4+ ¢(x) + % |z — 2|
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e Sur ce voisinage N, la fonction
1
(t,z,u) — —§Tr (oo™ (t,2,u) Vo (t,2)) — blt,x,u).Vipe(t,x)

ne dépend pas de « et est bornée. Donc il existe un a > % pour lequel
1
(19) a + sup —§Tr (oo™ (t,z,u) Vo (t,2)) — b(t,z,u). Vi (tz)| > 1,
u€eU

pourvu que (£,x) soit dans un voisinage de (7,Z). On considere la fonction V, — ¢,. Cette
fonction a un maximum global sur [0,7] x R™ en (s,,y,). A une sous-suite pres, la suite
Sp est convergente vers s.

e D’abord on prouve que s, > 0 pour tout p > 1. Sinon pour tout (t,z) € [0,7] x R"

Vylt) — 6(z) — (T — 1) — ¢ |o — 2 < V,(0) — 6(u) — T — 3 |y, — 7
d’ou en évaluant ce qui précede en y,, on obtient pour tout ¢ € [0,7]]
at < Vy(0,95) = Vp(typ),
et en utilisant le fait que 1 <V, <2
at <V,(0,y,) — V,(ty,) <1

Donc comme on a choisi o > %, on aboutit a une contradiction.
e On considere une suite
(1p2p) — (1'Z) (p — +00)

vérifiant
Vp(rp,zp) = VHT,Z) (p — +00).

Par définition de (s,,y,)
(20) (Vp —Va) (51771/1)) > Vp(rmzp) - 1/’a<rp>zp>a
et V,(rp,2p) — Yalrp,2,) — 0 quand p — +o0. Or

1

(Vp — Vo) (Spayp) = vp(sp,yp) - ¢(yp) —a(T —sp) — 5

—2
2|yp_x|7

et les suites V,(sp,y,), a(T — s,) sont bornées, ¢(y,) est minorée par 1. Ainsi la suite
(yp)pest bornée, donc a une sous-suite pres, converge vers y. S’il existe ng tel que pour
tout p > nyg, s, = T, I'inégalité (20) devient :

9(Yp) — (Yp) = Vip(rp,2p) — Yalrp,2p),
et par passage a la limite, g(y) — ¢(y) > 0. Or d’apres (17) et (18):

Ve £Z d(z) > VE(T) > gla),
o(7) = VH(T.2) > g(2).
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Finalement il existe une sous-suite p, — 400 (n — +00) telle que

VneN, 0<s, <T.

e Maintenant (s, ,yp,) — (s,y) (n — 400) et on obtient en prenant dans 'inégalité (20)
la limite supérieure en n, sachant que V* est semi-continue supérieurement :

0 < Vﬁ(say) - wa(say>
= Vi(s) — bls) — ofT — 5) — 3 ly — o
< 0.

Donc s =T et y =z, i.e. (sp,,Yp,) — (I,Z) (n — 400).
e V,, sous-solution sur ]0,7[xR™ donne

1 .
-t sup | =5 Tk (00 (5, 1 10) V(5 )
ue

pn - 1 *
o <spn,ypn,u).v@wa(spvl,ypn)H

—b(8psYpn ) -Viba(Sp, Yp,) — m
Pn\°PnIPn

<0.

Pour n assez grand, (Sp, ,Yp., VUa(Sp,:Yp,)) st dans le voisinage N de (T,z,V¢(z)). Ainsi
il existe u,, dans U (sp, ,Yp,,V¥a(Sp,:Yp,)), d’0OU:

1 .
a + —§Tr (‘70 (spn:ypnaupn)vz¢a(3pnaypn>) - b(spnvypnaupn)~vwa(3pnaypn)} <0,

ce qui contredit l'inégalité (19).
e En conclusion il existe une suite (¢x,xx,q) convergente vers (T,z,Vo(z)), telle que pour
tout k, U(tg,zr,qx) = 0. U

4.2 Propriétés de V
Rappelons la définition de V:

V(T,z) = liminf V(t,2').

(t,x")— (T~ ,x)

Proposition 4.3 Si pour ¢ de classe C?, bornée, V — ¢ a un minimum global strict au
point xq, alors il existe u € U vérifiant :

o (T,xo,u).Vo(xg) = 0.

Preuve. On considere une suite (¢,,x,) convergente vers (T',xq) avec t, < T telle que
V(tn,zn) — V(T,zo). En définissant pour o > 0 la fonction suivante :

(T—t)? Wn(T—-t)A0

¢n(t7x> = (b(l‘) _Oé|x_$0|2 - T—t, (ln(T_tn)>2’
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on obtient :
(V - an)(tvx) - +OO,

quand |z — x9| — +oo et t — T~ car V et ¢ sont bornées et car

In(T"—t) AO
C (In(T —t,))? = 0.

Ainsi la fonction V — ¢,, admet un minimum en un point (s,,y,) €]0,7[xR"™. On démontre
que:
(Snyyn) — (T,x0).
En effet on a par définition :
V(Sn;yn) - ¢n(snayn) S V(tnyxn> - an(t'mxn)

1
= V(tyz,) — d(xn) + alz, — x> + (T —t,) +

In(T —t,)

et:

(21) V(Snvyn> - ¢n(5nayn) Z V<Sn,yn) - (b(yn) + a|yn - 'T0|2 +

Donc a cause du fait que V et ¢ sont bornées, nécessairement :
Sp — T (n — 400)

et la suite (a|y, — o|?),, est bornée. A une sous-suite pres, y,, converge vers z. En passant
a la limite dans (21):
V(T\xo) — ¢(x0) = V(T,2) — ¢(2)

et comme V — ¢ a un minimum strict en xy, 2 = xy, d’ou:
Yn — To (N — +00).

De la preuve que V est une sur-solution (cf. proposition 3.2 et la remarque qui suit), il
existe u, € U tel que:
0" (SnsYnstn)- Voo (Sn,yn) = 0.

Or U est compact, donc on peut supposer u,, — u € U. De plus:
Von(s,x) = Vo(r) — 2a(x — )

donc en passant a la limite:

o (T xo,u). V() = 0.
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5 Reégularité et unicité

Jusqu’ici on n’a fait aucune hypothese de régularité a propos de 'opérateur F. A partir
de maintenant on va essayer d’introduire des conditions plus strictives qui permettent de
démontrer 'unicité en tant que solution de viscosité et la continuité de V.

Dans cette partie on suppose que la condition suivante est vérifiée :

(22) V(tazq) € [0,T] x R" x R", ¢ # 0, U(t,2,q) # 0.
Proposition 5.1 Awvec l'hypothése (22), on a le résultat suivant :
Vo € R", VH(T,x) < g(x).

Preuve. Supposons qu'il existe zy € R pour lequel : V¥(T,z0) > g(z0)+¢, avec £ > 0.
Soit 8 > 4 tel que:

Ve € B, Do — aof? + glao) + 5 > g(x) + 5.

Un tel § existe parce que g est bornée et continue. Soit « assez grand pour que:

19
aT+§]x—x0]2+g(xo)+§ >3

et soit : p
€
(I)(t,JT) = Oé(T — t) + E‘I — l’0|2 + g(Io) + 5
Alors:
1) = gla)+ 7
¢(0,2) > 3.
En conséquence, pour tout p:
(23) O(Tx) > V,(T.a)+ Z;
(24) ®(0,2) > V,(0,z)+ 1.

Il existe une sous-suite (pg) et un (tx,xr) — (T,zo) vérifiant :

lim Vpk (tk7ZL‘k) = Vﬁ(T,ZE()) > g(xo) + €.

k—+oc0

Donc si k assez grand,
(25) Vpk (tk,l'k) > @(tk,xk)
car ®(T,xy) = g(wo) + 5. Comme les fonctions V,, sont bornées (par 2)

lim = (V,, —®) = +oo.

|x—x0|—400
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Ainsi V,, — ® a un maximum local en un point (sg,yx) € [0,7] x R™. Ce maximum est
strictement positif d’apres (25). Donc des équations (23) et (24), on déduit que s; €]0,T7.
Ainsi 2 > V,, (s,0x) > @(sp.01), et 2 > 2y, — x|* d’ott

(26) lyr — xo)* < 1.

V,,. est une sous-solution sur |0,7[xR"™ de (9), ainsi:

o+ sug —gTr (0™ (Sk,Yk,u)) — BO(Sk,yk,u).(Yp — o)
ue

pr—1 20| % 2
N . — < 0.
2Vpk(3k7yk)ﬁ o™ (S yr:w) (Yr — o) || 1 <

Soit ug € U vérifiant o*(sg,yr,ur)(yx — xo) = 0, qui existe d’apres 'hypothese (22). On
obtient alors:

g ;
at |- (00" (sksynsur)) — BO(k,ykur)-(yr — xo) | < 0.
Comme o et b sont bornées par une constante K, en utilisant I'inégalité (26), on en déduit
3

Si au préalable on a choisi o > 2K 3, on aboutit a une contradiction. ([l
Ce résultat et inégalité V < V* donnent

Ve e R", V(T,z) = g(x).

De plus on a g(.) = V(T,.) = V¥(T.) avec V sur-solution, V* sous-solution. Si on pouvait
appliquer le théoreme de comparaison 3.1 avec V et V¥, on obtiendrait V > V* sur tout
le domaine, d'ott V = V*. Alors V serait continue et I'unique solution de viscosité de
(2). Pour cela on doit commencer par trouver une hypotheése permettant de prouver la
continuité de lopérateur F' sur [0,7] x R™ x R™\ {0} x Sym(n). Comme dans [9], on
introduit donc la condition suivante :

pour tout (to,x0,q0) € [0,7] x R™ x R™ et ug € U(tg,x0,q0), il existe une application

(27) w:[0,T] xR"xR"* - U

satisfaisant
ﬁ(t07x07q0> = Uy,
a(t,r,q) € U(t,z,q) pour tout (t,x,q) € [0,T] x R™ x R",
@ continue sur {(t,x,q); ¢ # 0}.

Lemme 5.1 Sous cette hypothése (27), F est continue sur [0,7] x R* x R™\ {0} x Sym(n).
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Preuve. Soit une suite (t,,2,,q,,5,) convergente vers (to,0,90,50) avec pour tout
n €N, g, #0.
e Montrons d’abord que F' est semi-continue supérieurement. Soit w, € U(t,,Zn,qn)
réalisant le supremum, i.e.

F(tnyxnanS’n) = sup {w(tnaxn7Qn7Sn7u)}

UGU(tn,Inv‘In)

= w(tnaxna%wsnvun)

ou ¢ est la fonction suivante
1
»(tx,q,Su) = —§Tr (oo™ (t,x,u)S) — b(t,xu)q.
A une sous-suite pres, on peut supposer que u, converge vers uy € U. Comme on a
Vn € N, 0" (tn,2n,un)q, =0,
par pass