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Introduction

En théorie électromagnétique classique, les équations d’une particule dans un champ
électromagnétique (E, B) du mouvement peuvent s’obtenir a partir d’un principe varia-
tionnel et d’une action :

S[A]:/F/\*F+/ *JINA
M M

Le probleme est que A n’est pas forcément défini partout et donc il faut donner un sens a
Il v J N A Classiquement, M = R% et il n’y a pas de probleme car on a une seule carte.
Donc A est entierement définie. Mais on peut définir quelque chose de plus général pour
n’importe quelle variété compacte sans bord.

Dans la théorie quantique, a la Feynman, on part de action classique S[A] = [ IR
“F et on cherche a calculer :

<eprM *J/\A> = /DAeprMFA *F + [, *JAA

(boucle de Wilson), ou DA signifie que 1'on integre sur A. Et la il est nécessaire de donner
un sens a exp([,, *J N A).

Le but de ce travail est de donner un début de définition a cette intégrale. Dans un
premier temps, on va travailler sur les formes différentielles et de la sur les groupes de
cohomologie de de Rham. Ensuite on va passer aux simplexes et aux groupes d’homologie
singuliere et on finira en montrant que ces groupes sont les duaux des groupes de cohomolo-
gie. La troisieme partie est consacrée a la “collating formula”, qui est la formule permet-
tant justement un début de définition de I'intégrale en question. Enfin dans une quatrieme
partie, on va voir comment les résultats précédents s’appliquent a l’electromagnétisme,
via les équations de Maxwell.



1 Variétés, formes différentielles, cohomologie de de
Rham

1.1 Quelques rappels sur les variétés
Variétés

Définition 1.1.1
On appelle espace topologique un espace E sur lequel a été défini un ensemble de parties
de E, les ouverts, satisfaisant les propriétés suivantes :

e toute réunion (finie ou non) d’ouverts est ouverte
e toute intersection finie d’ouverts est ouverte

o F et l'ensemble vide sont ouverts.

Sur cet ensemble E, on définit alors les fermés (complémentaires des ouverts), les
voisinages (voisinage d’un point x : ensemble contenant un ouvert contenant x), et :

Définition 1.1.2
Un espace topologique est dit séparé (ou de Hausdorf) si deuz points quelconques dis-
tincts possedent des voisinages disjoints.

Définition 1.1.3

Une wvariété (topologique) M de dimension n est un espace topologique séparé dont
chaque point possede un voisinage homéomorphe a R"™, c’est-a-dire un espace qui est la
réunion d’une famille d’ouverts homéomorphes a R™.

Soit U un de ces ouverts et ¢ I’homéomorphisme de U sur R™. Le couple (U, ¢) est
appelé carte (ou systéme de coordonnées locales). L’ensemble des cartes est appelé atlas.

Un atlas est de classe C? si étant données deux cartes quelconques (Uy, ¢1) et (Us, ¢2),
I'application ¢5 0 ¢; " est un difféomorphisme de classe CP entre les ouverts de R™ images
de Uy N U, par les homéomorphismes ¢; et ¢s.

La donnée d’un atlas de classe CP munit M d’une structure différentiable de classe
CP. On dit alors que M est une variété différentiable de classe CP.

Définition 1.1.4

Une variété M munie d’un atlas (Us, ¢;) est dite paracompacte si la collection d’ouverts
U; est localement finie, i.e. si chaque point x € M a un voisinage W, qui rencontre
seulement un nombre fini des U;, c’est-a-dire Uy N W, = 0 sauf pour un nombre fini de
1.



Définition 1.1.5
Une partition de l'unité de classe CP sur une variété différentiable M est une collection
de fonctions (0;);cr de classe C? telles que :

1. 6; > 0 et 0; est a support compact pour tout i € 1

2. la collection (supp 0;)icr est localement finie (voir définition précédente)

> 0i(z) = 1

el

3. pour tout x € M :

Définition 1.1.6
Une partition de l'unité {0;} est dite subordonnée a un recouvrement {U,} si pour tout
1 1l existe un « tel que supp 0; C U,.

Théoreme 1.1.1
Pour tout atlas {U,} d’une variété différentiable M, de classe CP, il existe une partition
de lunité {0;}, de classe CP, subordonnée a {U,}.

Pour la démonstration de ce théoréeme, voir par exemple Choquet-Bruhat [3], page
68. L’idée est de travailler d’abord sur R™ avec des fonctions du genre e/ :’32, puis de
remonter le résultat sur la variété par les cartes. Dans le cas d’une variété compacte, on
peut imposer aussi que le support des #; soit compact dans chaque U;.

A partir de maintenant, sauf mention du contraire, quand on parlera de variété, on sous-
entendra variété de classe C*°, donc de partition de l'unité de classe C'*°.

Espaces tangents

Soient M et N deux variétés. Une application de M dans N est dite différentiable de
classe CP au point x, s'il existe des cartes locales (U, ¢) de M, xy € U, et (V,4) de N,
yo = f(xg) € V telles que lapplication de R"™ dans R, ¢ o f o ¢! soit différentiable.
Pour toutes les propriétés sur ces fonctions et les sous-variétés, voir [3] (chapitre 1.A).
On appelle courbe tracée sur M une application de [a,b] dans M (les bornes de I'intervalle
de définition ne jouent aucun role). Pour x € M, on consideére I'ensemble suivant :

Co(M) = {a : [—€€¢ — M,C* a(0) =z}
Soit (U, ¢) une carte en z (x € U). On munit C,(M) de la relation d’équivalence suivante

d(¢ o a) d(¢ o B)
~f & —=(0) = ——=(0
anf & S 0) = S22 )
Par la formule de Leibniz sur les dérivées et comme ¢ est un difféomorphisme, on vérifie

que ~ est bien définie sur C, (M), i.e. ne dépend pas de la carte choisie.

Définition 1.1.7
Une classe d’équivalence sur C,(M) est appelée vecteur tangent en x a M et l’espace
des classes d’équivalence est appelé espace tangent en x a M et est noté : T(M).

3



On munit 7, (M) d'une structure d’espace vectoriel et on montre qu’alors T, (M) est
de dimension n, si M est de dimension n.
On définit alors 7'M comme :

TM = {(m,vn),me M,v,, € T,,(M)}

T M est muni de facon naturelle d'une structure de variété différentiable de dimension 2n.
C’est [’espace fibré des vecteurs tangents a une variété . On a une projection naturelle 7
de TM sur M, définie par 7(x,v,) = x. Voir le paragraphe suivant pour une définition
plus générale des espaces fibrés.

Attention, si localement T'M est homéomorphe a R™ x R”, il n’est pas en général glob-
alement homéomorphe a M x R™.

Revenons aux fonctions d’une variété dans une autre. Si f est une application de M
dans N, pour x € M, on introduit d, f, fonction de T, (M) dans Ty (IN) qui, & un vecteur
tangent « en z a M (classe de «), associe la classe d’équivalence de f o . On vérifie
sans difficulté que d,f est bien définie et est R-linéaire. On peut maintenant définir la
différentielle de f de TM dans T'N, notée df, par df (z,v,) = (f(x),d.f(vs)).

Elle vérifie en particulier : dgodf = d(go f) (formule de Leibniz). Cette notion prolonge
la notion de différentielle d'une fonction de R™ dans RP.
On va terminer ce paragraphe par une derniére définition, celle d’'un champ de vecteurs.

Définition 1.1.8

Un champ de vecteurs X est une section associée a w, i.e. mo X = Id(M), c’est-
a-dire une application différentiable de M dans TM qui a un point x € M associe un
vecteur tangent v, € T,(M).

L’ensemble des champs de vecteurs est un module sur 'anneau des fonctions C*°(M).

Espaces fibrés

Soit M une variété et G un groupe de Lie, c’est-a-dire un groupe qui est aussi une
variété différentiable tel que I'opération de groupe (a,b) € G x G — ab™! € G est une
application différentiable entre les variétés G x G et G (voir a ce sujet par exemple [2],
chapitre 1, paragraphe 4).

Définition 1.1.9
Un espace fibré principal ou fibré principal sur M avec pour groupe G consiste en une
variété P et une action de G sur P qui satisfont les conditions suivantes ;

1. G agit librement a droite sur P;

2. M est lespace quotient de P par la relation d’équivalence induite par G, M = P/G,
et la projection canonique ™ : P — M est différentiable;

3. P est localement triviale : tout point x de M admet un voisinage U tel que m=(U)
est isomorphe o U X G, i.e. il existe un difféomorphisme ¢ : 7Y (U) — U x G
tel que ¥(u) = (m(u),Pp(u)) ot ¢ est une application de 7= *(U) dans G vérifiant
d(ug) = (¢p(u))g pour tout u € 7= 1(U) et tout g € G.
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Un fibré principal est noté P(M,G, ) ou simplement P(M,G). Pour tout x € M,
77 1(x) est appelé fibre sur x . C’est une sous-variété de P, difféomorphe & G.
On considere un recouvrement Y = {U,} de M pour lequel chaque 7! (U,,) est pourvu du
difféommorphisme qui envoie 7~ (U,) sur U, x G, qui est de la forme u +— (7(u), ¢po(u)).
Siu e U, NUg, alors :

$5(ug)(Pa(ug)) ™" = ds(u)(da(u)) ™"

ce qui prouve que @gz(u)(¢pq(u))™' dépend uniquement de 7(u) et pas de u. On définit
alors une application ¢,3 de U, N U dans G par :

Yap(m(w)) = ds(u)(dalu)) ™

Définition 1.1.10
L’ensemble de ces fonctions 1ap est appelé fonctions de transition sur le fibré P cor-
respondant au recouvrement {U, }.

Il est facile de vérifier :
¢aﬁ(u) = waﬂ/(u)d}vﬁ(u) (11)
pour u € U, NUg N U,. Réciproquement on a :

Proposition 1.1.1

Soit M une variété, {U,} un recouvrement de M et G un groupe de Lie. Si on se
donne une famille de fonctions Vag définies sur U, N Ug vérifiant I’égalité (1.1), on peut
construire un espace fibré principal P(M,G) ayant les fonctions 1.z pour fonctions de
transition.

démonstration : voir [2], page 52, proposition 5.2

Si P(M,G) est un fibré principal et si F' est une variété sur laquelle G agit a gauche, on
peut montrer (voir [2], pages 54-55) qu’on peut faire agir G a droite sur P x F', que espace
quotient noté E obtenu alors, est une variété et I'application de P x F dans M qui a (u,()
associe 7(u) induit une application 7r de E dans M telle que ng(U) est isomorphe & U x F
pour tout ouvert U de M. E ou plus précisément E(M, F,G, P) est 'espace fibré de base M,
avec la fibre standard F et le groupe (de structure) G, associé au fibré principal P .

Le fibré tangent & une variété est un exemple de fibré (vectoriel) associé & un fibré principal.
Si la variété M est de dimension n, on considere en chaque point x € M une base Xq,...,X,
de l'espace tangent T, (M). Soit L(M) I'ensemble de toutes ces bases en tous les points de M
et soit m 'application de L(M) dans M qui & une base en x associe x. Le groupe GL(n,R) agit
a droite sur L(M). T(M) est ainsi le fibré associé avec L(M) et avec pour fibre standard R”.
11 est facile de montrer que la fibre de T (M) au dessus de z € M peut étre considérée comme
T, (M).

Pour plus de détails sur les espaces fibrés, voir [2], chapitre 1, paragraphe 5.



1.2 Algebre tensorielle

Tenseurs

On se place dans le cas d’'un F-module E et on note E’ son espace dual. On définit E?
comme ’ensemble de toutes les applications F-multilinéaires de

Ex..XEXE x...xFE

~
r fois s fois

dans F. 1l est facile de voir que Ef est un F-module et By = E° = EjJ = F. Notons que
E' = E” et E; = E'. On définit aussi les sommes directes suivantes :

(o]

E, = @E
r=0
o0

EF — @ES
s=0
o0

E; = P E

r,s=0

Un élément u appartient a E s’il s’exprime sous la forme :

[eS)
_ s
U = E U,
r,s=0

ou les uf € E; sont tous nuls, sauf éventuellement un nombre fini d’entre eux.

Pour w e E7 v € Eﬁ,/, on définit u ® v dans Efi'f,,/ par :

(uw@v) (X1, ..., Xpprrswhy o ™)
= w(Xy,..., X w0 (X, Xt T ,wsl)
pour w!, ... ,w“’*s/ dans F’ et X1,..., X, dans E. Ce produit est bien associatif, mais n’est
pas commutatif en général.
Alors E, et E* sont des F-algebres graduées et E} est une F-algebre bi-graduée, toutes avec ®
comme multiplication. Rappelons qu’une algebre graduée K est une somme directe

+oo
K = @K

r=—00

telle que K, K; C Kys.

Définition 1.2.1

On appelle tenseur un élément de E}, un tenseur dans E; est dit covariant de rang r
et contravariant de rang s. E, est Dalgébre tensorielle covariante, E* [algébre tensorielle
contravariante, E} algebre tensorielle mixte.

Supposons maintenant que F est de type fini de rang n. Alors E est isomorphe & E”. Soit
e1,...,e, une base de E avec comme base duale e!, ... e". Alors :
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Théoréme 1.2.1

{ej, ®...Qe;, @1 ®@...®e,1 <i <n,1<j <n} est une base de E:.

Donc E? est de rang fini n"**.

Dans ce paragraphe, on a défini le produit tensoriel de deux tenseurs. On peut montrer
que cette notion est liée a la notion de produit tensorielle entre modules, dont on va rappeler
maintenant la définition.

On considere V,W et U des espaces vectoriels sur R de dimension finie. On définit d’abord le
produit tensoriel de V' et W. Soit F(V,W) l'espace vectoriel sur R engendré par les couples
(v,w) € (V,W) (c’est 'ensemble des combinaisons linéaires finies de paires (v,w)). On définit
alors le sous-espace R(V,W) engendré par ’ensemble de tous les éléments de F(V,W) de la
forme suivante :

(v1 + v2,w) — (v1,w) — (vo,w)

(v,w1 +wz) — (v,wy) — (v, we)
(av,w) — a(v,w)
(v, aw) — a(v,w)
ou v, w1, v sont dans V, w, wi,ws sont dans W et a est dans R.
Définition 1.2.2

On appelle produit tensoriel de V et de W lespace quotient F(V,W)/R(V,W) et on le note
VeoW.

Le produit tensoriel a les propriétés suivantes :

1. propriété universelle du produit tensoriel :
Soit ¢ Papplication bilinéaire de V' x W dans V' ® W définie par ¢(v,w) = v @ w. Si U
est un autre espace vectoriel, et sil: V x W — U est une application bilinéaire, il existe
une unique application linéaire [ : V @ W — U telle que le diagramme suivant commute :

VW —oveow

!
y
v

U

De plus s’il existe X espace vectoriel et (5 :Vx W — X, vérifiant la méme propriété
universelle, alors il existe un isomorphisme o : V@ W — X tel que a0 ¢ = ¢;

2. V.® W est canoniquement isomorphe a W & V;
3. V@ (W ®U) est canoniquement isomorphe & (V @ W) ® U,
4. dim(V @ W) = dim(V) dim(W);

5. Si{e,i =1,...,ct et {fj,j =1,...,d} sont des bases de V et W, alors {e; ® f;,i =
1,...,cet j=1,...,d} est une base de V@ W.



On peut alors définir a partir de E les F-modules suivants :

F' = F®...QF
————

r fois
E, = F®..F
~—_——

s fois

El = E"®E,

s

On peut définir les tenseurs comme des éléments de ces ensembles. Pour la cohérence des
notations on a la proposition suivante.

Proposition 1.2.1
E,. est isomorphe a E,.

E" est isomorphe a E".

Pour la démonstration de toutes ces propriétés, voir [2], chapitrel, paragraphe 2. La correspon-
dance entre E? et Ef est traitée plus précisément dans le livre de Nelson ([1]).

Algebre de Grassman

Soit Sy 'ensemble des permutations de l'espace {1,...,k}. Si o appartient a S, on définit
:6:EF - EFou E¥ = Ex...x E (k fois), par

(X1, Xi) = (Xo)s- - Xo(r)

Il est & peu prés immédiat que : 007 = Go7. Siu € E,, on définit ou € E, par ou = uog.
On peut définir alors un opérateur d’antisymétrisation A sur E, par :

Au = % Z sgn(o)(ou)

gESy

et on étend cet opérateur sur E, par additivité.

Définition 1.2.3

Un élément u de E, tel que Au = wu est dit antisymétrique ou alterné et est aussi appelé
forme extérieure.

L’ensemble des éléments de E, est noté A, et les éléments de A, sont appelés r-formes.

L’ensemble de tous les tenseurs alternés dans E, est noté A, tel que

A, = iAT
r=0

Soit u € Ay et v € Av. Onpose u Av = A(u®wv). Alors u A v est dans A, 4.

Définition 1.2.4
u A v est le produit extérieur de u et de v.

C’est un produit sur A, associatif qui vérifie :



1. Nt E, X E.v — E,,s est F-bilinéaire;

2. Siu€ E,etve Ey,alorssunv = (—1)(vAu).

A, munie de ce produit est une F-algebre graduée, appelée algebre (covariante) extérieure
ou algébre de Grassman.

On suppose maintenant que E est de type fini de rang n (si F est un corps, E est de dimension
finie n). Soit e, ..., e, une base de E avec comme base duale e, ..., e". Alors :

Théoréme 1.2.2
{e AL Aelr 1<y <ig<...<i.<n} est une base de A,.

A, est donc un F-module de rang C;. Et toute r-forme s’écrit de maniere unique :

w = w|i1...ir|e“ VANPAN GZT

ce qui signifie que 'on a : 41 < 492 < ... < ip. Sion est sur un espace vectoriel de dimension n,
el A...Ae" est une base de A,, ou el
suivante de changement de base :

,...,€e" est une base de E’. Terminons par la proposition

Proposition 1.2.2
Soit w € E,, et vy,...,v, une base de E. Soit w; = aévi. Alors :

w(wy,...,wy) = det(aé)w(vl,...,vn)



1.3 Formes différentielles

Formes extérieures sur une variété

On s’intéresse maintenant & une variété M de dimension n. On a défini sur M les notions
de fibré tangent et de champ de vecteurs. On a rappelé aussi que ’espace tangent en un point
x € M est un espace vectoriel réel de dimension n. Donc on peut définir par exemple 1'algebre
tensorielle des tenseurs covariants de rang p. Notons la (T;(M)),. On peut voir en faisant une
construction analogue a celle des champs de vecteurs que 'on peut munir ’espace des couples
(x,tz) € M x(T;(M)), d’une structure de variété et d’espace fibré (de base M, de fibre standard
R™). On note cet espace (T(M)),. On définit les champs de tenseurs (p covariants) de la fagon
suivante :

Définition 1.3.1

Un champ de tenseurs de type (3) sur une variété M est une section de lespace fibré (T(M)),,
c’est-a-dire une application qui a un point x € M associe un tenseur T'(z) € (Tm)M))g, ot Ty (M)
est l’espace tangent a M en x.

Ce champ est dit différentiable si 'application définie est différentiable, ce qu’on supposera
toujours vrai par la suite. De la on arrive a la définition de forme différentielle.

Définition 1.3.2
Une forme différentielle extérieure de degré p ou p-forme sur M est un champ de tenseurs
p-covariants complétement antisymétriques, i.e. dans ’algébre de Grassman correspondante.
Une p-forme est dite différentiable s’il en est ainsi du champ de vecteurs correspondant.

A partir de maintenant quand on parlera de p-forme, on sous-entendra forme extérieure de
degré p différentiable. On notera AP(M) I’ensemble des p-formes sur une variété M. Bien sir on
a A(M) qui est l'algebre de Grassman avec le produit extérieur défini précédemment qui vient
naturellement comme produit sur les formes et qui vérifie les mémes propriétés.

On va fixer maintenant les notations de la base de 'algébre extérieure d’ordre p. On a
vu que pour un point x € M, pour une base e!,...,e" donnée de T,(M)' toute p-forme w
s'éerit w = w‘ilmir|ei1 A ... Aer. Donc en particulier il n’y a pas de (n+1)-formes. Ceci
nous donne une base de AP(M) sur le domaine d’un systéeme de coordonnées locales (i.e. d’une
carte) en prenant pour {e} le repeére naturel {dz’} ou un changement de ce repére par une
matrice réguliere a§ (8 = aé»dacj). Donc toute p-forme différentielle s’écrit de maniere unique
w = w|i1___ir‘dxi1 A...Ndz' o W}, ...ir| €st une application différentiable de M dans R. Souvent
par abus, on notera wj, ;, au lieu de wy;, ;|-

T

Différentiation extérieure

Sur A(M), on va définir une opération de (anti-) dérivation respectant le fait que A°(M) est
I'ensemble C*°(M,R), i.e. cette opération devra coincider avec 'opération de différentiation des
fonctions définies sur M. On va d’abord la définir localement, puis on passera au cas global.

Théoréeme 1.3.1
Soit U un ouvert de M qui soit le domaine d’une carte. Alors il existe une unique famille
d’applications dy : AF(U) — AFTY(U), pour k > 0, telles que :
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1. si f € A°U) alors dy f est la différentielle usuelle de f;

do

sia € AR(U) et p e A(U), alors : dy(a+ ) = dpa + dyf;
8. deplus ' : dy(aApB) = (dpa) AB + (=1)*a A (dyB);
4. dy(dya) = 0 pour tout a € A¥(U), k> 0.

démonstration :

On va commencer par montrer 1'unicité d’une telle famille. Si o € A*¥(U), « est une somme de
termes de la forme :

fdz AL Nda', avec fe AU, iy < ... <y

Donc
A A " af

d dz'* A ... ANdT**) =
U(f Tt A N dx ) Za

—ldxl Adz A L. A dxte
z
=0

qu’on note par commodité f; dzt Adx™ A ... Adazt, Aot on déduit que diy est unique.
Pour l'existence, soit @ = ay;,. 4, dz** A... Adx' et on définit :

dva = )iy )l de® Ada™ AL A dxt

A priori notre définition dépend du choix de la base. Mais si les assertions (1) et (4) sont valables
quelle que soit la base, alors il s’en suit que cette opération dy est indépendante du choix de
coordonnées. Maintenant il est immédiat que (1) et (2) sont vraies. Notons aussi que si les
i1, ..., sont tous différents sans étre ordonnés, on a bien :

dy(f dz"™* A...Ndz™) = f;dz" Ndz™ AL A da'

(c’est une conséquence de la linéarité de diy et des propriétés de permutation des dxa?).
Pour prouver le (3), posons :

a = g drt A ANdR B o= By datt AL A da!

d’ou : ‘ ‘
aNB = i) By de™ A A dTE Ndpt A LA da
Donc
n
dos 1B , , . .
dy(anp) = '“'“(;if“““ daP Ndz™ AL A dat A daTt AL A dah
p=0

= a‘il---ikLp ﬁ“lﬂ‘dl'p ANdx™ AN do
+ Bljr ity Xir. iy AP A dz A LA dadt
= (duva)np
+ (—1)ka\i1...z‘k\ﬂ\jl.,,mpdx“ Ao oANdx™ AN daP ANdx?t A LN dat

Pour le (4), il suffit de le prouver pour a = f da* A... Adz'. Or

dya = fydat Ndx™ AL dat

'si f est une O-forme, f Aw = fw
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d’ott ' '
dy(dya) = fipda? Adal Ada™ A ... A da'™

ce qui vaut bien 0 car on a f;, = fp-
a
Remarque : si V est un ouvert inclus dans U alors dy(«a |y) = (dpa) |y. On passe

maintenant & une définition globale sur M.

Théoreme 1.3.2
Sur une variété M, il existe une unique famille d’applications d : AF(M) — AFTL(M) telles
que :

1. si f € A°(M) alors df est la différenticlle usuelle de f;
2. sia€ AF(M) et B A((M), alors : d(a+ ) = da + dB;

3. avec :
dlanpB) = (da)AB + (—D)Fa A (dB)

4. d(da)) = 0 pour tout a € A*(U), k> 0.

démonstration :
Soit v € A¥(M). Sip € M , on doit définir da(p). Soit p € U, ou (U, (z,...,2")) est une carte
de M. On pose comme définition :

da(p) = dy(a|v)(p)

Si (V, (y',...,y™)) est une autre carte contenant p, on prend un ouvert W tel quep € W c UNV.
Alors, d’apres la remarque précédente, dy(a |y)(p) = dw(a |w)(p) = dv(a |v)(p). Donc
da(p) est bien défini. Comme (da) |y = dy(a |p7), on voit que da est bien une (k+1)-forme
différentiable. Reste a vérifier les quatre propriétés désirées.

(1). Pour f € A%(M), (df )y = dy(f |v) = différentielle de f sur U. Comme M est recouvert
par des cartes, (1) est vérifiée.

(2). Immédiat.

(3). Pour tout ouvert U lié & une carte, on a :

(dlaAB) v = dulaluv ABlu)
= dy(alv)ABlu + (D) lv Adu(B|v)
= (da) |u ABlu + (=D a |y AdB) |u
= (danp + (-D)randp) v

(4). De méme.

Il faut maintenant montrer I'unicité de cette famille. Soit o € Ak(M ), p € M. On suppose
d’abord que @ = (3 sur un voisinage V de p. Soit h une fonction C'*° sur M telle que h = 1
autour de p et h = 0 en dehors de V. Alors haa = h@ sur M, d’ou on déduit :

d(ha)(p) = dh(p) ANa(p) + h(p) Ada(p) = da(p)

et de méme d(hf3)(p) = dB(p). Donc da(p) = dB(p).
Maintenant, étant donnés « et p, on peut choisir des coordonnées locales autour de p et exprimer
« localement comme :

Q= Qg dz™ A .. A dat
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On peut choisir des fonctions A4;,_;, et X% C® sur M, et égales & Q. €t z* sur un voisinage
de p. Donc o = Ay, 4, dX" A ... NdX" au voisinage de p. Ainsi

do(p) = d(A\z‘l...ik\)(p) N dXil(p) A AN dX (p)
= d(iy..i,)(P) Adz (p) A .. Ada™ (p)

ce qui suffit pour prouver 1'unicité.
O

La propriété (4) se note d> = 0. On a donc le diagramme suivant :

AV (M) =2 AV (M)~ A2 (M) — . —— AR (M) —Z AR (M) —

et ceci jusqu’a A™(M), ou n est la dimension de M. On peut compléter ce diagramme en
ajoutant sur R un opérateur d_; qui envoie les réels dans les fonctions constantes. On a bien
do(d-1) = 0.

On va définir maintenant la notion d’image réciproque d’une forme par une fonction. Soit f une
fonction C™ entre les variétés M et N. Soit w € AF(N).

Définition 1.3.3
On appelle image réciproque (ou pullback) de w par [ qu’on note f*w la k-forme définie sur
M par :

frw(@)(vr,. o) = w(f(2)(def(v1), .., do f(vr))
Si w est une O-forme g (une fonction g), on a: f*g = go f.

Proposition 1.3.1
L’opérateur d commute avec le pullback, i.e. d(f*w) = f*(dw).

démonstration :
e Soit f: M — Net g: N— Rdeclasse C®. Alors f*dg = d(go f) = d(f*g).
En effet, soit x € M et v € T,,(M). Soit ¢ une courbe sur M telle que ¢(0) = v. Alors :

(f*dg)(z)(v) = dg(f(x))(dsf(v))
= dg(f(2))((f o) (0))
= (gofo0)(0)

d(f*g)(@)(v) = ((f*g) 0 c)'(0) = (go foc)(0). ,
Une autre démonstration consiste a considérer des systemes de coordonnées z* sur M, resp. y*
sur N. Alors on a :

99 . of' dg

dg = ~dy’ *dg = -t

9= 5, = [Tdg Dt Dy °

Or : o ) e
gof f* 9y

d = dz¥ = — —dz"

(g0 f) drr " ozt Oyt .

e Soit f: M — N et w € A¥(N) ou k > 1. Localement :

W = Wi, dz' A A dx®

dw = d(wiy i) ANdx AL Adx'
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Alors on obtient : | |
fro = (wigo [)d@™ o f) A Ad(z™ o f)
d’ou :
d(f'w) = dwi, i, © f) Ad(@" o f)A... Ada™ o f)
Et :
[rfdw = fd(wi..q,) A d(aci1 of)A.. A d(gvi’c of)
= d(f*wi,_i) A o fYA...Ad(z™ o f)

d’apres ce qui a été fait sur les fonctions.
O

Lemme de Poincaré

On va définir une sorte de réciproque de 'opérateur d. On considere un ouvert U de R"™
tel qu’il existe une application ¢ : U x [0,1] — U de classe C*° qui vérifie pour tout z € U
© ¢(z,1) = x et ¢(x,0) = p ou p est une constante (un point de U). On dit que U est
contractible ou homotope & un point (voir Schwarz ([5]), le chapitre 1 : Fundamental Concepts).
On a alors le théoreéme suivant :

Théoréme 1.3.3 (Lemme de Poincaré)
Soit U un ouvert contractible. Alors il existe un opérateur I sur A(M) tel que siw € A*(M):

1. Iw est une (k-1)-forme;
2.dlI+1d=1, ie dlw + Idw = w.

I est appelé homotopie de Poincaré.

démonstration :
Soit w € A¥(U). Localement w s'écrit : w = wy, ,, dy** A... Ady**. Alors si on note 9,
pour exprimer la dérivée partielle par rapport a y*°, on a :

dw = OuoWpy..py Ay Ndy"t NN dytt
De plus :

Pp'w = (W) dT AN dTE
+ ("W). 1y At A A2 A L. A da

est une k-forme définie sur U x [0, 1]. On pose alors :

1
Iw = </ (qS*w)t,,Qm,,kdt) dx”? A ... A\ dx¥F
0

C’est bien une (k-1)-forme définie sur U x [0, 1]. Calculons dlw.
1
dlw = 0, (/ (qﬁ*w)tm,nykdt) dx"* Ndz"2 A ... N\ dxP*
0
1
= </ ayl(qﬁ*w)tl,}“ykdt) dx"' A .. N dxtE
0
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De méme on a :

1
Tdw = </ ((;S*dw)t,,l___ykdt) dz” A ... ANdx"F
0

Or ¢*d = d¢*, d’apres la proposition. Et on a :

((ﬁ*dw)tul...uk - (d(b*w)tul...yk - 8t(¢*w)yln.ykdt A dl’yl FANPIAN dl‘yk
+ 0y (0¥ W)t da” AdE A da? A ... A da®

Donc : . ) )
/ (gb*dw)tul...ukdt — / 8t(¢*w)u1...ukdt - / al/1 (¢*w)tu2...ukdt
0 0 0

(le signe - vient de : dt Adz"* = — dx"* Adt). Ainsi :

1
Idw + dlw (/ Bt(¢*w)yl_nykdt> dx"* A ... A dx¥F
0

= ("W (2,1) — (O*W)uy .y (x,0)] dz™ A ..o A da™
Woy ooy, (@)Y N N Ay — wpy o (R)AYPE A Ayt

par définition de ¢(.,1) et ¢(.,0). Or wy, . (P)dy** A ... A dy** peut étre pris égal a 0. Donc
on a bien Id +dl = 1.
|

Dans le cas d’'une O-forme f, on pose (If)(z) = f(p) ou p est donc le point fixe de la
contraction. Alors dIf est simplement le d_1, qui est Iinclusion des réels dans les fonctions
constantes. De plus on a :

d(6"F) = O(f o )t + Buy(f o @)da*
d’ou : d(¢*f)y = O¢(f o). Donc pour x € M:

@If + Idf)z) — / H(foddt = (fod)(w,1)— (fod)(x0)+ f(n)
= f@) - f@) + f)

En particulier, ce lemme est vrai pour R™, les boules ouvertes de centre p et les ouverts étoilés
par rapport a un point p. Il suffit de poser ¢(x,t) = tz+(1—t)p. Ce lemme est important pour
calculer les groupes de cohomologie de de Rham (voir paragraphe suivant et le lemme 1.4.1).
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1.4 Cohomologie de Cech-de Rham :

Groupes de cohomologie, cas de R”

On a vu que sur A(M) on avait une application linéaire d (ou plus exactement une famille
d’applications d) telle que :

R A (M) A (M)~ A2 (M) . e AR (M) — P AR () .

et ceci jusqu'a A"(M), ou n est la dimension de M.

Définition 1.4.1
Soit w € A(M). On dit que w est fermée si dw = 0 et que w est exacte si w = dn.

Comme d? = 0, une forme exacte est fermée. Par contre la réciproque n’est pas vraie. Par

exemple sur U = R2\ {(0,0)}, la forme w suivante :
—y T

est fermée (dw = 0). Pourtant elle n’est pas exacte car sinon, si w = dao :

2 , 2 d
/0 w(e(t))d (t)dt = /0 a(aoc)dt = a(c(2m)) —a(c(0)) = 0

ou ¢(t) = (cos(t),sin(t)). Or ceci est faux car :

2 2m
/ wle(t))d (t)dt = / —sin(t)(—sin(t)) + cos(t)(cos(t))dt = 2w
0 0

(une conséquence est alors que R?\ {(0,0)} n’est pas contractible! Sinon une forme fermée serait
exacte.).
On définit alors pour k& > 0, H Zfe (M) comme le groupe-quotient :

Ker(d: AF(M) — A*1(M))
Im(d : AF=1(M) — AF(M))

H(I;eR(M) =

Définition 1.4.2
HE (M) est le k-ieme groupe de cohomologie de Rham de M.

HY (M) est simplement isomorphe & R® ot ¢ est le nombre de composantes connexes de
M. En effet une 0-forme fermée (df = 0) est une application constante sur chaque composante
connexe.

Comme 'opération d commute avec le pullback, deux espaces difféomorphes (méme simplement
homotopes) ont les mémes groupes de cohomologie. Donc on a le lemme suivant :

Lemme 1.4.1

Hg p(R") = Hip(B") = Hgp({p}) ~ 0pourk=>1
~ R pour k=0

l
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démonstration :
C’est une conséquence directe du lemme de Poincaré, car sur un ouvert contractible, une forme
fermée w peut toujours s’écrire w = dlw, donc est fermée.

O

Néanmoins en général, ces groupes ne sont pas aussi simples & calculer (pour le tore T =
St x St H) 5(T') ~ R?) et ne sont pas forcément de dimension finie (en tant que R-espaces
vectoriels). Par contre :

Théoréme 1.4.1
Si M est compacte, les groupes de cohomologie HclfeR(M) sont de dimension finie.

démonstration : voir paragraphe sur les recouvrements simples finis.

Suite de Mayer-Vietoris

Le but ici est de montrer la dimension finie des groupes de cohomologie pour une variété
ayant un recouvrement fini en s’inspirant tres largement du livre de Bott et Tu ([4]). Soit

C = @cq
qEZ

une somme directe d’espaces vectoriels. Cette somme est appelée complexe différentiel s’il existe
des morphismes

d

ca-1-4 . ca Ca+!
tels que d = 0. On définit H(C) comme :
Ker dnC1
H(C) = =2 2
(©) Im dnC1

Si A et B sont deux complexes différentiels, une application f : A — B est dite chain map si
fda =dpf. On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.2
Soit A, B, C trois complezes différentiels et soit :
f

0—=AT-B 9.0 -0

une suite exacte courte de chain maps. Alors on obtient la suite longue exacte suivante :

f*

Hq+1(A)



démonstration :
On a le diagramme suivant :

]

0 —— A4+l —f= Batl —g— atl —— ()
A A A

f f f

00— A9—f—B1—9¢— (91—

[ .

On note [a] la classe de a dans HY(A) si da = 0. f* et ¢g* désignent les images directes, i.e.

f*la] = [f(a)], et d* est défini de la fagon suivante : soit [c] € H?(C); alors ¢ € C'?, donc comme
g est surjective, il existe b € B tel que g(b) = ¢. Comme g(db) = d(g(b)) = dec = 0,
db € Im(f) = Ker(g). Donc il existe a € A9t tel que f(a) = db. Et f(da) = df(a) = 0.
Comme f est injective, da = 0. On pose alors d*[c] = [a].

d* est bien défini car si ¢,¢ € C? avec dec = dc’ =0 et [¢] =[], alors :

¢ ——b/g(b) = c —>a/f(a) = db

 —=b/g(t)) = —d'/f(d) = dVf

Or on a ¢ — ¢ = de; pour ¢; € ¢ . Donc il existe by € B?! tel que ¢; = g(b1). Ainsi
g(b—b' —dby) = 0. Donc il existe a; € A? tel que f(a1) =b—b —dby, d'ou f(day) = db—db' =
fla—ad'), dott a — a’ = day. Donc [a] = [d].
Reste a montrer qu’elle est exacte :

o Im(f*) = Ker(g*) :
Soit [b] € H(B) tel que [b] = f*[a]. Alors g*[b] = [9(b)] = [9(f(a) + da1)] = [0 + dg(a1)] = [0]
Soit [b] € H9(B) tel que g*[b] = 0. Alors nécessairement g(h) = dc ou ¢ € C4~%. Or g étant
surjective, ¢ = g(b') ou ¥ € B4 1 et g(b) = g(db'). Donc g(b — db') = 0. Ainsi b —db’ = f(a)
avec a € A%. Or f(da) = d(f(a)) =d(b—db')=db=0 car b € H1(B). Comme f est injective,
da = 0. Donc : [f(a)] = f*[a] = [b— dV'] = [b].

o Im(d*) = Ker(f*):
Soit [c] € HY(C) avec d*[c] = [a]. Par construction, f(a) = db, donc [f(a)] = 0.
Soit [a] € Ker(f*) C HITY(A). Comme [f(a)] = 0, f(a) = db avec b € B?. Donc g(b) € CY,
avec d(g(b)) = g(f(a)) = 0. Donc d*[g(b)] = [a].

e Im(g*) = Ker(d*) :
Soit [b] € HY(B) et ¢ = g(b). Comme db =0 = f(a), a = 0. Donc par construction, d*[b] = 0.
Soit [¢] € HY(C) tel que d*[c] = [a] = 0. Comme ¢ € C, il existe b € BY tel que ¢ = g(b). De
plus g(db) = dc = 0. On prend a € A? tel que f(a) = db. Or [a] = 0 car d*[¢] = [a] = 0. Donc
a = day, donc d(f(a1) —b) =0 et g(b) = g(b— f(a1)). On prend [¢] = g*[b — f(a1)].

a

Soit maintenant U et V deux ouverts de R”. On pose X = U U V. On définit la suite

exacte suivante :

f

0—=A(X)—=AU) & A(V)Z=AUNV)—>0
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ou si @ est une forme sur A(X), f(®) = (w,7)avecw = w|lpetT = @ |y et glw,7) = T—w
sur U N V. Cette suite est bien exacte :

e Ker(f) = {&/(w,7) =(0,0)}, donc @ = 0 sur U et V, et donc vaut bien 0 sur X.

e Ker(f) = {(w,7)/7 —w = 0}. Donc w =7 sur UNV. Donc on peut définir & sur X avec
w = wlpetT = @ |y. Ainsi Ker(f) C Im(f). La réciproque est immédiate par définition.

e Soit h une fonction définie sur U N V. Soit {py, py } une partition de I'unité subordonnée
au recouvrement (U,V). Alors py f est une fonction sur U. De méme pour pyf sur V. Et
puf—(=pvf) = f. Donc (—py f, puf) convient. On généralise avec (—pyw, pyw) si w est une
forme définie sur U N V.

D’apres le théoreme précédent, cette suite exacte courte induit une suite exacte longue :

Aq+1(X) f*
* d*
AI(X) — L AUy @ AY(V) ——A(UNY)
d*

A=Y UNY)

Définition 1.4.3
Cette suite exacte longue est appelée suite de Mayer-Vietoris.

On a alors :

= AU A V)L AU U V)L AU @ AY(V)—— ..
Donc AW (U UV) ~ Ker(f*) ® Im(f*) ~ Im(d*) ® Im(f*). Donc si les g-iemes groupes de
cohomologie de U, V et U NV sont de dimension finie, il en est de méme de celui de U U V.
Or les seuls espaces sur lesquels on sait calculer sans difficulté les groupes de cohomologie, ce sont
les espaces contractibles en appliquant le lemme de Poincaré. Donc on va chercher a travailler
sur de tels espaces, donc en particulier sur des variétés ayant des recouvrements sur lesquels on
puisse appliquer ce lemme. On arrive donc naturellement a la notion de recouvrement simple.

Recouvrements simples

Définition 1.4.4
Soit M une variété de dimension n. Un recouvrement owvert U = {Uy,} de M est appelé un
recouvrement simple si toute intersection finie Ugy N ... N Uy, est difféomorphe a R™.

Théoréme 1.4.3
Toute variété paracompacte admet un recouvrement simple.

Remarque : si M est compacte, ce recouvrement simple peut étre choisi fini.
démonstration :

Voir Annexe.
O
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Proposition 1.4.1
Si une variété M admet un recouvrement simple fini, alors ses groupes de cohomologie sont
de dimension finie.

démonstration :
On rappelle que ngR(R”) = R si ¢ = 0 et vaut 0 sinon. De la, la proposition se démontre
par récurrence sur le cardinal du recouvrement. Si M a un recouvrement avec un seul ouvert,
d’apres le rappel, le résultat est immédiat. Si M est une variété avec un recouvrement simple
{Uo,...,Up} ap+1 éléments, alors (Up U ... U Up—_1)NU, a un recouvrement simple a p éléments,
asavoir {Upp, ..., Up—1,p}. Par hypothese de récurrence, UpU...UU,_1, Up et (UgU...UU,_1)N
U, ont des groupes de cohomologie de dimension finie. Donc d’apres ce qu’on a fait grace a la
suite de Mayer-Vietoris, Uy U ... UU,_1 UU, aussi.

O

Définition de C"(U) ® AI(M)

On va reprendre ici les idées de Weil ([6]), en changeant quelque peu les notations. Supposons
donné, une fois pour toutes, un recouvrement simple U = (U;),.; de M. Si J C I, on pose :

Uy = ﬂUi

icJ

Définition 1.4.5
L’ensemble N des parties non vides J de I telles que Uy # 0 s’appelle le nerf de la famille
Uu.

Soit H = (ip,...,%p) une suite quelconque d’éléments de I tous distincts. On considere
la famille (wg) = (wi..q,) de g-formes, ot H est dans N et wy est définie dans Uy (ne pas
confondre cette écriture avec celle de la décomposition de w dans un systeme de coordonnées
locales). Une telle famille sera notée w®9 et C”(U) ® AY(M) est I'ensemble de ces éléments
(Weil appelle ces éléments coélément différentiel de bidegré (q,p) (faire attention a l'inversion
des notations !)). On dit que wy est alternée si c’est une fonction alternée des indices i, . . . , ip.

On peut alors définir dw®® comme un élément de C”(U) @ A9t (M), i.e. la famille (dwpy).
Comme chaque Uy est difffomorphe a R™, donc est contractible, on peut définir sur Uy un
opérateur Iz tel que pour toute g-forme (¢ > 1) fermée w définie sur Uy, on ait : w = dlgw
(lemme de Poincaré appliqué a Ug). Alors TwP?) = (Igwp) est bien défini et est dans
CP(U) ® AT (M). Pour un w®® = (fy) (famille de fonctions), dw®® = 0 entraine que
(fzr) sont des constantes. Dans ce cas w®% n’est autre quune famille de nombres réels. C’est
ce qu’on appelle une cochaine de N (& coefficients réels) qu’on note par convention w®=1),

Soit maintenant w®® = (w;, ;) € C*(U) @ AY(M). On définit I'opérateur § par : swP? =

(Mig..ipp1) € Cp+1(7/l) ® A1(M) avec

p+1
J— v ~
Nig.cipr1 — E (=1) Wig..iyoipi1
v=0

et ig...% ... 141 signifie qu'on enleve le i,éme terme. Si w est une g-forme globalement définie
qu’on note par convention w = w(~19 elle induit une g-forme w; sur U;. Dans ce cas on pose
D ow = (wy) = w09,
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Définition 1.4.6
dw®D est le cobord de wP9),

Proposition 1.4.2
0 vérifie les propriétés suivantes :

1. 0d = do;
2. § conserve lalternance;

3. 6% =0.

démonstration :
On note §(dw®9)) = (€ip...i,)- Par définition :

p+2
_ k .
€ig...ip — Z(—l) Mig..ip.ipyo
k=0
p+2 k—1
_ k v ..
- Z(_l) Z(_l) wio...iy...ik...ip+2
k=0 v=0
p+2
v—1
B D G A
v=k+1
p+2 k—1
_ k+v .
= ZZ(_U Wity ip 2
k=0v=0
p+2 p+2
k+v L
—Z Z (—1) Wi, dggrdieipio
k=0v=k+1
=0

car il faut tenir compte du saut en ix, d’ou le signe (-) et car il y a autant de v < k que de k < v.
O

Remarque : d et 4 ont des propriétés tres similaires et comme pour d, on va définir de la
cohomologie pour §.

Equation de descente d’une forme

On part d'une p-forme w fermée (d(w) = 0), définie sur la variété M. Avec la convention du
paragraphe précédent, on la note w(=1?). On veut définir un élément w@P~Y vérifiant 1’égalité
suivante :

(=)Mo = W Y) (1.2)

ot § dans ce cas est simplement la restriction de w(=1?) & un ouvert U;. On pose :

N o G
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En effet on obtient ainsi :

A=) = —dI(5(w 7))
= =6 4+ 1d(6(whP)Y) (1.3)
= 5w 4 15(dw )
—5(w( 1P

léquation (1.3) étant simplement I’homototie de Poincaré appliquée sur chaque ouvert U, (car

on a un bon recouvrement), Péquation (1.4) s’obtenant par éd = dé et car w(~1P) est fermée.

Evidemment & w(~1?), on peut toujours ajouter un d(q(o’p_Q)) sans changer I'égalité . Il y a

donc une ambiguité sur la définition de w©?~1), dont on aura éventuellement & tenir compte.
A partir de 1a, on définit une “suite” (w(k’p_k_l)) pour 0 < k < p — 2, qui vérifie :

(_1)k5(w(k,pfk71)) _ d(w(k+1,pfkf2)) (1.5)

en posant wF+LP=k=2) — (_1)k[§5(w*kP—k=1)) La encore on a une ambiguité dans la définition
(on peut toujours ajouter un d(g*+1»=5=3))) De plus Pambiguité existante sur wFP—* =1 en
d(q*P=k=2)) se retrouve sur wkt1P=k=2) sous la forme de §(gFP—+-2)).

On a donc obtenu un w®19 qui vérifie Pégalité (1.5) pour k = p — 2. On définit alors
w®=1 par :

P — (_1)1)715(&)(1)71,0)) (1.6)

Par permutation de 6 et d et par définition de w®=19, on a: dé(w®=19) = 0. Donc d(w® ) =
0, donc w1 est une cochaine de A (i.e. une suite de nombres réels). De plus on a bien siir
§(w®=Y) = 0. Donc c’est un cocycle de N.

La encore ce cocycle est défini a un cobord pres. Et un cobord, c¢’est un cocycle (comme les
formes exactes et fermées). Donc on va définir les groupes de cohomologie de N HP (NV) comme
le groupe-quotient de l'ensemble des cocycles sur N ({{/0§ = 0}) par I'ensemble des cobords
({&/€ = on}).

On peut définir d_; qui ne serait rien d’autre que l'inclusion des nombres réels dans les
fonctions constantes. Donc 1’égalité w® 1 = (—=1)P~1§(w®=19)) devient :

d_q (w(p,fl)) — (_1)%15(&)(1)71,0))

De méme le § sur les formes n’est rien d’autre qu’un §_1 qui est la restriction. Donc les équations
de descente (1.2), (1.5) et (1.6) s’écrivent sous la forme :

(_1)k5(w(k:,p7k:fl)) _ d(w(k+1,pfkf2)) (17)

pour —1 < k < p — 1 avec toutes les conventions précédentes. Sur C¥'(U) @ AY(M), on définit
une opération linéaire D = Dy, ) par : D, o) = 0, + (—1)Pd,. Alors on a, pour w9

D(Dw®9) = D(D(p,q)w(p"”)
= D(E,) + (~1)dy ()
= D(pt1,q(0p(w Pa)y) 4 (- 1)PD(p,q11)(dg(w w(PD))
= (B (@P) + (~1)7 (6, D))
F 18 (dg D)) + (~ 1) (<1 dgin (dy ()
= (=17 (—dg 3, (@) + 8, (dy ("))
= 0
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Donc D vérifie : D? = 0. Si on définit Q par la somme formelle :

Zp: w(k,pfkfl)

k=-1

alors on a la propriété suivante qui résume les équations de descente (1.7) pour une forme fermée

Lemme 1.4.2
DO =0 (1.8)
démonstration :
On a:
P
DO = Z D(wFr—k=1))
k=—1

= ()7 4o (W)
p—1
I (I R )
k=0

+(=1DPd_q (P D) + §(wP =)

Or w(=1P) est fermée, donc d(w(~1?)) = 0. De plus w® 1 est un cocycle, donc §(w®~) = 0.
Donc on obtient :

p—1
DO = 5_1(w(717p))+Z5(W(k,pfkfl))
k=0
p—1
+Z w(kp—k— 1))+( 1)Pd_q( (p, ))
k=0
p—1 P
_ Z (k,p k— 1 _i_Z(_l)kd(w(k,pfkfl))
k=—1 k=0
p—1
= Z < wFp—k— 1))+(_1)k+1d(w(k+17p—k—2))>
k=—1

Les équations (1.7) sont donc bien équivalentes a D) = 0.

O

On peut montrer, en définissant une homotopie pour § grace a une partition de I'unité, que
cette équation de descente définit un isomorphisme entre les classes de cohomologie de de Rham
pour les formes et de Cech pour les cochaines de N (voir Weil ([6])).
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2 Homologie singuliére et homologie de Cech

2.1 Cycles et chaines

Définitions

Dans ce paragraphe, on se sert essentiellement des définitions de Weil ([6]).

Dans un espace affine, on considere (m + 1) points ag, ..., ay; soit K l'enveloppe convexe
de ces points (plus petit convexe contenant ces points) et soit L le sous-espace affine contenant
K. L est 'ensemble des points de la forme :

m
E Tyay
=0

pour Yz, = 1. De méme K est I’ensemble des points de cette forme avec > x, =1 et z, >0
pour tout pu.

Définition 2.1.1
Si L est de dimension m, K est un simplexe euclidien de dimension m, de sommets ag, ..., Q.

En particulier dans R™*1 on a le simplexe particulier, celui dont les sommets sont la base
canonique de R™*1! ie. I'ensemble des z = (x) € R™H tels que x, =1et x, > 0 pour tout
. On le note X™. Ainsi pour R2, 22! est un segment (la variété le portant étant une droite),
pour R3, ¥:2 est un triangle (la variété associée étant un plan).

Soit M une variété différentiable.

Définition 2.1.2
On appelle simplexe singulier différentiable de dimension m dans M la restriction a %™
d’une application différentiable f définie sur un voisinage de X a valeurs dans M.

Soit K et L définis comme précédemment a partir de points ag, . . . , a,. Soit f une application
différentiable d’un voisinage de K dans M (voisinage dans 'espace affine ambiant ou dans L).
Alors l'application de R™*! dans M, qui & (o, ..., ) associe f(> x,a,), restreinte & X™, est
un simplexe singulier différentiable noté [f;aq,...,a|. 1l est dit dégénéré si le sous-espace L
qui porte les points ay, ..., amy, est de dimension < m.

Dans ce qui suit on sous-entendra le mot différentiable quand on parlera de simplexe singulier.

Soit maintenant G un groupe (additif). Dans la partie 2.3 on s’intéressera surtout au cas ou
G =R

Définition 2.1.3
On appelle chaine de dimension m dans M a coefficients dans G toute expression de la forme

t= chsy
14

avec s, des simplexes de dimension m dans M dont les supports sont localement finis et ¢, € G.
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La chaine est dite réduite si tous les s, sont distincts et tous les ¢, sont non nuls. Le support
| t | d’'une chaine ¢ sera la réunion des supports des simplexes figurant dans I’expression réduite
de t. Une chaine est finie si son support est compact. Si t est une chaine finie, on pose :

deg(t) = ZCV

v

. Sur les chalnes on va définir des opérations b et 9 avec leurs “homotopies” telles que I’ensemble
des chalnes pour G = R avec ces opérations soit le dual de I’ensemble des formes différentielles
avec les opérations d et 4, via l'intégration des formes sur des chaines.

Si sur M on a un recouvrement U, on appelle U-simplexe un simplexe singulier contenu dans
au moins 'un des U;, c’est-a-dire que s’il est contenu dans deux U; différents, il est contenu dans
I'intersection. Cela revient au méme que de définir des formes différentielles sur un ouvert U;
(de prendre w(®P)). Evidemment une U-chaine est une chaine dont tous les simplexes sont des
U-simplexes.

Opérations b et 9

Sis=/[f;aq,...,an] et si on pose :

sy = [fiao,. ., au—1,0u41,. -, 0]

on définit la chaine finie suivante :

m
— _1)H
bs = g (=1)Hsy
pu=0
s, est bien défini comme simplexe car K associé a ao,...,a, est convexe et si on enleve

un point, le convexe alors obtenu est inclus dans K. Donc f est bien définie sur ce nouveau
convexe. De plus on voit que si le simplexe s est de dimension m, bs est de dimension m — 1.
Enfin on étend cet opérateur aux chaines par G-linéarité.

Définition 2.1.4
Une chaine de dimension m de bord nul s’appelle un cycle singulier.

Si ¢ est une chaine de dimension 0 (c’est-a-dire que la variété L est réduite a un point),
bt = 0. On pose alors :

bo(t) = deg(t)

si t est finie.
Remarque : le by est 'analogue du d_1 ou du d_1; en effet d sur les nombres vaut 0 et donc on
définit un d_;.

Proposition 2.1.1
b2 =0, i.e. sit est une chaine de dimension m > 1, b(bt) = 0 et si elle est de dimension 1,

bo(bt) = 0.

démonstration :
Soit s = [f;ag, - . . , am) un simplexe de dimension > 2. Ona: s, = [fiao,...,Qu—1,0u41;-- -, Um).
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Donc :

b(bs) = > (—1)"b(sy)
pn=0
m p—1 m
= D DM DD s+ D (FD) T s
pn=0 v=0 v=p+1
ot (8,)y = [f;@0,- -+, Qu—1,0u415 -+, Qu_1,0u41,-..,0p) . Il faut tenir compte du saut en

a, et donc du changement de signe que cela induit. Donc :

m p—1 m m
b(bs) = D D (=D (sue = Yo D (=D
pn=0rv=0 p=0v=p+1
=0

car il y a autant de p < v que de v < pu.
Enfin si s = [f;ap,a1], bs = [f;a0] — [f;a1], donc bg(bs) =1 —1=0.

O

Remarque : la démonstration est la méme que pour §2 = 0.
Maintenant on va définir une homotopie P pour b sur un ouvert contractible. Soit donc U un
tel ouvert avec ¢ comme rétraction. Soit p la valeur constante de ¢(z,0). On désignera par 5,
le simplexe dégénéré [f;aa...a] de dimension m, ou f(a) = p. Les S, vérifient les propriétés
suivantes :

Lemme 2.1.1

bS;m = Sm_1 st m est pair et > 0;
bs;, = 0 sim est impair ou 0.
démonstration :

Dans tous les cas ou m est non nul on a :
m
_ e
bSm = E (=1)"Smk
k=0

avec S, = Sm_1 pour tout k. Donc si m est pair, > (—1)¥ =1 et sinon > (—1)* = 0.

O

A partir de la, si on considere un simplexe singulier s = [f;ao, ..., a,] dans U, les a, étant
les points d’un espace affine E, on désigne par ag et par ab les points (a,,0) et (ay,1) dans
E x R. Par définition, f est une application différentiable d’un voisinage de 1’enveloppe convexe
K des points a, dans U. On pose alors :

f(xvt) - ¢(f(x)7t)

définie sur un voisinage de K x R. f est différentiable et on définit alors Uopérateur P par :

m

7.0 0 0 1 1 1 —
Ps = Z(—l)“[f,ao,al,...,aﬂ,aﬂ,awrl,...,am] + Smi1
pn—0

avec PO = 0 et 'on étend cet opérateur par linéarité aux chaines finies dans U.
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Proposition 2.1.2
Pour m > 0, bPs + Pbs = s et pour m =0, bPs + Pbs = s — 5.

Remarque : cette proposition est la méme que le lemme de Poincaré sur les formes.
démonstration :

em >0: Soit s =[f;ap,...,an] dans U. Donc :
bs = (=1)"[f;a0.. Gy ... am]
r=0

D’ou on déduit :

bPs = Z(—l)“b ([f;ag,...,ag,a}“...,a%]) + b(Smi1)
pn=0
= b(Smt1)

m p—1

—i—Z(—l)“ (Z(—l)k[f, a8...a2...a2at...a%n]> (2.1)
n=0 k=0

—i—Z(—l)“ Z (—1)k+1[f;a8...aﬂab...ai...ah] (2.2)
u=0 k=p+1

+ ) DD dhay - ag]

n=0

+ D CDHEDS G ady, g,

©=0

et
Pbs = Y (=1)"(P[f;a0...ar...am))
r=0
= > (D5,

r=0
m r—1

+ > (=17 <Z(_1)”[f; ag...agai...ai...a;]> (2.3)
r=0 v=0

+ > (=) < > (—1)Vl[f;ag...ag...aga;...a}no (2.4)
r=0 v=r+1

Les équations (2.1) et (2.4) (resp. (2.2) et (2.3)) sont inverses I'une de 'autre. Donc on obtient
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finalement :

bPs+ Pbs = b(Emr1) +(—1)'5m

et
m ~
=Y lfial.apayy - ap)
n=0
Donc (2.5) + (2.6) est égal a :
[fiab...ak] —[fiad...... al ]

Ainsi :

r=0
+fiah.al] = [frad...... al ]
Or par définition des ag et a}” on obtient :
[f’ a(l) a}n] - [f7a0 am] = S
[fiaf...an] = [fia...d = 5
De plus si m est pair :
b(Sm+1) = 0
m
Z(_l)rﬂ = Sm
r=0
et si m est impair :
b(Smi1) = Sm

(2.5)

(2.6)



S (-1)sm =0
r=0

Donc on a bien I’égalité voulue si m > 0.
e m=0: Soit s =[f;a0]. On a bs = 0. Donc Pbs =0 et :

bPs = b[fiafap) = [fiag) — [f;ap)

O

Donc pour toute chaine finie ¢t de dimension m, on at = bPt+ Pbt sim > 0 et t = bPt+(bot)3g
sim = 0.

Les propriétés de b permettent de définir des groupes d’homologie singuliere a ’aide de b et
du groupe des chaines (ou encore du groupes des chaines finies) a coefficients dans G, comme
groupe des m-~cycles (bt = 0) quotienté par le groupe des m-bords (t=bs).

Evidemment I’homotopie P de b est définie sur des ouverts contractibles (comme I pour
d). Donc on va faire de ’homologie plutot sur un recouvrement simple & de M. Pour cela on
se restreindra aux U-chaines, i.e. a celles contenues toutes entieres dans au moins un ouvert
U;. Cela ne change en rien les groupes d’homologie (théoreme de S. Eilenberg : idée de la
démonstration dans ([6]), paragraphe3).
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2.2 Isomorphisme entre homologie singuliére et de Cech

Définition de C,(U) ® S,(M)

On a défini dans le chapitre 1, C”(U) ® A9(M) comme l’ensemble des g-formes définies sur
des (p + 1)-intersections d’ouverts U;. On va faire de méme avec des g-chaines contenues des
(p + 1)-intersections.

Soit H = (ip,...,%p) une suite quelconque d’éléments de I tous distincts. On considere la
famille (tgr) = (tiy..s,) de g-chaines, ot H est dans N et ty est contenue dans Uy (ici Uy
contient, alors que dans le cas des formes on définit dessus). Une telle famille sera notée t(, 5
et Cp(U) @ Sy(M) est I'ensemble de ces éléments (Weil appelle ces éléments élément singulier
de bidegré (q,p) (faire attention aux différentes notations !)). On dit que ¢, ) est finie si les ty
sont tous nuls sauf un nombre fini d’entre eux et ty est alternée si c¢’est une fonction alternée

des indices i, . .. , 7p.
On peut alors définir bt, ;) comme un élément de C,(U) @ S;—1(M), i.e. la famille (bty).
Pour un ¢(, o), bot(p,0) = (botm) fait corespondre & tout H un élément bty du groupe G. Clest

ce qu’on appelle une chaine de N (a coefficients dans G) qu’on note par convention tip,—1)-
Comme chaque Upy est difféomorphe a R™, donc est contractible, on peut définir sur Ugy
un opérateur Py tel que pour toute g-chaine (¢ > 1) ¢ de bord nul contenue dans U, on ait
: t = bPyt (proposition 2.1.2 appliquée a Uy). Ainsi on a: Pty = (Puty), qui est bien
défini et est dans C,(U) ® Sgy1(M). Si g =0, bot(, ) = 0 entraine t(, o) = bPt(, ).
Soit maintenant ¢, oy = (ti,...i,) € Cp(U) @ Sg(M) et p > 0. On définit I'opérateur O sur les
éléments alternés par : Ot(, o) = (Uig..i,_1) € Cp_1(U) ® S¢(M) avec

uio...ip_l = Z tio...ipflk
k

ou la somme doit étre étendue a 'ensemble des | ig ... 11k |€ N.
Pour ¢ 4) = (ti), on pose Ot(g 4 = >t Dans ce cas 9t 4) est une chaine finie si £(o 4) est fini.

Proposition 2.2.1
0 a les propriétés suivantes :

1. O et b permutent;
2. 02 =0.

démonstration :
La premiere propriété vient simplement du fait que b n’agit pas sur ’espace d’arrivée des sim-
plexes, mais uniquement sur les convexes sur lesquels les simplexes sont définis.
Pour la seconde, on prend t(, o) = (ti...i,)s Ot(pg) = (Wig..ip_y) €t O(Ot(pq)) = (Vig..ip_p) qui
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vérifient :

p—1
Vig...ip—2 = WUig...ip—ok
k=0
p—1 p
= E § Lig...ip_okl
k=0 1=0
p—1 [k—1 p
= E Lig..ip_okl + E big...ip_okl
k=0 \1=0 I=k+1
= 0
car ce sont des éléments alternés.
a
(remarque : Weil définit 0 de maniere différente sur tous les éléments et définit 0’ sur les
alternés)

Les groupes d’homologie de N sont ceux qui sont définis au moyen des chaines alternées sur A/
et de 'opérateur 0.

Par rapport & ce qu'on a fait sur les formes, on va ici en plus démontrer qu’il y a un

isomorphisme entre les groupes d’homologie singuliere et les groupes d’homologie de N (ou de
Cech). Pour cela on a besoin de faire correspondre a 0 une homotopie, propriété que l'on a
admise pour 9.
On définit un opérateur L tel que Ot ,y = 0 implique ¢(, 4 = 9L, ). Pour cela pour s un
U-simplexe, on note Up(,) I'un des ouverts dans lequel il est contenu. Soit ¢, o) = (ti,...i,) et soit
th =), cl-”omip s, expression réduite de t;,. ;- Alors on définira un élément Lt(
dans Cpy1(U) ® S;(M) en posant :

p,q) = Yio.ipt1

p+1

o _ _1\ptitey
Vigooipyr = g E (—1) Citipipr1 SV

#=0 f(sv)=in

(remarque : c’est le L' de Weil). Sit, ) est fini, Lt, oy est fini. Et sit =}~ ¢”s, est I'expression
réduite d’une U-chaine de dimension ¢, on définit, grace a :

v = Z ci sy
flsv)=i
un élément Lt dans Co(U) @ S, (M).
Proposition 2.2.2

On a donc :
tpg = OLtpq) + Lol

stp>0et:
t = OLt

si t est une chaine.

démonstration :
e si t est une chalne, ¢ s’écrit :

t:Zc”sy
14
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Donc Lt devient :

Ainsi on obtient :

oLt=>y_ >

o f(sv)=io

Comme on parcourt tous les ig, on récupére bien ¢.

uio...ip,1

20 Zp E Czo zp

_ E E v
- Cio...ip_lkSV

k v

E p+,u Voo s
zo g ipk TV
k

#=0 f(sv)=in

® sitg,q) = (ti..i,) avec :
On pose : dt(,q) = (Uiy..i,,_,) aVeC :
et ainsi :
P
(Lt (p,q) Vig...ir, = Z
De plus :

(0Lt (p,g))io...iy

d’ou le résultat.
Od

Descente sur les chaines

p

2.0 2. 2.1

ip+1 =0 f(sy)=in K

+Z Z (- 1)p+1+p+1 ;/0 i Sy

p+1+u v g
v
Z0 Ap e dplpt1

Jr
DV ik
i,k

+(t(p,q) 0..-lp

et isomorphisme

Pour homogénéiser les notations, on note : t(_; ;) une p-chaine de M, et t(, _1) une p-chaine
de N. De plus on note pour 0 < h < p:

C, =

avec Cpp =
a partir d’un p-cycle sur M.

{t(—1.p)/bl(—1p) = O}
{t1m /A1 piry te1m)
{t(hp—n)/bOt(hp—ny = O}
{thp—n)/thp—n) € Chpr tihp—n) = Dt pni1y) + Ottt pny)}
{t(p,-1)/0t(p,—1) = 0}

{tep-1/tp-1) = Otpy1, 1)}

= btl(f1,p+1)}

t boOt = 0}. Comme sur les formes, on définit des équations de descente
(p,0) (p,0)
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Soit t(_1 ) un p-cycle (i.e. bt(_j ) = 0). On considere (g ) tel que :

tc1p) = Oloyp) (2.7)

D’abord il existe un tel (g, en posant ¢, = Lt_1,). D’apres les propriétés de L, ¢(gyp)
est bien défini, & un J prés et on a bien I’équation (2.7). De plus si t(~1,p) est lui-méme défini

a un bord pres, i.e. si on prend : t(_j, = bt,(—Lp—i—l)’ on pose t’(07p) = top) — b(Lt’(_l’pH)).

Alors at’((}p) = 0, donc tl(O,p) = aLt’(Om). Alnsi t(g ) = b(Lt,(—Lp—l—l)) + O(Lt’(o’p)). Donc on a un
isomorphisme entre les groupes :

S o Cop

B, Bo,p

donné par I'égalité (2.7).
Les équations suivantes pour 0 < h < p — 1 sont données par :

bt(hp—n) = Olhy1p—h-1) (2.8)
On va montrer que ces égalités donnent pour 0 < A < p — 1 un isomorphisme entre :

Ch,p ~ Ch+1,p*h*1
Bh,p Bh+1,p*h*1

On satisfera I'égalité (2.8) en posant ¢(;11,—p—1) = Lbt(hp—p) i t(np—p) est donné dans Cp, et
thp—h) = POt (11, p—n—1) Si Lny1,p—n—1) est donné dans Cp 1.

Sit(ppn) est dans By, p, i.e. sitg, ,_p) = b(t/(h,p—h-i—l))+a(t/(,h+1,p—h))’ en posant : V(p41p-ph-1) =
thtp—h—1) = Oty gy 00 @ OVngrpp-1) = 0, oW Vi1 ppo1) = O(LV(t1,p-h-1)) €t
tha1,p—h1) = bt oy T OLV(t1p—n—1)); 1€ Lt1p—h—1) € Brt1p-

Réciproquement, si t(p41p-p-1) = b(t/(hﬂ,pih)) + 8(t’('h+2,p7h71)), on aura bw,,—p = 0 en

@

posant W p—h) = t(hp—h) — 8(t’(h+1,p7h)). Donc wp, ) = bPw( p—py car p—h > 0. On a donc
D lhp—h) = W(Pwhp-n)) + Oty 4, ) d’ott Visomorphisme.
Enfin on termine par I'égalité :

bot(p.0) = tp—1) (2.9)
qui fournit un isomorphisme :

Gy O

Bpp — BWN)

En effet si £(,0) est donné dans Cp;, bt ) fournit bien un cycle de N'. De plus si t, ) =

b(tp1)) + O(t(p11,0)) tw—1) = O(bol(y, 41 ))-

Inversement, supposons ¢(, _1) donné comme cycle ce N. 1l est clair que 1'on peut former t(p,0)

vérifiant I’égalité (2.9). Il suffit de revenir a la définition de by, car on manipule des éléments d’un

groupe‘ G. Etsity 1) = 8(t’(p+17_1)) avec botl(pﬂ,o) = tl(p-i—l,O)’ /

on ob.tle?t bov(pp) =0, do,nc\v(p,o) = bPv, o) et t(,0) = b(Pvgp0)) + 8(t(
Ainsi on obtient le théoréme suivant :

en posant v(, 0y = t(p,0) —Bt’(p+170),

p+1,0)"

Théoréeme 2.2.1
Les groupes d’homologie singuliére et les groupes d’homologie de Cech sont isomorphes, via
les relations (2.7), (2.8) et (2.9). De plus cet isomorphisme est G-linéaire.

La G-linéarité est immédiate, car les opérateurs qu’on a construit sont tous G-linéaires.
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2.3 Théoremes de de Rham : dualité simplexes-formes différen-
tielles

Intégration des formes différentielles

Pour parler d’intégration sur une variété, il faut d’abord préciser quelques idées sur 'orientation
d’une variété. On va se contenter de rappeler la définition et les principaux résultats qui vont
avec.

On se donne E un espace vectoriel et M une variété tous deux de dimension n. Soit (vi,...,vy)
et (wy,...,w,) deux bases de E. On dit que ces deux bases ont la méme orientation si w; = af vj
avec det(a]) > 0. Cette relation est une relation d’équivalence sur I'ensemble des bases, avec
deux classes d’équivalence.

Définition 2.3.1
Une orientation sur E est une de ces classes d’équivalence. Un espace vectoriel orienté est
un espace vectoriel avec le choiz d’une orientation.

Sur chaque T, (M), on peut faire le choix d’une orientation .

Définition 2.3.2

Une orientation pn sur une variété M est le choix d’une orientation py sur Tp(M) pour
chaque x € M telle que : pour chaque xog € M il existe un voisinage Wy, de xo et des champs
de vecteurs (i, ..., G, sur Wy, tels que pour x € Wy, (C1(z), ..., () € tg.

Une variété sur laquelle une telle orientation peut étre construite est dite orientable .

On a les deux résultats suivants :

Proposition 2.3.1

Une variété M est orientable si et seulement si M a un atlas {(U;, ®;)} tel que ®; o <I>;1 att
un jacobien strictement positif sur le domaine de définition de cette application. On dit alors
que l'on a un atlas orienté de facon cohérente.

Théoréeme 2.3.1
Une variété est orientable si et seulement s’il existe une n-forme différentiable qui ne s’annule
en aucun point de la variété.

démonstration : : voir ([7]), pages 146-156 ou ([8]), pages 215-219.

O

Exemples : R", S™ T™ (tore a n trous), RP(m) (espace projectif de R™*!) pour m impair
sont orientables. Le ruban de Mobius, les RP(m) pour m pair ne le sont pas.

On va pouvoir maintenant définir 'intégrale d’une n-forme a support compact sur une variété
de dimension n orientée, qu’on note :

/ w
M

Soit w une telle n-forme. On suppose que son support est inclus dans un ouvert U du recouvre-
ment de la variété. Dans ce cas, on peut donc écrire sur U :

w = hdz'' A...Adz"
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ott ® = (x',...,2") sont les coordonnées locales associées a U. Il est immédiat que le support
de w et de h sont les mémes. On pose alors comme définition de l'intégrale :

/w :/ (ho® 1)du
M a(U)

ol dp est la mesure de Lebesgue sur R™. 1l faut bien str vérifier que cette intégrale est correcte-
ment définie, i.e. vérifier que sur les intersections du recouvrement on n’est pas deux valeurs
différentes de l'intégrale. Pour cela, on n’a besoin que de la formule de changement de variables
dans R™.

Enfin dans le cas général, on se donne une partition de l'unité {6;};c; subordonnée au
recouvrement donné. Pour w une n-forme a support compact, on voit que #;w est identiquement
nul sauf pour un nombre fini de s € I’ C I. Alors on obtient :

w = Z@iw = Zﬁiw

iel’ i€l
On pose alors :
o= [o0=% b
M ierr M ier VM

la seule chose a vérifier étant que cette définition ne dépend pas de la partition choisie. Bien
slir cette intégrale est une application R-linéaire, si on change l'orientation, on change le signe
de l'intégrale et enfin si F': M — N est un difféomorphisme et si w est une forme sur IV, on a

la formule :
/ Fro = i/ w
M N

le signe dépendant du fait que F' préserve ou non l’orientation.
Il nous reste a voir le théoreme de Stokes pour les variétés a bord, dont on rappelle la
définition.
Soit H" = {z € R™ | 2™ > 0}. C’est le demi-espace supérieur de R"™. On note par OH"
I’ensemble suivant :
bH" = {x e R"|2" =0}

C’est a la fois un sous-ensemble et de R™ et de H™. On l'appelle bord de H™ . 1l est clairement
difféomorphe & R"~!. On peut encore parler d’ouverts U et V de H™ (intersections d’ouverts de
R™ avec H™ et de difféomorphismes entre ces ouverts (applications bijectives entre des ouverts,
bi-C*°) . Mais on voit que l'on a deux cas a distinguer :

1. soit les ouverts sont contenus dans H™ \ bH", et alors ce sont deux ouverts de R" et les
notions de difféomorphismes coincident;

2. soit UNbH™ # () et & ce moment la si V est difféomorphe & U, on a : V NbH" # .
De plus le difféomorphisme envoie les points du bord sur des points du bord et les points
intérieurs sur les points intérieurs.

On peut maintenant définir les variétés a bord :

Définition 2.3.3

Une variété différentiable a bord M est un espace de Hausdorf avec un atlas {U,, ®o} tel
que les ouverts U, recouvrent la variété et les ®, sont des homéomorphismes de U, dans un
ouvert de H™ (lui-méme sous-espace topologique de R™ tels que @, o @El et ®go ®, 1 sont des

difféomorphismes de ¢o(Us NUg) et de ¢pg(Uy NU).
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L’ensemble des points tels que ®(p) € bH™ est appelé le bord de M et on le note bM. Alors
M \ bM est une variété au sens du paragraphe 1. Si bM = (), M est une variété sans bord. Le
bord vérifie les théoremes suivants :

Théoréme 2.3.2
Si M est une variété de dimension n a bord, alors la structure différentiable de M induit
une structure différentiable de dimension n — 1 sur le sous-espace bM de M .

Théoréme 2.3.3
Soit M une variété orientée et supposons que bM ne soit pas vide. Alors bM est orientable
et Uorientation sur M détermine une orientation sur bM .

Pour les démonstrations de ces théoremes, voir ([7]), pages 162-164 ou ([8]), pages 251-259.
Terminons ce paragraphe par le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.4 (théoréme de Stokes)
Soit M une variété de dimension n orientée a bord bM. Soit w une (n — 1)-forme sur M a

support compact. Alors :
/ dw = / w
M bM

En particulier sur une variété compacte sans bord, 'intégrale de la dérivée d’une forme est
toujours nulle.

On a intégré des formes sur des variétés. Maintenant on va voir comment intégrer ces formes
sur des simplexes (et des chaines). Rappelons qu’un simplexe singulier s de dimension p est la
restriction d’une fonction f définie sur le voisinage d’un certain simplexe euclidien s dans M a

fo- L

pour toute p-forme w. Pour une p-chaine ¢ =) ¢,s,, on pose :

Jom S

en supposant que le groupe G soit R ou un sous-groupe de R.

On se retrouve avec deux défintions de l'intégration. On peut montrer que ce sont les
“mémes” (voir ([9]), pages 334-349). Donc on définit une forme bilinéaire & valeurs dans R qui
a une chaine ¢ de dimension m et a une m-forme w associe l'intégrale de w sur c¢. Le probleme
est de montrer que cette forme est non-dégénérée.

ce simplexe. On va poser :

Dualité simplexe-forme

Pour I'instant on a montré qu’on avait un isomorphisme entre les groupes d’homologie sin-
guliére et les groupes d’homologie de Cech. On a admis que les équations (1.8) fournissent un
isomorphisme entre les groupes H ge r(M) et les groupes de cohomologie de Cech (Weil en donne
la démonstration). On a une forme bilinéaire naturelle entre les groupes de Cech. En effet soit
w®~1 une cochaine de N et t(p,—1) une chaine de N. On pose :

oo w® ™) = > (tpm1)ignin @ igiy (2.10)

i0.ip
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(on multiplie les nombres définis sur la méme intersection et on somme).

Il est & peu pres évident que cette forme bilinéaire est non-dégénérée. En effet si on fixe ¢(, _) tel

que pour tout w®—1) <t(p,_1), w(p’*1)> soit nul, alors en prenant w® 1) valant 1 sur l'intersection

Uiy...i, et 0 ailleurs, on a (t(, _1))i,...i, = 0, et ceci pour toute intersection, donc t¢, _;y est nul.
De plus on a une forme entre les p-chaines singuliéres et les p-formes, définie par I'intégration.

On se place dans le cas ot le groupe G est R. Pour un élément w®49) de C*(U) @ AY(M) et un

élément (, o) de Cp(U) ® S;(M), on définit une forme bilinéaire :

<t(p’q)’w(p,q)> — Z/ | '(w(nq))io,___ﬂ.p

La formule de Stokes donne que :

(Bt (pgi1),0P?) = (tpgr1), dwP?)
et on vérifie que :

<3t(p+17q)vw(p’q)> = <t(p+17q)’5w(p7q)>
On a alors le lemme suivant :
Lemme 2.3.1

Si w=1P) et WP =Y sont reliées par les équations de descente (1.8) et si t—1,p) €ttp 1) sont
liés par les équations (2.7), (2.8) et (2.9), alors on obtient :

/ WP = it w®D)

t(~1,p)

démonstration :
I1 suffit d’écrire :

/ W) — <8t(0,p),w(_1’p)> — (t(o,p),éw(_l’p)>

t(~1,p)
(t0., (~Dd® D) = (=1){bt0,, 07}
= (D@11 = (Dt 0OPY)
L) (1,p—1)
(tap-1) (1) H0dP7) = (1) O bty gy, 0(P)
(=)0t o2y, (-1) AP =

(—1)~1H0HFH (= 3< W2y — (_1)(...)<t(p71,1)’5w(p72,1)>
(—1)T MO 11>,dw<p L) = (1) bt 1y, 0 0)
= (=1)7 Ot 2)(816( ) wP=10)y = (—1)(“')<t(p,0),5w(”_1’0)>
(1) O gy, WD) = (=)ot 0, 0P )
(=1 Nt

1) O+ (1) gy ,w®= 1)

Le + de I’énoncé du lemme vaut précisément (—1)_1+0+1+“'+(7’_1). O

Donc les groupes de cohomologie de de Rham et les groupes d’homologie singuliere a coeffi-
cients réels de M ont entre eux les mémes relations de dualité que les groupes de cohomologie
et d’homologie de N'. En particulier comme on a des isomorphismes entre classes, on obtient :
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Théoréme 2.3.5 (théoréme de de Rham)
La forme bilinéaire entre formes et chaines est non-dégénérée, i.e. :

1. st une forme fermée w a support compact sur M est telle que ftw = 0 pour tout cycle t,
alors w est égale & w = dn avec n a support compact (méme résultat en remplagant fermée
a support compact par fermée et cycle par cycle fini);

2. si un cycle fini t est tel que pour toute forme fermée w ftw =0, t est homologue a 0.

Diagramme bilan

On peut résumer les résultats obtenus jusqu’ici par le diagramme suivant :

Q)

1. (1) est I'isomorphisme di aux équations de descente (1.8) sur une forme fermée (démontré
par Weil) (paragrphe 1.4);

2. (2) est l'isomorphisme diu aux équations de descente (2.7), (2.8) et (2.9) sur un cycle
(paragraphe 2.2);

3. (3) est la forme bilinéaire non-dégénérée entre ces deux espaces, qui deviennent donc duaux
I'un de lautre (paragraphe 2.3);

4. (4) est la forme bilinéaire non-dégénérée entre ces deux espaces (théoréme de de Rham).
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3 “Collating formula”

3.1 Partition de 'unité : 95

Définition des 6}

On se donne un recouvrement simple U = {U, } sur une variété M et une partition de I'unité
{0, } subordonnée & ce recouvrement. En particulier, les 6; vérifient la relation :

Z@azl

Les 6, sont des fonctions définies sur M, a support dans U,, donc des O-formes. On les notera
donc 62 ou encore collectivement #9. Si on pose 61 le réel 1, c’est en quelque sorte une (—1)-
forme. De plus 98 et 9:% vérifient la relation :

0y, _ p-1
E (HO)iO = 0-
10
ou en souvenant comment on a défini notre opérateur 9 sur les chalnes, on pose :
0 _ 0y, _ p-1
0y = E (00)iy = 0—4
10
Attention : a priori ce ne sont pas les mémes opérateurs, vu qu’ils ne s’appliquent pas aux
mémes objets.

Comme les 6, sont des 0-formes, on peut appliquer toutes les formules des formes différentielles,
en particulier le produit extérieur. Donc on pose :

p
Oop.cy = D (ON(=1)"100,d06y A ... Adboy A ... Adba,
7=0

ou, on le rappelle, df,, A ... A dVHQj A ... N db,, signifie qu'on a “sauté” le j-eme terme.
Alors on définit 85 comme la collection Oap...c,- On peut remarquer que le support dun Oy...a,
est contenu dans I'intersection Uy N ... N U,

Définition de I’opérateur 9 sur les 0} et équation de montée

On définit sur les 95 un opérateur 0 par la formule :
(008) .1 = D (OP)ap..aprh
k

la somme étant étendue & I'ensemble des (g ... op—1k) appartenant & A'. Cet opérateur vérifie
0% = 0 (méme démonstration que pour le d sur les chaines).
Alors les 05 vérifient la propriété suivante :

Proposition 3.1.1
Pourp>0:

(—1)P(968) = dov~y) (3.1)
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démonstration :
e pour p=0,on a:

ST =da(07]) =1

k
ce qui est la définition d’une partition de I'unité.
e pour p > 1,
(aag)io...ip,1 - Z(ag)ao...ap_lk
k
p—l
_ Z 1) 00, dfog A ... AdBo; A ... Adbq, , Adby,
k ]=0
+3 ) (=1 g A - A dba,
k

I
o

+ (P (= 1) g A A b,

car » ;. 0y =1, donc ), dfy = 0. De plus :

p—1
(00 igipr = A > (0= DU=1)00,d00y A ... AdBa; A... Adba,_,
j=0
p—1
— (p— DI(=1)"" O, ANdbog A-.. AdBa; A... Adba,_,
j=0
p—1

= > (p—D)I(=1)dbog A ... Adb,

I
o

J
= (=Dpp—Ddooy A... Ndbq,_,

Ainsi on a bien la formule annoncée.

O

Remarque : on a pris ici une réalisation possible des 6} pour obtenir les égalités (3.1). Mais
comme on I'a signalé pour les formes, ce n’est pas la seule possible et donc on a des ambiguités
sur les 65.
On peut comme pour les formes, définir D,y = 0, + (—1)Pd, pour p > —1 (D? = 0, méme
démonstration que pour les formes) et :

> 4

p=—1
ou n est la dimension de M. Alors on obtient :
Lemme 3.1.1
n
> Dyt =0 (3.2)
p=—1
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démonstration :

DO = ZD(W)H
p=—1

+ Z DPdy0p) + (=1)"(dnby)

p—fl

= Zaeuz _1007)

= 3 (98— (1P h)

p=0

ce qui vaut 0, d’apres I’équation (3.1).
a
Les formules (3.1) et (3.2) sont donc équivalentes.

Produit entre O et ()

On définit le produit suivant entre les Gl’j et les wlkp—k=1) .

1
k kn—k—1) __ 2 : k kn—k—1
ng.w( ) = (k: T 1)! (ak)ao---ak A w((Xo Qg )

ag...o

On a alors la formule suivante :

Lemme 3.1.2
pour k>0 :
O (Gt = ()Mo Wt
démonstration :
On part de :
1 1 o
91]2-(5W(k Lp k)) - ma(;uk(ell:)aomak/\&w(k b k))ao---ak
avec :
k (k 1 k)
k—1,n— k P—
6( ( Cvo Ned Z a() OéJ O
7=0
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Donc :

k
i 1 i (k—1,p—k
B w1k = ] > (0)agnan A (Z(l)ﬂwéo_gfma)k)

J=0

k
_ L : ! (k—1,p—k)
= e [ F Yl

7=0 ag...&j...p Oy

k
- e | T (zw,@%._ak)Awg;mgg___@k)
j=0

ag...qj ... aj
! : (k k)
] k—jnk —1,p—
= 4D SEY S S I O gy | Al
_]:0 ao...dj...ak aj

k
1 . . k—1.p—k
= (kj n 1)| Z(_l)] Z (_1)k Ja(elﬁ)ao...dj...ak /\wéo...ol};...a)k)

7=0 ag...4 ...

= (-1 ((mmk Y. ooy Ny by

ag...qy ...

= (~1)F(@0F) w1

On va pouvoir maintenant a partir de ces formules définir notre “collating formula”.
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3.2 “Collating formula”

Obtention de cette formule

On suppose qu’on s’est donné un recouvrement simple U sur une variété M avec une partition
de 'unité 98 sur laquelle on a effectué le travail du paragraphe précédent pour obtenir la formule
(3.2). On part d’une p-forme w(=1P) fermée définie sur une variété M. On lui applique la formule
de descente (1.8). On a alors :

W) = 9=l (=P = 9(gY).w 1P

= 65.5(w"P)
d’apres la formule (3.3). Donc :
wLp) = —98.(dw(0’p*1)
d’apres la formule (1.2). Ainsi :
w=hP) = ¢ (—Hg.w(o’p_l)> + (d6).w 1
= a (=60 OD) + (~1)(06}) D
en appliquant la formule (3.1). On continue en effectuant les mémes opérations :

(—1)(00]) @ = (=1)(=1)6} (6w ®"~ V)
= 0l (dwtm=2)

d’ou :

W) = ¢ <—98.w(0’p*1) - Gi.w(l’"*z)) + (df}).wtm=2)

Par récurrence, on obtient la formule :

p—1

W) — g = Zgg.w(mfjfl) + (dggj)‘w(pfw)

j=0

d(...) + (—1)P(968) P10
-1,0

= d(...) + (~1)P(=1)P6E. (6w P~ 10))
d(...) + (1P ter .Y

Ainsi on obtient la formule suivante :

+
+

Théoréme 3.2.1 (Collating Formula)

p—1
w—LP) = g <(_1) Ze,’g.w<km“>> + (=1)Pgpw®l) (3.4)
k=0
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Probleme des ambiguités

On a déja vu que dans la définition de €2 (descente sur une forme), il y a un certain nombre
d’ambiguités. En effet, la p-forme dont on part, est supposée fermée. Donc on peut y ajouter le
d d’une forme de degré p — 1. On change w(~1P) en :

o) = ,(71P) 4 (dg(—1p—1) (3.5)
La formule de descente (1.2) donne une ambiguité sur w®P=1 de la forme @OP~1) = ,Or-1) 4
5(q(—1,p—1)) + d(q(ovp_z)). On définit ainsi :
pkp—k=1) _ (Kp—k=1) | (=D*(d(q*P=F=2)) 4 gglk—1r=k—1) (3.6)
pour 0 <k<p—1let:
P~ = =) 4 5ee-1-1) (3.7)

On a ainsi toutes les ambiguités possibles sur notre descente. Mais ce qui est vrai pour €2 l'est
aussi pour ©. On peut poser :
05 = 69+ on? (3.8)
et
0F = OF + (—1)F(dhf™") + Oy 4 (3.9)

Maintenant se pose donc la question de savoir comment notre “collating formula” est a modifier,
pour tenir compte des ambiguités. Le but est de montrer qu’elle reste la méme si on change Q
en et © en O©. Pour cela, on commence par calculer 9’“ o®P=k=1) bour 1 < kp — 1.

gF olr=h=1)  — gk ,(kp=h=1) | (3h£+1).w(k,pfk—1)
+ (_1)k(dh2—1)_w(k,p—k—1) + g}l:_(_l)kq(k,p_k_g)
(1) (2)
+0F (5gk—Lp—k=1)

avec :

(1) = d(OFa" ) — (adf).qr 2
= d(...)— (1) (00 1).q P2
= d(...)— 07 1.(6¢"P7F2))

et

(2) = d((-1FrELw®r D) 4 bt (dube kD)
= d(...)+ hEL (=R (gwkLe—R))
= d(...)— (Ony).whTbrR)

Donc on obtient :

Gater b — g k) | (ahE, ) wEr kD)
4 (Bt Gt (5gthe kD)
+d <(—1)kh£_1.w(k’p*k*1)) - (3h],:_1).w(k*1’p7k)
10 (g1 41)
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ou :
G ookt gh (hok) | g )

+(ah£+1).w(k’p_k_l) _ (ahk—l) (k—1,p—k)

+9~]I§‘(5q(k71,p7k71)) algi% (6 (k,p—k— 2))

Alors :

[y

p—

Z?@(J}P—j—l) — Zg] Jp—3j—1)

=0

<.

+ eg.ww Q)
——
(3)

O, )7 1) — (919) 00
+01.(6¢P=2) — Gp (3¢~ 1Y)
ou :
(3) = 08.0OPY 4 (9h9) wOPY) 4 68.(3g1PD)
+d <98.q(0,p72)> — (d60).q2)
+d ((3h?)-q(°”"2>) — d(8hY).q 0P
+(0h9).(5¢ 1)
= 98.w(0’p*1)+(6h0) (0,p— 1)+90 (5(1( 1p— 1))
+d(...) + (961).q"P72)
———
=—01.(3¢(0-P—2))
+d(...) + (dh )(5(1 )
+0(0hY).q 1P

Donc :

58 ~(0,p—1) _ ((%0) 0p-1) 4 é%.(5q(07p—2))
= 09w~ 05 (3¢1P7V) 4 (9hd).(3¢OPD) +d(...)
= 00.wOPD 100 (5¢1PDY £ a(. . )
De plus :
(OrE1).wP=L0) = (—1)Pp2t (w10
= _hgfl.w(p,fl)

Donc si on résume ce qu’on a obtenu jusqu’a maintenant, on obtient :

p—1
d( 3’ (,pjl)) — d(ZQJ ,pjl))
j=0

+d (98 (8¢ 1P~ 1>)>
—d (T 4 G (5g 1Y) )
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A cela on ajoute (—1)”55.@(1’7_1), ce qui donne, pour :

J=0

p—1
(4) = (Z gw(m i 1)) +(_1)p9§; o1

le résultat suivant :

p—1

d (Zﬁjw IP=i=D 1 g9 (5¢( 1P 1)))
—1

+(=1)P0R.wP—Y

—d (hgfl‘w(pﬁl) + gp.((;q(pflﬁl)))

7 ((- )Pdhp Lonp,,) &®Y
~1,-1

~ 178 (5q” 1)

—1
_|_(_1)P911;_w(p )
_(dhgfl).w(l% ) d< g.((gq(p 1 )))
71 , 1 771
+(dhl) ).w® (—1)Pt (OhD).w (p,—1)
+(—1)? g.(dq( ))
car d(w(l% )) —0et
(OHE )P = (PR (D) =
Donc
(29] I 4 0. (0171 ”))
p,—1
+(—1 )pﬂg.w( )
—d <§£_(5q(p—1,—1))> + (_1)1?511!)7.(5(1(1)—1,—1))
Or:
ég.((SQ(p*ly*l)) = Hp.((Sq(p*l,fl))+(_1)p(dhgfl).(5q(p71,71))
+ (Ohp1)- (60"~ 1’*1))1
-0
Donc :

a(02.(5q%=17D)) = (d8p).(0g" D)
(105001 ) + (<1 (L) (g ) (g )
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ou en fait on devrait ajouter des d_;. Alors :

—d (55-(597(”‘1"”)) +(=1)P0h.(5qPHTY) = —d(9).(6¢" V)
= (—~1)Pd(96r).qP~ 1
= (—1)Pd(do?=}).¢®~ 1Y
=0

Enfin on arrive a :
p—1
—(4) = d| (=) lwir D) 4 (—1)plenw
j=0

—03.(5¢ 1Y)
— Ly ((398)‘(1(*17%1))
= W) g qg=tr-1) (_1)(9—%)_(dq(717p71))

Ce calcul montre le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.2
La “collating formula” est un isomorphisme entre groupes de cohomologie de de Rham et
groupes de cohomologie de Cech.

En effet d’une forme fermée w(~1P)_ on obtient une cochaine de NV, et réciproquement, & toute
cochaine w1 on associe une p-forme en posant : w(=1?) = Gg.w(pv_l). Bien str on n’a pas la
remontée complete car il faudrait définir une homotopie a 4, comme le fait Weil. Néanmoins, on
n’en est pas tres loin, car cette homotopie se construit aussi a I’aide d’une partition de I'unité.
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3.3 Lien entre ’intégrale des 6/ et I’homologie de Cech dans R,
reprise du diagramme bilan

Revenons maintenant sur la dualité entre les p-formes w et les p-cycles singuliers t. On a vu
qu’elle est définie via la formule : ft w. Sion integre la “collating formula”, on obtient :

p—1
/ L1 / a | (~1) 3 ¢lwtr=i-D
t(~1,p) t(~1,p) §=0

(=1t / (z®V)
t(~1.p)

Or d’apres le théoreme de Stokes, I'intégrale sur un cycle d’un d de quelque chose vaut 0. Donc
I’égalité précédente devient :

[ o= [ (g
t(~1,p) t(~1,p)

De plus les w®~1) sont des entiers, donc on peut les sortir de I'intégrale :

/ wP) = (—1)Pt! (/ 9£> w1
t-1,p) t-1,p)

ce qui devient le produit de nombres réels. On peut comparer cette formule avec celle obtenue

dans le lemme 2.3.1 :
/ WP = (1, w® D)
t(—1,p)

+1
(—1)? </ 01;)
t(~1,p)
joue le méme role que ¢, _1).

Pour cela on se place dans le cas d’une variété compacte. En effet il faut que les intégrales
en question soient définies. On a déja montré, via la suite de Mayer-Vietoris que dans le cas
compact, les groupes de cohomologie de de Rham sont de dimension finie. De plus la dualité étant
non-dégénérée, on a une application injective du groupe d’homologie singuliere (Hging),(M) dans
le dual du groupe de cohomologie H 5 (M), qui est donc de dimension finie. Ainsi les groupes
d’homologie singuliere sont de dimension finie et on a des isomorphismes entre les groupes
de cohomologie et les duaux des groupes d’homologie singuliére et vice-versa. On modifie le
diagramme-bilan du paragraphe 2.3 :

Donc on a envie de dire que :

1)
ngR(M) Hp(_/\/')

-~

(4) I 1(3)
2)

(Hsing)p(M) — Hp(N)

-~

1. (1’) est I'isomorphisme du a la “collating formula” (paragraphe 3.2);
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2. (2) est l'isomorphisme diu aux équations de descente (2.7), (2.8) et (2.9) sur un cycle

- (

(paragraphe 2.2);
- (

1

3. (3) est la forme bilinéaire non-dégénérée entre ces deux espaces, qui deviennent donc duaux

bl

un de l'autre (paragraphe 2.3);

4. (4) est la forme bilinéaire non-dégénérée entre ces deux espaces (théoréme de de Rham).

et tous ces groupes sont aussi des espaces vectoriels de dimension finie. La dimension commune
b, s’appelle p-eme nombre de Bett.
Soit t(_1,) un p-cycle singulier de M. Alors ft( ) 0% est bien un cycle de Cech car c’est
—Lp

bien une collection de nombres dans des ouverts et car :

a( / 9;;) / 00"
t(~1,p) t(~1,p)

= [ ae

t(~1,p)

- [ e
bt(—1,p)
= 0

d’apres la formule de Stokes. Supposons maintenant que :

[ w-o
t(~1,p)

Alors pour tout w® =1 € HP(N), on obtient :

( / eg) WD =
t(—1,p)

Or pour chaque w® =1 il existe un unique w(~1P) ¢ ngR(M) qui vérifie :

/ WP = (—1)PH! (/ 9£> WP —
t-1p) t-1p)

Donc cela veut dire que pour toute forme fermée w(=1#) on a :

/ w(_lvp) — 0
t

(=1,p)
donc t(_; , est un bord, donc est nul dans (Hging),(M). Donc on obtient :
(1)

B —

w(flvp) w(pvfl)

4) 1(3)
2
e —— (ft<—1,p> 95)

avec (2’) qui est injective, donc c’est un isomorphisme entre classes car les groupes sont de
dimension finie.

C’est maintenant que la notation “homologique” des 05 et de 9 se justifie complétement. En
effet, on voit ici qu'ils jouent un réle d’homologie, via (2’).
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3.4 Cas des entiers (probleme de torsion)

On se place définitivement sur une variété M compacte. D’apres le paragraphe 2.2, on a vu qu’on
avait un isomorphisme entre (Hgng)p(M,G) et Hy(N,G) (notations pour préciser le groupe si
ce n’est pas R). Donc en particulier, G peut étre le groupe des entiers Z. Il s’agit maintenant
de voir ce qui se passe dans ce cas.

Cycles réels et cycles entiers

On convient d’appeler chaine réelle une chaine a coefficients réels et chaine entiere une chaine
a coefficients entiers.

Lemme 3.4.1
Soit t une chaine finie a coefficients réels. Alors il existe (t;) chaines entiéres et (§;) nombres
réels indépendants sur Q (i.e. si Y. 1:& =0 pour r; € Q, alors & = 0 pour tout i), tels que :

t = Zfiti

démonstration :
On va montrer ce résultat par récurrence sur le nombre de composantes de I'expression réduite
de la chaine t. Si on a un seul composant, le résultat est évident. e ¢t = p1s1 + pass, p; € R et
s; simplexe. On distingue trois cas :

1. p; € Q : alors on a toujours p; = (a/b)py avec a, b entiers et pged(a,b) = 1. On pose
§1=p2/bet t =& (asy + bsa).

2. p1€Qet pp e R\Q: & = p;.

3. pi € R\Q: soit p; = (a/b)p2 avec a/b € Q et on revient au premier cas, soit p; et py sont
Q-indépendants.

e si:

r r—1
t= sz‘si = <Z pi5i> + prsy
i=0 i=0

par hypothese de récurrence, on peut écrire :

r—1
Zpisi = Z&'Si
=0

keN

ou la seconde somme est finie. En fait on peut montrer que £ < r — 1. On a alors deux cas :
1. pr et (&) sont Q-indépendants;

2. pr = > (ag/by)&k = auquel cas, on pose : & = & /by et on obtient :

t= Z §]/€ (brtx + agsy)

keN

et on pose tj = byty + aps, qui est bien une chaine entiere et les & sont Q-indépendants.
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O
De ce lemme on déduit immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 3.4.1
S’itzzgiti, bt=O=>bti:0Vi

démonstration :
On peut écrire les bt; sous la forme :

T

k
> s
k=0

avec pf € N, éventuellement nuls. Donc on obtient :

bt = Zi&pﬁsk =0
k=0

i

d’ou pour tout k :

Zfz‘ﬂf =0

donc par indépendance pf = 0 pour tout ¢ et tout k. Donc bt; est nul.
O
Ainsi tout cycle réel est la combinaison de cycles entiers. Soit maintenant ¢’ un cycle entier.

Alors :

Lemme 3.4.2
Si t' est le bord d’une chaine entiére t, i.e. t' = bt, alors il existe m € N tel que : mt' = bty
avec t1 une chaine entiére.

démonstration :
On écrit t sous la forme :

t= Z &iti
7
ot les t; sont des cycles entiers. Donc ¢’ s’écrit :

t = Z §ibt;

Donc il existe iy tel que &, appartienne a Q et Vi # ig § = 0. Sinon tous les &; sont dans R\ Q
et t’ n’est pas entier. Donc t' = &;,(bt;,) et &, = (n/m). Alors : mt’ = b(nt;,).

O

Donc a priori il existe des cycles entiers qui, sans étre eux-mémes des bords, ont un multiple
qui est un bord. Par exemple RP(2) admet de tels cycles.
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Torsion

On va faire un détour par la théorie des groupes pour les problemes de torsion. Soit G' un
groupe quelconque.

Définition 3.4.1
On dit que :

1. G est de torsion si tout élément de G est d’ordre fini;
2. G est sans torsion si tout élément de G, sauf l’élément neutre, est d’ordre infini;

3. G est mixte si on a les deux catégories d’éléments.

Un groupe abélien est dit libre s’il est somme directe de groupes monogénes infinis, i.e. :

G = Pl

el

avec I # 0, (x;) ~ Z pour tout i € I.

Il est immédiat que tout groupe fini est de torsion et que tout groupe abélien libre est sans
torsion. De plus I’ensemble des éléments de torsion forment un sous-groupe de G, dit groupe de
torsion. Sur les groupes de type fini, c’est-a-dire engendré par un nombre fini d’éléments, on a
le théoreme de décomposition suivant :

Théoréme 3.4.1
Tout groupe abélien de type fini est somme directe, de facon unique a isomorphe prés, d’un
groupe abélien libre de dimension finie et d’un groupe fini.

Le groupe fini est le sous-groupe de torsion et le groupe libre est isomorphe au quotient de
G par son groupe de torsion. Pour la démonstration, voir Calais ([10]), pages 290-295 et pages
306-308.

Donc le groupe d’homologie singuliere (Hying),(M, Z) se décompose en un groupe de torsion,
i.e. I'ensemble des cycles non nuls dont un multiple est un bord, et d’un groupe abélien libre
engendré par des classes d’homologie entiere en nombre fini. Soient ¢y, ...,%, des cycles entiers
appartenant respectivement a ces classes. D’aprés ce qu’on a vu, ils forment une base du groupe
d’homologie réelle.

Formes a périodes entiéres

Définition 3.4.2
Soit w une p-forme. On appelle période de cette forme son intégrale sur un cycle entier. On
appelera périodes fondamentales les intégrales sur les t;.

Donc on a la proposition suivante :

Proposition 3.4.1

Sur une variété compacte M, il existe des formes fermées dont les périodes fondamentales
sont arbitrairement données. En particulier, toute forme fermée dont les périodes fondamentales
sont nulles est cohomologue a 0.
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On retrouve ce qu’on avait appelé le théoreme de de Rham pour les formes. On va s’intéresser
plus particulierement aux formes a périodes entieres , i.e. celles pour lesquelles les périodes
fondamentales sont des entiers. Sur ce type de formes, on a le théoréme suivant :

Théoréme 3.4.2
Pour qu’une forme fermée w = w(=bP) corresponde ¢ un cocycle wP~Y & coefficients entiers,
il faut et il suffit que toutes ses périodes fondamentales soient entiéres.

démonstration :
Toute forme linéaire de I'ensemble des chaines réelles de Cech dans R s’écrit sous la forme :
tp,—1) — <t(p,_1),w(p’*1)>, ott w® 1 est un cocycle de N, d’apres les relations de dualité du
paragraphe 2.3. De la si on se restreint aux chaines entiéres (suite de nombres entiers), et si on
veut une forme a valeurs dans Z, on va prendre un cocycle de N a coefficients entiers, qu’on
note (w®~1)Z,
Soit w = w(=1P) une forme fermée & périodes enticres. Soit w® 1) le cocycle sur A associé par la
“collating formula” ou la “descente” de Weil. Alors on a la forme linéaire sur I’ensemble des cycles
entiers de A dans a priori R définie par : tp,—1) — <t(p,_1),w(p7_1)>. D’apres le lemme 2.3.1,
on veut en plus remplacer R par Z, donc on obtient un (w®~1)Z tel que <t(p7_1),w(p7_1)> =
{tp,—1)5 (w®=1)2). Donc d’aprés le théoréme de de Rham, ces deux cocycles different d’un
cobord réel. Donc (w® D)% aussi bien que w® 1 correspond & w.

La réciproque est immédiate, compte-tenu du lemme 2.3.1.

O

On peut montrer aussi a partir de 1a, que le produit extérieur de deux formes a périodes
entieres est encore une forme a périodes entieres.

Diagramme-bilan dans le cas entier

Donc a condition de supprimer les éléments de torsion, on a les mémes isomorphismes entre
les formes fermées a périodes entieres et les cocycles entiers, respectivement entre les cycles
singuliers entiers et les cycles de Cech entiers. De plus la dualité entre les objets de Cech est
toujours non-dégénérée (voir I'égalité (2.10)). De plus les groupes HY, (M, Z) (formes & périodes
entieres), HP(M,Z), (Hsing)p(N,Z) et Hy(N,Z) sont des sous-groupes des groupes sur les réels.
Ce sont des Z-modules. Donc le caractere de dimension finie n’est pas une simple conséquence
de la dimension finie des R-modules. Néanmoins il n’est pas bien compliqué de voir que ce sont
quand méme des modules de dimension finie, en reprenant les arguments déja développés. On a
la forme Z-bilinéaire sur HY (M, Z) x HP(M,Z) & valeurs dans Z définie par l'intégrale d’une
forme & périodes entiéres sur un cycle singulier entier. Il faut montrer qu’elle est non-dégénérée
si on enléeve la torsion.

En effet, si w est une forme fermée et si pour tout cycle entier t, ftw est nulle, comme les
cycles entiers forment une base des cycles réels, on a pour tout cycle, ftw = 0. Donc w est
exacte. Réciproquement soit ¢ un cycle entier, qui n’est pas un cycle de torsion, tel que pour
toute forme fermée entiere w, on ait : ftw = 0. On peut écrire ¢ sous la forme : t = > ngt;,
ou les t; sont une base et les n; sont dans Z. Encore une fois c’est vrai parce qu’on a enlevé la

torsion. Alors on obtient :
Z n; / w=20
i ti
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pour toute forme w fermée. Or on peut choisir w’ fermée telle que :

/wjzéj
‘ 7

i

pour tout i et 7. Donc n; est nul pour tout . Donc le cycle est nul. En fait on peut montrer
que t est un bord d’une chaine réelle, donc un multiple de t est le bord d’une chaine entiere, et
si on a supprimé les cycles de torsion, on a bien que t est un bord entier, donc est nul.

On note f[geR(M,Z) le sous-groupe de ngR(M,Z) pour lequel on a enlevé la torsion. De

~

~p >
méme pour : (Hging)p(M,Z), H (N,Z) et H,(N,Z). De la on a récupéré le diagramme-bilan
de la fin du paragraphe 2.3 dans le cas entier, en enlevant la torsion :

(1)

o <P
Hijpn(M\Z) . " H (N,Z)

(4)1 i(?’)
()

(ﬁsing)p(Mv Z) -~ ﬁp(/\/a Z)

ou :
1. (1) est I'isomorphisme du a la “collating formula”;
2. (2) est l'isomorphisme diu aux équations de descente (2.7), (2.8) et (2.9) sur un cycle
(paragraphe 2.2);
3. (3) est la forme bilinéaire non-dégénérée entre ces deux espaces, qui deviennent donc duaux
I'un de lautre (paragraphe 2.3);

4. (4) est la forme bilinéaire non-dégénérée entre ces deux espaces (théoréme de de Rham).

Mais dans le paragraphe 3.3 précédent, on avait modifié ce diagramme en ajoutant 'intégrale
des 65 sur les cycles, a la place des cycles de A. Il nous faut donc montrer que, si ¢ est un p-cycle
singulier entier, alors ft 0% est un cycle entier sur N. Le fait que ce soit un cycle est une simple
conséquence du théoreme de Stokes, indépendamment du probléme des entiers ou de la torsion.
Il faut maintenant montrer que c’est un entier. Soit ¢1,...,t, une base réelle de p-cycles entiers.
On a une forme linéaire sur les cocycles de N entiers (w® )% 4 valeurs dans R définie par :

([

A tout (w(p’_l))z, on associe un w(~1P) & périodes entieres par la “collating formula” et on a :

/ WP = (-1t </ 95) (WP D2 ez
t; t

i

([

est un entier. Donc ft 0% est un cycle de A entier & un 9 pres, pour tout ¢;. Ainsi pour tout

Donc pour tout (w®—1)%

p-cycle singulier entier ¢ sans torsion, ft 0% est un entier modulo un d. Donc (¢ — ft 6%) envoie
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I’homologie singuli¢re entiere dans ’homologie de Cech entiere. De plus cette application entre
classes est injective, car si: [, 6) = 0 pour tout (wP=D)Z .

(fr) -

donc pour toute w(~1#) forme entitre & périodes entieres

/w(Lp) — 0
t

donc t est nul (en tant que classe d’homologie). Ainsi on obtient les diagrammes-bilan suivants

e pour R :

ou :
1. (1) est Iisomorphisme di & ‘collating formula” (paragrphe 3.2);
2. (2’) est I'isomorphisme dii & I'intégration des 65 sur les cycles singuliers;

3. (3) est la forme bilinéaire non-dégénérée entre ces deux espaces, qui deviennent donc duaux
I'un de lautre (paragraphe 2.3);

4. (4) est la forme bilinéaire non-dégénérée entre ces deux espaces (théoréme de de Rham).

e pour 7 :

(1)

o >P
Hy (M,Z) _ " H (N,7Z)

(4) I i(?’)
2

(ﬁsing)p(Mv Z) -~ ﬁp(/\/a Z)

1. (1) est I'isomorphisme di & Zcollating formula” entre formes a périodes entieres et cocycles
entiers (paragrphe 3.4);

2. (2’) est I'isomorphisme dii & I'intégration des 65 sur les cycles singuliers entiers;

3. (3) est la forme bilinéaire non-dégénérée entre ces deux espaces, qui deviennent donc duaux
I'un de lautre (paragraphe 2.3);

4. (4) est la forme bilinéaire non-dégénérée entre ces deux espaces (théoreme de de Rham)
pour les formes a périodes entieres.
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tous ces espaces étant des Z-modules de dimension finie.

Ambiguités sur les cocycles entiers

On va terminer ce chapitre en fixant les ambiguités entieres sur les cocycles. En effet on a
vu dans le paragraphe 3.2, que si on modifie soit la forme initiale, soit le cocycle, on change a
priori la formule mais on ne change pas de classe d’équivalence. Si maintenant on a une p-forme
fermée w = w(~1P) A périodes entitres, par la “collating formula” et par le théoréme 3.3.2, on

. . Z(pyil)
obtient un cocycle entier w® Y =u tel que :
p—1
WP = g | (-1) Z@j.w(m*jfl) + (_1)p+19£.w(p,71)
j=0

Maintenant on fixe comme regle de ne travailler qu’avec des cocycles entiers, i.e. on choisit de
ne considérer que les ambiguités entieres :

Z(pvfl) Z(pvfl)

w =w +5(plp= LDy
avec p®~1=1 une chaine entiére. Donc on a :
Z(pv_l) Z(pv_l) 1.1
0w = 0w + 08.5(pr 1)
Z(pv_l) 1.1
= 0w + (=1)Pa(er).pP 1Y
Z(pvfl) -1 1
= 0w +d(Oh_y).pr b

Donc on obtient sur la formule totale la modification suivante :

p—2
WP = g (-1) ggf.w(jvp—j—l)
j=0
(=)o (WO 4 (-1yrplt o))

(pv_l)
H(=1)PHep. &

Donc si on pose :
Z(prO)

0 — P10 4 (_1)pp(p71771)
on obtient :
p—2
WP = g (=) Zgg'w(j,pﬂ'*l)
=0
_ Z(pflvo)
+d ((—1)65_%. w )
(p771)
+H(=1)PHien. &
. . Z(pv_l) .
Ainsi les ambiguités entieres sur w entrainent que w®19 est défini modulo des entiers (et

bien siur modulo le § d’un objet réel). Donc dans la formule précédente, on n’a que des cocycles
entiers, ce qui implique que le dernier sous le d est défini modulo des entiers.
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4 Partie “physique”

4.1 Connexions

On a vu dans le paragraphe 1.1 les notions de groupe de Lie et de fibré principal. On va utiliser
ces notions pour définir une connexion sur un fibré principal et les propriétés qui en découlent.
On donnera les résultats en renvoyant a la bibliographie pour les démonstrations.

Algébre de Lie G

Soit G un groupe de Lie. On note L, (resp. R,) la translation & gauche (resp. a droite)
sur G par un élément g € G : Lyx = gx (resp. Ryx = zg), pour tout x € G. L, induit un
isomorphisme linéaire dL, de T,(G) dans Ty, (G). L’algebre de Lie de G, G est I'espace des
champs de vecteurs invariants a gauche, i.e. satisfaisant I’équation dL4(X(h)) = X(gh), muni
du crochet de Lie . Pour définir ce crochet, on doit d’abord définir la dérivée associée a un
champ de vecteur X. Soit f une fonction de M dans R. On pose :

(X.f)(x) = do f(X(2))

C’est une fonction de classe C'° sur M qui vérifie les propriétés suivantes :
L X.(af +Bg) = a(X.f) + B(X.g);

2. X.(fg) =g(X.f) + f(X.g).

A ce champ de vecteurs X, on associe la dérivation Ay définie par : Ax(f) = X.f. La difficulté
ici est de montrer que I’on a un isomorphisme entre le C*°-module des champs de vecteurs sur M
et le module des dérivations sur 'anneau C°°(M), par cette définition de la dérivation associée
a un champ de vecteurs. On peut prendre maintenant pour deux champs X et Y la dérivation
suivante : Ax(Ay) — Ay(Ax). A cette dérivation, on associe un champ de vecteurs, que I'on
note [X,Y]. C’est le crochet de Lie de deux champs de vecteurs. Il vérifie en particulier I'identité
de Jacobi :
(X, Y].Z]+[[Y,Z], X] + [[2, X],Y] = 0

Avec ce crochet, ’ensemble des champs de vecteurs devient une R algebre.

Donc pour en revenir & G, comme le crochet de Lie de deux champs de vecteurs invariants
a gauche est invariant a gauche, I'algebre de Lie G est bien définie. On peut montrer que G
s’identifie naturellement avec T.(G), l'espace tangent a G en l'identité, avec Iapplication qui
a X € G associe la valeur de X en e. L’action adjointe ad(g) de G dans G est définie par :
ad(g)(h) = ghg~!. Cet automorphisme de G induit un automorphisme sur G, noté Ad(g).

Enfin, on montre qu'on peut définir une application exp de T.(G) dans G. L’idée est de
prendre la valeur en 1 des courbes tracées sur G ayant comme vecteur tangent en 0 un vecteur de
T.(@)) (voir [2], page 39). cette application est appelée l’application exponentielle, qui coincide
sur les groupes de matrices avec I’application exp classique.

Connexions sur un fibré principal

Soit P(M,G) un fibré principal de base M, de fibre G, de projection 7. Pour u € P, on note
T..(P) l'espace tangent & P en u et V,, le sous-espace de T,,(P) formé par I’ensemble des vecteurs
tangents & la fibre au dessus de z tel que u € 7~ !(z), c’est-a-dire I’'ensemble des vecteurs v de

57



T, (P) qui vérifie : dm(v) = 0. Une connexion sur un espace fibré principal P(M,G) est la
donnée d’une application qui & tout point u de P associe un sous-espace H,, de T;,(P) telle que :

1. T,,(P) soit la somme directe de V,, et de H,;

2. Hyq = (dRy)(H,,) pour tout u € P et a € G, ou R, est la transformation induite sur P
par a € G : Ryu = ua;

3. u— H, est différentiable.

Cette définition est celle de Kobayashi et Nomizu ([2], page 63). Il en existe une autre (voir
Choquet-Bruhat ([3]), page 255), qui est équivalente d’apres ([3]), page 256.

Définition 4.1.1

V. est appelé sous-espace vertical, H,, sous-espace horizontal. Un vecteur v est dit vertical
(resp. horizontal) s’il est dans V,, (resp. H,). Enfin l'union des V,, (resp. des H, ), noté V
(resp. H), est le fibré vertical (resp. fibré horizontal).

Il est important de remarquer que V,, existe toujours, indépendamment de l’existence ou

non d’une connexion. Par contre H, n’existe pas a priori; c’est I'existence d’une connexion qui
le fournit.
On a une correspondance canonique entre I’espace tangent a la fibre V,, qui est égal a T, (F},),
avec F, = m1(x), et G. En effet F, est difféomorphe & G et G est isomorphe & T.(G). Etant
donné une connexion I' sur P, celle-ci définit une projection de T, (P) sur V,, (qui a un élément
de T, (P) associe sa composante dans V,, par décomposition en somme directe). Comme V,,
s’identifie avec G, on définit ainsi une 1-forme différentiable, notée aussi I' sur P a valeurs dans
I’algebre de Lie G. Cette forme est appelée 1-forme de connexion .

Pour A € G, on définit sur P I'application A* par :

A*(u) = %(u(ewp(tA)) lt=0

pour u € P. Elle est a valeurs dans T, (P). La forme de connexion vérifie alors les propriétés
suivantes :

Proposition 4.1.1
1. T'(u)(A*u) = A pour tout u € P et tout A € G;
2. T(ug) o dR, = Ad(g~1) o T'(u) pour tout u € P et tout g € G.

La réciproque est vraie : si on se donne une 1-forme w a valeurs dans G sur P satisfaisant
les deux propriétés précédentes, alors il existe une unique connexion I' sur P dont la forme de
connexion est w (voir [2], page 64-65). Cela justifie la notation de la forme de connexion. A
partir de la, on peut montrer que :

Lemme 4.1.1
Pour tout uw € P, dym restreinte a H,, et a valeurs dans Ty, (M) est un isomorphisme.

Transport parallele de vecteurs et de courbes

Soit u € P et soit m = «(u). On définit I, de T}, (M) dans H, par I, = (d,(7) |m,) " .
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Définition 4.1.2
Pour v € T, (M), le vecteur l,,(v) € T,,(P) est appelé le transporté par parallélisme de v .

Lemme 4.1.2
Soit u € P et g€ G. Alors :

1. (dRy)(H,) = Hyy;
2. lug = (dRy) oL,

démonstration : voir [7], page 338.

Théoréme 4.1.1 (théoréme de relevement)
Soit m(t) est une courbe tracée sur M pour a < t < b et supposons que : w(u) = m(a).
Alors il existe une unique courbe tracée sur P, u(t), pour a <t <b, telle que :

1. u(a) = u;
2. w(u(t)) = m(t) pour a <t <b;

3. du/dt € Hyy) pour a <t <b.

démonstration : voir 7], page 340.

Ces deux lemmes sont géométriquement importants, car ils permettent d’éclairer la notion
de connexion. En effet sur R™, on peut définir des vecteurs et des bases affines. On sait
naturellement comment transporter un vecteur ou une courbe d’une base & une autre. Par
exemple on sait ramener le vecteur AB a un vecteur O?’ par un transport parallele et écrire
. AB = OC ot O est lorigine d’un repére. Si maintenant on veut étendre ce qu’on sait faire
naturellement sur R™, a un fibré principal, on a besoin des notions de connexion et donc de
transport parallele lié a cette connexion. Par exemple une courbe sur le fibré tangent P = T'M
définie par le théoreme précédent va déterminer des “bases paralleles” le long de la courbe m(t).

Dérivée covariante et courbure

Une autre notion importante attachée a celle de connexion est celle de dérivée covariante.
Sur algebre des formes différentielles A(M), on a défini la dérivée extérieure. On peut bien sur
généraliser cette opération a des formes a valeurs non plus dans R, mais dans un espace vectoriel
E, ensemble noté A(M) ® E. On note cette opération encore d.

Soit I une connexion sur un fibré principal P, et soit w € A"(P) ® E une r-forme différentielle
extérieure sur P a valeurs dans E, et soit Xi,..., X, 41 des vecteurs de Ty, (P).

Définition 4.1.3
La dérivée covariante D de w est définie par :

D(W)(X1,. ., Xpp1) = (dw) (X7, 2 y)
C’est donc une (r + 1)-forme extérieure sur P a valeurs dans E.

La justification de cette définition est donnée dans [2], page 76, proposition 5.1. Xi-HI désigne
la composante horizontale de X;. Pour E, on va prendre 'algebre de Lie G.

29



Définition 4.1.4
La 2-forme de courbure est par définition la dérivée covariante de la 1-forme de connexion

I :

Q=Dr e A>(P)®¢G

C’est donc une 2-forme sur P a valeurs dans G.
La courbure € vérifie les deux équations suivantes :

Proposition 4.1.2
Pour X etY dans T,(P) :

1. QX)Y) = (dw)(X,Y) + [w(X),w(Y)] : équation (de structure) de Cartan;

2. DQ =0 : équation de Bianchi.

démonstration : voir [2], pages 77-79, théorémes 5.2 et 5.4.
L’équation de Cartan s’écrit aussi sous la forme : Q = dw + w A w.

Expression locale et existence d’une connexion

Sur M, base du fibré principal, on consideére un recouvrement {U,}. Sur chaque ouvert U,,
on peut définir une section o, de U, dans P, donc : 7o g, = identité. On peut sur U, définir
une 1-forme & valeurs dans G par : A, = 0}(T'). Une telle forme s’appelle le potentiel de jauge
local associé a la connexion I' par la section o,. Evidemment on se pose la question inverse :
est-ce que si on se donne (Uy, 04,.Ay) sur M, il existe une connexion I' sur P, dont les A,, soient
les potentiels de jauge 7 D’abord on peut voir que si elle existe, elle est forcément unique. En
fait si elle existe, sa restriction Ty, & 771(U,) doit étre égale & :

Fo = ga_l(ﬂ*Aa)ga +ga_1dga

otl d est la dérivée extérieure généralisée, et g, = ¢o(u) pour u € 7! (on a montré que c'était
indépendant de u). De la on déduit la formule suivante, en notant 1), les fonctions de transition
sur M :

Ao = (pa) " As(Wsa) + (Vpa) ' d(1hpa) (4.1)

C’est ’équation de transformation de jauge. Sil’équation de transformation de jauge est vérifiée,
alors on peut définir une connexion sur P. Voir Schwarz ([5]), chapitre 15. La courbure 2 associée
a la connection I est elle une 2-forme dur P. Sa projection sur la base M reste elle par contre
une vraie 2-forme, avec laquelle on n’a pas les problemes de recollement précédents.

4.2 Electromagnétisme

Transformations de Lorentz

Tous les résultats donnés dans ce paragraphe sont montrés dans ([7]), chapitre 11 : The
special theory of relativity.
On considere deux référentiels O, (t,z,y,2) et O, ({,%,7,%) qui & t = £ = 0 coincident. O et O
sont les origines des reperes, ¢ ou t est la coordonnée temporelle, z,y, z et T, 7, Z) les coordonnées
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spatiales. Le second référentiel est en translation rectiligne uniforme par rapport au premier.
C’est un changement de référentiels galiléen. On cherche alors a les coordonnées d’un événement
dans le second référentiel en fonction des coordonnées de cet événement dans le premier. Alors
on peut considérer deux cas physiques importants :

e Mécanique de Newton-Galilée : on a une transformation galiléenne :

t =t
T = x—ut
y =y
zZ = z

e Electromagnétisme de Maxwell : dans ce cas, on a une transformation de Lorentz :

7 t — (uz/c?)

(1= (u2/c))'/2
— T —ut
T -y
y =y

Maintenant & la place de x,v, z on utilise les notations z!, 22, 2% et 2° = ct plutdt que ¢, ce qui

possible car ¢ est une constante. On note ces coordonnées (z*). On pose :

B = u/c
¥ = - e

La transformation obtenue précédemment devient alors :

D = A" - B
)
7=
23 = 28
Sous forme matricielle, cela donne :
a0 y =By 00 0
x! By v 00 r!
2|1 [ o o0 10 a2 (42)
3 0 0 01 23

Il est évident qu’on obtient le méme genre d’égalité si on translate suivant non plus 'axe z?,

mais suivant I'un ou l'autre des deux axes x2 ou x>. On définit maintenant o par :

(8 = tanh(«)

Alors notre égalité matricielle (4.2) devient :

20 cosh(a) —sinh(a) 0 0 0
z! —sinh(a) cosh(a) 0 0 rl
2 | 0 0 10 a? (4:3)
23 0 0 0 1 3
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Dans ce cas, si on considére encore un autre repére z#, lui-méme en translation uniforme par
rapport & x#, pour retrouver l’expression de ces coordonnées x# dans les premicres, il suffit
d’effectuer le produit des matrices des égalités (4.3).

Dans le cadre relativiste, on munit R* d’une métrique hyperbolique :

3

g=(da)? =) (da')?

i=1

qui est conservée par une transformation de Lorentz. De plus si on s’intéresse a ’ensemble des
transformations qui conservent la métrique hyperbolique, on voit qu’il y a :

1. les matrices du style (4.3) :

cosh(a) —sinh(a) 0 0
—sinh(a) cosh(a) 0 0
0 0 10
0 0 01
2. les matrices du type :
10 0 O
0
0 (ay)

0

ol (a;;) est une matrice 3 x 3 de rotation;

3. les translations.

Définition 4.2.1

Le sous-groupe de GL(4) engendré par les matrices du type (1) et (2) est appelé groupe de
Lorentz . Le groupe de Poincaré est le sous-groupe de GL(4) engendré par le groupe de Lorentz
et le groupe des translations.

Donc 'espace-temps (I'espace de tous les “événements”) dans le cadre de la relativité est une
variété de dimension 4, munie d’une métrique hyperbolique. Les changements de référentiels
s’effectuent grace au groupe de Poincaré. On va maintenant s’intéresser aux équations de
Maxwell.

Equations de Maxwell

On se place dans un référentiel galiléen, dans lequel se trouve une charge électrique q fize.
On sait alors que le champ électrique créé est de la forme :

- _ 7 4
Amegr? "

ou r est la distance a la charge et u, le vecteur unitaire allant de la source au point ou 'on
mesure le champ. Cest la loi de Coulomb. On montre sans difficulté que 'on a E = VV 2 avec

—q
V p—
4dmegr

2en général, on prend E = —VV
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V est le potentiel créé par la charge ¢, défini a une constante pres. Maintenant dans un autre
référentiel galiléen, en translation rectiligne uniforme par rapport au premier, notre charge g
n’est pas fixe : on a une charge en mouvement. Donc ’électrostatisme est une notion liée
au référentiel. Cette charge en mouvement crée un courant J et alors la théorie classique du
champ électromagnétique repose sur les équations de Maxwell qui s’écrivent classiquement dans
R3 = (z,y,2) (Vx =rot et V. = div) :

0B
VxE = 5 (4.4)
VB = 0 (4.5)
VE = (1/e)p = pop (4.6)
VxB = (OE/0t) + od (4.7)

avec egpoc® = 1 et ¢ = 1. p est la densité de charge et J est le courant électrique. L’égalité (4.4)
s’appelle équation de Faraday, la (4.7) équation d’Ampére. Enfin la seconde traduit le fait qu’il
n’existe pas de charge magnétique libre et la troisieme traduit simplement la conservation de la
charge.

L’équation (4.5) V.B = 0 peut étre “résolue” en posant :

B=VxA
A étant le potentiel-vecteur (a priori, on n’est pas str qu’il est défini). A partir de la, en
reprenant 1’égalité (4.4), on obtient : V x (E + dA/Jt) = 0 ce qui peut étre résolu par :

0A
E+—=VV
ot
(ce qui dans le cas de charge fixe, sans courant, redonne ’électrostatique). On a donc un

potentiel-vecteur A et un potentiel-scalaire V avec :

A
E=VV-2>
V-
B=VxA

Mais A est défini & un gradient d’une f fonction de (¢,z,y,z) prés et V au 0,f pres. En effet
ces ambiguités de définition ne changent pas le résultat concernant E et B, qui sont les “vraies
grandeurs physiques” (ce sont eux que 'on peut vraiment mesurer) :

I(A+Vf) 0A

=VV - == 4 Vo, f—O,Vf

V(V +0if) - 5 5

comme VJ; = 0;V, on retrouve bien A et
VX(A+Vf)=VxA+Vx(Vf)

et V x V =0. On retrouve dans le cas ou 0;f = constante, le cas de 1'électrostatisme (V' défini
a une constante pres).

Les équations de Maxwell ont la particularité d’étre invariantes non pas par transformation
de Galilée, mais par transformation de Lorentz. Donc on se place dans le cadre relativiste :
on choisit un repere (z*) = (t,x,y,2) et on introduit le 4-vecteur densité de courant (JH) =
(p, J1, J?, J3) qui est bien conservé par transformation de Lorentz (voir [7], pages 243-244). On
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définit aussi le 4-vecteur potentiel (A4,) par : (4,) = (V, A', A%, A3). Si on change de potentiel
(AL), comme on ne doit pas changer les grandeurs E et B, on obtient I'égalité :

(AL) = (Ay) +df

qui ressemble beaucoup a ’équation (4.1) obtenue sur les connexions.
On définit la 2-forme F' suivante (qui est une forme globalement définie) :

F = E,dtNdr+ Eydt Ndy+ E.dt \Ndz
—Bydy Ndz — Bydz N dx — B.dx A dy

qui sous forme matricielle est :

0 E, E, E,
-F 0 -B, B
F _ x z Y
(Fyu) -E, B, 0 -B;
-E, -B, B, 0
Alors F' vérifie I'égalité suivante : dF' = 0. En effet :

E, FE B,
dFF = (———y——>dt/\dx/\dy

E, E. B
+<—$——Z+—y>dz/\thdm
E, E. B,
+<—y————>dy/\dz/\dt

B.
————— — |Jdx ANdy Nd
+< dr dy dz) vAnaz

et avec les égalités (4.4) et (4.5), on obtient le résultat.

Dualité de Hodge et seconde équation sur F

On revient a des définitions plus abstraites. On considére un espace vectoriel E sur R de
dimension n et orienté. Soit g une métrique sur E, i.e. une forme bilinéaire symétrique non-
dégénérée. Soit € la forme élément de volume de E, c’est-a-dire la forme définie par :

Viglot AL A"

ol (v1,...,vy) est une base orientée positivement de E et g = det(g(v;,vj)) (pour les propriétés
de cette forme, voir [9], chapitre 9). Soit ® de E dans E’ I'isomorphisme défini par la métrique
: ®(v)(w) = g(v,w). L’application ® induit alors une application ®, entre E} et EY (pour les
notations, voir paragraphe 1) définie par :

o.0(8,...,0% =a(@1p,,..., 07155

C’est aussi une isomorphisme. Donc si w € A¥(M), alors ®,w ® € est dans E. Soit C' : E} —
E™ % 1a contraction qui contracte le iéme terme contravariant avec le iéme terme covariant, pour
1 <i <k (en supposant k < n).
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Définition 4.2.2
L’opérateur * de Hodge entre A*(E) et A" *(E) est donné par :

wi fw=(1/ENC(Piw R €)

Concretement pour £ = R3 avec la métrique euclidienne et (eq, ea, e3) pour base standard,
on obtient :
ol 2 n e 2 =B pel, *ed=el AP
pour £ = R* avec (eg, ey, ea,e3) pour base standard et avec la métrique hyperbolique, on a
e=egNeygNex Neg et :

e’ = e1Nex/Nesg
*el = eyNeaAes
*e2 = —egAepAes
*e3 = ey Ney A es
el Aed) = —eghe

Dans ce cas, si « est un produit extérieur de e, son dual *« est le produit extérieur des autres
e’. L’ordre des autres doit étre pris pour que le produit extérieur de « et de *or donne €. Apres
il suffit d’ajouter & *av un (-1) chaque fois que €' apparait dans a pour ¢ = 1,2, 3.

Lemme 4.2.1
Si la métrique g admet s carrés négatifs (g(e;,e;) = —1), sur les k-formes, on a :

*E (_1)k(n—k)+s

Dans le cas de R* avec la métrique hyperbolique, (—1)P4=P)+3 = (—1)P*1 donc pour une p-forme
w, ¥w = (=1)PHlw.

Maintenant on considere les équations de Maxwell (4.7) et (4.6). Sip =0et J = 0, ces
équations deviennent :

OE
VxB=—, VE=0
ot
Donc ces sont les mémes que (4.4) et (4.5) si B est remplacé par E et E par —B. Soit F’ la
2-forme obtenue a partir de F' en effectuant les remplacements précédents. On obtient :

0 -B, —B, —B.

B, 0 —E. E

/ _ x z Y
Ew) =B, B 0 -E

B. —E, E, 0

Alors on a aussi :

dF! = <_% %—%)dt/\dm/\dy
+<_%+%+%>dz¢/\dt/\dx
+<_%+§—;—%>dy/\dz/\dt
+<_%—§—5—%>dx/\dy/\dz



Sion prend J sous forme d'une 1-forme : J = pdt — Jydx — Jydy — J.dz, on a :

po *J = pplpdt + Jpdx + Jydy + J.dz)
= po(pde Ndy Ndz — Jpdy Ndt ANdz — Jydt Adx A dz
—J.dx N\ dt A\ dy)
= poJodt Ndx Ndy — poJydt Adx N dz + poJydy Adz Adt
+popdx A dy A dz

Les équations de Maxwell (4.7) et (4.6) donnent donc : dF' = py *J, d’ott *dF’ = po **J = podJ.
On remarque que I/ = *I et on obtient finalement :

*d&'F = ,qu

dF =0

Donc la 2-forme F' vérifie : | *F = poJ

Lien entre les vecteurs potentiels et les connexions

Le fait que dF = 0 nous incite a appliquer le lemme de Poincaré pour dire que localement
il existe une 1-forme A telle que F' = dA. Bien stir a A, on peut ajouter un df (ou f est une
0-forme, donc une fonction), sans que cela change F'. On retrouve ainsi le fait que les 4-vecteurs
potentiels (A,) sont définis a un df prés. Plus précisément, on ne change pas les grandeurs

physiques E et B en changeant (A,) en (A),) si on a la relation :

(A}) = (Ay) +df (4.8)

ou f est une fonction scalaire des variables (x,). Cette équation (4.8) est appélée une transformation
de jauge. Le fait de pouvoir prendre des potentiels différents pour calculer le champ électromagnétique
est appelé dégénérescence de jauge . Donc a priori A est une 1-forme définie localement sur
'espace-temps R* et qui vérifie 'égalité (4.8). On a déja fait remarquer que cette égalité ressem-
blait & I’équation (4.1). Donc on retrouve complétement 'idée de potentiel de jauge. Reste a
savoir avec quel groupe on peut travailler.

On considere une variété M de dimension 4, et comme fibré principal, le fibré trivial P =
M x U(1) avec comme groupe le groupe U(1). Sur un tel fibré, on a une seule trivialisation a
considérer (une trivialisation est un diffSomorphisme de 7=1(U,,) dans U, x ). Donc le potentiel
de jauge devient : A, = A, dxt. De plus I'équation de transformation de jauge devient :

Ay = A +idAag

car dans ce cas, les fonctions 1,3 sont de la forme exp(id,g) ot A\yp est une simple fonction
scalaire.

De plus pour un U(1)-fibré principal P avec une connexion «, on peut définir une 1-forme
a valeurs dans R telle que a = i3 (car 'algebre de Lie est iR). En effet pour u € P et v € T,,(P)
on a: a(u)(v) € iR. Donc on pose i3(u)(v) = a(u)(v). De la si Q = Da est la courbure de «a,
on a:

Q(Xl,XQ) = dOé(Xl,XQ) = ’Ldﬁ(Xl,Xg)

par I’équation de Cartan, car |, ]=0 (dans U(1). De plus il existe une unique 2-forme y sur M
telle que 7*(x) = dB. Elle est définie par :

x(m)(v,w) = dB(2)(l:(v),l:(w))
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pour m € M, w(z) = m et I, est le transport parallele (qui va de T,,,(M) dans H,). Pour
montrer qu’elle est bien définie, il faut montrer que si on change z en 2’ = zg, on ne change pas
la définition. Pour cela, il suffit de se rappeler que : I,y = (dRy) o l,. Alors :

() (1 (v), 1 (w)) = dB(Ry(2))(dRy o 12(v), dRg o I-(w))
(RydB)(2)(I=(v), 1= (w))
(

(v
= (dRyB)(2)(1:(v), 1= (w))

En utilisant la seconde propriété des formes de connexion (proposition 4.1.1), et le fait que la

>
>

représentation adjointe est I'identité car on est sur un groupe commutatif, on obtient le résulat.
Donc on s’apercoit que le potentiel de jauge A differe de notre potentiel-vecteur A d’un
coefficient ¢ (A s’identifie avec le 3 précédent). De plus la courbure €2 associée au potentiel de
jauge A donne une 2-forme x sur M, qui s’identifie a la 2-forme F. Donc I’égalité dF' = 0 vérifiée
par F' n’est rien d’autre que I’équation de Bianchi d’une courbure liée a une connexion. Seule
Iautre équation est “une égalité” totalement physique. Donc le 4-vecteur potentiel A peut étre
interprété en terme de connexion sur un fibré U(1), la courbure étant la 2-forme F', qui donne
le champ électromagnétique.
On peut étre plus précis encore en disant que le vecteur potentiel A est défini sur un fibré
en droite (le groupe est R) et montrer que tout fibré en droite se ramene & un fibré U(1).
On va terminer ce paragraphe sur ’électromagnétisme en montrant que F est a périodes entieres.

F a périodes entieres

On se place dans le cas d'un U(1)-fibré P de base M de dimension 4 sur lequel existe une
connexion a. On a déja défini 3 et x.

Sio:V — P est une section de 7 : P — M et si 3 = o*(), alors x = d(B). En effet on a
m™(x) = dB, d’ou :

d(B) = d(o"(8))

Au passage on peut remarquer qu’on retrouve dy = 0.

Soit m € M et o : V — P une section de P avec m € V. Soit v une courbe fermée tracée
sur M, y(t) , avec a < ¢
eqb, telle que v soit contenue toute entiere dans V et telle qu’elle soit le bord d’une variété
R de dimension 2, compacte inclus dans M. Le transporté horizontal u(t) = (y(t), 2(t)) avec
u(a) = (v(a),z(a)) = (m,1) est donné par :

2(t) = exp (-% B) cU(1)

(voir comment on démontre le théoréme de relevement). Alors par le théoreme de Stokes, on
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obtient :

2(b) = exp <—i A B)
([

car Yy = d/ﬁ\. Maintenant on prend une variété K de dimension 2 orientée compacte et incluse
dans M. On fixe m € K. Pour tout ¢ > 0, on se donne un voisinage V. contenant m tels que,
si€ <€, onait: Vo C V. et quand € tend vers 0, 'adhérence de V, a pour limite m. On définit
Ye ¢ [0,1] — K comme une courbe fermée tracée sur K contenue dans Ve (7.(0) = v.(1) = m)
(sur une sphére, on prendrait comme courbes des cercles de rayon €). On considére donc les
couples (Vg, 7). Alors 7, divise K en deux parties K. et D¢, avec D, C V. lintérieur de la
courbe. On suppose que 7. est paramétré de facon a ce que son orientation corresponde & celle
induite par D.. Alors on obtient :

o) = (2] 3) = on(, )

Or quand € tend vers 0, fDe x tend vers 0. Donc on en déduit que :

o)

donc il existe un entier n € Z tel que [y x = 2mn.

On en déduit que F qui est une vraie 2-forme sur R* et qui joue le réle de y a pour périodes
27mn, ou n € Z. Donc a une normalisation pres, F' est a périodes entieres.

On va maintenant appliquer notre “collating formula” du paragraphe 3.2 4 F = F(-1.2),
Evidemment on a : F' = dA. Mais comme ceci n’est vrai a priori que localement, pour reprendre
ce qu'on a fait sur les formes il faut plutot prendre : 6F = dA, avec A = A De 14 on définit
une descente sur F' par :

SF = dA
A = dALY
A0 = g A=

(faire attention : on a changé les signes par rapport a la descente sur les formes). Donc la
“collating formula” appliquée & cette descente pour une partition {6, } devient :

F =d(0).A+0}.A00) — 2 A2—1)

2(27_1)
Comme F est & périodes entieres (modulo 27), on peut choisir A=Y =4 entier. Et

si on veut se limiter aux cocycles entiers, on a vu a la fin du paragraphe 3.3, que cela entraine
une ambiguité entiere sur A0, Donc la formule devient :

7 (1,0) 7(2,—1)
F=d@A+60}. A )—03 A

7, (170)
avec A défini modulo les entiers.

68



Conclusion

Pour définir l'intégrale f - A”, on a un début de réponse en posant a la place de A, ce qu’on
a obtenu sous le d dans la “collating formula” appliquée a F. Pour poursuivre et donner une
définition complete, on a besoin de la notion de caractere différentiel.
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Annexe

Le but ici est de montrer le théoreme suivant : Toute variété paracompacte peut étre
munie d’un recouvrement simple.
Pour cela on a besoin de la définition suivante :

Définition 4.2.3
Une structure riemanienne sur une variété différentiable M est la donnée d’un champ de
tenseurs g deux fois covariant, dit tenseur métrique, tel que :

1. g est symétrique;

2. pour chaque x € M, g, est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur T,(M) x
T, (M).

La structure est dite proprement riemanienne si g, est définie positive.

En coordonnées locales, les deux premieres conditions se traduisent sur les composantes de
g par :

L gij = gjis
2. la matrice (g;5) est inversible.

Théoréme 4.2.1
Toute variété différentiable M paracompacte peut étre munie d’une structure proprement
riemanienne.

démonstration :
Soit {U;} un recouvrement de M par des cartes locales (z},...,z7) et soit {f;} une partition de
I'unité subordonnée a ce recouvrement. Désignons par g; le tenseur deux fois covariant, défini
dans U;, dont les composantes dans les coordonnées (z7) sont :

(9i)nk = Onk

En fait comme U; est difféomorphe a R™, on remonte par une carte la structure euclidienne de
R™.
Alors il suufit de définir un tenseur g deux fois covariant sur M par :

g = Zaigi

O

A partir de cette métrique on peut définir la lonqueur d’une courbe tracée sur cette variété
riemanienne (cf. [9], page 424). On définit alors une géodésique entre deux points comme une
courbe tracée entre ces points (il faut une variété connexe par arcs) qui soit un point critique

de la fonction : ,
1 dy dvy
E(vy) == — —

(voir [9], pages 424-450).
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Définition 4.2.4

Un ensemble U C M est dit géodésiquement conveze si tout couple de points (z,z') € U?
admet une unique géodésique de longueur minimale entre les deux points et si cette géodésique
est contenue dans U.

Proposition 4.2.1
Un ouvert U C M géodésiquement convexe est difféomorphe a R™.

démonstration : voir 3], page 117.

Théoréme 4.2.2
Soit x € M, wvariété proprement riemanienne. Alors x admet un voisinage W, C M
géodésiquement conveze.

démonstration : voir [2], pages 138-151 ou [9], exercice 32, page 491.

L’intersection de deux voisinages géodésiquement convexes est encore géodésiquement con-
vexe. Donc I'union de tous ces voisinages W, est un recouvrement simple de M.
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