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SUITES RECURRENTES ALEATOIRES.

DEFINITION

Une suite récurrente aléatoire sur un espace E est une suite de v.a.
(Xn)nen @ valeurs dans E définie sur un espace de probabilité (Q2, F, P)
solution d’une équation récurrente de la forme :

Xn+1 = f(0n+1aXn)
ou
Q 64,0-,... sontdes v.a. i.i.d. a valeurs dans © ;

© f:0© x E — E estune application mesurable ;

© X, (la condition initiale) est une v.a. (éventuellement déterministe)
indépendante de la suite (6;)cn>-
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BATTRE LES CARTES.

» E :ensemble des permutations (d'un jeu de 52 cartes), de
cardinal 52! ;

» O :un sous-ensemble de E;

» Xp = e :identité (les cartes sont ordonnées), X, 1 = 0p11 0 X

HYPOTHESES :
e O est mélangeant, i.e. engendre E;
o laloi des 6; charge tous les éléments de ©.

La suite (X,) est récurrente, satisfait une loi des grands nombres :

lim Z 1
n——+oo N Xk
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BATTRE LES CARTES : COMBIEN DE FOIS ?

La suite (X,) est récurrente, satisfait une loi des grands nombres :

lim 1
n—+oo N Z Xe=

» On a une asymptote de type exponentiel (condition de Doeblin) :

%Z P(X,

XeE

1
= < .
X) ~ 5o Cp", avecp<1

» Diaconis a montré qu’il suffit de battre le jeu 7 fois!
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MARCHES ALEATOIRES SUR Z¢Y.

> e1,...,e4 : base canonique de RY;
» E=79;
» ©O={-ey,...,—€qg,€1,...,€4}; 0; de loi uniforme sur ©;

» Xp =0, X1 = Xp + 0,1 : marche aléatoire symétrique sur Z9.

THEOREME (POLYA, 1921)

Pour d = 1 ou 2, la marche aléatoire (X,) est récurrente :

P(3n > 0, X, = 0) = 1.

Pour d > 3, elle est transiente : P(3n > 0, X, =0) < 1.

| A\

CONSTANTE DE PoLYA

Cest p(d) =P(Tp < +0), Ty étant le temps de retour a 0. Alors
p(1) = p(2) =1, p(3) ~ 0,34, p(4) ~ 0,19, p(10) ~ 0, 06.

v
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MARCHE ALEATOIRE EN DIMENSION 1.
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MARCHE ALEATOIRE EN DIMENSION 2.
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CONVOLUTION DE BERNOULLI.

a>o;

E=R;

© = {—1,1}; 6; de loi uniforme sur ©;
Xo =0, Xpi1 = aXy+ 0p1.

v v vV

Pour a = 1, marche aléatoire sur Z.
Pour a > 1, P(limp_ 400 Xp € {—00, +00}) = 1.
Pour0<a<1?

> Xn_anXOZan_19‘| ++9n

v

Y, =01+ ab+...+a" 6, converge vers Y., € {—1%&, 1%3}

PROPOSITION

(Xn) converge en loi vers Y : . ”T Ed(Xp) = EP(Ys).
——+00
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a=0,2>5.

Comportement p.s. de X, et Y, :
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a=0,2>5.

Comportement en loi de Xjqo €t Yigo :
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a=0,7.

Comportement p.s. de X, et Y, :
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a=0,7.
Comportement en loi de Xjqo €t Yigo :

035 035
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CONVOLUTION DE BERNOULLI : LOI DE LA LIMITE.

> Fa(t) = va(] — o0, f]) =P(Yoo < ).

PROPOSITION

Pour tout | = [a, 8] C R, nﬂT Z1xke/ Fa(B) — Fa(w).

PROPRIETES DE F,

e F, est 'unique solution continue de

vt € R, G(t):% [G<t_a1> +G<t+a1>]

e Sia< 1/2, vy est continue singuliere (1935).
e Sia=1/2, vy estlaloi uniforme sur [-2,2] (1935).
e Pour presque tout a > 1/2, v4 est a densité (1995).
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SIMULATIONS DE FRACTALES.

E=RY;

© ={1,...,k}; 0; de loi uniforme sur ©;

XO =0, Xn+1 = A(9n+1 )Xn + B(9n+1 )
A(1),...,A(k) matrices, B(1), ..., B(k) vecteurs.

vV vyVvVvyywy

THEOREME

Les conclusions de la convolution de Bernoulli restent les mémes :
convergence en loi de (Xj), théoreme de convergence presque sdre
des moyennes de Césaro.

| A

SPIRALE
e d=k=2;
0,839 -0,303 _( —0,161 —-0,136
oAy = ( 0,383 0,924 >’A(2) o < 0,138 -0,182 )

0,232 0,921
° B(H)= ( —0,080 > B(2) = ( 0,178 )
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FRACTAL EN SPIRALE.
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MATRICES DE TRANSITION.

DEFINITION (ESPACE D’ETATS, MESURE)
DANS TOUT LE COURS, E est un espace dénombrable. Un élément
x € E estun état. Une mesure v = (vx, X € E) est un vecteur ligne de

nombres réels positifs ou nuls. Si Z vx = 1, la mesure est une
X€EE

probabilité ou distribution.

DEFINITION (MATRICE DE TRANSITION)

Une matrice de transition P sur E est une application de E x E dans
[0, 1] telle que

Vx € E, ZP(X,}/) =1.
yeE

On dit aussi que la matrice est stochastique.
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CHAINE DE MARKOV

DEFINITION (CHAINE DE MARKOV)

Une suite de v.a. (Xp)nen a valeurs dans E est appelée chaine de
Markov si pour tout n € N la loi conditionnelle de X, sachant

Xo, ..., Xn est égale a sa loi conditionnelle sachant X, i.e. pour tout
Y0,---sYne1 dans E :

P(Xnt1 = Yne11Xo = Yo, - - -, Xn = ¥n) = P(Xnt1 = Yng1|Xn = ¥n).

> Pn(x,y) = P(Xns1 = y|Xn = X).

Si Pn(x,y) = P(Xht1 = y|Xn = X) ne dépend pas de n, on parle de
chaine de Markov homogene. Dans ce cas, la matrice P obtenue est
stochastique.
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DEFINITION « EQUIVALENTE »

DEFINITION (CHAINE DE MARKOV (v, P))

Une chaine de Markov, de distribution initiale v et matrice de transition
P, a valeurs dans E est une suite de v.a. (Xp)nen définies sur
(Q, F,P), telle que :
Q@ Xy apourloiv,
@ etpourn > 0, conditionnellement a X, = x, la loi de X, 1 est
donnée par (P(x,y), y € E) et est indépendante de Xy, . . ., Xn_1.

TRADUCTION MATHEMATIQUE

Pour tout n > 0 et tout yp, ..., ¥nr1 dans E :
Q P(Xo = yo) =10
Q P(Xnt1 = Ynt1|Xo = Yo, -, Xn = ¥Yn) = P(¥n, Yn+1)
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EXEMPLE IMPORTANT

PROPOSITION

Soit
@ (0n)nen une suite de v.a. i.i.d. & valeurs dans ©,
e Xo une v.a. a valeurs dans E, indépendante de la suite (0p)nen,
e f:© x E — E une fonction mesurable.

Alors la suite (Xn)nen de v.a. & valeurs dans E et définie par la relation
de récurrence :

vn e N; Xn+1 - f(9n+1 ) Xn)

est une chaine de Markov homogeéne.

CONSEQUENCES : tous les suites vues dans la partie 1 sont des
chaines de Markov.
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EQUATION DE CHAPMAN-KOLMOGOROV

THEOREME

Soit (X») une chaine de Markov sur E de matrice de transition P, de
distribution initiale . Alors

P(Xo = Y0, -, Xn = ¥n) = v(Yo)PYo, Y1) - - - P(¥n-1, ¥n)-

@ Si X, a pour l0i pp, @lOrs : piniq = pnP = vP"1,
@ Pourtout (x,y) € E2, P(X, = y|Xo = X) = P"(x, y).
© Pour toute fonction h: E — R bornée,

E(h(X,)|Xo = x) = P"h(x).

REMARQUE

Les fonctions h : E — R sont représentées par des vecteurs colonnes.

A. Popier (ENSAI)
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MESURE INVARIANTE, REVERSIBLE

DEFINITION (MESURE INVARIANTE)

Une mesure . sur E est dite invariante si et seulement si c’est un point
fixe de I'’équation Chapman-Kolmogorov, i.e. u = uP.

DEFINITION (MESURE REVERSIBLE)

Une mesure 1. sur E est dite réversible si et seulement si

V(x,y) € E%,  u(X)P(x,y) = u(y)P(y, x).
PROPOSITION
Une mesure réversible est invariante.

A. Popier (ENSAI) Chaines de Markov. Janvier-Mars 2011 21/51




CHAINE RETOURNEE.

LEMME
Si (Xn)nen est une chaine de Markov, alors pour tout N € N,

f(”:{f(,’,\’:XN,n, ogngN}

est une chaine de Markov, appelée chaine retournée a partir de
I'instant N.

PROPOSITION

Soit (Xn)nen chaine de Markov (., P) avec pi probabilite réversible.
Alors la chaine retournée XN = { XN, 0 < n < N} est une chaine de
Markov (1, P).
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PROPRIETE DE MARKOV.

Le processus déecalé Xni = (Xnt k)ken €St défini par

Vk 2 07 Xn_’_’k = Xn+k.

Soit (X) une chaine de Markov sur E de matrice de transition P, de
distribution initiale v. Alors conditionnellement a X, = x, le processus
Xn+ est une chaine de Markov de matrice de transition P, de
distribution initiale dx et est indépendant des v.a. X, ..., Xn.

» Phénomeéne sans mémoire !
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PROPRIETE DE MARKOV FORTE.

Pour n > 0, F, : tribu des événements déterminés par Xy, X1, ..., Xy

Fn= {{w € Q; (Xo(w), .. .,Xn(w)) € Bn}, B, € P(En+1)} )

DEFINITION (TEMPS D’ ARRET)

Une v.a. T a valeurs dans N U {+oo} est appelée un temps d’arrét si
pour toutn € N, {T = n} € Fp.

PROPRIETE DE MARKOV FORTE

Soit (X5) une chaine de Markov (v, P) et 7 un temps d’arrét. Alors
conditionnellement en {7 < +o0} N {X; = x}, le processus (X-+n)nen
est une chaine de Markov (dx, P) indépendante de F : pour tout
AcF.,m>0,xq,...,Xpdans E :

=P(AX: =X, 7 < 00) X Px(X1 = X1,..., Xm = Xm).
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NOTATIONS POUR LA SUITE DU COURS.

v

E : espace fini ou dénombrable ;

P : matrice de transition ;

P, loi sachant que Xj suit la loi v;

E, : espérance sous P, ;

Py loi sachant que Xp = x, i.e. v = dx
Ex : espérance sous Py ;

M(E) : ensemble des probabilités sur E.

v

v

v

v

v

\4

NE) = {,uE]RE, pu(x) >0, Z“(X):1}'

xeE
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ETATS RECURRENTS ET TRANSITOIRES.

TEMPS DE RETOUR : Ty = inf{n > 1, X, = x}.

Létat x € E est récurrent siPx(Tx < +00) = 1, et est transitoire si
Py(Tx < +00) < 1.

NOMBRE DE RETOURS : Ny = Y "1,
n>1
PROPOSITION
Q Six estrécurrent, Px(Ny = +00) = 1.
@ Si x est transitoire,

Px(Ny = k) = (1 — My)N%, pour k > 0,

avec My = Py (Tx < 4+00).
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ETATS RECURRENTS ET TRANSITOIRES.

NOMBRE DE RETOURS : NX = Z 1)(”:)(.
n>1

PROPOSITION
© Six estrécurrent, Px(Ny = +00) = 1.
© Six est transitoire,

Px(Nx = k) = (1 — M)XK, pour k > 0,

avec My = Py (Tx < +00).

COROLLAIRE
L'état x € E est récurrent si et seulement si

“+o0o

D (P")(x,x) = +o0.

n=0
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CLASSE D’EQUIVALENCE.

e L'étaty € E est accessible a partir de x € E (noté x — y) s'il
existe n € N tel que Px(X, = y) > 0.

e Les états x et y communiquent (noté x <» y)six — y ety — X.

CLASSES D’EQUIVALENCE : <> est une relation d’équivalence qui crée
une partition de E en classes d’équivalence modulo «.

Soit C C E une classe d’équivalence modulo <. Alors tous les états
de C sont soit récurrents, soit transitoires.
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CLASSES FERMEES.

DEFINITION
Une classe C C E est dite fermée si pour tous x ety dans E :

xeCetx—>y=yeC.

PROPOSITION

La restriction de la chaine de Markov a une classe fermée C est une
chaine de Markov d’espace d’états C.

Si C = {xo} est fermée, on dit que xp est un état absorbant.

o Toute classe récurrente est fermée.

o Toute classe fermée et finie est récurrente.
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IRREDUCTIBILITE.

DEFINITION

Une chaine de Markov (v, P) est
» irréductible si E est constitué d’une seule classe d’équivalence ;
» irréductible récurrente si elle est irréductible et si tous les états
sont récurrents.
» irréductible transiente si elle est irréductible et si tous les états
sont transitoires.

PROPOSITION

Une chaine de Markov irréductible sur un espace E fini est irréductible
récurrente.
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IRREDUCTIBILITE.

DEFINITION

Une chaine de Markov (v, P) est irréductible si, pour tout couple
(x,y) € E?, il existe

e un entier k = K(x,y)
e etune suite finie X = Xo, X1, ..., Xk_1, Xk = ¥
tels que P(xj,Xj+1) >0 pouri=0,..., k—1.

Clest-a-dire :P(Xx = y|Xo = x) = P¥(x,y) > 0.

THEOREME
Si (Xn)nen est irréductible,

Q les fonctions P-invariantes (i.e. Pf = f) sont les fonctions
constantes.

© P admet au plus une probabilité invariante 7. De plus =(x) > 0
pour tout x € E.
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CLASSIFICATION.
Q x /4 x: x transitoire.

@ Les états x t.q. x — x peuvent étre classés en classes
d’équivalence irréductibles par la relation « :

» classes irréductibles non fermées : transitoires ;
» classes irréductibles fermées : récurrentes ou transitoires.

© A partir d’un état récurrent,
» la chaine restreinte a la classe d’équivalence de cet état est
irréductible.
» Chaque état de cette classe est visité une infinité de fois.

© A partir d’'un état transitoire,

» soit la chaine finit par atteindre une des classes récurrentes ;
» soit elle part a l'infini apres étre passée un nombre fini de fois par
les états de la classe transitoire.
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EXISTENCE D’UNE MESURE INVARIANTE.

DANS CE PARAGRAPHE,
» E : espace fini de cardinal d, donc en bijection avec {1,...,d};
» P : matrice de transition de taille d x d;
» [1(E) : ensemble des probabilités sur E.

Lensemble des probabilités invariantes pour P est un sous-ensemble
non vide, compact et convexe de MN(E).

REMARQUE
Pas d’unicité en général !
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THEOREME ERGODIQUE.

THEOREME

Supposons (X,)nen irréductible de probabilité invariante «. Alors
© presque slrement

lim 1 = m(x
n——+o0 nz =

@ Pour tout x € E, 1

Ex(Tx)
avec Ty = inf{k > 1, X = x} instant de premier retour en x.

COROLLAIRE

Si la chaine est irréductible, alors elle visite infiniment souvent tous les
points de I'espace d’états E.

m(x) = >0,

A. Popier (ENSAI) Chaines de Markov. Janvier-Mars 2011 35/51



CHAINE FORTEMENT IRREDUCTIBLE.

PROPOSITION

Supposons la chaine irréductible de probabilité invariante w. Alors pour
toute probabilité v sur E,

n—1

lim > vP* =, ou encore Jim ZIP’ Xk = x) = 7(x).

n—-o00
k=0

DEFINITION

Une chaine de Markov (v, P) est fortement irréductible s’il existe un
entier k tel que

|

V(x,y) e E2, PK(x,y)>o0.
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CHAINE FORTEMENT IRREDUCTIBLE.

THEOREME

Supposons (X,)nen fortement irréductible de probabilité invariante 7.
Soit k I'entier de la définition précédente et

a=aP)= inf PX(x,y)} > 0.
yEZE{XEE }

Alors pour toute probabilité v sur E et tout n € N,

sup |P, (X, € A) — w(A)] < (1 — a)lA,
ACE

avec [a] la partie entiére de a. Ainsi lim vP" = .
n——+o0o
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APERIODICITE (1).

DEFINITION
Soit x € E et R(x) = {n e N*, P"(x,x) > 0}. La période p(x) de x est
le plus grand commun diviseur de R(x).

PROPOSITION

Supposons la chaine irréductible. Alors tous les points de E ont la
méme période.

DEFINITION

Cette période commune est la période de la chaine ; chaine qui est
apériodique si cette période vaut 1.

COROLLAIRE

Supposons P irréductible. S'il existe x € E tel que P(x, x) > 0, alors P
est apériodique.
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APERIODICITE (2).

Un état est aperiodique s'il existe un entier N tel que P"(x, x) > 0 pour
foutn > N.

@ Si une chaine est irréductible et apériodique, tous les états sont
apériodiques. Et alors la chaine est fortement irréductible.

@ Réciproquement une chaine fortement irréductible est irréductible
et apériodique.
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MESURES INVARIANTES.

A partir d’ici, E n’est plus supposé fini.

Une mesure r est strictement positive si w(x) > 0 pour tout x € E.

Soit (Xp)nen une chaine de Markov de matrice de transition P,
irreductible récurrente. Alors il existe une mesure 7 strictement
positive invariante, unique a constante multiplicative pres.
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PARMI LES ETATS RECURRENTS...

e x récurrent si Py(Tx < +o0) = 1.
o m(x) = Ex(Ty).

Un état x est récurrent positif si m(x) < +oo, et récurrent nul sinon.

THEOREME

Supposons la chaine irréductible.
» Un état x est récurrent positif,
» si et seulement si tous les états sont récurrents positifs,
» si et seulement s’il existe une unique probabilité invariante.

Dans ce cas elle est donnée par m = (w(x) = 1/m(x), x € E).

A. Popier (ENSAI) Chaines de Markov. Janvier-Mars 2011 41 /51



DICHOTOMIE.

Pour une chaine irréductible et récurrente
» soit elle est récurrente positive s'il existe une probabilité invariante,
» soit elle est récurrente nulle si toute mesure invariante est de
masse totale infinie, i.e. ) ~ mx = +oc.
xeE
CONSEQUENCE : si E est fini, il n’existe pas d’état récurrent nul, tout
etat récurrent est récurrent positif.

COROLLAIRE

Soit (Xn)nen une chaine de Markov irréductible, récurrente positive.
Pour x € E, Ty =inf{n>1, X, = x}. Alors pour tout y € E,

Ey(Tx) < +o0.
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THEOREME ERGODIQUE.

GENERALISATION de la loi des grands nombres :

THEOREME

Soit (Xn)nen Une chaine irréductible et récurrente positive. Si
f: E — R est une fonction bornée, alors

n—1
P (n lim % kg (X)) = ﬂ(X)f(X)) =1.

xXeE

m = (m(x), x € E) est 'unique probabilité invariante.
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THEOREME CENTRAL LIMITE.

THEOREME

Soient
@ (Xnh)nen chaine irréductible de matrice de transition P,
e m l'unique probablité invariante,
o f: E—>RaveC7rf:Z7rfo:O.

xeE
n—1

Alors il existe o > 0 tel que la suite Zf (Xx) converge en loi vers

\F

o¢Z,avec Z ~ N(0,1).
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THEOREME CENTRAL LIMITE.

CALCUL DE oy : pour | € E,

+oo
(Qf)x = Ex(f(Xn)).
n=0
Alors (I — P)Qf = f et

of = Y m((QNx)? = m(PQF)S

XeE XeE
= 2277)( (Qf)x ZTrsz
xeE xeE
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PLAN

@ CHAINES IRREDUCTIBLES RECURRENTES POSITIVES ET
APERIODIQUES
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APERIODICITE.

DEFINITION

Un état x est apériodique s’il existe N € N tel que (P")(x, x) > 0 pour
toutn > N.

LEMME

Si P est irréductible et s’il existe un état apériodique x, alors pour tout
(v, 2) € E?, il existe M € N tel que (P")(y,z) > 0 pourn> M. En
particulier tous les états sont apériodiques.

THEOREME
Soient P une matrice irréductible, récurrente positive et apériodique et
7 'unique probabilité invariante. Soit (X,)nen Uune chaine de Markov
(v, P). Alors pour tout x € E,

. o , _—_
nﬂToo P(Xyp=x) =nx & nﬂToo(VP )x = Tx.
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VITESSE DE CONVERGENCE.

Pour tout (x,y) € E2, lim (P")(x,y) = 7.

n—-o00
CONDITION DE DOEBLIN : il existe une mesure non nulle x4 sur E et
ny € N tels que :

V(X,y) € E27 (Pno)(xnv) > Hy-

NOTATION : 8= _ puy.
xeE

» Si E estfini:

Soit P irréductible et apériodique. La condition de Doeblin est
satisfaite.

» Quand E est infini, en général pour tout n € N et tout y € E,

inf (P")(x.y) =0.
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CONVERGENCE EXPONENTIELLE.

Supposons P irréductible et vérifiant la condition de Doeblin. Alors P

est récurrente positive et apériodique, et si = désigne sa probabilité
invariante, pour touti € Eetne N :

S IPM(x,y) — my| < 2(1 — g)l/ml.

yeE

Pour a € R, [a] est |a partie entiere de «.
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PARTITION DE E.

Ici la chaine peut étre périodique ou transiente ou récurrente nulle.

THEOREME

Soit P irréductible. Il existe un entier d > 1 et une partition

E=CyUCiU...UCqy_1

tels que (en posant Cpg.r = Cy) :
° PQy > 0 seulement si x € Cr et y € Cr., pour un certain r;

° P)((;d) > 0 pour tout n suffisamment grand, et tout x et y dans C,

pour tout r.

Lentier d s’appelle la periode. Pour tout x € E, d est le plus grand
diviseur commun de I'ensemble {n > 0, Py, > 0}.
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COMPORTEMENT EN TEMPS LONG.

Soit P irréductible de période d et E = Co U Cy U...U Cy_1 la partition

du théoréme précédent. Soit v une probabilité sur E t.qg. Z v(x) =1.

x€Cy
Soit X la chaine de Markov (v, P). Alors pour r =0,1,...,d — 1 et

poury € Cr,ona:

d
P(X, = —
(Xnatr =Y) njoo my7
ou my est le temps de retour moyen en y. En particulier pour x € Cy et
yeCr,ona
P,((;dH) — i
n— o0 my
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