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Introduction

Le calcul stochastique a pris une place primordiale dans la finance de marché depuis
le milieu des années 1970. Le besoin de modélisation pour gérer au mieux les risques,
pour automatiser les taches, bref pour « industrialiser » une activité au départ trés
artisanale, a trouvé des moyens de calculs trés sophistiqués dans la théorie développée
a partir des années 1930 par Kolmogorov, It6 et bien d’autres mathématiciens. De plus
la finance a poussé les mathématiciens a développer certaines de leurs théories, pour
le meilleur mais aussi pour le pire, quand la croyance en un modéle se confronte a la
réalité.

Commencons par rappeler quelques notions clés de la finance. Un marché financier
est composé (en simplifiant beaucoup) de titres de base :

— devises,

— opérations de prét ou d’emprunt avec intéréts,

— actions et indices (S&P 500, CAC 40),

— matiéres premieres.

Ces produits sont cotés, leur prix étant alors fixé suivant la loi de l'offre et de la de-
mande. Sur ces titres, se greffent des produits dérivés. Ils sont créés suite a une demande
de transfert des risques et existent depuis longtemps (blé dans I’Antiquité, métaux a
Amsterdam au 18¢me siécle, etc.). Le prix de ces produits résultait d’un accord entre les
parties. Mais ils ont connu un formidable essor grace a 'existence de marchés organisés
(Chicago 1973, Paris 85-87).

Parmi ces nombreux produits, concentrons nous sur la classe des options.

Définition 0.1 Une option est un titre donnant a son détenteur le droit, et non l’obli-
gation d’acheter ou de vendre (selon qu’il s’agit d’une option d’achat ou de vente) une
certaine quantité d’un actif financier, a une date convenue et a un priz fixé d’avance.

C’est donc un contrat disymétrique dont la description précise est la suivante.

— Nature de ’option : call pour une option d’achat et put pour une option de vente.

— Actif sous-jacent, sur lequel porte 'option : une action, une obligation, une devise,
etc.

— Montant : quantité d’actif sous-jacent a acheter ou a vendre.

— Echéance ou date d’expiration ou maturité, qui limite la durée de vie de 'option.

— Date d’ezercice : option américaine (exercice a n’importe quelle date précédant
I'échéance), option européenne (exercice a terme).

— Prix d'exercice ou strike, qui est le prix (fixé d’avance) auquel se fait la transaction
en cas d’exercice de I'option.



Sur les marchés organisés, les options sont parfois cotées. En général avec les régles
suivantes :

— 3 échéances cotées simultanément : 3, 6 et 9 mois (sur les mois de mars, juin,

septembre, décembre).

— Au moins 3 prix d’exercice avec écart standard entre eux et proches des cours de

I’action.

— Valeur intrinséque : différence positive ou nulle entre le cours coté du titre support

et le prix d’exercice.

— Valeur temps : différence entre le cours de I'option et sa valeur intrinséque.
Parmi ces cotations d’options, les plus liquides sont celles dites a la monnaie (prix d’exer-
cice proche de la valeur du cours). On dit qu'une option est dans la monnaie si sa valeur
intrinséque est positive ; elle est en dehors de la monnaie sinon.

Le probléeme de tout produit dérivé, et donc en particulier d’une option, est d’en
fixer le prix (on parle aussi de prime). Si 'option est cotée sur un marché, la prime est
donnée par le marché. Mais en 'absence de cotation, comment calculer la prime? Et
méme pour une option cotée, disposer d'une formule ou d’'un modéle pour calculer le
prix peut permettre de détecter d’éventuelles anomalies de marché.

Prenons I'exemple du call européen d’échéance T', de strike K, sur une action (stock
en anglais) de prix S; a I'instant ¢.

— Si St < K, le détenteur de 'option n’exerce pas.

— Si St > K, il exerce, achéte au prix K et revend immédiatement l’action au prix

St @ il gagne donc S — K.
— Donc la valeur a échéance de l'option (ou payoff en anglais) est : (Sp — K)™ =
max(Sr — K, 0).
Il y a alors deux problémes a résoudre pour le vendeur de l'option.

— Pricing ou valorisation : comment évaluer a ¢t = 0 une richesse (S — K)* disponible

enT?

— Hedging ou couverture : comment reproduire a partir de la prime, la richesse

(Sr— K)" aladate T?
Pour pouvoir surmonter ces problémes, quelques hypothéses sont nécessaires.

Définition 0.2 (Marché sans friction) Un marché financier est dit sans friction si

— il n’y a pas de cotts de transaction ;

— il n’y a pas d’impdts ou tazes (sur les transactions ou les plus values) ;

— il n’y a pas d’écart entre prixz d’achat et prixz de vente des titres (fourchette de
priz nulle) ;

— les transactions sont instantanées

— les titres négociables sont tres liquides et indéfiniment fractionnables ;

— il n’y a pas de restriction sur les ventes a découvert ;

— les participants du marché sont preneurs de priz (ils n’influencent pas les priz par
leurs achats et ventes).

En pratique ces conditions ne sont pas vérifiées, mais elles simplifient considérablement
la théorie. L’hypothése qui suit est fondamentale.

Loi fondamentale de la finance de marché. Dans un marché sans friction, il n’y
a pas d’opportunité d'arbitrage s’il n’est pas possible de gagner de l’argent & coup sir a
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partir d’un investissement nul. On parle d’AOA pour absence d’opportunité d’arbitrage.
Ainsi quand on propose un modéle de marché il faut impérativement tenir compte
de cette loi! De I’hypothése de non arbitrage on tire les propriétés suivantes.
— Si C; = CY(T, K) est le prix du call a l'instant ¢, 0 < C; < S,.
— Si B(T, K) est le prix du put, et si on peut emprunter ou placer de 'argent au
taux constant r, alors on obtient la relation de parité call-put :

CUT,K) — P(T,K) =S, — Ke "T9,

Preuve. En exercice. (]

Les options call et put sont dites vanille ou standard. Mais il en existe plein d’autres,

dites exotiques.

— Binaires : paye un nominal connu & son détenteur si le cours dépasse (est inférieur
a) un prix d’exercice fixé et rien sinon.

— Asiatiques : options standard, mais dont le support est la moyenne des cours sur
une période donnée. Créées pour éviter les manipulations de cours du sous-jacent
prés de I’échéance.

— Lookback : le sous-jacent est le maximum ou le minimum du cours sur une période
incluant I’échéance. Flux payé : différence entre le cours et le max (ou le min).
Options chéres car elles ont toujours de la valeur.

— Barriéres : Call ou put standard mais dont I'exercice n’est autorisé que si le titre
support a franchi un niveau fixé appelé barriére.

— Quantos : Call ou put sur des titres d'un marché étranger mais payées en monnaie
domestique.

L’essor des mathématiques financiéres a commencé quand Black et Scholes ont dé-

veloppé leur théorie du pricing. Elle repose sur la gestion de portefeuille.

— Suivre le prix de marché de l'actif S; (action, taux, commodité, etc.).

— Gérer un portefeuille (autofinancant) de valeur V; de la valeur initiale la prime
-

— Surveiller le P&L (profit and loss) final : Vi — h(S7) (on parle aussi de tracking
error), ou h(St) valeur (ou payoff) a la maturité 7" du contrat.

— Trouver 7 qui minimise le P&L (optimisation de portefeuille).

Si on trouve un 75 tel que le P&L final est nul, alors en absence d’opportunité d’arbitrage,
a toute date intermédiaire, le prix du produit est égal a la valeur du portefeuille de
couverture construit a partir de 7. Autrement dit, le prix d’un produit dérivé est donné
par la valeur de son portefeuille de couverture. Et c¢’est notamment pour déterminer
cette couverture du produit qu’on a besoin de mathématiques et de calcul stochastique.

En finance (mais pas seulement!), on distingue deux types de modéles : ceux pour
lesquels les fonctions aléatoires dépendent continument du temps et ceux dits a sauts,
c’est-a-dire des modéles dans lesquels les processus considérés ne sont pas continus! Les
modeéles avec trajectoires continues ont une place prépondérante en finance, ainsi ils
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doivent étre compris parfaitement avant de se lancer sur des généralisations. Néanmoins
pointons ici quelques inconvénients des modeéles continus.

— Modéle de Black-Scholes. Le plus utilisé, LA référence. Parmi ses inconvé-
nients, citons l'invariance d’échelle du mouvement brownien. Celle-ci implique
que le trading journalier, mensuel ou & la seconde est & peu prés le méme!

— Modéle a volatilité locale. Extensions naturelles du modéle de Black-Scholes.
Pour cette classe de modéles, une couverture parfaite est possible, ce qui est faux
en pratique.

— Modéle a volatilité stochastique. La couverture parfaite en delta n’est plus
possible. Mais ils ne peuvent pas gérer des queues de distribution dites lourdes,
ce qui est un probléme pour la gestion des risques, et de grands mouvements
soudains sont exclus. Ces deux phénoménes apparaissent en pratique pour des
options de maturité courte.

De plus il existe des domaines de la finance ol les sauts sont une « nécessité ».

— Risque de crédit. La principale difficulté est de calculer la probabilité de défaut,
c’est-a-~dire la probabilité que le temps de défaut d’une entreprise est lieu aprées
un instant ¢ : P(7 > t). Classiquement il y a deux approches. Un modéle dit
réduit donne directement la loi de 7, tandis qu’un modéle structurel présente 7
comme un temps de passage :

T=1inf{t >0, X; < H},

ol X est un processus stochastique modélisant par exemple le prix de ’action de
la compagnie et H est une barriére. Si X n’a pas de saut, 7 est un temps d’arrét
prévisible. En pratique, les temps de défaut ne le sont pas (Enron, Novembre
2001, par exemple).

— Trading haute-fréquence. Lors de trading intra-minute, les traders doivent
tenir compte du « tick », le mouvement minimum d’un prix quelqu’il soit. Donc
le processus des prix devient totalement discontinu! A des échelles de temps plus
grandes, ces petits sauts « s’aggrégent », et ne sont pas vus. Les modéles continus
interviennent alors.

— Actuariat. En 1903 Lundberg propose de modéliser le revenu d’une compagnie
d’assurance par un processus X défini par :

Ny
(1) Xt:$+0t—z&.

=1

Ici la compagnie collecte les primes a taux fixé ¢ de ses clients, x est le capital
initial, V est les temps d’arrivés des sinistres, ce qui fait sauter le revenu a la
baisse. Les montants des sinistres &; sont i.i.d. X est un processus de Poisson
composé avec dérive c. Les principales quantités & calculer sont la distribution
du temps de ruine et le déficit lors de la ruine :

10 = inf{t > 0, X; <0}, X, on {1y < +00}.

Ce modéle a été tres étudié et généralisé a des processus de Lévy généraux avec
sauts négatifs.
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Plan du cours et commentaires.

Le premier chapitre sera consacré a des généralités sur les processus (fonctions du
temps aléatoires), et & des exemples importants : le mouvement brownien et le processus
de Poisson composé. Ce sont des processus centraux jouant le méme role que la loi
gaussienne en probabilité par exemple. Le chapitre 2 sera celui du calcul stochastique :
intégration par rapport un processus, formule d’It6. Le chapitre 3 permettra de traiter les
équations différentielles stochastiques, extension des équations différentielles de premier
cycle, et les changements de probabilité. Tout cela sera intensivement utilisé au chapitre
4 sur le pricing des actifs dérivés.

A noter que des parties du cours (tout ce qui concerne les processus a sauts) seront en
anglais. Cela permettra aux étudiants souhaitant travailler & I’étranger de se familiariser
avec les termes.

Enfin si des erreurs se sont glissées dans ce polycopié, n’hésitez pas a me les signaler
(apopier@univ-lemans.fr).
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Chapitre 1

Processus : généralités et exemples
fondamentaux

Avant d’entrer dans le vif du sujet, voici un bref historique de quelques travaux
fondateurs du calcul stochastique.

— Robert Brown, botaniste (1827) : description du mouvement de particules or-
ganiques dans un gaz ou un fluide.

— Louis Bachelier (1900) : modélisation du prix des actions. Thése redécouverte
dans les années 1960.

— Albert Einstein (1905) : modéle probabiliste pour décrire le mouvement d’une
particule qui diffuse.

— Nobert Wiener (1923) : construction rigoureuse du mouvement brownien. Conti-
nuité des trajectoires.

— Paul Lévy (années 30-40) : propriétés du mouvement brownien.

— Kiyosi Ito (1948) : équations différentielles stochastiques.

1.1 Premiéres notions sur les processus stochastiques
Commencons par quelques notions générales.

Définition 1.1 Un processus stochastique est une collection de variables aléatoires (v.a.
en abrégé)
X = {Xt, O S t < +OO} = (Xt)tzo

sur (Q, F,IP), espace de probabilité, a valeurs dans (S,S), appelé espace d'états. Dans ce
cours, (S,8) = (R, B(RY)).

La fonction t — X, (w) est une trajectoire (ou réalisation) du processus X associée a
w. Un processus X est
— continu si presque toutes ses trajectoires sont continues de [0, 400| dans R4 ;
— continu a droite avec limite a gauche (cadlag) si presque toutes ses trajectoires sont
continues a droite avec limite a gauche en tout point.



Notations. Pour tout temps ¢ > 0 et X processus, on note
— Limite & gauche en t :

X, = lim X..

s—t, s<t

— Limite a droite en ¢ :
Xt+ = lim Xs-

s—t, s>t

— Sauts de X a l'instant ¢ :
AXt - Xt+ - Xt—.

Un processus est cadlag si pour tout t, X+ = X, et X;- € R% Dans ce cas AX; =
X; — X;-. Il est continu si pour tout ¢, AX; = 0.

Définition 1.2 (Egalité?) Pour deux processus stochastiques X etY,
— X et Y sont identiques si : Vit > 0,Vw € Q, Xi(w) = Yi(w);
— Y est une modification de X si :Vt > 0,P(X; =Y;) =1;
— X et Y ont les mémes distributions fini-dimensionnelles si : Vn € N*, VO < #; <
ty < ...<t,, VA € B(R™)

P[(Xy,...,Xs,) € Al =P[(Y,,,...,Y;,) € A];
— X etY sont indistingables si presque toutes les trajectoires coincident :
PIX, =Y, YO<t<oo] =1

Définition 1.3 (Egalité ?) Soient X et'Y deux processus stochastiques définis des es-
paces de probabilité (0, F,P) et (Q, F,P), et ayant le méme espace d’états (R4, B(R?)).

X et'Y ont les mémes distributions fini-dimensionnelles si : Vn € N*, V0 < t; <ty <
oo < tp, VA € B(R™)

P[(X;,,..., X)) € A =P[(Vs,,....Y:,) € A].

Définition 1.4 (Mesurabilité) Un processus stochastique X est mesurable si pour tout
A € B(RY), 'ensemble {(t,w); X;(w) € A} appartient a la tribu produit B([0, +00]) @ F ;
lapplication

([0, +00[x 2, B([0, +o0) ® F) — (R, B(RY))
(s,w) — Xs(w)

est mesurable.

A noter. Sauf indication du contraire, dans la suite, tous les processus seront toujours
supposés mesurables.
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1.1.1 Filtration et adaptation

C’est une notion fondamentale aussi bien d’un point de vue théorique qu’en pratique
en finance.

Définition 1.5 (Filtration) Une filtration est une famille croissante {F;, 0 < t <
+oo} de sous-tribus de F : Fs C Fy C F pour 0 < s <t < 400.

On pose Foo =0 (U E)

t>0

L’exemple standard est la filtration engendrée par un processus X : ]-"tX =o0(X; 0<
s < t). Financiérement JF; représente I'information disponible sur le marché a 'instant t.
Dire que c’est une filtration revient a faire 'hypothése que le marché conserve a I'instant
t en mémoire tout le passé.

Définition 1.6 On définit

f-t:O(UFs)a JT_-O*:J__.D; E*ZH«F&

s>t

Une filtration est continue a droite (resp. a gauche) si : Vt > 0, F; = Fpr (resp.
.Ft - ./T'-tf)

La continuité a droite de la filtration peut étre interprété comme une non-anticipation
de I'information.

Définition 1.7 (Adaptation) Un processus stochastique X est
— adapté a la filtration {Fy} si : Vt >0, X, est une v.a. Fy-mesurable ;
— progressivement mesurable par rapport a la filtration {F} si pour tout t > 0

([0,2] x 0, B([0,1]) ® ;) — (RY B(R?))
(s,w) — X (w)

est mesurable.

Imposer aux processus d’étre adapté a la filtration engendrée par les prix, permet d’éviter
le délit d’initié.

Proposition 1.1
— Si un processus X est mesurable et adapté a la filtration {F;}, alors il admet une
modification progressivement mesurable.
— Si un processus X est adapté a la filtration {F;} et si les trajectoires sont conti-
nues a droite, alors il est progressivement mesurable.

Preuve. Le premier résultat est admis. Pour le second, pour ¢t > 0, n > 1, k = 0,1,...,2" — 1 et
0 <s<t, on pose

n kt
Xg )(w) = X(p41)t/27(w), pour on <s< on

A. Popier 11



avec X" (w) = Xo(w). L'application (s,w) — X{™ (w) de [0,#] x Q dans R? est clairement B([0, £]) @ F-
mesurable. Par continuité a droite, on a aussi : lim X (w) = X,(w) pour tout (s,w) € [0,#] x €.
n—roo
Donc l'application limite (s,w) +— X (w) est aussi B([0, t]) ® F;- mesurable. O

Définition 1.8 (Filtration standard) Une filtration {F;} satisfait les conditions usuelles
st elle est continue a droite et si Fo contient tous les ensembles P-négligeables de F.

Définition 1.9 (Filtration augmentée) Pour un processus X = {Xy; t > 0}, on
définat
N,={FcQ, 3Ge F¥ st. FC G, P(G) =0}

et Noo = N Uensemble des événements P-négligeables.
Pour tout 0 < t < oo, on définit I'augmentation : F; = o(FX UN).

1.1.2 Temps d’arrét

Définition 1.10 (Temps d’arrét) Sur un espace probabilisé filtré (0, F,{F;},P), un
temps d'arrét est une v.a. F-mesurable a valeurs dans [0, +00] telle que

Vi >0, {T <t} eF.

Proposition 1.2 Si la filtration est continue a droite, alors T est un temps d’arrét si
et seulement si : ¥t > 0, {T <t} € F,.

Preuve. Si T est un temps d’arrét, alors
{T' <t} c{T <t} e F.

Réciproquement, soit t > 0. Alors

{Tgt}: ﬂ{T<t+€}E mft+g € Fi+.
e>0 e>0

Si la filtration est continue & droite, alors Fi+ = F; et le résultat suit. O

Lemme 1.1 SiT et S sont deux temps d’arrét, alors TAS, TV .S, T+ S le sont aussi.

Preuve. En exercice. O

Définition 1.11 (Evénements antérieurs a un temps d’arrét) Soit T un temps
d’arrét pour la filtration {Fi}. La o-algébre Fr des événements antérieurs au temps
T est constituée des ensembles A € F pour lesquels

VE>0, AN{T <t}eF.
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Lemme 1.2 Pour deux temps d’arrét T et S, pour tout A € Fg on a AN{S < T} € Fr.
En particulier si S <T sur (), alors Fs < Fr.
Soit T et S des temps d’arrét. Alors Fras = Fr N Fg et chacun des ensembles

(T<SY, {S<T}, {T<S}, {S<T}, {S=T}

appartient a Fr N Fg.
Preuve. Elle consiste & vérifier les définitions. Ainsi pour ¢ > 0,
AN{S<TIN{T <t} cANn{S<t}te FR

car A € Fg. Donc AN{S < T} est dans Fr.

On laisse le lecteur vérifier la suite. O

Proposition 1.3 Si le processus X a des trajectoires cadlag et est adapté a la filtration
{F:}, filtration qui satisfait les conditions standard, alors il existe une suite {1, },>1 de
temps d’arrét pour {F;} qui sont les temps de sauts de X, i.e.

{(t,w) €RY x Q, Xy(w) # X-(w)} € [J{(t,w) R} x Q, T(w) =1)}.

Preuve. Admise. |

Soit T', S des temps d’arrét et Z una v.a. intégrable.
1. E(Z|Fr) =E(Z|Fsar), P-p.s. sur {T < S},
2. E(E(Z|Fr)|Fs) = E(Z|Fsar), P-p.s.

Si X est un processus, on définit la fonction X7 sur {T < oo} par
XT(UJ) = XT(w) (W)

Proposition 1.4 Soit X un processus progressivement mesurable, et soit T un temps
d’arrét. Alors la v.a. Xp, définie sur {T < oo} € Fr, est Fr-mesurable et le « processus
arrété » {Xrp, t > 0} est progressivement mesurable.

Preuve. En effet pour ¢t > 0, et B ensemble borélien de R%, ’ensemble
[Xr € By {T <t} = {w € Q, Xp(w) € B, T(w) < 1}
est dans JF;, car on compose les applications mesurables

([0,1] x Q,B([0,1]) ® Fr) — (RY B(RY)
(s,w) — Xg(w)

et T, sachant que {T <t} € F;. O
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1.2 Lévy, Poisson and compound Poisson processes
Let us begin with a wide class of processes, commonly used in finance.

Definition 1.1 (Lévy process) A stochastic process (X)i>o defined on a probability
space (2, F,P), with values in R?, is a Lévy process if

1. Xog=0 a.s.

2. its increments are independent : for every increasing sequence to, . .., t,, the ran-
dom variables Xy, Xy, — Xy, ..., Xy, — Xy, , are independent ;

3. its increments are stationnary : the law of X, — X; does not depend on t;

4. X satisfies the property called stochastic continuity : for any € > 0,

Hm P(| Xes, — Xy| > €) = 0;
h—0

5. there exists a subset Qqy s.t. P(Qp) =1 and for every w € Qq, t — X;(w) is RCLL.

RCLL means right continuous with left limits. The fourth condition excludes processes
with deterministic jump times. For a fixed ¢, the probability to have a jump is zero.
Assume that we work on a filtered probability space (€2, F,P) with a filtration (F):>o.

Definition 1.2 (Lévy process) X is a Lévy process if X is adapted to the given fil-
tration and

1. Xog=0 a.s.
2. its increments are independent, that is for any s < t, X; — X, is independent of
Fs.

3. its increments are stationnary : the law of X, — X; does not depend on t ;

4. X satisfies the property called stochastic continuity : for any € > 0,

lim ]P)(|Xt+h — Xt| Z 5) = O,
h—0

5. there exists a subset Qg s.t. P(Qg) =1 and for every w € Qq, t — X;(w) is RCLL.

In this definition , the filtration is a part of the definition of the Lévy process.
Remarks :

If the filtration is generated by X, the two definitions are equivalent.

If {F;} is a larger filtration than (FX C F;) and if X; — X, is independent of F,
then {X;; 0 <t < +oo} is a Lévy process under the large filtration.

If we remove Assumption 5, we speak about Lévy process in law.

If we remove Assumption 3, we obtain an additive process.

Dropping Assumptions 3 and 5, we have an additive process in law.

— We can also prove that 2, 3 and 5 imply 4.

Theorem 1.1 A Lévy process (or an additive process) in law has a RCLL modification
(if the filtration satisfies the usual conditions).

14 A. Popier



Proof. Admitted. O

Theorem 1.2 Let X = {X;; t > 0} be a Lévy process. Then
— the augmented filtration {F;} is right-continuous.
— With respect to the enlarged filtration, {X;, t > 0} is still a Lévy process.

Proof. The first property is in fact true for any strongly Markovian process. And if the process is
left-continuous, then the filtration is continuous.

For the second, we check that all properties of a Lévy process remain true. O

Remember that the law of a random variable (r.v. in short) is characterized by its
characteristic function.

Proposition 1.1 Let (X;);>0 be a Lévy process in R Then there exists a function
1 : R? — R called characteristic exponent of X such that :

(1.1) VzeRY, E (X)) = (),

Proof. Recall that if f: R — R is a right-continuous function such that for every x and y, f(z +y) =
f(z)f(y), then there exists o € R such that for every z € R, f(z) = exp(ax). O

1.2.1 Poisson process

The first classical Lévy process is the Poisson process.

Definition 1.3 A stochastic process (Xi)i>0, with values in R, is a Poisson process with
intensity A > 0 if it is a Lévy process s.t. for every t > 0, X; has a Poisson law with
parameter \t.

It means that for each ¢t > 0, for every k € N,

(AD)*
k!

P(X,=k) = exp(—At).
So in fact X is a process with values in N.

Proposition 1.2 (Construction) If (T,,)nen is a random walk on R s.t. for every
n>1, T, — T,y is exponentially distributed with parameter A (with Ty = 0), then the
process (Xi)i>o defined by

Xe=n<=T,<t<T,

15 a Poisson process with intensity .
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Proof. Let us prove first that X is a Lévy process. By definition Xy = 0 and X is a RCLL process.
Moreover for any € > 0
|Xt+h_Xt| 2€<:>E|TLEN, t<Tn St—f—{f

But since .
Ty=) T~ Tis
i=1

T, is a sum of n independent exponentially distributed r.v. Therefore T;, is Gamma distributed, i.e.
has the density
Anxnfl

—Az
e 1.’1‘:>0'

Hence

t+e
P(t<Tn§t+5)=/ f(z)de — 0 = lim P(| Xsyp — X¢| =€) = 0.
t e—0 e—0

We will prove the stationnary and the independence of the increments below.
Now for t > 0 and n € N, we have
P(N;=n) = =PI, <t<Tht1)=PT, <t< (Tnt1 —Tn)+Tn)
P(T, <t, Tpy1—Tn >t—1T),)

t A" n—1 +o00 /
= / AT e (/ )\e_hydy) dx
0 (n - 1)' t—x

t n—1
— / Atz" e—)\xe—)\(t—x)dx
o (n—=1)!
o a A
n!

Finally X is a Poisson process. (I

Here is a typical trajectory of a Poisson process. It is a pure jump process!
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Definition 1.4 (Pure jump process) A pure jump process is a process with
— preceunse constant trajectories,
— and a finite number of jumps on every finite time interval.

The jump distribution of a Poisson process can be completely described. If we denote
by T; the jump times of the process, we have the following result.

Proposition 1.3 Let n > 1 and t > 0. The conditional law of Ti,..., T, knowing
X, = n coincides with the law of the order statistics Uy, ...,Uy) of n independent
variables, uniformly distributed on [0,¢].

Proof. Let B a Borelian subset of R™. Then
P((U(l), ey U(n)) S B)
= Z P ((Ug(l), .. .,Ug(n)) €B, Uy <...< Ug(n))

ceS,
1
= Z uc,(1)< LUy () 1 (ug( 1)s--- ,ug(n))tfndul .duy,
ceS,
n!
= 1o < <u,1B(ut,. .. up)duy ... duy,.
Now (T4, ...,T,, Tpy1) has for density A" Fle=An+1 lo<t,<...<tn<tns,- Hence for any Borelian B :

P((Th Tn)EB Nt:n)
—P((T\,...,Ty) € B, Ty <t < Tpi1)

///\nH T g cpycctnctni LB (L o tn)dbr L d g

— )\n(ii/\t / ]-B(tl, . 7tn)10<t1<...<tndt1 e dtn
0,¢]"

Hence
P(Ty,...,Tn) € B, Ny=n
P((Tlv"‘»Tn)EBth:n) = (( 1 ]P’(Nz:n) t )
n!
== ti"l 1t1<_“<tnlB(t1,...,tn)dtl...dtn
which achieves the proof. O

This last proposition will be very useful to simulate Poisson process. For any interval
I, we denote by N(I) the number of jumps of X;, ¢t € I.

Proposition 1.4 For 0 < s <t and n > 1, the conditional law of X, knowing Xy =n
is binomial with parameters n and s/t.

ForO=ty<t; <...<tpy=tandl; =]t;_1,1;], the conditional law of (N (11), ..., N(I}))

knowing X; = n is multinomial with parameters n, (t; —to)/t,. .., (tx — tx—1)/t.

Proof. Let us denote by J,, ., a partition of the set {0,1,...,n} in k subsets Ji,..., J; of length
ni,...,n, with ny + ...+ ng = n. Denote by J the set of all such partitions. Remember that the
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!
number of elements of 7 is equal to — ™ Then
ni!...ng!
]P’(N(Il) =ny,.. .,N(Ik) = nk|Nt = Tl) = ]P)(EL]”I ,,,,, ne €J, Vied, i1 <U; < tl)

Z P(Vi € J;, U; €]ti—1,t])

Tnyony €7

) H(“‘” -

Tny ooy €T 1=1

n! H t; — 111 =
ni!...ng! t
=1

Now take k = 1, t; = s to obtain that X, = N ([0, s]) knowing N; = n is binomial with parameters
n and s/t. O

The last proposition allows us to finish the proof of Proposition 1.2. Indeed let
0=ty <t <...<tgand ng,...,n; be non negative integers with n = >_ ny. Then

P(Xy, =n1, Xy, — Xpy =m0, o, Xoy, — Xp = 1)

=P(X,, =n)P(Xy, =n1, Xy, — X, =00, ..., Xy, — Xo, | = i Xy, =)

=P(X;, =n)P(Ty, <t1 <This1, Tnying <to <Tnjingsts-os Doyt ing < te]Xi, =n)

=P(X,, = n)IP’(N(Il) =ny,...N(I) = nk|th =n)

i (Ati)™ i —t
T

k n
— H ef/\(tl*tlfl) (A(tl — tl_l)) l.

nl!

=1

Hence we proved that the increments are stationnary and independent.

1.2.2 Compound Poisson processes

The Poisson process is very simple. The jump sizes are always equal to one. Therefore
we will complicate a little bit to obtain the compound Poisson process. We consider a
Poisson process (P;):;>o with intensity A and jump times 7,,, and a sequence (Y}, ),en+ of
R?valued r.v. such that

1. Y, are i.i.d. with distribution measure 7 ;
2. (P)i>0 and (Y, )nen+ are independent.
We define

Pt +OO
(1.2) X =Y Y,=) Yulpy(T,)
n=1 n=1

Definition 1.5 The process (X;)i>o is a compound Poisson processes with intensity A
and jump distribution 7.
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Let us draw an example. This is a compound Poisson processes with Gaussian jumps
used in the Merton model.

3EF s
Poisson composé

28¢

1481

o5t

Proposition 1.5 The process (X;)i>0 is a Lévy process, with piecewise constant trajec-
tories and characteristic function :

VzeR?Y, E(e=%¥)) = exp <t>\/ (ei=) — 1)7T(dx)>
Ra

= exp <t /W(ei@vv"’> = 1)1/(d1:)) :

Proof. X satisfies all properties of Definition 1.1. Therefore it is a Lévy process. Between two jumps of
the Poisson process P, X is constant. Then the trajectories are piecewise constant. Now let us compute
the characteristic function.

R 0 )

= ZE(exp (Z iz, Y>>

(1.3)

Pt: >]P)(Pt:k)

+oo k
= ZIE (Hexp(i(z,Yn>)> (Pr=k)=>_ ] Eexp(i(z,Yn)) P(P = k)
k=0 n=1 k=0n=1
+00 k
= Z(Eexp( (2, Y1) e M (/\kt') = e Mexp [ME exp (i(z, Y1))]
k=0 )

— oxp M (Eexp (i(z 1)) — 1)].

But Eexp (i(z,Y1)) — 1= / (e“#*) — 1)m(dx), and we obtain the result. O
R4
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The quantity v is a finite measure defined on R? by
v(A) = Mr(A), A BR?.
Finite measure means that v(RY) < +o0.

Definition 1.6 The measure v is called the Lévy measure of X.

Definition 1.7 The law p of X5 is called compound Poisson distribution and has a cha-
racteristic function given by :

() = exp (/\ /R () 1)7T(dx)> |

Now clearly

Lemma 1.1 If X is a compound Poisson process, then P(X; = 0) = e~ > 0.

So a compound Poisson process can not have a density (w.r.t. the Lebesgue measure).

Proposition 1.6 Let X be a compound Poisson process and A and B two disjointed
subsets of RY. Then :

Y, = Z AXilax,ea and Z;= Z AX1ax.en

s<t s<t

are two independent compound Poisson processes.

Proof. The reader will prove that Y and Z are two compound Poisson processes. Moreover the intensity
of Y is Am(A) and the jump size distribution of Y is given by the probability 74 defined by :

VO CRY, wA(C) = ”(f(g)A).

Now

Eexp(iuY; + iwZ;) = Eexp (iuZAXSIAXSGA+inAX51AX5€B)

s<t s<t

Py
E exp <Z Y, (iU]-YneA + Z'Ulyﬂ/eB))

n=1

E exp(iuY;)E exp(ivZy).

The last equality has to be proved properly, but the trick is the same as the method used to compute

the characteristic function of a compound Poisson process. (I
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1.2.3 Moments

In finance we need to compute the moments of the process (think also to statistics
theory).

Definition 1.8 A function on R? is under-multiplicative if it is non-negative and if
there exists a constant a > 0 s.t.

V(z,y) € (RY)?, g(z +y) < ag(z)g(y).

Lemma 1.2
1. The product of two submultiplicative functions is submultiplicative.
2. If g is submultiplicative on R?, then so is g(cx+7)* withc € R, v € R? and a > 0.
3. Let 0 < 8 < 1. Then the following functions are submultiplicative.

2] V1 =max(|jz],1), |zl V1, 21 exp(jzl?), exp(lz;l?),
exp((x; V0)?), In(|z| Ve), In(|x;] Ve), In(z; Ve),
InIn(|z| Ve°), Inln(|z;| V €°), Inln(z; Vv €°).
Here x; is the jth component of x.

4. If g is submultiplicative and locally bounded, then g(x) < be®! for some b > 0 and
c> 0.

Let X be a compound Poisson process.

Theorem 1.3 (Moments of a jump-diffusion process) Let g be a under-multiplicative
function, locally bounded on Re. Then there is an equivalence between

— there exists t > 0 s.t. E(g(X})) < +00

— for any t > 0, E(g(X})) < +o0.
Moreover E(g(X;)) < +o0o if and only if E(g(Y1)) < +00.

Hence E(| X3|™) < oo if and only if E(|Y1]™) < co. In particular

(1.4) E(X;) = tAE(Y7),
and
(1.5) Var X; = tAVar (V7).

Theorem 1.4 (Exponential moments) Let X be a compound Poisson process. Let
C= {c e RY, Eelo?) < —I—oo} )

1. C is convexr and contains 0.
2. ¢ € C if and only if E(e!“*X?) < 400 for some t > 0 or equivalently for any t > 0.
3. Ifw e C?is s.t. Re(w) € C, then

v(w) = [ (= 1olde)

has a sense, E(e<w7Xi>) < 400 and E(e<waXt>) — ot¥(w)
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1.3 Mouvement brownien

Voyons maintenant le processus central du calcul stochastique. Contrairement au
processus de Poisson (composé), ses trajectoires sont continues, sa loi est simple (gaus-
sienne). En revanche il est beaucoup moins régulier (non dérivable, variations infinies,
etc.).

Définition 1.12 On appelle mouvement brownien vectoriel standard un processus a tra-
jectoires continues a valeurs dans R, {B, = (B}, B?,... B); t € R, } tel que
— B() =0 5
— tout accroissement By — B, (0 < s < t) suit une loi gaussienne sur R?, centrée
de matrice de covariance (t — s)Id, ou Id est la matrice identité ;
— pour tout 0 =tg < ty... <t,, les accroissements By, , — By, avec 0 <1 <n—1
sont indépendants.

Voici un exemple de trajectoire en dimension 2.

-2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Si B est un mouvement brownien, il engendre sa propre filtration 2. Si la filtration est
fixée on a la définition suivante.

Définition 1.13 (Par rapport a une filtration) Un mouvement brownien (standard,
de dimension d) défini sur un espace de probabilité filtré (Q, F, (Fi)i>0, P) est un processus
B ={By; 0<t<+oo} adapté a la filtration et tel que :

— By =0 p.s.;

— pour 0 < s < t, l'incrément B; — By est indépendant de F; ;

— et est normalement distribué avec moyenne nulle et variance (t — s)Id.

Par définition, un mouvement brownien est un processus de Lévy tel que

1. pour tout t > 0, X; est gaussien de moyenne zéro et de matrice de covariance tId;
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2. le processus X a des trajectoires continues p.s.

En particulier les coordonnées {B; t > 0} sont des mouvements browniens réels (de di-
mension 1) indépendants. Et des mouvements browniens réels indépendants engendrent
un mouvement brownien vectoriel. Les propriétés relatives aux filtrations d’un processus
de Lévy restent donc vraies.

— Si la filtration est celle engendrée par le mouvement brownien B, alors cette
définition est équivalente a celle du premier chapitre.

— Si {F;} est une filtration plus grande que la filtration (FP C F;) et si B; — By est
indépendant de Fy, alors {B;; 0 <t < +00} est encore un mouvement brownien
par rapport a cette filtration.

— La filtration augmentée du mouvement brownien est continue a droite et B est
encore un mouvement brownien dans cette filtration.

Le mouvement brownien est un cas particulier d'une classe plus générale de processus.

Définition 1.14 Un processus X = {X;, t € R, }, a valeurs dans R?, est dit gaussien,
st pour tout entier k > 1 et tous nombres réels 0 < t; <ty < ... <t < +o0, le vecteur
aléatoire (X4, ..., Xs,) a une distribution normale.

— Silaloi de (Xit4y, ..., Xite, ) ne dépend pas de ¢, le processus est stationnaire.
— Distributions fini-dimensionnelles déterminées par

m(t) = E(Xy), p(s,t) =E(Xs —m(s)) (X, —m(t))), s,t >0.
— Si pour tout t > 0, m(t) = 0, le processus est dit & moyenne nulle.

Lemme 1.3 Un mouvement brownien de dimension 1 est un processus gaussien de
moyenne nulle et de fonction de covariance p(s,t) = s A't.

Ce lemme peut étre aussi vu comme une définition équivalente a 1.12.
Preuve. C’est presque immédiat compte-tenu des propriétés énoncées dans la définition 1.12. De plus
sis<t,

E(B:B,) = E((B; — B,)B;) + E(B?) = E(B; — B,)E(Bs — By) + s,

car B; — B, et B, = B; — By sont indépendants. Ainsi

E(B;Bs) = s, Vs <.

Soit B = {By; 0 <t < 400} un mouvement brownien. Il posséde alors les propriétés
suivantes :

Proposition 1.5

1. By est une v.a. gaussienne centrée de variance tId. Donc a une densité :

f(x)—Wexp(_Z| >, z € R%

|z| est la norme euclidiennne : |z|* = |(x1,...,2q)]*> = 23 + ... + 22.
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2. Sa fonction caractéristique est donnée par
B(ei5) = exp(—t]2[2/2).

Donc son exposant caractéristique 1 est : (z) = —|z|?/2.

3. By est la somme de ses accroissements, i.e. la somme de v.a. i.i.d. de loi gaus-
sienne.

4. En dimension 1, B = {By;; 0 <t < 400} et {B? —t; 0 <t < 400} sont des
martingales, ¢’est-a-dire que pour tout 0 < s <t :

E(By|F,) = B,, E(B?—-t|F,)=B—s.

Preuve.
1. Immédiat.
2. En effet pour tout ¢ > 0, et tout n > 1, en posant h = t/n, on a presque sirement

n—1

By =Y (Bugks1) — Buk)
k=0

avec By (k41) — Bni = B (égalité en loi) v.a. gaussienne centrée de variance h.
3. Pourt>s>u>0,0na

E(B¢|By) = E(B; — By, + By|By.) = E(B; — By|B,) + E(By|By.) = E(B; — By) + By, = Ba,
car B; — B, est indépendant de B, = B, — By. Et plus généralement pour 0 <u<v <s <t
E(B¢| By, By) = E(By — B,|By,, B,) + E(B,| By, By) = E(B; — B,) + B, = B,.

On en déduit le résultat. L’autre cas est laissé en exercice (voir exercice 1.11).

Le mouvement brownien posséde aussi des propriétés d’'invariance.

Proposition 1.6 Soit B = {B;; 0 <t < 400} un mouvement brownien.
1. Symétrie. Il en est de méme de —B.
2. Echelle. Pour tout ¢ > 0, le processus {B® = Bf; t € R} défini par

1
Bg - _Bc2t
&

est un mouvement brownien.

3. Retournement du temps. Le processus retourné a l'instant T, B;[ = Br—Br_;
est un mouvement brownien sur [0,T].

4. Inversion du temps. Le processus {B; = tBiy; t >0, By = 0} est un mouve-
ment brownien.

Preuve. On laisse le lecteur vérifier que tous les processus obtenus vérifient les propriétés du mouvement
brownien énoncées dans la définition 1.12. Le seul point compliqué est la continuité de B a t = 0, qu’on

démontrera plus tard. (I
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1.3.1 Invariance par translation et propriétés de Markov

Définition 1.15 Un mouvement brownien issu de X est un processus de la forme X; =
Xo + B; avec une condition initiale Xy indépendante du brownien B.

Définition 1.16 (Mouvement brownien avec dérive) Un mouvement brownien issu
de X, de dérive (ou tendance) b et de coefficient de diffusion o est un processus de la forme
X; = Xo + 0By + bt avec une condition tnitiale Xo indépendante du brownien B.

Remarque : sauf mention explicite du contraire, B désignera toujours un mouvement
brownien standard.

Proposition 1.7 (Invariance par translation) Le mouvement brownien translaté de
h>0,{B"=B,,— By, t € R.} est un mouvement brownien, indépendant du mouve-
ment brownien arrété en h, {B,, s < h}.

Autrement dit, { By+p, = By + Bf, t > 0} est un mouvement brownien issu de By,.

Remarque : ce résultat est associé a la propriété de Markov faible.

Preuve. Le caractére gaussien est évident. L’'indépendance des accroissements de B" résulte de celle
des accroissements de B. Montrons maintenant que B" est indépendant de la tribu engendrée par B,
s < h. Pour cela, on considére 0 < 51 < s3... < s; < het0 <t <... <1 L'indépendance des
accroissements de B assure que (Bf, B, —B}",...,B: —B' )= (By,4n—Bn,...,Byyn—B! ;)
est indépendant de (Bs,, By, — B, , ..., Bs, — Bs,_, ). Mais alors (B}, B!

A ,B{Z) est indépendant de
(Bs,, Bs,, ..., Bs;). Le résultat se déduit via le lemme qui suit. O

Sj—1

Lemme 1.4 Pour qu’une v.a. Y soit indépendante de la tribu o(X;, i € I), il faut et
il suffit qu’elle soit indépendante de toutes les sous-familles finies (X;, j € J).

Proposition 1.8 (Propriété de Markov forte) Soit U un temps d’arrét. Le mou-
vement brownien translaté de U > 0, {BtU = Biv — B, t > 0} est un mouvement
brownien, indépendant de {B;, t < U}. Autrement dit, {Byyy, t > 0} est un mouve-
ment brownien issu de By.

Preuve. Par rapport a l'invariance par translation, la difficulté ici vient du fait que U est aléatoire. Il
faut montrer que pour tous temps 0 < s1 < s3... < s; et 0 <1 < ... <{y, tous réels (x1,...,zx) et
tous boréliens Ay,...,A;_1,0n a

]P’(Bg <QZ’17...,Bgc < Tk, le GAl,...7Bj_1 GAj_l, S SU<+OO)
:P(Btl < xl,...,Btk < xk)P(le S Al,...,Bj,1 S Ajfl, S;j <U< +OO>

B étant un mouvement brownien standard indépendant de B.
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Le cas le plus simple est celui ou U est un temps d’arrét discret & valeurs dans (u,),>1. Dans ce
cas on a

P(Bg <$1,...,Bgc <z, Bs, EAl,...,Bj_l EAj_l, S5 <U < +0)
= Y P(Bf <zi,...,Bf, <k, Be, €A1,...,Bj1 € Aj_1, 5, <U, U=uy)

n>1

= Z]P(BZLI" <$1,...,BZ€" < T, le €A17...,Bj,1 EAjfl, Sj <U, U:un)
n>1

= Z]P(Btl < xl,...,Btk < Zk)P(le S Al,...,Bj_l € Aj_l, Sj <U, U:un)
n>1

= ]P)(Btl < x17~-~>Btk < Zk)IP(le € Al,u-;Bj—l € Aj—la S <U< +OO)

I’avant-derniére égalité provenant de linvariance par translation avec h = wu,, en remarquant que
I’événement

{le S Al,...,Bj_l S Aj_l, S; <U, Uzun}

ne dépend que des valeurs de B avant u,,.

[nU]+1

Pour le cas général, on considére la suite U,, = . C’est, une suite décroissante convergente

vers U. U,, est un temps d’arrét car
U, <t<UK<I[n]/n, [tn]/n<t.
De plus U, est a valeurs discrétes. Donc pour tout n,

(16) ]P)(Bt[{" < xl,...,Bg:’ < Tk, le S Al,...,Bj,1 S Ajfl, S <U,< —|—OO)
= P(Btl < T1,.. -7Btk < Ik)]P(Bgl € A17. . ,Bj—l € Aj—la S <U,< +OO)

Lorsque U < 400 (équivalent a U,, < 4+00), la continuité des trajectoires de B montre que Bf] ™ converge
vers BY lorsque n tend vers +oo, pour tout ¢ avec probabilité 1. Donc on peut passer a la limite sur n
dans 1.6. O

Proposition 1.9 (Principe de symétrie) Pour touty >0, et x <y, on a:

P <suth >y; Br < :C) =P(Br > 2y — z);

t<T

P (sup B, > y) =P(|Br| > y) (égalité en loi des v.a.).
t<T
La loi conditionnelle de sup B; sachant By est donnée par :
t<T

Yy >z V0, P(suth Zy‘BT:x) — exp (_2?/(9—@)'

t<T T
Preuve. Notons T}, le premier instant ott B atteint le niveau y :

T, =inf{t >0, B,=y}.
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On a alors

P (suth > y> =P(T, <T)=P(Ty, <T, Br<y)+P(T, <T, Br >vy).
t<T

T, est un temps d’arrét (voir définition suivante). Donc on peut utiliser la propriété de Markov forte
(cf. proposition 1.8 qui suit). Le processus {Br, ¢, t > 0} est donc un mouvement brownien issu de
y et indépendant de (B,, s < T,). On applique la symétrie du processus B™ pour déduire que les
événements {T,, < T, Br <y} et {T, <T, Br >y} ont la méme probabilité. Ainsi :

P (sup By > y) =2P(T, <T, Br >y).

t<T

Comme Br >y implique que T, < T, il découle alors que

P <52¥Bt > y) =2P(Br > y) = P(|Br| > y),
t<

la derniére égalité provenant de la symétrie de la loi de Bry.

La premiére égalité s’obtient de la méme maniére en remarquant que les événements {1}, < T, By <
xz} et {T, <T, By > 2y—x} ont la méme probabilité et que {T), < T, By >2y—z} = {Br > 2y —x}
six <uy.

Enfin la loi conditionnelle se calcule directement :

B 9.P (supy<p Bt >y, Br <z) 9,P(Br > 2y — )
== "L‘ g — prnd
T 9,P (Br < z) 9,P (Br < )

P <sup By >y
t<T

Puis la formule s’obtient par simplification. (]

1.3.2 Propriétés trajectorielles

Détaillons maintenant les propriétés des trajectoires d’'un mouvement brownien de
dimension 1. On sait déja qu’elles sont continues.

Proposition 1.10 (Comportement a I’infini) Si B est un mouvement brownien, alors
presque strement

limsup B; = lim (sup Bu) = +o0, liminf B; = —o0.

t—+o0 =400 \ u>t t—=+oo
et B
. t
lim — =0
t—4oo

Preuve. On considére la suite de v.a. Mp = sup,«p B, pour T' > 0. Quand T tend vers +oo, cette
suite est croissante, donc convergente. Notons M., sa limite presque stre. Le résultat annoncé avec la
limsp revient a montrer que My, = 400 p.s. Le méme raisonnement fonctionnerait avec la liminf. En
appliquant le théoréme de convergence monotone, on obtient

P(Ms = +00) = lim P(Mo >y) = lim < lim P(Mrp > y))

y—+o00 y—+oo \ T—+o0

= lim ( lim P(|Br| > y)) =1.

y—+oo \ T—+oo
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Pour la seconde partie, la loi des grands nombres montre la convergence p.s. le long de suites
de nombres rationnels. Pour pouvoir passer & la limite le long des suites réelles quelconques, nous

introduisons les v.a. M,, = sup (B;— B,) et M, = sup (B, — B;) et montrons que M, /n et
n<t<n+l n<t<n+1

Mn/n convergent p.s. vers 0. .
La proposition 1.9 montre que M,, et M,, sont intégrables. Pour montrer que M,, /n converge p.s.

vers 0, on applique le lemme de Borel-Cantelli en justifiant que pour tout € > 0, Z P(M,, > ne) < +oo.

n
En effet cette propriété implique que pour tout €, & partir d’un certain rang, p.s. la suite M, /n est plus
petite que e. Comme c’est en particulier vrai pour tout € rationnel, cela assure la convergence presque
stire vers 0.
La condition de Borel-Cantelli est satisfaite puisque

1

> P(M, >ne) = P(My > ne) < “E(My) < +o0.

n>1 n>1

Régularité des trajectoires

Proposition 1.11 (Dérivabilité) Le mouvement brownien n’est pas dérivable en zéro,
et donc par stationnarité en aucun point :

lim sup
hi0

= +00, p.S.

Byin — By
h

Preuve. La preuve repose sur le fait que le processus {B; = tB; st5 £>0, By = 0} est un mouvement
brownien. Comme indiqué plus haut, nous laissons au lecteur le soin de vérifier les propriétés de sta-
tionnarité, d’indépendance et de loi des accroissements de B. Reste a prouver la continuité en 0 des
trajectoires. Or la convergence vers 0 de B}, est équivalente a celle de % vers 0 lorsque ¢t = 1/h tend
vers +00. Cette propriété a été établie précédemment.

De méme la non différentiabilité des trajectoires est acquise puisque

B
lim sup ‘t‘ = limsup | B ;| = +o0.
t—0 | t t—0
Cette propriété vraie pour B est valable pour tout brownien, car c’est une propriété de la loi des
trajectoires. En particulier elle est vraie pour le mouvement brownien translaté (Byyp — B, h > 0), ce

qui montre que p.s. les trajectoires ne sont pas dérivables. O

Les trajectoires sont donc continues, mais non dérivables. En effet on peut étendre le
résultat précédent pour montrer que p.s. B n’est nulle part différentiable (Paley-Wiener-
Zygmund (1933)). Ceci rend les trajectoires browniennes particuliérement irréguliéres.
Néanmoins on a un contrdle héldérien de la régularité des trajectoires.

Théoréme 1.1 (Kolmogorov-Centsov (1956)) Soit X = {X,, 0 <t < T} un pro-
cessus tel que
ElX, — X,|*<COlt—s|'""?, 0<s,t,<T,
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avec o, 3, et C' constantes. Alors il existe une modification de X, continue notée X =
{Xi, 0 <t < T}, quiest localement hélderienne d’exposant v pour tout v € (0, 8/a),
c’est-a-dire

P |w, sup — <di|l =1
0<[t—s|<h(w), s,t€[0,T] it —s|

ot h(w) est une v.a. p.s. positive et § > 0 est une constante.

Preuve. Admise dans ce cours. O

Appliquons ce théoréme au mouvement brownien. Soit B = {By; 0 <t < 400} un
mouvement, brownien.

Lemme 1.5 St B; — By est normalement distribuée avec moyenne nulle et variance
t — s, E|B; — Bs|*™ = C,|t — s|" pour tout entier n.

Preuve. Voir exercices en fin de chapitre. (Il

Proposition 1.12 Les trajectoires browniennes sont héldériennes d’ordre v pour tout
v <1/2.

Preuve. En effet en appliquant le théoréme de Kolmogorov—éentsov, avec o = 2n, = n—1, on obtient
que B a modification prés a des trajectoires localement holdériennes d’ordre v < "2—;1 En faisant tendre

n vers l'infini, on a le résultat voulu. ([l

Néanmoins les trajectoires browniennes ne sont pas holdériennes d’ordre 1/2, a cause
de la loi du logarithme itéré :

B B
lim sup ! =1, liminf ———u=—1, ps.

110~ /2tInln(1/t) t0 - \/2tInIn(1/t)

Ainsi si les trajectoires étaient holdériennes d’ordre 1/2, alors |B;| < C'v/t pour tout ¢
proche de zéro, d’ou :

) B, . 1
limsup | ———| < Climsup | ————————| =
an P V2tInln(1/t)| t10 P V2Inln(1/t)

Ce qui viendrait contredire la loi du logarithme itéré.
Pour terminer, voici un graphe avec trois trajectoires browniennes simulées par or-
dinateur.
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1.4 T T T T T T

| — Trajatniees tegeatanhes

_15 1 1 1 1 1 1 1 1 1
a ; : :

Variations

Pour X processus et ¢ > 0, on note
— I = (to,t1,...,tn), avec 0 =ty < t; < ... < t, =t, partition de [0, t],
— pas de la partition ||TI|| = Iax |tk — tp_1]-

La p-iéme variation de X par rapport a la partition IT est :

n

V;t(p)(n) = Z |th - th—1 ‘p'

k=1

Si X est continu et tel que pour un p > 0, lim V;(p )(H) = L; en probabilité, alors

I11]|—0
— pour ¢ > p, lim Vt(Q) (IT) = 0,
(111} —0
— pour 0 < ¢ < p, ”li”m v, (IT) = +oo sur I’événement {L; > 0}.
II}|—0
Preuve. En exercice. (|

Définition 1.17 (Variation quadratique) Pour n entier posons t; = i2™". La sub-
division de Ry définie par D, = {to < ... < t; < ...} est appelée subdivision dyadique
d'ordre n. Le pas 6, de la subdivision est donné par 9, = 27".

La variation quadratique d’un mouvement brownien B associée a la subdivision dya-
dique d’ordre n est définie pour tout t > 0 par

th = Z (Bti+1 - Bti)Z'

t; <t
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Lorsque f est une fonction continue localement lipschitzienne (par exemple de classe
C'), la variation quadratique est nulle. En effet

Vit = Z (f(tisa) — f(t:)* < ZK (tigr — t:)° < K(t+1)8, — 0,

n—-+4o0o
t;<t 1<t

en utilisant le théoréme des accroissements finis.

Proposition 1.13 Awvec probabilité 1, on a pour toutt € R,

lim V" =t.
n—o0
Preuve. Commengons par le cas ou ¢ est fixe. Notons n(t) I'indice de la subdivision d’ordre n tel que
bty <t <tp(t)+1- On a alors
n(t)
Vit => " Zj+ (tays1 — 1)
j=0
en posant Z; = (Btj+1 - Btj)2 — (tj4+1—t;). Clairement tn(ty —t tend vers 0 quand n tend vers +oo. Les
v.a. Z; sont indépendantes, centrées, de carré intégrable, et E(Z7) = C(t;j11 — t;)* pour une constante
C positive. Ainsi

2
n(t) n(t) n(t)
E(> Zj| =D B(Z)=C) (tjr1—1;)° <Cou(t+1).
=0 =0

J=0

n(t)
Donc E Z; est une série convergence dans L?(Q,P) vers 0.
Jj=0
Mais comme §,, = 27", on a aussi que

2

n(t)
SE(D 7| <+oo
j=0

n>1

)\
c’est-a-dire que la série Z Z Z; | est d’espérance finie. Donc avec probabilité 1, elle est convergente
n>1 \j=0

et donc son terme général tend vers 0. Ainsi pour chaque ¢, il existe un ensemble négligeable N; tel que
pour tout w & Ny, Vi"(w) converge vers t.

Posons N = U N;. C’est un ensemble négligeable. Et pour un t réel arbitraire, ¢ est la limite

teQN[0,400]

de deux suites monotones de rationnels (r,) et (s,). Comme pour n fixé, ¢ — V™ est croissante, on en
déduit que pour w & N,

rp= lim V" (w) <liminf V*(w) <limsup V*(w) < lim VI =s,

n—+oo P n——+00 n—+o00 n—+oo P

puis on passe a la limite sur p. (I

Proposition 1.14 (Généralisation) Soit {II,,} une suite de partition de l’intervalle
[0, ]
0=T° <II} <... <TIM" =1t
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avec lim ||II,|| = lim  max (II*¥™ —TI¥) = 0. Alors la variation quadratique
n——+o00 n——+oo0 0<k<N,—1

Mn 2

V(L) = | B = By
k=1

du mouvement brownien B converge vers t dans L? quand n tend vers co.

Preuve. Admise ici. O

Une conséquence de cette proposition est que
Proposition 1.15 pour presque tout w € Q, t — B(w) est a variation infinie sur tout
intervalle [0,t].
Preuve. En effet, on a toujours
2
‘/;n = Z (Bti+1 - Btl) S (sup ‘Bti+1 - Bt1|> X Z |Bti+1 - Bti
ti<t tist ti<t
et comme B est continue sur [0, ¢], donc uniformément continue, on a

=0.

lim sup|By,,, — By,
t

n—-+oo < ¢

Donc pour que le terme de gauche dans 'inégalité tende vers ¢, il faut que la variation de B sur [0, t]
soit égale & +o00 :
lim > |Bi,,, — Bi,| = +oc.

n—-+4oo
t; <t

1.3.3 Construction du mouvement brownien

Le mouvement brownien est assez facile & construire par approximation par principe
d’invariance. Pour cela considérons :

— une suite {§;};en~ de v.a. i.i.d. avec moyenne zéro, et variance 0 < 0% < 00
k

— la suite des sommes partielles Sy = 0, Si, = ij, k>1.
j=1
A partir de 14, on construit un processus a temps continu Y = {Y;, t > 0} définie par
interpolation linéaire :
Yy =Sy — (t = [t)Eg+1, =0,

avec [t] partie entiére de ¢. Et on termine en effectuant un changement d’échelle :

x™ = Y.

a/n
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On peut prendre par exemple pour & une v.a. de type Bernoulli symétrique

P& =—1)=P(&=1)=1/2

auquel cas 02 = 1. Voici le graphe de X100 .

0.4

0.2

0.0

-0.27

-0.47

-0.6

-0.8 T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

Et pour n = 500 :

0.6

0.27]

0.0

-0.27

-0.47)

-0.6

Proposition 1.16 (Convergence fini-dimensionnelle) Pour 0 < t; < ... < t; <
00, (Xt(1 . X(n)) A (Biy, ..., By,) ou{By;, FP; t >0} est un mouvement brownien
standard.

Preuve. Faisons la preuve pour d = 1. On a

[nt]

Xt( ) — m nt — 0_7\/5 (S[nt] - (nt - [nt])g[”t]""l = O—f Z a Jf[ -
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Il est & peu pres immédiat que presque stirement

lim (nt — [nt])ﬁ[nt]ﬂ

n—+4o00o O’\/’E

De plus en utilisant le théoréme central limite on a la convergence en loi suivante

=0.

[nt]

n~>+oo o / Z f‘?
avec Z gaussienne centrée réduite. Ainsi a t fixé

lim X" =vtZ =B,

n—-+o0o

les deux égalités étant des égalités en loi.

Le cas général s’en déduit en utilisant le théoréme central limite multi-dimensionnel. O

Théoréme 1.2 (Principe d’invariance de Donsker (1951)) Soit (2, F,P) un es-
pace de probabilité sur lequel est donnée une suite {&;}jen+ de v.a. i.i.d. avec moyenne
nulle et variance finie 0> > 0. Définissons {X™} comme précédemment et soit P, la
mesure induite par X™ sur (C[0, 00), B(C[0,0))).

Alors {P,} converge faiblement vers la mesure P*, sous laquelle le processus coor-
donnée Wi(w) = w(t) sur C[0,00) est un mouvement brownien standard.

Définition 1.18 (Mesure de Wiener) La mesure P* sur (C|0,00), B(C[0,00))) est
appelée mesure de Wiener. (C[0,00), B(C[0,00)),P*) est I'espace de probabilité canonique
pour le mouvement brownien.

Définition 1.19 (Convergence faible) Soit (S,p) un espace métrique de tribu bo-
rélienne B(S). Soit (P,) une suite de probabilités sur (S,B(S)) et soit P une autre
probabilité sur ce méme espace. (P,) converge faiblement vers P si

lim | f(s /f )dP(s

n—o0 S

pour toute fonction continue bornée f sur S.

Ici nous admettons le principe d’invariance. A la convergence fini-dimensionnelle, il
faut ajouter la tension des suites de mesures, ce qui demande pas mal de travail.
Il y a bien d’autres constructions possibles. En voici une utilisant les séries de Fourier.

Proposition 1.17 Soit (G,)m>0 une suite de v.a. gaussiennes centrées réduites indé-

pendantes. Alors
sin(m
GO \/7 y —

m>1

est un mouvement brownien standard sur l'intervalle [0, 7).
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Preuve. Nous en equissons les idées principales. On montre que la série converge p.s. car c’est une suite
de Cauchy dans L?, dont la limite p.s. est donc gaussienne. B est donc un processus gaussien centré.
On calcule sa fonction de covariance :

ts 2 sin(mt) sin(ms)
Cov(B =— 4= —_
v(Be, Bs) pr Z m m
>1
Et on vérifie que cela fait min(s, ) en calculant les coefficients de Fourier de t € [—7, 7| — min(s,t)
(avec s fixé).

Enfin la continuité de B se montre en prouvant la convergence uniforme de la série. O

1.3.4 Mouvement brownien vectoriel

On a déja donné la définition d’un mouvement brownien standard dans R?. Voyons
maintenant des extensions.

Définition 1.20 (Mouvement brownien corrélé) Un mouvement brownien vectoriel
est un processus G trajectoires continues a valeurs dans RY, { B, = (B}, BZ,... Bf); te
R} tel que

— By =0;

— tout accroissement By — By (0 < s < t) suit une loi gaussienne sur R?, centrée
de matrice de covariance (t — s)K, ot K est la matrice de covariance du vecteur
gaussien By ;

— pour tout 0 =ty < ty... <ty,, les accroissements By, ., — B;, avec 0 <i<n—1
sont indépendants.

Ainsi les coordonnées {Bj; t > 0} sont des mouvements browniens réels de coefficient
de diffusion ¢? = var(B!) = ;. Si de plus pour tout i, r; = 1, ce sont des browniens
normalisés. Mais cette fois-ci les coordonnées ne sont plus indépendantes.

Si A est une matrice, A* est sa transposée.

Proposition 1.18 Soit B un mouvement brownien d-dimensionnel corrélé.

— Il existe une matrice orthogonale P telle que la matrice P*K P = A soit diagonale.

— Soit \/Zi1 la matrice diagonale dont les termes sont les inverses des racines
carrées des valeurs propres de A lorsqu’elles sont non nulles et zéro sinon. Le
processus {W; = (\/Z_l)P*Bt; t > 0} est un mouvement brownien, dont les
coordonnées sont des browniens normalisés indépendants, dont certains peuvent
étre nuls.

— Soit A = P\/A. La matrice A est une racine carrée de K, au sens ou AA* = K
et

B, = AW,.

En particulier en dimension 2, soit (B!, B?) un mouvement brownien normalisé de
coefficient de corrélation p €] — 1,1[, c’est-a-dire : cov(B}, B?) = pt. On pose

B} — pB}
V1—=p?
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Le processus W = (W', W?) est un mouvement brownien standard.

1.4 Jump-diffusion process

Definition 1.9 A jump-diffusion process X is the sum of a (correlated with drift) Brow-
nian motion and of a independent compound Poisson process. Therefore a jump-diffusion
process is a Lévy process.

In other words we have a k-dimensional Brownian motion (W}):>0, a d X k matrix A, a
d-dimensioinal vector v, a Poisson process (F;);>o with intensity A and jump times 7,
and a sequence (Y}, ),en- of R-valued r.v. such that

1. Y, are i.i.d. with distribution measure 7 ;
2. (Wi)i=0, (Pr)e>0 and (Y;,)nen+ are independent.
And we define

Py 400
(1.7) Xy =AW, +9t+ Y Y, =AW, + Y Yilpq(Ty).
n=1 n=1

The characteristic exponant of X is given for any z € R? by :

Yx(z) = —%(z,AA*z> +it{z,y) +tA Ad(ei<z’w> — D)(dx)

(1.8)

= e Ad vtz vt [ (@ - oda).

R4

A* is the transpose matrix of A. The law of X is therefore characterized by the triple
(A, v, 7).

Let us draw two examples. The first one is a jump-diffusion process with Gaussian
jumps (used in the Merton model).

Sauts-diffusion
Brawnien
Poisson

X[, Bt et F‘t
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The second one is used in the Kou model where the jump sizes are given by a non
symmetric Laplace distribution.

Sauts-diffusion
Birownien
Poisson

X[, Bt et F‘t

For the financial point of view let us recall the main features of a jump-diffusion
process.
— The prices are diffusion process, with jumps at randon times.
— The jumps are rare events. Therefore this model can be used for cracks or large
losses.
The advantages are the following :
— the price structure is easy to understand, to describe and to simulate.
— Hence efficient Monte Carlo methods can be applied to compute path-depend
prices.
— And this model is very performant to interpolate the implicit volatility smiles.
But there are some inconvenients.
— the densities are not known in closed formula,
— and statistical estimation or moments/quantiles computations are difficult to
realize.
For the simulation, the dimension can 1 or d, the simulation is the same. For the
Brownian part X; = oW, + ~t, the simulation is based on the fact that W is a sum of
Gaussian increments. Thus the procedure is the following :

1. split the interval [0,¢] by a grid to =0 <t < ... <t, =t,
2. simulate n standard Gaussian r.v. Z;,

3. define AXZ = O'\/ti - ti_lZZ- + b(tz — ti—l)u

k=1
The simulation is exact on the grid in the sense that X; has the same law as X;,. Between
X,; and X1, one can used a linear interpolation.
The simulation of the compound Poisson process is based on Proposition 1.3. The
jump times of a Poisson process knowing the value at time ¢ have the same distribution
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as the order statistics of uniform r.v. on [0, ¢]. Hence to simulate the compound Poisson
part on the interval [0, T, the algorithm is :

1. simulate a Poisson r.v. N with parameter AT,
2. simulate N independent r.v. U; with uniform law on [0, 77,

3. simulate the jumps : N independent r.v. Y; with distribution v(dz)/A\,
N

4 put X = 1y4Yi
i=1

As before Xy, t € [0,T1], has the asked law without any error.

Moments

It is well known that a Brownian motion with drift X; = bt + AW, has exponential
moment :

Vu € R, Eexp((u, X;)) < +oo.

So by independance between the continuous part and the jump part of a jump-diffusion
process, integrability problem can just arise because of the jumps of X. Hence we can
apply Theorems 1.3 and 1.4 to the jump part of X to have for example : E(| X;|") < oo
if and only if E(|Y}|") < co. In particular

(1.9) E(X;) =t (v + AE(Y1)),
and

(1.10) Var X, = t (A*A + AVar (V1)) .
And if

(w) = %(mA*Aw) + (v, w) —i—/ (e<w’x> — v (dx)

R4

has a sense, E(e®¥)) < 400 and E(e{®X0)) = et¥(w),

Densities

A compound Poisson process has no density. Now to prove that a jump-diffusion
process X has a density w.r.t. Lebesgue measure, it is not easy.

Proposition 1.7 Let X be a d-dimensional jump-diffusion process with triple (A, v,~)
with A of rank d. Then the law of Xy, t > 0, is absolutely continuous.

In the previous proposition, the density is “given” by the Brownian part of X.
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Martingales.

Now let us come to the martingale property.

Proposition 1.8 Let X be a process with independent increments. Then

eZ <U,Xt>

O
1. for every u € R, (E(e““vXﬂ

) s a martingale.
>0

(u, X¢)
2. If E(el»X0) < 00, Vt > 0, then (W)QQ 18 a martingale.
3. If E(|X¢]) < oo, Vt >0, then My = X; — E(X}) is a martingale (with independent

increments).
4. In dimension 1, if Var(X;) < +oo, Vt > 0, then (M;)* —E((M;)?) is a martingale.

Proof. Left to the reader. O

Proposition 1.9 (Martingales) A jump-diffusion process is a martingale if and only

if
E|Y:1| < 400, and ~v+E(Y;)=0.

In dimension 1, exp(X) is a martingale if and only if E(e**) < 400 and

A*A oo
5 Tt / (e* — 1)v(dx) = 0.

Proof. Use the previous proposition, Equation (1.9) and Theorem 1.4. O
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1.5 Exercices

Processus de Poisson

N,
Exercice 1.1 Soit N = (V;) un processus de Poisson d’intensité X\. Montrer que . 1i+m Tt
—T00
Ny — Xt

VAt

loi gaussienne centrée réduite.

A p.s. et que le processus ( ) converge en loi quand t tend vers +oo vers une
>0

Exercice 1.2 Montrer que si N = (IV;) et (]\N/t)tzo sont deux processus de Poisson
indépendants, d’intensité respective X et p, alors la somme est un processus de Poisson
d’intensité A + pu.

Exercice 1.3 Soient (V)0 et (N;);>o deux processus de Poisson indépendants, d’in-
tensité respective \ et p.

1. Montrer que le processus (X;);>o défini par X; = N, — N; est un processus de
Poisson composé dont on déterminera les caractéristiques.

2. On suppose A # u. Montrer que (X;/t)i>0 et (X;);>0 convergent p.s. dans R quand
t tend vers +oo. Préciser la limite de X suivant le signe de A — p.

Exercice 1.4 On se donne une mesure v sur R* de densité par rapport a la mesure de

Lebesgue :
1

Ca
v(w) = || o

—Xox
xl"l‘a’Q e 133>07

-
€ 1|z‘]-x<0 +

oll ¢q et ¢y sont des constantes positives ou nulles, A; et Ay sont strictement positives,
tandis que oy et ay sont des réels strictement inférieurs a 2. A quelle condition sur a;
et ag, v est-elle la mesure de Lévy d’un processus de Poisson composé? Dans ce cas
déterminer l'intensité du processus de Poisson sous-jacent et la distribution des sauts.

Vecteurs gaussiens

Exercice 1.5 Considérons un vecteur gaussien X = (Xi,---, X,,) de vecteur moyenne
1 et de matrice de covariance X.

1. Soit Y = a1 X7+ -+ a,X, o a; € R,72 = 1,---n. Calculer la moyenne et la

variance de Y.
n

2. Si Xy,..., X, sont indépendants, prouver que la somme E X, est une v.a. gaus-
i=1
siene de moyenne et de variance données respectivement par la somme des moyennes
et la somme des variances de (X;)1<i<n.
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Exercice 1.6 Montrer que les moments d’une v.a. gaussienne X de moyenne zéro et
de variance 1 sont donnés par :

on)!
Yn >0, E(X?) = (2”>' , E(X21) =0,
"n!

Indication : utiliser la fonction caractéristique de X.

Exercice 1.7 Soit X une v.a. gaussienne réelle standard et soit Z une v.a. indépendante
de X, uniformément distribuée sur {—1,1}.

1. Montrer que ZX est gaussienne.
2. En considérant X 4+ ZX, montrer que le vecteur (X, ZX) n’est pas gaussien.

3. Montrer que X et ZX ne sont pas indépendants, bien que leur covariance soit
nulle.

Exercice 1.8 Soit (X,Y) un vecteur gaussien avec X,Y ~ AN(0,1) de corrélation p.
Quelle est la densité du vecteur (X + Y, X —Y')? Et les densités marginales ?

Exercice 1.9 On considére un vecteur gaussien X de dimension 3, de vecteur moyenne
m = (1,3,5)" et de matrice de covariance

K =

N DN~
=W N
(@2 Bl )

Calculer E(X; exp(X; + 2X5 + 3X3)).
Indication : commencer par calculer E(exp(AX; 4+ 2X2 4+ 3X3)) pour tout A € R.

Mouvement brownien

Exercice 1.10 On considére un mouvement brownien (B;):>o. Montrer que le processus
(—B4)>0 est aussi un mouvement brownien.

Exercice 1.11 Soit B un mouvement brownien.

1. Montrer que les processus suivants sont des martingales par rapport a la filtration
brownienne o(Bs, s <) :

2

i) (B2 —t)iz0, i) (exp(aB, — %t))tzo.
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2. Montrer que si X est un processus continu tel que Xy = 0 et (exp(aX; — %2@)7520
est une martingale, alors X est un mouvement brownien.

Exercice 1.12 Pour B mouvement brownien, calculer les deux premiers moments de

la v.a. suivante : .
X = / Bgds.
0

Exercice 1.13 (Controle 2011-2012) Soit (W;)¢>p un mouvement brownien stan-
dard et soit (F;; t > 0), la filtration engendrée par W, i.e. F, = o {W, : s <t} pour
tout t > 0.

1. Calculer E{W;|Fs} pour s < t.
2. Calculer pour s < t, E {e"/? cos(W,)|F,} . Conclusion ?
Indication : on rappelle que cos(z) = Re (e'*).

On définit pour t > 0

Xt = B_th.
3. Montrer que (Xt)tzo est un processus gaussien.

4. Calculer sa moyenne E(X};) et sa fonction de covariance Cov (X, X;).

Processus de sauts-diffusion

Exercice 1.14 Soit X = (X;);>0 un processus de sauts-diffusion réel sans terme brow-
nien (o = 0), de dérivve 7 et de mesure de Lévy v, tel que v se décompose en

v(de) =A Zp”é_n(d:v) + BN (14 2) " Pe M1 oo (2)d,
n=1

avec a et [ réelles, A >0, A>0et B >0, p €]0,1] et 0, est la masse de Dirac au point
Y
VACR, dy(A)=1siye€ A, oy(A)=0siy ¢ A.

1. Que peut-on dire des sauts négatifs du processus X 7

2. Montrer que si g > 0 et a > 0, alors

Oowﬁ—1 2By — L(a)T'(B)
/0 (1+2) d Tath)

On pourra utiliser I'indication et le changement de variable y = oz
x
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Tout d’abord on va supposer A\ = 0.

3. A quelle condition sur 3, X est-il un processus de Poisson composé avec dérive
Y 7 Quelle est la valeur de cette dérive en fonction de la fonction de répartition
d’une loi béta au point 1/27

4. A quelles conditions sur « et 3, X; admet-il un moment d’ordre n € N* (avec t > 0
fixé quelconque) 7

5. Calculer E(X;) si elle existe, en fonction de la fonction de répartition d’une loi
béta au point 1/2.

6. Montrer que si 8 > 0, X se décompose comme suit :

N} v N?
Xe=at+) 15— %
i:11+Y; j=1

avec
— N'=(N})i0 et N? = (N?);>0 deux processus de Poisson d’intensité respective
11 et po & déterminer,
— les Y; suivant une loi béta de paramétres « et f3,
— les Z; une loi géométrique de parameétre p,
— NU N2 Y = (V)ien €t Z = (Z;)ien+ étant tous indépendants.
On suppose maintenant que A > 0.
7. Pour quels u € R a-t-on Eexp(uX;) < 4007
8. Si B =0, calculer 'exposant caractéristique ¥ de X et en déduire E exp(uXy).
9. Montrer que si 8 > 0, alors X se décompose comme suit :

Ny N
Xe=not+ Vi= %
i=1 =1

avec
— N3 = (N2)>0 et N* = (N}')i>o deux processus de Poisson d’intensité respective
H3 et g a déterminer,
— les V; étant positifs ou nuls de densité f donnée par
fla) = cx’ (1 +a2) " Pe g ()
ou ¢ est une constante de normalisation

10. (bonus) Montrer qu'il existe une constante C' = C'(a, 3, A) telle que
Vo >0, f(r) < CaP (14 z) P,
En déduire un algorithme de simulation par rejet des V;.

Indication. On rappelle qu’une variable aléatoire Y suit une loi béta de paramétres
a>0etb>0sY admet pour densité la fonction g :

Lla+b) 4 ~1

= b1 —g)e .
On note par F(z;a,b) la fonction de répartition au point x de la loi béta de paramétres
a et b.
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Chapitre 2

Intégrale et calcul stochastique

C’est le chapitre central de ce cours. Si le processus de Poisson (composé ou non)
a des trajectoires simples, ce n’est pas le cas du mouvement brownien. Ainsi pour faire
correctement des calculs avec ce type de processus, il faut une théorie particuliére : celle
du calcul stochastique. La famille clé de processus est celle des martingales.

2.1 Martingales de carré intégrable

Dans la suite, X est un processus adapté a une filtration {F;} et tel que E|X;| < oo
pour tout ¢ > 0. La plupart des preuves étant longue et technique sera admise.

Définition 2.1 ((Sous, sur) Martingale) Le processus {X;, Fy; 0 <t < +oo <} est
une sous-martingale (Tesp. sur-martingale) si

VO <s<t<oo, E(XyFs)> X, (resp. E(Xy|Fs) < Xs), P—p.s.

{Xi, Fi; 0 <t < 400 <} est une martingale si c’est a la fois une sur- et une sous-
martingale.

On doit garder en téte le cas du mouvement brownien B = {B;, t > 0} ou encore
du processus {B? —t, t > 0}, qui sont deux exemples fondamentaux de martingales
continues. On peut penser aussi a la martingale discontinue N; — At si IV est un processus
de Poisson d’intensité A.

Proposition 2.1 Soit {X;, Fi; 0 <t < 400} une martingale (resp. sous-martingale)
et & : R — R une fonction conveze (resp. convezxe croissante) t.q. E|p(X;)| < +o00 pour
tout t > 0. Alors {p(Xy), Fi; 0 <t < +oo} est une sous-martingale.

Preuve. C’est une application immédiate de 'inégalité de Jensen. O
Ainsi B? est une sous-martingale.

Théoréme 2.1 (Régularité) Soit {X;, F;; 0 <t < +oo} une sous-martingale et sup-
posons que la filtration satisfait les conditions usuelles.
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Alors le processus X admet une modification continue a droite si et seulement si la
fonction t — EX; est continue a droite.

Si cette modification continue a droite existe, elle peut étre choisie cadlag et adaptée
a la filtration, donc elle est aussi une sous-martingale par rapport a {F;}.

Remarquons que si X est une martingale, t — EX,; est constante, donc continue a
droite et le théoréeme s’applique pourvu que la filtration satisfasse les conditions usuelles.

A noter. Dans toute la suite, on supposera toujours que les martingales sont cadlag.

Définition 2.2 (Processus croissants) Un processus adapté A est dit croissant si
pour P-presque tout w € €2 on a :

1. A()(W) =0 5
2. t — Ai(w) est croissant et continu a droite,
et E(Ay) < oo pour tout t > 0. Un processus croissant est intégrable si E(Aw) < oo,

avec Ay = lim A;.
t—4o00

Théoréme 2.2 (Doob-Meyer (1963)) Soit {F;} une filtration vérifiant les condi-

tions usuelles. Si la sous-martingale cad X est de carré intégrable, alors X se décompose

en une somme d’une martingale continue a droite M et d’un processus croissant A.
De plus M est une martingale de carré intégrable et A est intégrable.

Par exemple, X; = B? est une sous-martingale de carré intégrable (car la loi normale
admet des moments de tout ordre) et on a déja vu que

avec My = B? —t qui est une martingale et A; = ¢ qui est un processus croissant.

2.2 Intégrale stochastique par rapport & une martin-
gale continue

Dans la suite, on note M$, I'ensemble des martingales X de carré intégrable, continue
avec Xo =0 p.s.

2.2.1 Variation quadratique

Définition 2.3 (Variation quadratique)

1. Pour X € M§, on définit la variation quadratique de X comme le processus (X); =
A, avec A processus croissant de la décomposition de Doob-Meyer de X?.

Ainsi (X)) est l'unique processus adapté croissant t.q. (X)o =0 p.s. et X* — (X)
est une martingale.
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2. Pour deuz martingales X, Y dans My, on définit le processus processus variation
croisée (X,Y) par :

(X, V) = 2 [(X+Y) - (X =Y)].

RS,

Noter que XY — (X,Y) est une martingale.

Deux éléments X etY de My sont dits orthogonaux si (X,Y); = 0, P-p.s. pour tout
t>0.

Pour le mouvement brownien B, on a (B); = t, car B? —t est une martingale. Faisons
maintenant le lien avec la variation quadratique. Pour X processus et t > 0, on rappelle
que pour une partition de [0, t], IT = (¢o,t1,...,t,), avec 0 =to <t < ... <t, =t, de
pas ||IT]| = max |t — tx_1|, la p-iéme variation de X par rapport a la partition IT est :

Théoréme 2.3 Soit X dans MS. Pour toute partition 11 de [0,t] on a

HlITiHrgo VA(I) = (X)y, en probabilité.

Comme X est continu et que ||1lii||mo‘/;(2)(n) = (X); en probabilité, alors
_>

— pour ¢ > 2, lim V(1 =0,
pour ¢ Vi (II)

— pour 0 < ¢ < 2, ||1111||m V(1) = 400 sur I'événement {L; > 0}.
—0

En particulier comme pour le mouvement brownien ce théoréme entraine que X est a
variations infinies sur tout intervalle.

Théoréme 2.4 Soit X et Y dans MS. Il existe un unique processus {F;}-adapté et
continu, a variation bornée, A satisfaisant Ag = 0 p.s., tel que XY — A est une martin-
gale. Ce processus est donné par la variation croisée (X,Y).

Définition 2.4 (Martingale locale) Soit X wun processus (continu). S’il existe une
suite croissante (1y,)n>1 de temps d’arrét, t.q. Xt(") = Xiar, Soit une martingale pour

chaque n > 1 et P( liril T, = o) =1, alors X est une martingale locale (continue).
n—-+0oo

Si de plus Xo =0 p.s., on écrit X € MW (resp. X € M%'°¢ si X est continu, resp.
X € MS§"° si X de carré intégrable).

Proposition 2.2 Soit X et Y dans M;“’C. Il existe un unique processus {JF;}-adapté
et continu, a variation bornée, (X,Y) satisfaisant (X,Y)o =0 p.s., t.q. XY —(X,Y) €
M;,loc’

Si X =Y, alors (X) = (X,Y) et ce processus est croissant.
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2.2.2 Rappel : intégrale de Lebesgue—Stieltjes

Soit X un processus cadlag, dont la 1-variation est finie :

n
lim V(1) =Y X, — X, | = VY < 4o
ITT][=0 t ( ) Z‘ ty tk71| t
C’est le cas de tous les processus croissants (ou décroissants) (donc du processus de
Poisson), de classe C! par rapport a t, etc.
Commengons par un processus X croissant p.s. Et supposons que ¢ est un processus

continu. Alors p.s.

HETOOZ@ w) (X, (W) — X, (W / d(w)d X, (w).

Cela permet de définir p.s. I'intégrale de ¢ par rapport a X. Cette définition se généralise
au cas ou X est a variations finies et ¢ est bornée.

De plus si pour un processus X donné, la limite précédente existe pour tout ¢ continu,
alors nécessairement X est & variations finies.

Théoréme 2.5 Si X est a variations finies et a trajectoires continues, et si f est une
fonction de classe C', alors (f(X}))>0 est aussi a variations finies et

F(X0) = F(X) = / F(x

Si X est a trajectoires dérivables on retrouve :

J(Xe) = f(Xo) = / (X)X lds.

Si X n’est pas continu, mais a variations finies, la formule devient :

F(X0) — F(X) = / Fax,+ Y (f (X, )~ (X, )AX,).

0<s<t

2.2.3 Intégrale d’It6 ou stochastique

Le cadre va étre le suivant. On se donne une martingale continue et de carré in-
tégrable M = {M,;, F;; t > 0} sur un espace de probabilité (Q, F,P), avec My = 0
s., {F:} étant une filtration satisfaisant les conditions usuelles. On note la variation
quadratique finie de M, (M). Encore une fois 'exemple & avoir en téte est le cas du
mouvement brownien.
On rappelle que M est & variations infinies sur tout intervalle [0, T'] (voir la remarque

apreés le théoréme 2.3 ou la proposition 1.15). Cette propriété fait que les intégrales de
T

la forme Ir(X) = / Xi(w)dM;(w) ne peuvent pas étre définies trajectoire par trajec-

0
toire comme des intégrales ordinaires de type Lebesgue—Stieltjes! Il faut des propriétés
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supplémentaires sur le processus X. La théorie d’It6 permet de construire une intégrale
en utilisant que M est a variations quadratiques finies.

Pour cela nous allons définir des espaces de Hilbert :

— H2(2 x R,) : Pensemble des processus adaptés de carré intégrable :

G2(t, )d(M); < +o0.
R+

Il est muni du produit scalaire :
R

— H?(Q x [0,T]) : ensemble des processus adaptés de carré intégrable :

E/Tﬁ@JﬂMﬁ<+m.

Le produit scalaire est défini par :

= E/O ¢(t7 ')¢(t’ )d<M>t

On rappelle que ces espaces, munis de leur produit scalaire, sont des espaces normés, la
norme se déduisant du produit scalaire, et sont complets pour cette norme. Par la suite
ces espaces seront simplement notés H? si le contexte est suffisamment clair pour ne pas
préciser et la variable w sera omise. Dans le cas brownien, X € H? si

T
IE/ X}2dt < 4o0.
0

Pour construire l'intégrale d’It6, nous procédons comme pour celle de Lebesgue en
travaillant d’abord sur des processus « plus simples », puis par un passage a la limite.

Définition 2.5 (Processus simple) Un processus X est en escalier ou simple sl existe
— wune suite croissante de nombres réels (t,) avec ty =0 et lim t, = 400,
n—o0

— une suite de v.a. (§,) et une constante C' < oo t.q.

sup &, (w)] < C, Yw € Q,

neN

et &, est F;, -mesurable,
et si

Xi(w) = &o(w)1qy (1) + Z& W)Ly 4, (t); 0 <t <00, we Q.

On pose Hy la classe des processus en escalier. On a

H, C H>.
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Dans le cas ou M est le mouvement brownien on a le résultat suivant.

Proposition 2.3

1. Pour tout processus X adapté, borné et a trajectoires continues, ’approximation
de Riemann par les fonctions en escalier, le long d’une partition T = (1) de [0, 7]
dont le pas tend vers 0 quand n tend vers l’infini,

Xi(w) = lm > Xpn (@)L, 4,,(t)

est vraie p.s. et dans H?(Q x [0,T7).

2. Plus généralement tout élément X de H? est limite d’une suite de processus en
escalier. Ainsi Hy est un sous-ensemble dense de H*(Q x [0,T]).

Le résultat est aussi vrai pour H?(Q x [0, +00]).

Preuve.
1. 1l suffit d’appliquer le théoréme de convergence dominée.
2. La preuve se fait en quatre étapes.
(a) Commencons par supposer que X est borné et progressivement mesurable. On considére

les processus continus et progressivement mesurables :

AT
Fi(w) = Xs(w)ds; Xt(m) =m [Fy(w) = Fy—1/my+W)]; m > 1.
0

Il existe donc une suite de processus simples ()~( (m.n) > 1) telle que

T
lim E / (X§m>”)(w)—)2§m)(w)‘dt:o.
0

n—-+oo

On considére maintenant 'ensemble B([0,T]) ® Fr-mesurable

A= {(t,w) €[0.7)xQ,  lim XM (w) # Xt(w)} :

Pour tout w, l'ensemble section A, = {t € [0,T], (t,w) € A} est B([0,T])-mesurable
et d’aprés un théoréme fondamental de l'analyse, est de mesure de Lebesgue nulle. Le
théoréme de convergence dominée donne alors que

T
lim ]E/ ‘f(t(m)(w) — Xy(w)|dt =0.
0

m—+00

(b) Si maintenant X est juste supposé borné, mesurable et adapté a la filtration. On ne peut
plus appliquer la technique précédente car on ne sait pas si F' est progressivement mesu-
rable (ni méme s'il est adapté). On considére donc une modification de X progressivement

mesurable notée Y (voir proposition 1.1). On va montrer que le processus progressivement
tAT

mesurable <Gt (w) = Yi(w)ds, t > 0 | est une modification de F'. Pour cela, on pose
0

Nt (w) = 1x, W)y (w) Pour (t,w) € [0,7] x Q. C’est un processus mesurable tel que
T T
B[ )= [ BOG(W) £ i) =0,
0 0
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T
Donc / Ne(w)dt = 0 pour presque tout w € Q. Or {F;(w) # Gi(w)} est contenu dans
0

T
Pensemble ¢ w, / ne(w)dt > 0 3, Gy est Fi-mesurable et par hypothése F; contient tous
0

les ensembles P-négligeables. Donc F; est aussi Fy-mesurable. Adapté et continu implique
progressivement mesurable et on peut répéter toutes les étapes du cas précédent.

De 14 pour X processus borné, mesurable et adapté, et pour tout m > 1, on peut trouver
une suite de processus simples X (™™ telle que

n——+00

m
lim E/ X7 — X dt = 0.
0
Donc on peut trouver un processus simple X ("m:) tel que
m 2 1
IE/ ‘Xt("”'“m) —Xt‘ dt < —.
O m
Ainsi on peut trouver une suite de processus simples X (™ telle que

T 2
sup lLim IE/ ‘Xﬁ”)—xt‘ dt = 0.
T>On—>+oo 0

Finalement si X est dans H?, on pose
Xt(")(w) :Xt(w)l\X,,(wﬂgnv 0<t< 400, w e N.
C’est une suite de processus bornés mesurables et adaptés. De plus le théoréme de conver-

gence dominée donne que

n—-+oo

T 9 T
]E/ X - x| dt:IE)/ X21|x, (u)<ndt —> 0.
0 0

Puis on applique les étapes précédentes a X ().

O

Dans le cas général, il faut ajouter une condition sur la variation quadratique de M.

Proposition 2.4 Si ¢t — (M),(w) est absolument continu pour P-presque tout w, l’en-
semble Hy est dense dans H?.

A noter. Dans toute la suite, on va suposer que I’hypothése de la proposition est vraie.
Nous pouvons maintenant définir I'intégrale d’It6 pour un processus simple. Si X €

H07

Xi(w) = &o(w) 1oy () + Z i(w) Lt 140 (1),

alors on pose

(2.1)

Vt >0, T,(X) = Zfi(MtAti+1 — Mypy,) = Zfi(MtiH — M,,) + & (M, — M,,),

n—1

=0 i=0

ou n > 0 est 'unique entier tel que ¢, <t < t,11.
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Propriétés 2.1 (de ’intégrale stochastique) Pour XY inHy, 0 < s <t < oo
1. Iy(X) =0, p.s.
2. E(Zy(X)|Fs) = Zy(X), p.s.

3. E[(Ty(X / X2d(
4. E[(T/(X) — T,(X))*| F. V X2d(

5. Z(aX + BY) = aZ(X) + BZ(Y), (a, B) € R%

Mh|7 s

Ces propriétés montrent donc que pour un processus simple, Z(X) est une martingale

de carré intégrable.
Preuve. Les propriétés 1 et 5 sont immeédiates. La troisiéme se déduit des propriétés 1 et 4, et en
prenant ’espérance. Pour la propriété 2, on fait la preuve dans le cas du mouvement brownien et on
laisse au lecteur le soin de le faire dans le cas général.

On calcule E(&;(Biat,,, — Biat,)|Fs) pour tout i, et on montre que cela vaut &(Bgas,,, — Bsat,)-
Ensuite par linéarité, on a le résultat voulu. On distingue les cas s < t;, t; < s < ti41, S > tiq1.
Commengons par ce dernier cas. Comme ¢t > s > ¢;41, tout est Fy; mesurable. Donc

E(fi(Bt/\tHl - Bt/\ti) s) = E(gi(Bti+1 - Bti) ]:s) = fi(BtiH - Bti) = gi(Bs/\tl+1 - Bs/\ti)-

Sis<t;,ona

E(gi(Bt/\ti+l - BtAti)|-Fs) =E [E (gi(Bt/\t'kFl - Bt/\ti)urti) |]:5]
=E [&E ((Beatiyy — Bine)|Fei) [Fs] = E[&(Br, — By, )| Fs]
=0= &‘(Bs/\ti-u - BS/\ti)'

On a utilisé que §; est F;,-mesurable et que B est une martingale par rapport a la filtration. Si
t; < s <t;y1, alors de méme comme ¢t > s

E(&(Bintizr — Bint)|Fs) = GE [(Biat,,, — Br,)|Fs)
=& [ (BtAtiJ,l |~Fs) - ti] = fi(Bs - Bti) = gi(Bs/\tH_l - Bs/\ti)«

Pour la propriété 4, on va utiliser que (B? — t,t > 0) est une martingale. De 1a pour 0 < s < ¢,

(Zo(X) — Is(X))2 = {Zfz [(Bt/\tiﬂ — Bipt,) — (Bs/\ti_H - Bs/\ti)]}
i=0

=" [(Bintes — Biat) — Bentiys — Bent,)]”
1=0

+2 Z 57/5] [(Bt/\ti+1 - Bt/\ti) - (BS/\ti+1 - BS/\ti)] I:(Bt/\t]'+1 - Bt/\tj) - (BS/\tj+1 - BS/\tj )] -
4,§=0, i<j

Ensuite on prend ’espérance conditionnelle en tenant compte du fait que le mouvement brownien est

une martingale (ou que les accroissements browniens sont indépendants et de moyenne nulle). Donc
comme ¢ < j, en conditionnant par rapport a F;, a I'intérieur de l'espérance conditionnelle :

]E’ {57/5] [(Bt/\tH,l - Bt/\ti) - (BS/\ti+1 - BS/\ti)] I:(Bt/\tj+1 - Bt/\tj) - (BS/\tj+1 - BS/\tj )] “FS} = 0

52 A. Popier



Comme les sommes qui interviennent sont en fait des sommes finies, on a

2

E [(Z:(X) — Z,(X))? ]:s:| = ZE {5,2 [(Bintisr — Bint,) = (Bsatiy — Bsat,)]

=0

7]

)

7
7.

2
= ZE{ [5 Bt/\tHrl - Bt/\ti) - (Bsmti“ - Bs/\ti)}

o0

= ZE {51215 |:[(Bt/\ti+1 - Bt/\ti) - (Bs/\tiﬂ - Bs/\ti)}
i=0

2

2
{I:(Bt/\tl«l»l Bt/\tq',) - (BS/\ti+1 - BS/\ti)jI
E

(Bt/\ti+1 - BS/\ti+1)2 + (Bt/\ti - B,S/\ti)2

ti} - 2E {(Bt/\ti+1 - BS/\ti+1)<Bt/\ti - BS/\ti)

)
)

fti} + (Binat; — Bs/\ti)2 —2(Bint; — Bsat, )E {(Bt/\tiﬂ — Bontiyy)

(BtAt,;+1 - BS/\t7‘,+1)2 ftz} - (Bt/\ti - BS/\Z?,‘,)2

ti+1 —S/\tz’+1) — (t/\ti —S/\t,’),

=E {(Bt/\ti+1 - BS/\ti+1)2
A\

car (B? —t, t > 0) est une martingale. Ainsi

E [(L(X) (X))

7]

oo
E [Zf?(mtm — S Atis1) — (EAti— s At)
=0

t |
E [ / X2du ]-"S] .

On remarquera qu’on a utilisé uniquement le fait que le mouvement brownien B est une martingale

nulle & I'instant initial et telle que (B? — ¢, t > 0) est une martingale. g

Cette construction sur les processus simples va étre étendue a H?2.

Définition 2.6 (Intégrale stochastique) Pour X € H?, l'intégrale stochastique (ou
d'Itd) de X par rapport a la martingale M € M est l'unique martingale de carré intégrable
I(X) = {Zy(X); t > 0} qui satisfait lim IZ(X™) — Z(X)|| = 0, pour toute suite

(X( ) C Hy convergente vers X (les lzmztes sont dans H?). On écrit pour tout t > 0,

/XdM

Si on n’y prend pas garde, on ne voit pas vraiment de différence avec l'intégrale de
Lebesgue. La subtilité provient du fait que toutes les limites sont & prendre dans HZ,
c’est-a-~dire sont des limites en moyenne quadratique, et pas presque stres (ou trajectoires
par trajectoires).

La définition précédente doit étre prouvée. Pour cela si X € H?, il existe une suite
de processus simples X (™ convergente dans H? vers X (voir proposition 2.3). De 14

T T T 9
E/ IZ,(X ™) —It(XW))fdt:E/ IZ, (X — X)) gt gTE/ ’Xt(") —Xt(m)‘ dd(M
0 0 0
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Donc (Z(X™),n > 0) est une suite de Cauchy dans L? et donc converge vers Z(X). On
peut vérifier que c¢’est une martingale nulle & I'instant initial.

Enfin si on prend deux approximations X ™ et Y™ de X, on peut en créer une troi-
sitme Z(™ par Z(?") = X et 77+ = Y La convergence des suites Z(X™  Z(Y ™
et Z(Z™ montre que Z(X) est bien défini indépendamment de la suite approchante
X choisie.

Voyons les propriétés de l'intégrale d’Ito.

Proposition 2.5 Pour M € M§, X € H*(M), Z(X) satisfait les propriétés suivantes :

1. Zy(X) =0, p.s.

2. B(L(X)|F) = ;D5

3. E [(T( /X2

4. E[(T(X) — Z,(X) [/ X2d( ] 5.
5. Z(aX + fY) = oZ(X) + BZ(Y), (o, B) € R%

En particulier, Z(X) est a tmjectozres continues et a pour variation quadratique :

X = [ xaon

Preuve. En exercice. ]

Proposition 2.6 Pour tous temps d’arrét S < T, et tout réel t > 0,

E[It/\T(X)|~FS] = It/\S(X)'

} _E [ /Mt:TXuYud<M) } |

En particulier, Z(X)? est une sous-martingale. Finalement Zip(X) = (X)) p.s. pour
Xt(W) = Xt(w)ltST(w)-

Preuve. La premiére égalité est du au théoréme d’échantillonnage optionnel pour une martingale, que
'on va admettre. De méme en utilisant la martingale Z(X) — [> X2d(M),, on obtient :

fS] |

Puis on applique cette égalité & X +Y et X — Y. O

Pour X,Y dans H? on a p.s.

E [(M(X) T () DY) — Tans (V)| 7

tAT
Xyd(M).,
tAS

E | (Ziar(X) = Tins(X))?

.7:5:| =E

Voici quelques autres propriétés.
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Proposition 2.7 Soit Y adapté tel que : EfOT Y2X2d({M), < oo. Le processus Z(XY)
est aussi 'intégrale stochastique de Y par rapport & la martingale I1(X). Cela s’écrit :

Y, X, dM, = Y,(X,dM,) = Y,d(Z(X))s.

Preuve. On le montre d’abord pour des processus simples, puis on passe & la limite. O

2.2.4 Cas particulier : intégrale de Wiener

C’est un cas particulier de I'intégrale stochastique. En effet pour un processus X
quelconque, la loi de la v.a.
t
/ XdM,
0

n’est pas connue, méme si M est un mouvement brownien. Mais quand X = g(s) est une

t
fonction déterministe du temps, l'intégrale / g(s)dBs est appelée intfgrale de Wiener.
0

Ses propriétés sont les suivantes.

Proposition 2.8 Soit f dans L*([0,T]) :

/OT(f(s))st < +00.

t
Le processus / f(s)dBs, t € [0,T]> est un processus gaussien, centré, & trajectoires

0
continues, de carré intégrable et de fonction de covariance

Cov (/Otf(u)dBu,/osf(u)dBu) :/Oms F2(u)du.

Si g est une autre fonction analogue,

Cov ( /0 ' (u)dB,. /0 s g(u)dBu> - /0 " g (w)du

Preuve. Faire les calculs sur 'approximation Zj*(f), et passer a la limite. (I

La relation

oy t f(S)st)2 = [ P

définit une isométrie entre les variables gaussiennes centrées et les fonctions de carré
intégrable.
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2.2.5 Extensions

Terminons cette partie par deux extensions supplémentaires de 'intégrale d’It6. Tout
d’abord nous allons affaiblir encore I’hypothése d’intégrabilité sur le processus a intégrer.
Supposons que M € M;JUC soit une martingale locale continue et de carré intégrable
avec My = 0.

Définition 2.7 On note 1L?>(M) l’ensemble de tous les processus mesurables et adaptés
X pour lesquels

P (/OT X2d(M), < oo) —1, VT €0,00).

Remarquons que si M € MS, H> C L?(M).
Comme M € MS™ il existe une suite de temps d’arrét (S,,) telle que p.s. limy, o Sy, =
oo et M g, € M5. Pour X € L?(M), posons

t
Rn:nAinf{O§t<oo; / de(M>52n}.
0

Et pour finir,
T, = Rn A Sn; Mt(n) = Mt/\Tny Xt(n) = thTnzt-

Pour M™ ¢ M§, X(™ € H?, I'intégrale stochastique Z™ ™ (X™) est bien définie. Pour
0<t<T,, on pose
(n) n
T(X) = 1" (x™).

Définition 2.8 Pour M € MS', X e L2(M), I'intégrale stochastique de X par rapport
a M est le processus 1(X) € MS' défini ci-dessus. On écrit fot X dMj a la place de
T(X).

Pour M € M3 et X € L2(M)
— toutes les propriétés de 'intégrale stochastique impliquant une espérance sont
fausses.

t
— Reste valable : Zy(X) = 0 p.s., lindarité, (Z(X)); = / X2d(M),, (T"(X), TV (YV)), =
0

t
/ X, Y, d(M, N),.
0

Proposition 2.9 Considérons une martingale M € MS' et X € L2(M). L’intégrale
stochastique TM (X) est lunique martingale locale ® € MS" qui satisfait pour tout

t
N € M5 (ou encore N € M5'™) : (, N, — / X, d(M, N}y, £ >0, pos.
0

L’autre extension concerne le cas vectoriel. On se donne

— un espace probabilisé filtré,

— une martingale M & valeurs dans RY, M = (M, ... M%),

— et une famille X = (X, ;(¢); ¢ =1,...,n, j=1,...,n, t > 0) de processus dans
H2.
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Définition 2.9 L’intégrale de X par rapport 3 M notée Z(X ), = fot X dMy est le vecteur
aléatoire de R™ de coordonnées :

d t
It(X)iZZ/ Xi;(s)dM?, i=1,....n
j=1"0

Pour tout 8 € R™ :
E[0.7,(X) = 0
var[0.5,(X)] = ) 6 /0 X7 (s)d(M7)s.

1<i,j<n

Les propriétés vraies en dimension 1 restent valables.

2.3 Formule d’It6 dans le cas continu

On se donne un espace de probabilité (2, F,P) avec une filtration {F;}, qui satisfait
les conditions usuelles et un brownien (B;) d-dimensionel relatif a cette filtration.

Définition 2.10 (Processus d’It6) Un processus d'l1té X = {X;, F;; t > 0} est un
processus adapté de la forme

t t
Xt_X0+/ ﬁsds+/ 0sdBy = Xo+ Ty + M, 0<t < o0,
0 0

avec :
— X v.a. Fo-mesurable de carré intégrable ;

T
— B adapté a valeurs dans R™ t.q. / |Bs|ds < oo pour tout T ;
0

T
— o adapté & valeurs dans R™*? t.q. / los|?ds < oo pour tout T.
0

De cette définition et des propriétés de l'intégrale d’Ito, on a :

t
— Iy = / Bsds : partie a variation finie de X.
0
t
— M, = / osdB; : partie martingale de X.
0

t
Le crochet de X est donc (X); = / os0.ds.
0

Théoréme 2.6 (Formule d’Itd) Soit {X;; ¢ > 0} un processus d’Ité et soit f(t,z) :
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[0,00) x R" — R de classe C12. Alors P-p.s. pourt >0 :

t a n t a ]
P50 = 5050+ [ g6 X+ 3 [ 5t Xop0as
"ot i
(2.2) +Z / %f(s,Xs) Za?dBé”
+—= ZZ/ 8x 8&0 (s, Xs) Zalkcﬂk ds.

i=1 j=1

f(t, Xy) est donc encore un processus d’Ité.

Preuve. On va faire la démonstration en dimension 1, la généralisation ne posant pas de difficulté. Elle
se fait en plusieurs étapes.
Etape 1. On localise le probléme. Pour cela on pose pour tout n > 1,

0 si | Xo| > n,
T, =4 inf{t >0, |M;| >mn, ou fot |Bslds > n, ou [{X)| >n} si|Xo| <mn,
+00, si | Xo| <mn, et {} =0.

(Th)n>1 est une suite croissante de temps d’arrét, tendant p.s. vers +oo. On va prouver la formule d’Itd

pour le processus arrété Xt(”) = XiaT,, puis on fera tendre n vers +oo. Ainsi on peut supposer que
Xy et les processus T', sa variation totale, M et (X) sont bornés par une constante K sur [0, +oo[x€2.
Donc X est borné par 3K et les valeurs de f en dehors du compact [—-3K,3K] sont inutiles. Donc on
peut supposer que f est une fonction & support compact, donc que f et toutes ses dérivées spatiales
sont bornées.

FEtape 2. On utilise le développement de Taylor d’une fonction. Fixons ¢t > 0 et II une partition 0 =
to <t; <...<tp=tde lintervalle [0,¢]. On a donc

NE

f(t>Xt) _f(onO) = f(tk7th) _f(tk*bth—l)

=
Il

1

f (7, Xy ) (B — ti—1) Z 87]( (tre—15 Xty ) (Xt — Xty )

I
NE
SRS

=
I
—

aif(tk—la le)(th - th—l )2

+
N =
HMS

avec tg—1 < T < tg et mp = Xy, + 0p(Xe, — Xy,_,) 00 0 < 0 < 1. 73, my et O sont des variables
aléatoires. Ainsi

(23) £ X0) = 10, Xo) = Ji(0) + Jo(IT) + 2.J5(IT)
avec
D) = 3G Xt~ 2]+ 32 G Xo )T =T )
JQ(H) = iai(tk 17X75k 1)(Mtk _Mtk 1)
k=1 Oz :
m o g2
J3(M) = Z?(tk 1) (X, — Xy _,)*

E
Il
-
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Il est ais¢ de comprendre que comme f est de classe C'! par rapport au temps ¢ et & la variable d’espace
x, J1(II) tend vers I'intégrale de Lebesgue-Stieltjes

[ %sxaiss [ % o xo,

lorsque le pas de la partition |[TI|| = sup |t — tx—1| tend vers zéro.
k=1,....m

Maintenant le processus Y, = %(s, X,) est adapté, borné et continu et peut étre approché par le
processus simple

VI = 9L 10, X0) 110y + 32 92 01, X )1y aai(5):

En effet .
B (LY - )" =E [ (v - YR,
0

par convergence dominée. Donc en moyenne quadratique on a

t af
(1) |\FW—>>0/0 e (s, Xs)dMs.

Etape 3. Reste le terme de variation quadratique J3(IT). On peut le réécrire

—
IT1]|—0

J3(IT) = Ju (1) + J5(IT) + Jg(I1),

avec

2

Ju(I) = (therme) (e, — T ,)?,

72

> I
Q|
L

L

J5(Il) = 5 (te—1,m6) (Lo, — Loy ) (Myy, — My, ),

k=1
m
Jo(II) = Z 5 (te—1, ) (My, — My, )%

°’\
g‘Q;

Comme T est de variation totale bornée par K, on a

2
(D) + 1501 < 2 | 1

<1I<I}€a<X |Ftk F1§1¢71| + 12}:2(7” |Mtk - Mtk1|> :

Et par continuité de I' et de M, le terme de droite de cette inégalité tend vers zéro presque siirement
quand ||TI|| tend vers zéro (et méme dans L' par convergence dominée).
Pour le terme Jg(IT), on définit

Z 87‘/: tk—letk—l)(Mtk - Mtk—1)27
k=1

et on voit que

JEI) — Je(ID)| < V(11 f X 0y
|Jg (IT) — Je(IT)| < ( )@agx 8x2(tk 15 Xty 1)—@(%717%)

V)(II) étant la variation quadratique de M. Par continuité de % et de X, on a donc

lim E|J, Js(IN)| = 0.
L | Jg (IT) — Je(IT)|
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Lo f

9z (s, X5)d{X)s, on compare J§ (II) avec

Pour prouver que J3(IT) converge vers

-y 6—f (t1ts Xy ) (M1 = (M),
k=1

En utilisant le fait que M? — (M) est une martingale, on obtient que
E|Jg (IT) — J7(H)|2

Z 912 tk 17th: 1) [(Mtk - Mtk—l)Z - (<M>tk - <M>tk—1)}
k=1

S2|a£ SIS ]
1 1

<2’52f ’ E[V(4)(H)+<M>t max ((M), — (M) )}

= o2, 1<k<m g e

car (M) est un processus croissant. Par convergence dominée, ce dernier terme tend vers 0, et comme
la, convergence dans L? entraine la convergence dans L', on a donc prouvé que
Lorf

1
Hlm() a2 (s, Xs)d(X)s, dans L ().

J3(IT)

Etape 4. Enfin si TI(™ est une suite de partitions de [0,t] avec ||[TI™| — 0, alors pour une certaine
sous-suite (I1(™*)),cn, on a P-p.s.

0 0
i e0) = /Oa'f(sX)dH/O o fs, X,
t

/ E(S,Xs)ds—l— gf(&Xs)ﬁsds,

lim Jo(I™) = /ﬁst dM, = /—st o4dBs,

k—4o00
@2f °f
: (ng) — 2
kETooJB(H ) o 5 (8, Xs)d(X)s = /0 22 5 (8, Xs)ogds.

Il ne reste qu’a passer a la limite dans ’équation (2.3). En fait les processus des deux cotés de (2.3)
sont une modification I'une de I'autre. Et comme ils sont continus, ils sont indistingables.

O

Il est possible d’avoir une formule plus concise :
t a t
F6X) = F0.X0)+ [ S Xds+ [ 955, X).5ds
0 0

t 1 t
+/ Vf(s,Xs).04dBs + 3 / trace (0iD”f(s,X,)os)ds
0 0
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ou encore

X)) = f(0,X) 2 f(s,X,)d V (s, X,)dX,
» f(t, Xy) 0) / f(s, s—i—/o f(s, Xs)

1
+2/ trace (D*f(s, Xs)oi0s) ds.
0

Voyons pour finir quelques conséquences de cette formule. D’abord si f(x) = 22, on
obtient :

t
(2.5) vVt >0, Bf= 2/ BydBg +t.
0

Ce qui est remarquable dans I’équation (2.5), c’est la présence du terme t. En effet si on
avait une fonction de classe C!, on aurait

(F(0) = (F(0))? +2 / F($)df(s) = (F(0))? +2 / £()f(s)ds

Le terme supplémentaire provient de la variation quadratique non nulle de B!
Ensuite si le processus X est tel que

t
E/ IV f(s, X,)os|ds < +oo,
0

t
I'intégrale stochastique / V (s, Xs)osdBs est une martingale de moyenne nulle. On

0
peut prendre I'espérance dans la formule (2.2) et obtenir :

ot

E(f(t. X)) = E(f(0, X)) +E / Pﬂs,xs)w;f(s,xs)ﬁs ds
—i—%E/Ottrace (D*f(s, Xs)o0y) ds.

(2.6)

Ces calculs peuvent se généraliser a des processus plus généraux, toujours sur un es-
pace de probabilité (2, F,P) avec une filtration {F;} satisfaisant les conditions usuelles.

Définition 2.11 (Semi-martingale) Une semi-martingale continue X = {X;; ¢t > 0}
est un processus adapté qui se décompose ainsi : P-p.s.

Xt:X0+Mt+Pt, 0§t<OO,

ot M = {My; t >0} € M et T = {Ty; t > 0} est la différence de deus processus
continus, croissants, adaptés {Af; t >0} : Ty = AF — A] with AT = 0.

On supposera que AS (resp. Ay ) est la variation positive (resp. négative) de T' sur
[0,]. La variation totale de T sur [0,t] est alors Ty = AF + A;.
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Théoréme 2.7 (It6 (1944), Kunita & Watanabe (1967)) Soit f : R — R une
fonction de classe C* et soit X = {Xy; t > 0} une semi-martingale continue. Alors
P-p.s.

W20, () = 00+ [ e+ [ e [ e,

Si on préfére, on peut écrire cette forme en notation différentielle :

(X0 = J/(X)AM,+ (X)L, + 5 f/(X)d(M), = f/(X)AX+ 3 f/(X)d(M).

Soit f: [0,00) x R? — R de classe C'2. On utilisera les notations suivantes :
— gradient : Vf = (%f)lgign € R,

L

. . 2
— matrice hessienne : D*f = (ﬁf)1<i7j<n e R»xm,
3 J - -

On rappelle que la trace d’une matrice est la somme de ses termes diagonaux.

Théoréme 2.8 (Extension multidimensionnelle) Soit
— M, = (M, MDYt > 0) vecteur martingales dans M,
— A} = (F%l),...,ng)); t > 0} vecteur de processus adaptés & variation bornée
avec 'y = 0,
— Xe=Xo+ M+ T, t >0, avec Xo v.a. Fy-mesurable de R?.
Soit f:[0,00) x R — R de classe C*2. Alors P-p.s. pourt >0 :

‘g
F0X) = 1050+ [ 51X
t 1 t .
+ /0 V. f (s, X)X, + 5 trace /0 D2 f(s, X.)d(M),.

Ici (M), est une matrice d x d de terme (M@, M),

2.4 Stochastic calculus when there are jumps

There is a general theory for discontinuous martingales (or semi-martingales). Here
we will restrict ourselves to jump-diffusion processes. More precisely let us consider a
jump-diffusion process of the form.

t t
Xt = X(] + / Fdes + / @sdé’ + Jt,
0 0

with

1. X a deterministic initial condition ;

t
2. I, = / ['sdW, the It6’s integral of I' w.r.t. to the Brownian motion W ;
0

t
3. Ry = / O.ds the Lebesgue’s integral of a process O ;
0
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4. J a right-continuous pure-jump process (think to a compound Poisson process).

The process X7 = Xy + I; + R; is the continuous part of X, with quadratic variation

t
[X¢ X = / I2ds;
0
J is the pure-jump part of X. Recall that

AXt = Xt — th = Xt — 11/I|\£1X8 = AJt

2.4.1 Stochastic integral

Let us recall some definitions. We have already defined the class Hy of simple (pre-
dictable) processes (see Definition 2.5). We denote by

— L the set of adapted RCLL processes ;

— D (resp. bD), the set of adapted RLLC (resp. RLLC and bounded) processes.

Definition 2.1 (Stochastic integral) Let X be a jump-diffusion process (note that X
is in L) and ® an adapted process in D. The stochastic integral of ® w.r.t. X is defined

by
t t t
/ b.dX, = / ., dW, + / ,0,ds + Z DN,
0 0 0

0<s<t
Let q)tht = (I)thtc + q)tdjt.

Proof. The construction is the same as in the continuous case. We define the stochastic integral for
simple processes ®. For @ € Hy, we put for 0 <¢, and j s.t. T; <t < T4

t j—1
/ O, dX, = ¢oXo+ Z¢i(XTi+1 - Xr1,) + ¢;( X — X1;)
0 i=0
= ¢oXo+ > 6i(Xr e — X1ynt)-
i=0

The extension to processes in D is technical and is not detailled here.
The last thing to prove is that if ® € Hj,

Oy = golimo + > diliz, 1y (1),
i=0

then

t n
[oan = Xos Y 6ilnan— Jnn) = Y A
0

i=0 0<s<t
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Proposition 2.1 (Martingale property) Assume that X is a martingale, that the

t
integrand P s adapted and left-continuous, with for every t > 0, E/ I2®%ds < +oo0.
0

¢
Then the stochastic integral (/ CIDSdXS> 1s a martingale.
0 >0

Proof. Use a classical result on the stochastic integral w.r.t. the Brownian motion and prove it directly
for the pure jump part. Note that without the integrability condition on ®, the stochastic integral would

be a local martingale, even locally square integrable. (I

When X is continuous (Brownien case), we don’t care on the regularity of ®. But
the fact that @ is in D is crucial here. Let us show this with an example.

— X; = N; — At is a compensated Poisson process;

— &, = AN, is the jump at time ¢;

— Uy = 1,5, (t) where S is the time of the first jump of V.
Then X is a square integrable martingale,

t t
It - / (I)SdXS - Nt, Jt - / ‘Ijsts - 1[5174,_00](15) - )\(t VAN Sl)
0 0
Hence I is not a martingale, but J is a martingale. Remark that if we take ©, = 1 g,((%),

¢
then / ©,dXs = —A(t A S1) is not a martingale.
0

2.4.2 Quadratic variation

We have a time grid 7 = {t( =0 < t; <ty <...<t,11 = T} The realized variance
is :
n

Vx(m) = Z(Xti+1_Xti)2

=0

= XIQ“ —2 Z X, (Xti+1 - X,)
i=0
Hence if the mesh a the time grid goes to zero, Vy(m) converges in probability to :
T
(X, X = X2 — 2/ X-dX,.
0

Definition 2.2 (Quadratic variation) The quadratic variation process of a jump-diffusion
process X s the adapted RCLL process defined by :

t
(X, X], = X7 — 2/ X, dX,.
0
[X, X] can be denoted also [X].
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Now if we precise that X is given by :

t t
Xt:X0+It+Rt+Jt:Xtc+Jt:XO+/FSdWS+/@st+Jt.
0 0

T
Then [X]r = [X, X]p = / Tids+ Y (A%
0 0<s<T
Proof. We compute

D (Xep = X)? = Y (X0, = XD 4D (e — )
1=0 1=0 1=0
+ 2 (Xtci+1 - Xtci)(‘]ti«#l Jt )’
=0
and
SO, = X0 = )| < (s 12, - X)X 8O
=0 0<i<n 0<s<t
Now
Z(Xfi+1 - Xﬁ)z = Z([tq‘,-H - Iti)z + Z(Rti+1 - Rti)2
1=0 =0 =0
n
+ 2 (Iti+1 - It'i)(Rti+1 - Rti)7
1=0
with
n
Z(Iti+l - Iti)(Rti+1 - th) < < sup ‘Iti+1 - Iti|> TV(R)t’
i—0 0<i<n
and

n

Z(Rti+1 - Rti )2

=0

< < sup |Rti+1 - Rh) TV(R)t

0<i<n
Letting the mesh going to zero, we have

n n T
(X]r =1lim» (L, — I,)> +lim Y _(Ji,,, = Ji,)* = / Tlds+ Y (AJ)?
i=0 i=0 0

0<s<T

Properties 2.1
— Xo + Z(Xtm — X;,)? — [X, X]r in ucp.

— [|7||—0
=0

— ([X, XTt)tejor s a non-decreasing process with [X, Xy = X§.
— The jumps of [X, X| are : AlX, X]; = |[AX;]2.

Remark 2.1 (Important!)
— When the process X is continuous, we have : [X] = (X).
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— When X is not continuous, then the two brackets differ : [X] # (X) (see Ezercise
2.8).
— In general, (X) is the compensator of [X].

Let XM and X® be two jump processes. The cross variation is defined as follows.
First put

n—1

Cr(XD, X®) = (XD (t;11) = XO (1)) (XD (t;11) = XD(1))),

j=0

and define :

(XD XP]p = lim Cp(XW, X?).
It =0

Theorem 2.1 Consider X, i = 1,2, two jump processes :
X0 =xP+ 17+ RY + 00 = X + / TOdw, + / 0Wds + J;"
0 0

Then .
(XM, X, = / rOTPds + > AJMATD
0

0<s<T

Corollary 2.1 Let W be a Brownian motion and M = N — \. a compensated Poisson
process, relative to the same filtration. Then [W, M|, = 0 for every t > 0.

Proof. M is a pure jump martingale : [M, M]; = Ny, hence

(W, M, = WoMo + Y AW,AM, =0.

0<s<t

Now for the stochastic integral we can extend the prev1ous results. For 1 = 1,2 let
X @ be jump processes : X() X(Z) + I + R + J . Let X( be two constants and
®) adapted processes. We define

. ~ . t . .
X0 = Xo“)+/ B g x )
0

50+ [ aoroav s [aveds+ 3 eda
0 0

0<s<t

Then we have

t
[X(l),f(@)]t _ / <1>g1><1>g2>rgl>r(2>ds+ Z <I>§1)<I>§2)AJ§1)AJ§2)
0

0<s<t

t
= /q>g1><1>g2>d[x<1>,x<2>]s.
0
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2.4.3 The It6 formula
Recall that for I' and © adapted, if :

t t
Xf:X0+It+Rt:X0+/ Fde5+/ ©,ds,
0 0

and if f is a function of class C*(R), then the It6 formula gives :

FXD) = F(Xo)+ / J(X)dXE + / (X

= f(Xo)+ /f FdW+/ch@ds+ /f” XIds

or in differential notation
1
df (XE) = f{(XOTdW, + f/(XE)O4ds + 3 f(X6T2ds.

Let us extend it to jump-diffusion processes.

Theorem 2.2 Let X be a jump-diffusion process and f of class C*(R) :

t t
Xt:Xf—l—Jt:Xo—F/ Fdes—l—/ Ods + J;.
0 0

Then

f(X,) = XO /f S)dXE+ /f” X )Tds

(27) ).

O<s<t

Proof. Let us fix wand 0 < T3 < T} < ... < Tp,_1 < t the jump times of X in the interval [0,¢[. We
note Tp = 0 and T;, = ¢ (Tp is not a jump size, but T;, can be). Now we apply the Itd formula between

the times v and v with T; < u < v < Tj41 :

£(X,) /f XS + /f” x¢)

Letting u tend to T; and v to T;41 and using X RCLL, we obtain
Ti+1 Ti+1

£ (¥, ) = 1)+ [ gaxs g [ ).

Note that if we put dX; instead of dX§ we would have

v Tiq1
lim [ f(X,)dX, # / F1(X,)dX,.

vITit1 Sy

Therefore
Tit1

)= f0n) = [ gy [ e,

+ (£ = £ (%0) -

i+1
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To finish we just have to sum over 7 :

F(X,) — F(X0) = tf’( X )dXE + f”( Jd(XE),
+Z ( f(Xr, “ N (XT111)>
/ F/(X.)dXE + / PX)AX) + 3 (F(X) — [ (X))

As two applications, we have the two propositions.

Proposition 2.2 We consider the geometric Poisson process
Sy = Syexp (N, log(o + 1) — Aat) = S (o + 1),

where N is a Poisson process with intensity X and o > —1. Then S is a martingale :

Sy = So + a/tS(u_)dMu = S5(0) + U/tS(u_)d(Nu — Au).

Proposition 2.3 Let W be a Brownian motion and N a Poisson process with intensity
A > 0, defined on the same probability space (S, F,P) relative to the same filtration
{Fi, t >0}. Then W and N are independent.

In the multidimensional framework

Theorem 2.3 Let X = (XU, ..., X@D) with X© i =1,... d, be jump-diffusion pro-
cesses and f of class C?(Ry x R?). Then

tof

The integration by parts formula becomes :

Proposition 2.4 Consider Xy, Xy two jump processes. Then

X1 ()Xo (t) = / X (8)dXE(s / Xo(8)dXE(s

+<Xf,X§t+Z (X1(8)Xa(s) — X1(s7)Xa(s7))

0<s<t

:X1 /X1 dX2 /X2 Xm )
[X1>X2
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Proposition 2.5 (Doléans-Dade exponential) Let X be a jump-diffusion process.
The Doléans-Dade exponential of X is defined by

1
7 = exp {Xtc - §(XC,XC>t} H (1+AX,).

0<s<t

This process is solution of the following stochastic differential equation with initial condi-
tion ZX(0) =1 :

t
ZthlJr/ ZX dX,.
0

t t
Proof. Now X is a jump-diffusion process written : X; = X7 + J, = Xo + / 0sds + / IydBs + J;.
0

0
We define
t t 1t
Y, = exp (/ Gsder/ I'sdBg — f/ Ffds) .
0 0 2 )

Then the It6 formula for continuous process shows that
dY; = Y,dX{ = Y,-dX{.

We put
K= [] 0+AXx,)

0<s<t

with K; = 1 before the first jump. Moreover
AKt = Kt - Kt_ = Kt_ (1 -+ AXt) - Kt_ = Kt—AXt.
By definition Z; = Y; K; and from the previous result
t
Zi = Yoot [ KodVos 3 (VK.Y K,)
0 0<s<t

t
= 1+/ K,-Y,-dX{+ Y Y,-AK,
0

0<s<t

t
1+/ K, Y,-dX{+ ) Y, K, AX,
0

0<s<t

t t
1+/ KS_YS_dXS:H/ Z.-dX,.
0 0

Definition 2.3 (Doléans-Dade exponential) Z = £(X) is called the Doléans-Dade
exponential (or stochastic exponential) of X . If X is a martingale, Z is a local martingale.
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2.5 Exercices

Intégrale de Wiener

Exercice 2.1 Donner la loi de la v.a.

“+oo
Y = / exp(—s)dBs.
0

Montrer que Y est bien définie.

Exercice 2.2 On considére un mouvement brownien réel (B;);>o et on définit le pro-
cessus (X¢)¢>o par :

$1/2
vt >0, Xt:/ (25)'/2dB,.
0

Montrer que c¢’est un processus gaussien. Calculer la moyenne et la variance de X. En
déduire que c¢’est un mouvement brownien.

Calcul stochastique (cas continu)

Exercice 2.3 Soit (B;);>0 un mouvement brownien. Appliquer la formule d’'It6 et cal-
culer dZ; pour les processus Z suivants :

2. Zy = (X; — k)? on Xy = exp(0By + put);
3. Z, = ln( Xt ) ou X, satisfait dX; = X;(1 — X;)dB:;.

1-X4

Exercice 2.4 Etant donnés une filtration (F;);>¢ et un mouvement brownien (B;);o
relativement & cette filtration, démontrer, en utilisant la formule d’It6, que le processus
(B} — 6tB? + 3t?);>0 est une martingale relativement & la filtration (F});>o.

Exercice 2.5 Etant donnés une filtration (F;);>o et un mouvement brownien (B}, B?);>0
en dimension deux relativement a cette filtration (en particulier B! et B? sont des (F;)-
mouvements browniens indépendants). On pose

t t
X, = / BldB? + / B2dB!.
0 0

1. Montrer que X est une martingale de carré intégrable (c-a-d E[X?] < oo pour
tout ¢ > 0).
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2. Soit A > 0, justifier rapidement 1’égalité
E[e*] = E[cos(AX,)].
3. A T'aide de la formule d’Ito, expliciter les décompositions de
Zy = cos(AXy)

comme somme d’une martingale locale et d’un processus a variation finie.

Exercice 2.6 Ecrire sous la forme d’un processus d’Ito6 la quantité
vt >0, Xy = (B)" + (BY)" + (B),

ou (B}, B, B});>o désigne un mouvement brownien de dimension trois.

Exercice 2.7 Etant donnés un mouvement brownien (Bi)i>0 relativement a une fil-
tration (F;);>0 et deux processus (¢r)i>0 €t (¥1)i>0 continus et adaptés a la filtration
(Fi)e>0, tels que

t t
V>0, E(/ ¢§ds+/ ¢§ds> < +oo,
0 0

on définit

t t
vt >0, Xt:1+/ ¢Sds+/ ¢.dB,.
0 0

On suppose que, p.s., pour tout t > 0, X; > 0 et ¢/, > 0.

1. Montrer que le processus (M;);>o défini par

Vt >0, M; = exp(— /Ot(@/JS/XS)ds)Xt,

est une martingale de carré intégrable relativement a la filtration (F):>o.

2. On suppose que, p.s., pour tout t > 0, 1/ X; < A, pour A € R, montrer que

Vi >0, E(X;) < exp(At).

Calcul stochastique (cas discontinu)

Exercice 2.8 Pour la martingale M; = N, — A, N étant un processus de Poisson
d’intensité A, calculer (M) et [M].
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Exercice 2.9 Soit (/V;);>0 un processus de Poisson d’intensité A, et soient (Y;,),>1 une
suite de v.a.r indépendantes et identiquement distribuées définies sur le méme espace

de probabilité filtré (Q,F, (Fi)i>0,P). On suppose aussi que les v.a.r Yy, Ys, ... sont
Nt

indépendantes du processus (N¢)i>o. On définit par Q; := Z Y;.
i=1
1. Quelle est la nature du processus (():>o? Donner I'expression de son saut a
I'instant ¢ > 0.

On suppose dans la suite que pour tout ¢ > 1, chaque v.a.r. Y; prend ses valeurs dans
{1, Y2, .-, Ym} ot m € N*. On note par p(yx) la probabilité que le saut est de taille y
c’est-a~dire p(yx) := P(Y; = yx) pour k = 1,...,m. Cette probabilité ne dépend pas de i
car les v.a. Y; sont identiquement distribuées. On suppose que p(yx) > 0 pour tout k et
on rappelle qu'on a >_;"  p(yx) = 1. On note par Nf le nombre de sauts du processus
@, de taille y; sur I'intervalle de temps [0, ], ce qui permet d’écrire

Ny=) NI et Q=) Nl
k=1 k=1

2. Justifier que N', N2...., N™ sont des processus de Poisson indépendants d’inten-
sités A\ = )\p(yl) /\2 )\p(yg) o Am = Ap(Ym)-
3. Soit )\1, /\ des réels strictement positifs. On définit

(2.8) Zi(t) = e Ak”(i"”) et Z(t) ::ﬁZ t
k k=1

Montrer que 7 vérifie 'EDS suivante :

e — An

k
ot My(t) = NF — N\t pour k=1,....,m
4. Montrer que Z est une martingale et que le crochet [Zy, Z/] = 0 pour k # k'

dZy(t) =

Zy,(t—)d My (t)

5. Montrer que Z1Zy et Z1Z573 sont des martingales. En déduire que Z est une
martingale et que E[Z( )] = 1 pour tout ¢ > 0.

AB(Y7)

6. Montrer que Z, = e?~ Nt H)\ Vo)
p(Ye

Exercice 2.10 Dans cet exercice, la maturité est 7" > 0 et on suppose que le prix de
I’actif sans risque est donné par

dS? = SPrdt, Sg =1;
tandis que le prix de I'actif risqué est donné par ’équation suivante :

dS, = S,_(bdt + ocdW, + 6dM,), S, > 0.
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Ici W est un mouvement brownien standard, M un processus de Poisson compensé,
ie. My = Ny — At, avec N processus de Poisson d’'intensité A > 0, indépendant de W.
Tous les processus sont définis sur le méme espace de probabilité filtré (2, F, P, (F¢)i>0)
et sont adaptés a la filtration. Les hypothéses sur les parameétres sont :

r>0, beR, oceR;, de€|—1,+00[\{0}.

On rappelle que les exponentielles de Doléans-Dade sont

EW)() = exp (awt— %a%),

EWOM)(t) = exp(n(l+0)M; — Mt (6 —In(1+6))) = exp (In(1 + ) N; — A\dt)

1. Quelles sont les équations vérifiées par E(cW) et E(6M) 7 On appliquera la formule
d’It6 en justifiant son emploi.
2. Exprimer S; uniquement en fonction des paramétres du modéle.

3. Montrer que pour tout a € R,
1
(S)* = (S0)*E(acW) (t)E(0,M)(t) exp §a(a — 1)o%t + abt + A\t(5, — ad) | ,

avec 6, = (1 +6)* — 1.
4. En déduire E(S§) pour tout ¢ > 0.

Exercice 2.11 Soit (P;):>0 un processus de Poisson composé d’intensité A et de loi des
sauts p. On suppose de plus que, pour un certain p € [0, 1],

p(dz) = poi(dz) + (1 —p)d_1(dz),

c’est-a-dire que le processus n’effectue que des sauts de taille £1. On note (F;)i>o la
filtration engendrée par P.

1. (a) Montrer que pour tout ¢t > 0, P, est intégrable et calculer E[P,].
P,
(b) En déduire que 'on a, P presque siirement, lir+n — =A2p—1).
n—+oo nN

2. (a) A l'aide de la formule d’Itd, montrer que
M, = (P, = X(2p—1))* = Xt

est une martingale F;-adaptée.
(b) En déduire que

E | sup |P)?| < +oo.

te(0,1]

Indication : utiliser I'inégalité de Doob valable pour des martingales cadlag :

E( sup [M*>] <4 sup E(|M[*).
te[0,T] t€[0,T]
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3.

(a) Vérifer que pour tout n € N et tout t € [n,n+ 1] on a :

—t—/\(2p—1)’§’——/\(2p—1)’+ sup [ —21.
13 n te[n,n+1| n
(b) Vérifier que les variables aléatoires X,, = sup |P,—P,|? sont identiquement

te[n,n+1]
distribuées et E[X,,] < 400 pour tout n > 0.

(c) En déduire que la série — converge, puis que 2% tend vers zéro lorsque
n? ’ n
neN
n tend vers +o0o presque siirement.

(d) Montrer que 'on a P presque stirement
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Chapitre 3

Equations différentielles stochastiques,
changement de probabilité

A partir du calcul stochastique vu précédemment, nous allons étudier deux questions :
existence et unicité de la solution d’une équation différentielle aléatoire (base de la
modélisation des prix) et changement de probabilité (question cruciale en finance mais
aussi en statistiques).

3.1 Equations différentielles stochastiques

Ici nous n’allons donné des résultats que pour les processus de sauts-diffusion a
trajectoires continues (autrement dit il n’y a pas de sauts)! On se donne des fonctions
bi(t,z), oi;(t,z) (1 <i<n,1<j<d)del0,00) x R" dans R ou sous forme vectorielle :

— un vecteur dérivé (ou tendance ou drift) b(¢,z) = {b;(¢,x) }1<i<n,

— et une matrice de dispersion o(t,z) = {0;(t, z) h<i<ni1<j<d-

Le but est alors de donner un sens a équation différentielle stochastique (EDS en abrégé) :

(31) dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt

ou encore coordonnées par coordonnées :

d
dXt(i) =0 (¢, Xy)dt + Zaij(t, Xt)deSj); 1<i<n,

J=1

avec B mouvement brownien d-dimensionel et ou X est un processus adapté a valeurs
dans R", a trajectoires continues.

Définition 3.1 La dérive b et la matrice de diffusion o sont les coefficients de I’EDS.
La matrice (d x d) a(t,z) = o(t,x)o*(t, x) :

d
an(t,x) =Y oyt x) ot x)
j=1
est la matrice de diffusion.
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Si la matrice de diffusion est nulle, une EDS est une équation différentielle ordinaire
(EDO en abrége) :

Toute la théorie qui suit est donc une extension des résultats connus pour les EDO,
notamment le théoréme de Cauchy-Lipschitz.
Pour résoudre ce probléme, on fixe
— un espace de probabilité (2, F,P),
— un mouvement brownien d-dimensionel B = {By; t > 0},
— un vecteur aléatoire ¢, indépendant de FZ, a valeurs dans R", et avec pour
distribution
wT) =P cT), T eBRY.
Ainsi la variable aléatoire £ et le processus B sont indépendants. On crée
— la filtration (continue & gauche) : Gr = o(§) VFP = 0(£, B, 0 < s < t);
— Densemble des événements négligeables : N' = {N C Q; 3G € G, with N C
G and P(G) = 0};
— la filtration augmentée : F; = o(G; UN) and Foo = o (Ut>0 ]—"t).

Lemme 3.1 B = {By; t > 0} est encore un mouvement brownien d-dimensionel pour
la filtration F et cette filtration {F} satisfait les conditions usuelles (voir définition
1.8).

Preuve. La filtration grossie est construite expressement pour satisfaire les conditions usuelles. Et on

vérifie directement que B satisfait les critéres de la définition 1.13. O

Définition 3.2 (Solution d’une EDS) Une solution (forte) d’une EDS sur un espace
de probabilité (Q, F,P), par rapport ¢ un mouvement brownien B et avec condition
initiale &, est un processus X = { Xy, t > 0} tel que

1. X est adapté a la filtration {F;};

t
3. ]P’{/ (]bi(s,x)|+ai2j(s,:c))ds} =1pourtout1 <i<n,1<j<dandt>0;
0

4. la version intégrale de I’EDS
t t
X, = Xo+/ b(s,Xs)ds—i-/ o(s, Xg)dWy
0 0

est satisfaite presque sdrement.

Définition 3.3 (Unicité) On parle d’unicité de la solution pour la paire (b,o) si étant
donnés

— B un mouvement brownien d-dimensionel sur (Q, F,P),

— & un vecteur aléatoire indépendant de B,

— {F} la filtration construite comme précédemment,
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— X et X~deux solutions de I’EDS par rapport a B et de condition initiale &,
alors P(X;, = Xy; t > 0) = 1.

Autrement dit, X et X sont indistinguables.

3.1.1 Théorie d’Ito6

Théoréme 3.1 (Unicité) Supposons que les coefficients b et o soient localement lip-
schitziens en la variable d’espace; i.e. pour tout entier m > 1 il existe une constante
K, >0 t.q. pour tout t >0, ||z|| <m et |ly]| <m :

16(2, ) = b(t, y)|| + llo(t, 2) = o(t, y)|| < Knllz = y]l-

Alors il y a unicité des solutions pour la paire (b, o).

Remarque : pour toute matrice de taille (n x d),

n d
loll* = -3 o

i=1 j=1

Preuve. Supposons que X et X soient deux solutions définies pour tout ¢ > 0. On définit les temps
d’arrét 7., = inf{t > 0, || X¢|| > m} pour m > 1, de méme pour X et enfin S,, = 7, A 7. Il est clair
que lim S, = 400, P-p.s., et

m——+o0

- tASm ~ tASm -
Xins,, — Xins,, = / (b(u, Xu) — b(u, Xy))du —|—/ (o(u, Xu) — o(u, Xy,))dBy.
0 0

En utilisant le fait que |lv1 + ...+ vg]|? < E2([lo1|* +... + ||vg]|?), V'inégalité de Holder et les propriétés
de l'intégrale stochastique, on a pour 0 <t < T :

2
_ 9 tASm _
E|Xirs,, - Xuns, | < €| [ ||b<u,Xu>b<u,Xu>du]
0
n d  ftASm . _ ’
+IEY Z/ (04 (u, X)) — 04(u, X,,))dBY)
i=1 |j=1"0
tASm _
< 4tE/ 6(u, X,) — b(u, Xu,)||*du
0

tASm _
+4E/ loij(u, Xu) — 0 (u, X)) ||Pdu
0

t 2
< 4(T+1)K?n/ IEHXuASm—XuASmH du.
0

. 2
On applique le lemme de Gronwall avec f(t) = E HXtASm — Xins,, H et on conclut que {X;ng,,, t > 0}
et {Xt/\S
On fait tendre m vers 4+00 et on obtient le résultat. O

t > 0} sont des modifications I'un de Pautre et sont donc indistinguables (car continus).

m?
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Lemme 3.2 (de Gronwall) Si une fonction continue f vérifie

ogﬂwgmw+@[f@$;ogtgn

avec >0 et a: [0, T] — R intégrable, alors
t
f(t) < alt) + ﬁ/ a(s)e’=9ds; 0<t<T.
0

Théoréme 3.2 (Existence) Supposons que les coefficients b et o soient globalement
lipschitziens et a croissance au plus linéaire

16, 2) = bt )| + [lo(t, 2) — ot y)|| < K[z =yl

Io(t, )1 + llo(t, 2)|* < K*(1+ |||,

pour tout t > 0, z € RY, y € RY, avec K constante positive. Supposons aussi que
E[|€]|* < oo.

Alors il existe un processus adapté et continu X qui est la solution de I’EDS. De plus
pour tout T' > 0, il existe une constante C' = C(K,T) telle que

E[|X:|]> < C(1 +E|[¢]*)e", 0<t<T.

Preuve. La démonstration consiste a utiliser la méme technique de point fixe que pour les EDO. On
définit une suite de processus par Xt(o) =£fet

t t
(3.2) xFH) = ¢ +/ b(s, XF)ds +/ o(s, X*)dB,, 0<t< +oo;
0 0

pour k > 0. Ces processus sont tous continus et adaptés a la filtration de départ et on va montrer que
cette suite de processus converge vers un processus limite X solution de I'EDS.

Tout d’abord, on montre que pour tout 7' > 0, il existe une constante positive C' dépendant
uniquement de K et de T telle que pour tout 0 <t < T et tout k > 0,

2
(33) E x| < ca+Elg)e
En effet c’est vrai pour k = 0 et d’aprés (3.2)

2
£l

IN

t t
9E[* +9TE/ IIb(S,Xﬁk))\\2d8+9E/ llo (s, X{) )1 ds
0 0

IN

t
OE|¢||2 + 18(1 +T)K2/ (1+ B X|)ds.
0
Donc il existe une constante C' telle que
2 t
E[x* < ca+Eig?) o [ Bpx®|s
0
Soit en itérant :
(Ct)2 (Ot)k+l

AR i K

2
E x| < ca+Ejlg) [1 YOty
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L’inéquation (3.3) s’en déduit.
Maintenant on a : Xt(k'H) — Xt(k) =Ty + M, avec

t t
b= / (b(s, XM) = b(s, X7 V))ds, M, = / (o(5, X)) = o (s, X*1))dB,.
0 0

L’inéqualité (3.3), et 'hypothése de croissance sur o, impliquent que M est une martingale de carré
intégrable (en fait un vecteur de martingales). Alors on a

IN

t
[ 0] < ME [ ot X0 oo, X0 s
0

IA

t
AleE/ [ X — x B2 ds.
0

La constante A; ici est une constante universelle et provient des inégalités dites de Burkholder-Davis-
Gundy. D’un autre coté, on a

t
E||B|? < KQtE/ [X®) — x =125,
0
Donc pour tout 0 <t < T':

t
E [max [| X (kHD X§k>|2} < AK?(Ay +T)IEJ/ [ X5 — x =112 gs,
0

0<s<

On pose L = 4K?(A; + T) et on itére I'inégalité précédente :

Lt)k (Lt)k
(k1) _ xy(®))2| < ( 2| _
(3.4 £ |, 1000 - x0P] < E08 | e 10 - 2] = S
Or avec (3.3), C* < +00. De plus la relation (3.4) et inégalité de Cebysev donnent

k & 1 . (4Lt)
(3.5) P [O%ag{ [ xF — x®)2 > W} 40"

Le terme de droite dans I'inégalité est sommable. Du lemme de Borel-Cantelli, on déduit qu’il existe
un événement Q* € F avec P(2*) = 1 et une v.a. a valeurs entiéres N(w) tels que pour tout w € Q*

(R1) oy B (12 > g (k) -
olgiXTHX (W)= X7 (W) =2 , Vk>N(w).

Ainsi
max || X5 (w) — XP(W)|I2 > 27F, ¥m > 1, Vk > N(w).

La suite de trajectoires continues {Xt(k) (w); 0 <t < T} est donc convergente pour la norme infinie
dans lespace des fonctions continues. Et donc il existe une limite continue {X;(w); 0 <t < T} pour
tout w € Q*. T étant pris arbitrairement, on en déduit 'existence d’un processus continu X tel que
pour presque tout w, X *)(w) converge vers X (w) uniformément sur tout compact de [0, 4-oc[. Tl est

alors aisé de voir que X est une solution de I'EDS (3.1) et que X vérifie aussi (3.3). O

Proposition 3.1 (Comparaison) Supposons que sur un espace de probabilité (2, F,P)
muni d’une filtration {F;} satisfaisant les conditions usuelles, on ait un mouvement
brownien B de dimension 1 et deuz processus adaptés XU, j =1,2, t.q. pour t>0 :

. . t . . t .
Xt(J) :Xéj) +/ b(])<S7XS(J))d8+/ O’(S,XS(J))dWS.
0 0
Supposons que
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1. o soit lipschitzienne,

2. ou bt ou b? soit lipschitzienne,

3. Xél) < Xé2) D.S.

4. ¥t >0,Vz € R, bV (t,z) < b (L, 2).
Alors (X < X, vt > 0) =1.

Preuve. Admise. O

3.1.2 Cas ou on sait résoudre
Comme pour les EDO, le cas linéaire est celui qu’on sait bien résoudre.
— Solutions de I’équation b(t,z) = —ax et o(t,x) =0

t
X; = Xpe ™™ + a/ e_a(t_s)st.
0

C’est le processus d'Ornstein-Uhlenbeck (voir exercice 3.4).
— Solutions de I'équation b(t,z) = wx et o(t,z) = oux avec fOT || dt < oo et
I o2t < oo

t t 1 t
X, = Xpexp (/ sds +/ o,dB, — —/ azds) .
0 0 2 Jo

— Solutions de I’équation affine :

dXt = Xt [btdt + O'tdBt] + Ctdt + 6tdBt.

t
X, = Z, [X0+/ Z;1(55d3+55d35)] , c=c— 00,
0

t t 1 [t
avec Zy = exp (/ byds —I—/ o.dBs — —/ a?ds) .
0 0 2 Jo

Preuve. Elle consiste a vérifier via la formule d’It6 que les formes proposées vérifient ’équation et on

applique le théoréme d’unicité. (I

Hormis le cas linéaire, la résolution explicite doit plus ou moins se faire au cas par
cas. Néanmoins quand d = n = 1, on peut utiliser la transformation de Doss.

Proposition 3.2 Supposons que o soit de classe C', avec o' lipschitzienne et bornée,
b étant lipschitzienne. L’EDS dX; = b(t, X;)dt + o(t, Xy)dW,; a une unique solution, qui
peut s’écrire

Xi(w) =uYi(w), Wi(w)); t >0, we

avec
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1. u:R%? = R solution de I’EDO :
ou

—(z1,x9) = o(u(z1,22)), u(xy,0) =xy,

81'2

d
2. etY solution de I’EDO aléatoire %Y}(w) = f(Yi(w), Wi(w)) avec

Foraa) = exp |~ [ o'ulor )| [outer, ) = Gl u(ar, )|

Preuve. A vérifier. O

3.1.3 Connexion avec les EDP (hors programme)

Considérons I’'EDS
(3.6) X =g +/ b(r, X dr +/ o(r, X}*)dB,; t < s < o0
t t

sous les hypotheéses :

1. les coefficients b;, 0;; : [0,00) x R™ — R sont continus et satisfont I'hypothése de
croissance :

1b(t, ) [1* + [lo(t, 2)[|* < K*(1+ ||=]|*);
2. Iéquation (3.6) a une unique solution X** pour tout couple (¢, z).

En théorie des équations aux dérivées partielles (EDP), le probléme de Cauchy est le
suivant. Etant donnés
— T>0;
— des fonctions continues f: R" - R, g: [0,T] x R* = R, k: [0,T] x R? — [0, 00)
tels que
V0 <t < T,z € R |f(x)| + |g(t,2)] < LA+ [l2]*Y);

on cherche une fonction continue v : [0, T] xR™ — R telle que v soit de classe C12([0,T") x
R™) et satisfasse :

_% + kv = A +g; dans [0,T) x R%;
o(T,.) = f; sur R".

Ici A; est I'opérateur qui agit sur les fonctions de classe C? comme suit. Pour tout
r€R" et ¢ € C*(R") :

(Ad)(2) = Adlz) — %Trace (0" (t,2) D*(2)o(t, 2)) + blt, ) Vo(a)

d n n
0

= Y el (@on(ta) + 360 2),

i=1 k=1 j=1 J i—1
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Théoréme 3.3 (Feynman-Kac (1949)) Sous les hypothéses précédentes, supposons
que v soit solution du probléme de Cauchy avec une croissance polynomiale :

max |v(t,z)| < M(1+ ||lz|*).

0<t<T

Alors v admet la représentation stochastique :

o(ta) = B {f(XT)exp (— /t Tk(r,XT)dr>

+/tTg(r, X, ) exp (_ /trk(s,Xs)ds) dr}

Preuve. 1l faut appliquer la formule d’Tt6 a v(s, X%*) entre s =t et s =T. O

sur [0,T] x R

Dans le théoréme de Feynman-Kac, on peut affaiblir I'hypothése de régularité de la
solution v (théorie de It6-Krylov). On peut aussi I’étendre & des cas non linéaires, qu’on
appelle EDP quasi-linéaires. Trés récemment en 2010, N. Touzi et ses coauteurs 'ont
méme étendu au cas complétement non linéaire.

Un autre probléeme en EDP peut avoir sa représentation probabiliste : le probléme
de Dirichlet. Ici on se donne

— D ensemble ouvert et borné de R”,

— b et 0 indépendantes de t,

n n

— A elliptique : Z Zaik(a:)ﬁifk > 0 pour tout £ € R"\ {0}, o a est la matrice
i=1 k=1
oto, B
— k:D —10,00),g9: D —Ret f:9D — R des fonctions continues.
Le probléme de Dirichlet consiste a trouver une fonction continue v : D — R t.q. u soit
de classe C?(D) et satisfasse :

{ Au — ku = —g; dans D;

Proposition 3.3 Soit u une solution du probléeme de Dirichlet sur un ouvert D, et soit

(3.7) E*rp < o0; Vx e D,

alors on a

pour tout x € D.

Remarque : (3.7) est vraie si pour un certain 1 < j < n, mina;;(z) > 0.
zeD
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3.2 Théoréme de Girsanov

Ici on a un espace de référence (2, F,P). C’est la probabilité historique en finance.

Définition 3.4 Une probabilité Q sur l’espace (€2, F) est un changement de probabilité
s’il existe une v.a. 'Y positive telle que

Q(A) =E(Y1,4) =EF(Y1y), si Ac F.

Y est la densité ou la vraisemblance de Q par rapport a P. On note

Q=YP, oudQ =YdP, ou(;%:Y.

Les probabilités P et Q sont équivalentes (P ~ Q) si la v.a. Y est strictement positive

P-p.s., ce qui entraine que P est un changement de probabilité par rapport ¢ Q de densité
Y-

Si P~ Q, on écrit Y = e#, Z étant la log-vraisemblance. On se donne aussi

— des événements mesurables par rapport & une sous-tribu G de F;

— et Q probabilité équivalente a P sur F, de densité Y F-mesurable.
On rappelle que I'espérance conditionnelle EF(Z|G) avec Z v.a. positive ou intégrable
est 'unique v.a. G-mesurable qui vérifie

VAe G, EF(Z1,)=ENE"(Z|G)1,4).

Théoréme 3.4 La restriction de Q a la tribu G admet une densité par rapport a P
donnée par Y = EF(Y|G). Et la régle de Bayes donne

EF(2Y]9)

EQ(Z|G) = G

Preuve. Il faut vérifier. Pour tout A € G,
Q(4) = EF(Y14) = EF(EF(Y|G)14) = EF (V'1.4).

De méme pour la régle de Bayes

_ _ _ L EF(Z2Y|G) _ E'(ZY|9)
EQ(Z1,4) =EF(ZY1,) = EF(EF(ZY|G)1,) = EF <YEP,(Y|Q)1A> =RQ <IEJ]P’(YQ)1A> .

3.2.1 Pour le mouvement brownien

Commencons par le cas gaussien.
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Proposition 3.4 Soit U une v.a. gaussienne de moyenne m et de variance o > 0.
Posons

A,
Y =exp )\(U—m)—?a .

Y est une v.a. positive d’espérance 1, qui définit une probabilité Q sous laquelle U est
une v.a. gaussienne de variance o2, et de moyenne mg = mp + Ao>.

Preuve. Que Y soit d’espérance 1 est du au calcul de transformée de Laplace d’une variable gaussienne.
Sous la probabilité Q, la v.a. U admet une loi de densité donnée par

exp [ Mo = m) - Vﬂ

1 o 1 ( )2
xp | ——=(z —m
2 V2mo? P\ 202 ’

qui se transforme en

1 1 N9
Wexp(—w(a:—m—)\a ) ),

d’oul le résultat. O

Ce résultat peut s’interpréter ainsi. Sous la probabilité P, la v.a. translatée U + Ao
est gaussienne de variance o2 et de moyenne mp + Ao? = mg. Elle a la méme loi que la
v.a. U sous la probabilité Q. Autrement dit, pour toute fonction f positive

)\2
BF (U +20%) = B 0) = B |exp (MU = m) - 50%) 5(0)]
Ce résultat s’étend aussi au cas vectoriel.

Proposition 3.5 Soit (X, Xs,..., X, U) un vecteur gaussien. Sous la probabilité Q,
de densité Y par rapport a P, ou

Y = exp(U — EF(U) — %VarP(U)),

le vecteur (X,...,X,,) est gaussien, de méme matrice de covariance sous P et sous Q,
et de vecteur des espérances

E2(X;) = E¥(X;) + Codf (X;,U).

Théoréme 3.5 (Formule de Cameron-Martin) Soit B un mouvement brownien par
rapport & une probabilité P et f une fonction de L*([0,T]). La v.a.

Ly = exp [/OTf(s)st _ %/OT f2(s)ds}

est une densité de probabilité qui définit une nouvelle probabilité Q sous laquelle le pro-
cessus {BY = B, — OMTf(s)ds, t > 0} est un mouvement brownien.
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Autrement dit sous Q, B est un processus d’'It6 :
t
Bt = B;@ +/ f(S)]_SSTdS.
0

Preuve. On applique la proposition précédente avec U = fOT f(s)dBs, de loi gaussienne centrée de

variance fOT f?(s)ds, en remarquant que

Cov(U,Bt):IEP(Bt/O f(s)st):/o f(s)ds,

d’aprés le calcul de Wiener. O

Passons maintenant au cas général. Soit donc
— un espace de probabilité (2, F,P),
— un mouvement brownien {B, = (B!, ..., B,ﬁd)); t >0},
— avec une filtration satisfaisant les conditions usuelles.
—{X; = (Xt(l), e ,Xt(d)); t > 0} : un vecteur de processus adaptés t.q.

T N\ 2
PV (X,f”) dt<oo}:1; 1<i<d, 0<T < oo
0

_explz/x ——/HX }ds].

Z est une martingale locale continue t.q.

_1+Z/ X)X9VdB

En général Z(X) n’est pas une martingale. On fait donc 'hypothése que Z(X) est une
martingale.

— Pour tout t > 0, EZ,(X) = 1.

— On définit une nouvelle probabilité Py sur Fr par

Pr(A) = E(1427(X)), A€ Fr.

On pose

— Cette famille de probabilités satisfait la condition de consistance :
Pr(A) =P(A), AcF, 0<t<T.

Théoréme 3.6 (Girsanov (1960)) Supposons que Z(X) soit une martingale. On dé-
finit le processus W = {W, = (WS, ... W™y, ¢ >0} par

/X s; 1<i<d, t>0.

Pour tout T € [0,00) fizé, le processus {Wy; 0 <t < T} est un mouvement brownien
d-dimensionel sur (Q, Fr,Pr).
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Preuve. Admise. O

Vérifier que Z(X) est une martingale n’est généralement pas simple. Donnons ici
simplement une condition suffisante.

Proposition 3.6 (Novikov (1972)) Si X vérifie

1 T
E exp <§/ ||Xt||2dt> <oo, T3>0,
0

alors Z(X) est une martingale.

3.2.2 For a compound Poisson process

Poisson process. Assume that
— N is a Poisson process on a probability space (€2, F,P) relative to a filtration
{Fi}
— )\ is its intensity ;
— M; = Ny — M\t denotes the associated compensated Poisson process. Remember,
It is a martingale under P.
— )\ is any positive real number.

Lemma 3.1 The process Z defined by

(3.8) Z(t) = exp (()\ - x)t) G) |

satisfies

Therefore Z is a martingale under P and E(Z(t)) = 1, ¥t > 0.

A=A
Proof. Define X; = TMt. The continuous part of X is

XE= (A= Mt = (X)¢ =0.

A=A
The jump part is : J; = 3 N;. Therefore 1 + AX,; = (

> >

AN,
) . Now we use Propostion 2.5 with a

Lévy process X of finite variations to obtain :

N\ M
Z; = E(X); = exp((A — M\)t) H (1+AX,) =exp (()\— S\)t) <i>

0<s<t

and since M is a martingale, Defintion 2.3 shows that Z is a martingale. (I
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For some T > 0, let us define

(3.9) P(A) = E(14Z(T)) for A € Fy.

Proposition 3.1 Under the probability IAFT’, the process N is a Poisson process with in-

o))

Proof. We use the Laplace transform of N under P : for any u € R

3\
euNt (}\) ] — e(A—)x)tE

EIF’(euNt) _ E(euNtZt) _ e(A—;\)tE

exp
A=Vt exp [)\t (ean(ﬁ) — 1>}
= exp(A(e" —1)).
This proves exactly that under ]TD, the process N is a Poisson process with intensity A O

Compound Poisson process with discrete jumps. We deal now with a compound
Poisson process () with

— N a Poisson process with intensity A ;

— Y1, Y5, ... sequence of i.i.d. discrete random variables, independent of N

M
P(Y; = y) = p(ym) >0, m=1,...,M; and Y p(ym) =1;
m=1

N
— Q=) Y.
i=1
We decompose the process () as follows.

— Denote by N™ the number of jumps of () with size y,,. These are independent
Poisson processes with intensity A,, = Ap(yum,)-

M M
— Write Ny = > N, Qi = > ymN/™.
m=1 m=1

Let A\, m=1,..., M, be positive numbers and

Zom(t) = exp ((/\m - Xm)t) (i-:) .20 = ] Zn(t).

Lemma 3.2 The process Z is a martingale under P. In particular E(Z(t)) = 1.

Proof. Left as an exercise (see Exercise 2.9). O

For some T > 0, we define as before a new probability : P(4) = E(14Z(T)) for
A e Fp.
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Proposition 3.2 Under P, Q is a compound Poisson process with intensity

M:

and Y;, i € N* are i.i.d. with P(Y; = yp,) = p(ym) = Tm

Proof. Once again we use the Laplace transform. For any v € R :

N
P ulde — ull¢ m _ )\
EF(euQt) = R(e"9tZ,) = [exp ( Z Ym VY ) H e =Am (/\m> ]

l Arm
H Am=Am)U exp [(uym +1In A) le
]\; N
= H exp {)\mt [exp (uym + In /\m> — 11 }
"

= H exp{ t [exp (uym) — 1] } H exp (5\ D(Ym )V — 5\mt>

m=1 m=1

This achieves the proof. O

Remark that we can write
M M T N N(t
. Y p(Y;)
= Zn(t) = ()\m—)\mt> = Z.
y (1) mr:[lexp ( ) (Am> H V)

General case. We can extend the previous result to the density case. Assume that Y;
has a density f.

— Let f an other density such that f(y) = 0= f(y) =

— and A > 0.
We put

Xf(m‘

>
=<

Proposition 3.3 Z is a martingale under P. Under the probability measure P defined
by (3.9) with the appropriated Z Q 1s a compound Poisson process with intensity A and
Y, i € N* are v.i.d. with density f.

Proof. First prove that Z is a martingale. Define

T MO, M) AM(AQ)
TN TN BQ)

Now we consider the following compound Poisson process :

Nt + =
WA
=2 55wy
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We have : AH; =

NTINN) and
Exﬂm = X/ @f(y)dy A
M) AJr f(y) A
Therefore M; = H; — Mt is a martingale and
_ MAQ) L _ B
AJy = Ji- <)\f(AQt) 1) = Ji- (AHy — ANy).

Now the Itd formula implies :

t N t -
Z Zy +/ Jo- (N — /\)e<***>5ds+/ ePA=Nsq g,
0

0

t ~ t -
Zo +/ Jo— (A= N)ePrNsds +/ AN g _(dH, — dN,)
0 0

t t
=1 +/ Zs-d(Hg — Xs) — / Zs-d(Ns — Xs).
0 0
Hence Z is a martingale with
AZt = Zt— AHt - Zt—ANt.

Now we have to prove that
B —exp (MGy ()~ 1)), drlu) = [ ().
R
We define the process

X, = exp (uQ = M(dy () — 1)) ,
and we prove that X Z is a P-martingale. We apply the Itd formula to obtain :

t t
(3.10) tht:1+/ XsdeS—k/ 2. dX, + (X, 2):.
0 0

On the right hand side, the first term is a martingale. Now remark that AX; = X, (e“AQt — 1). Hence

t t
/ Z-dX, = —X(J)Y(u)—l)/ X, Zo-ds+ Z X Zy- (e29: —1).
0 0

0<s<t

Moreover
(X,2Z) = Z AXAZ, = Z X, Zy- (e"29 — 1) (AH, — AN;).

0<s<t 0<s<t
Thus

t t
/ ZydXs+ (X, Z); ~Xy (u) — 1) / Xo-Zy-ds+ > Xy Zy (e"29 —1)
0 0

0<s<t

+ Y Xy Zy- ("9 —1) (AH, — AN,)

0<s<t

t
> Xy Z-e"9AH, — Ay (u) / X, Zds
0

0<s<t

t
-y XszszHs—k)\/ X, Z,-ds.
0

0<s<t
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The last equality can be written as follows :

(3.11) /t ZydX,+(X,Z); = /t X, Z,- (st - X&Y(u)ds)
0 0

- /0 t X, 7, (dHS _ Z\ds)

N(t)

. T A(Y) . MY
th M; = H;— At martingale and V; = s .Indeed AV, = e"*?*AH,. Finally E | e""
wi + +—At martingale and V; ;e I3 ndee P =¢ ¢ Finally E | e MY,
e )
X@(u). Combining Equations (3.10) and (3.11), we obtain that X Z is a P-martingale, hence EF(X,) =

The compound Poisson case can be resumed as follows.

Proposition 3.4 Let (X,P) and (X, Q) be compound Poisson processes on (§2, Fr) with
Lévy measures V° and v2. P and Q are equivalent if and only if V¥ and v? are equivalent.
In this case the density 1s

exp [(AF = AT + Y~ $(AX,)|,

0<s<T
where A" = V¥ (R), A® = 12(R) and ¢ = In %.

Proof. The if part is a consequence of the previous results. Now the only if part can be proved as follows.
Assume that vF and /@ are not equivalent. Then we can find either a set B such that vF(B) > 0 and
v%(B) = 0 or a set B’ such that vF(B’) = 0 and v(B’) > 0. Suppose that we are in the first case.
Then the set of trajectories having at least one jump the size of which is in B has positive P-probability

and zero Q-probability, which shows that these two measures are not equivalent. O

3.2.3 For a jump-diffusion process

Assume now that on the same space (2, F,P)

— W is a Brownian motion;
Ny

— Q= Z Y; is a compound Poisson process with N Poisson process with intensity

i=1
A, and Y;, @ € N*are i.i.d. random variables with density f.
Let f be a density such that f(y) =0 = f(y) =0, A > 0, and © an adapted process.

We define
t 1 t
Zt1 = exp (—/ 0,dW, — —/ @idu),
0 2 Jo

N(t) ~ ~
2 _ (A=Wt A (Y5)
R Sviia)

<

Z, = 772
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Lemma 3.3 Z is a martingale under P. In particular E(Z,) =1, Vt > 0.

Proof. The proof is straightforward if © just depends on W. Recall that from Proposition 2.3, the two
processes W and @ are independent. Therefore Z! and Z?2 are two independent martingales, and thus
Z is a martingale.

Now in general let us use the Itd formula to obtain :

t t
Zt:1+/ Zf,dngr/ Z:dz? +(Z", Z%),.
0 0

Now since Z! is continuous and Z2 is a pure jump quadratic martingale, (Z1, Z2); = 0. (]

For some T > 0, we put P(A) = E(1,Z(T)) for A € Fr.

Theorem 3.1 Under P,

t
Wt = Wt‘l‘/ @udu
0

is a Brownian motion and @) is a compound Poisson process with intensity A and Y;,
1 € N* 4.4.d. with intensity f. Furthermore W and Q) are independent.

Proof. Here we want to show that
Eﬂa ui WituaQy _ 1 2 N+( 4
e = exp §u1t exp ()\t(¢y(u2) - 1)) .
We define
1 i Lo
Xy, = explwuW;— iult ,
Xp = exp (1Q0 — M(dy(u) — 1))
From the proof of Theorem 3.3, we know that X222 is a P-martingale. Moreover
A(X'Z") = (w1 — O4) X[} Z} dWy,
which implies that X'Z! is a martingale. Since (X'Z!, X222) =0,
t t
(X'X22'7%), =1 +/ (X'ZY),-d(X2 27, +/ (X2Z?%),-d(X'ZY),
0 0

which proves that X' X2Z'Z? is a P-martingale. ([
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3.3 Exercices

Equations différentielles stochastiques

Exercice 3.1 Soit B un mouvement brownien et g(z) = ¢ = (cos z,sinx) € R?. Mon-
trer que Y; = (Y}, Y?) = g(By) est la solution de I'équation stochastique différentielle
stochastique

1 _
dY = —3Y,dt + KY,dB,, on K = ((1] 01) .

Exercice 3.2 Soit B un mouvement brownien. Vérifier que les processus donnés ré-
solvent les EDS correspondantes.

1. Xt = €Bt résout dXt = %Xtdt + XtdBt.

2. X, = l%ft résout dX; = — 5 Xydt + 15dB;.

Exercice 3.3 Soient B', B? et B des mouvements browniens. Résoudre les EDS sui-
vantes (est-ce que les solutions sont uniques ?) :

ax\ (1 1 0 (dB}
(i) = (o) (o x) (i)
2. dXt :Xtdt+dBt

3. dXt = —Xtdt + €_tdBt.
4. dX; = (m — X;)dt + odB; ot m et o sont constantes.

Exercice 3.4 Soit B un mouvement brownien par rapport & F = (F;);>0. Résoudre
I’EDS d’Orstein-Uhlenbeck

(3.12) dX, = pX,dt + 0dB,, Xo=u1

ol i et o sont constantes. La solution est appelée le processus Orstein-Uhlenbeck.

Montrer que X est un processus gaussien et calculer E(X};) et Var (X3).
Justifier que fot X,ds est un processus gaussien. Calculer E[exp( fg Xds)].
Calculer E(X;|F;) et Var (X;|F;) pour ¢ > s.

Soit X la solution de (3.12), et ¢ une fonction de class C?. Ecrire la formule d’'Tt6

pour Z; = $(X;). En déduire que si ¢(z) = [ exp(—ug—z)dy, alors

Ll e

t BQ
7, = 0/ exp(—ua—;)dBS + ¢(x).
0
7 est-elle une martingale de carré intégrable ?
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5. Soit A fixé, calculer
O(t,x) = E(M).

Montrer que ® est la solution d’une equation aux dérivées partielles. Soit W (¢, x) =
In ®(¢, z). Montrer que
U(t,z) = 2a(t) + b(t)

avec d'(t) = —2a(t)(p + o%a(t)) et b'(t) = —c2a(t).

Exercice 3.5 Soit B un mouvement brownien et a,«,b, 5 des constantes réelles. Soit
x € R. On considére 'EDS

(313) dXt = (CL + OéXt)dt + (b + BXt)dBt, X() =x.

1. Montrer que (3.13) admet une unique solution.
=E

2. On note m(t) (X;) et M(t) = E(X?). Montrer que m(t) est la solution de
I'EDO

(3.14) v —ay=a, y(0)=um.

3. Ecrire la formule d’'Tto pour X? ot X est la solution de (3.13).
4. En déduire que M(t) est 'unique solution de I'EDO

(3.15) Y — 2a+ )y =2(a+b8)m+b* y(0) =z

ot m est la solution de (3.14) (on admettera que l'intégrale qui intervient est une
martingale).

5. Résoudre (3.14) et puis (3.15).

Théoréme de Girsanov

Exercice 3.6 Soient B un mouvement brownien défini sur un espace de probabilité
(Q, F,P) rélativement a une filtration F = (F;):>0. Soit en outre un procéssus (fit):>0
continu et borné et F-adapté.

1. Vérifier que le processus M défini par

t 1 t
M; = exp (/ HsdBg — —/ ,uids)
0 2 Jo

est une P-martingrale.

2. Soit Q la probabilité définie sur Fr par dQ = MpdP. Montrer que, si T > t et si
X est une variable aléatoire Fp-mesurable Q-intégrable, alors

Eo[ X |F] = M, Ep[X Mr|F).
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3. En déduire que M~! est une Q-martingale.

4. Soit (¢¢)t>0 un processus adapté continu borné et L, = fg ¢sdBs — fg [hs@sdS.
Montrer que L est une Q-martingale.

5. On pose Z; = M, L,, calculer dZ; et montrer que Z; est une P-martingale.

Exercice 3.7 Soit B un mouvement brownien rélativement a une filtration F = (F;);>0
et # un processus continue, borné et F-adapté. Soit

t 1 t
H, = exp(—/ 0.,dBs — 5/ 02ds).
0 0

On note Q la probabilité telle que dQ = H,dIP sur F;. Montrer que

1 T
Ep(HyIn Hrp) :E@(i/ 62ds).
0
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Chapitre 4

Application en finance

C’est Black et Scholes (et Merton) qui ont amorcé en 1975 la théorie de valorisation et
de couverture d'un actif. Schématiquement la valeur d’un actif financier est donnée par
la valeur d’un portefeuille de réplication de cet actif. Dans ce chapitre nous développons
cette théorie.

4.1 Cadre, autofinancement, arbitrage

Dans toute la suite, nous ferons les hypothéses suivantes sur le marché.
— Il n’y a pas de cotits de transaction pour la vente ou ’achat de titres.
— Les ventes a découvert illimité sont acceptées et les actifs sont indéfiniment frac-
tionnables.
— Sauf mention du contraire, les titres ne versent pas de dividende.
— A tout instant, il existe des vendeurs et des acheteurs pour tous les titres du
marché.
C’est donc un marché parfaitement liquide sans friction.
A cela s’ajoute le « modéle d’incertain », qui est un espace probabilisé de référence
constitué de
— un ensemble 2 (tous les états du monde);
— une tribu F (information globale disponible sur le marché);
— une filtration (continue & droite si nécessaire) qui décrit I'information disponible
a l'instant ¢ ;
— une classe N des événements que le marché considére comme impossibles ;
— une probabilité P historique ou objective.
Sur ce marché, il y a (d + 1) titres de base (ou actifs) notés S, 51, ..., S9.
— S¥ est le prix de Dactif 7 a la date t. Ce sont des processus de prix continus en
temps.
— SY représente la valeur de 1 € capitalisé (cash). Il sera considéré comme sans
risque de rendement instantané r;.
— Les prix des titres sont adaptés a la filtration.
Les prix sont modélisés de la facon suivante. Les aléas économiques sont engendrés
par un brownien B k-dimensionnel. Et les d actifs risqués S* (1 < ¢ < d) suivent la
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dynamique suivante :

(4.1) dsi = Si .

k
bidt + _ ol(t)dB!

Jj=1

Ou plus généralement si X est un processus de sauts-diffusion de dimension d :

(4.2) dS} = SidX;.

Le titre sans risque SY est décrit par :
dSy = SPr.dt.

Ici
— b = {b;, t >} est le vecteur des taux de rendement des titres de base. C’est un
vecteur de R?, adapté de composantes b'.
— o = {o(t), t > 0} est la matrice des volatilités des actifs de dimension d x k
adaptée de terme général o’ (t).
On suppose tous ces processus bornés (idem parfois pour r).

Définition 4.1 (Stratégie de portefeuille) Une stratégie de portefeuille est la
donnée des processus (6°(t), i =0,...,d) représentant les quantités investies dans cha-
cun des titres.

Une stratégie simple est la donnée d’un ensemble fini de dates de trading

@:{tl, 221,,N, O:t0<t1<<tN:T}

et de d + 1 processus (6'(t), i = 0,...,d) qui donnent la répartition des titres dans le
portefeuille au cours du temps

§'(t) = nflioa)(t) + -+ 0L (0 + oo+ 0y Ly e (£)

ou les vartables nz sont JF;, -mesurables.
La valeur financiére (liquidative) du portefeuille § est notée V.(5). A la date t, elle

vaut
d

Vi(6) = 6(t).5, =) 8'(1)S}.

1=0

4.1.1 Autofinancement.

L’autofinancement est une condition importante pour I’évaluation d’actifs. Pour
(©, ) une stratégie simple de trading, entre les dates ¢, et 5,1, un investisseur place 7},
unités dans lactif S°. Juste avant la date de renégociation, la valeur de son portefeuille
est 1 .Sy, - A Tinstant tx+1 'investisseur forme un nouveau portefeuille, c¢’est-a-dire
une répartition différente des poids des actifs. Si aucune somme n’est investie ou déin-
vestie, a I'instant ?;,1, la valeur du portefeuille est 7;41.5;,,,. Et il y a autofinancement
si

Tk Stk+1 = nk+1'stk+1 — V;fk (5) + nk'Stk+1 - Stk = ‘/;fk+1 (5)
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Les variations d’un portefeuille autofinangant sont exclusivement dues aux variations du
prix des actifs. On peut résumer cela ainsi.

Définition 4.2 Soit (©,0) une stratégie simple de trading autofinancante. Alors la va-
leur du portefeuille s’écrit comme ['intégrale stochastique par rapport aux prix des actifs
St de la stratégie simple §. Soit :

(4.3) Vi(8) = 8().Sh, et Vi(8) — Vi(6) = / té(u).dSu.

De facon plus générale, si ¢ est un processus adapté, S étant des processus d’'Ito, alors
une stratégie d est autofinangante si (4.4) est satisfaite (ce qui suppose que l'intégrale
stochastique est bien définie).

Avec les paramétres concernant la dynamique des actifs, on obtient

d

dvi(6) = Y 4'(t)ds;

1=0

d d k
= °(t)SPrdt + > 8 (1) Sibydt + > Y 6'(t)Siol(t)dB}

i=1 i=1 j=1

= 50(t)S?Ttdt + (6S>tbtdt + (5S)t.0'tdBt.

On élimine ¢° via l'autre équation pour obtenir :

(4.4) dVi(6) = Vi(0)redt 4 (0.5)¢.(by — r1)dt + (65)s.00d By

avec
— 1 vecteur de composantes toutes égales a 1,
— (68) =m = (0°(t)S}, i = 1,...,d) vecteur des montants investis en titres risqués.

Voici quelques exemples de stratégie.
— Stratégie statique : on investit dans ngy actions a t = 0 et on attend.

d‘/; = nodSt + (‘/2 - TLOSt)Ttdt

— Stratégie a temps fixe proportionnelle : 50% du portefeuille en actions.

1 as,
d‘/t = Tt‘/;dt + 5‘/;5 (# - Ttdt> .

t

— Stratégie a temps variable : renégociation deés que le cours de l'action a varié de
plus de 2%.

4.1.2 Arbitrage

Définition 4.3 (Arbitrage) Une opportunité d’arbitrage est une stratégie de porte-
feuille 0 autofinancante telle que
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1. Vo(8) = 0,

Hypothése fondamentale (AOA) : il n’existe pas d’opportunités d’arbitrage
parmi les stratégies de portefeuille admissibles. On dit aussi que le marché est viable.
Ainsi attendre jusqu’a linstant 7, = inf{t > 0, B; = x > 0} est une stratégie d’arbi-
trage en horizon infini. La difficulté est de définir la notion d’admissibilité d'une stratégie.
Notons A I'ensemble des stratégies admissibles qui doit :

— contenir les stratégies constantes,

— étre stable par recollement,

— étre assez riche pour évaluer de nombreux produits dérivés,

— n’étre pas trop gros pour éviter les OA.

En voici un exemple :

A= {5; E/OT [(6759) + 1(05):[] dt < oo}.

— Vecteurs constants dans A = prix S? de chaque titre de base de carré intégrable
sur [0, 77, a volatilité bornée.

— Auquel cas tous les processus prévisibles bornés sont dans A.

— 1, b, 0 bornés : hypotheése suffisante.

Proposition 4.1 (Contraintes sur les rendements sous AOA)

1. La valeur présente d’un protefeuille admissible ayant des flux positifs dans le futur
est positive a toute date intermédiaire.

2. Deuzx portefeuilles admissibles qui ont la méme valeur a la date T p.s. ont la méme
valeur financiére a toute date intermédiaire t p.s.

Preuve. Admise (ou en exercice). (]

4.2 Modéle de Black-Scholes

4.2.1 Modélisation du prix des actifs.

Les prix du sous-jacent sont modélisés par un processus stochastique {S;; ¢ € [0,T]}.
Différentes modéles ont été proposés.
— Bachelier (1900). Le cours de 'actif est un mouvement brownien avec tendance.
Le probléeme est que le prix peut étre négatif.
— Samuelson (1960). C’est les rendements du cours qui sont modélisés par un mou-
vement brownien avec tendance.
Pour illustrer leur théorie de pricing par couverture, Black et Scholes ont introduit
le modéle suivant. Le rendement entre deux périodes est la différence des logarithmes
des cours. Et :
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— So=1x;
— le rendement In(S7) —1In(S;) suit une loi gaussienne de moyenne (1 —o?/2)(t —s)
et de variance o%(t — s).
— Pour tout 0 < t; <ty < ... <t,, les accroissements relatifs {S;,,,/S;,; 0 <@ <
n — 1} sont indépendants.
On montre alors que la dynamique du prix S suit un mouvement brownien géométrique :

1
(4.5) Sy = wexp (ut +oB; — §a2t) = f(t, By)

B étant un mouvement brownien standard.
En appliquant la formule d’It6 & f, on obtient I’équation du prix écrite sous forme
différentielle :

Sy

(4.6) o

= ,udt + O'dBt

Le lemme suivant est utile pour les calculs.

Lemme 4.1 La transformée de Laplace d’une v.a. normale U de moyenne m et de
variance v? est :

1
Eexp(AU) = exp ()\m + 572)\2) .

En particulier pour B mouvement brownien
L,
Eexp | 0B, — 5 t)] =1.

Preuve. On pose f(A\) = Eexp(AU) et on a

u—m)2> 1 / ( (u—m)2—272)\u>
A) = “ex du = exp | — du
e m e (-5 Vot S 772
= A2)2 42— 232
= /exp(u m =27 +72n (m+7 )>du
\/27772 R 2y

exp (m+72X)2% —m ) /eXp( u—m—/\ny)2>du
272 V212 2v?

= exp (A +72)\?/2)

Théoréme 4.1 Soit S un mouvement brownien géométrique de valeur initiale x.

1. Le cours Sy suit une loi log-normale avec

E(S,) = ze, E(S?) = 2% exp((2u + o*)t)
var(Sy) = x?exp(2ut)(exp(o’t) — 1).
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En particulier le ratio de Sharpe

Sharpe ratio =

est indépendant de x.

2. Pour toute fonction h positive ou bornée
1
B((S)) = [ hwespl(u— 50%)t + oviu))g(u)du
= / h(y)lu,oz (t7 X, y>dy

avec

3. La densité de la loi de Sy partant de x est celle de la loi log-normale 1, ,2(t,x,y)
donnée par

1 1
l,o2(t,x, = ————exp | —=do(t, xe, 2)
122 ( y) O"y\/Q_ﬂ't p< 2 0( y)

1 1
do(t,z,y) = In (E) - 50\/5.

o2t Y

Preuve. Laissée en exercice. (I

Les deux graphes sont la densité gaussienne et la densité log-normale.

iy i it
R
';’::nmﬂ!”"{,,m;fn'm

e
i
i i

— e
L’interprétation des parameétres est la suivante.

— Si o =0, p est le rendement annualisé du titre. Par arbitrage, y = r, ot  est le
taux d’un placement sans risque a la banque. On notera SP la valeur en ¢ de la
capitalisation d’un euro a la banque qui suit la dynamique suivante : dS? = rS?dt.

— Si le titre est risqué (o # 0), p est le rendement annualisé du tire espéré par unité
de temps. Et © — r est le paramétre d’excés de rendement par rapport au cash.

100 A. Popier



— La prime de risque est le ratio de Sharpe par unité de temps des excés de rendement
par rapport au cash.

GBS =7 p—rds,

A= = .
évar(%) Y

— Le parameétre clé est la volatilité o !

Ce modéle a des inconvénients immédiats :
— Supposer les paramétres constants est peu réaliste. Nous renvoyons au paragraphe
sur I'implémentation pratique du modéle.
— Mais pour Black et Scholes (1973) le modéle est peu important. Ce qu’ils ont
apporté est une nouvelle idée sur le pricing des options.

— Mandelbrot (1963) : le rendements des actifs n’est pas gaussien. Il y a des queues
épaisses, d’ou probléme dans les cas de mesures (ou de gestion) du risque.
Remarquons aussi que la prime de risque n’est pas spécifique du titre, mais de la source

de bruit! C’est une caractéristique du marché au méme titre que le taux d’intérét.

4.2.2 Arbitrage, probabilité risque-neutre et pricing

Encore une fois, 'idée nouvelle de Black et Scholes est de valoriser un produit via
la valeur liquidative d’un portefeuille de couverture géré dynamiquement de maniére
autofinancante. Le gestionnaire peut donc investir

— soit dans un titre risqué (action, taux, etc.) de prix S;;

— soit dans le cash (placement ou emprunt a la banque) a taux 7.

On rappelle qu'une stratégie autofinancante est une stratégie dynamique d’achat ou de
vente d’actions et de préts ou d’emprunts a la banque, dont la valeur n’est pas modifiée
par 'ajout ou le retrait de cash.

Notations :

— V} est la valeur de marché ou valeur liquidative ou Mark to Market (MtM) du

portefeuille a la date t.
— 0 est le nombre d’actions du portefeuille (positif (acheteur ou long), négatif
(vendeur ou short)).

L’hypothése d’auto-financement du portefeuille fait que dans un temps trés court, la
variation du portefeuiile est uniquement due a la variation du cours et de I'intérét versé,
soit :

(47) d‘/t = ‘/t-i—dt - ‘/;5 = 5tdSt + (‘/t - 5t5t)7“dt = T‘/;gdt + 5t(dSt — TStdt)

C’est 'équation (4.3) d’auto-financement réécrite.
Proposition 4.2 Ce marché est sans opportunité d’arbitrage.
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Preuve. D’aprés le théoréeme de Girsanov, il existe une probabilité Q équivalente a la probabilité de

t
départ P sous laquelle W; = / (dBs + Ads) est un mouvement brownien. Q admet une densité par
0
rapport a P donnée par
N2T
YT = exp —>\BT - T .

Sous cette probabilité Q, les prix actualisés sont des martingales locales. En particulier le prix actualisé
S de lactif risqué suit la dynamique : ~ R
dSt = StO'th,

ot W est un Q-mouvement brownien, tandis que le prix S est donné par
dSt = St(rdt + O'th).
De méme si V; est la valeur a l'instant ¢ d’un portefeuille autofinangant de stratégie ¢, alors d’aprés

(4.4) ou (77),

dont la valeur actualisée est une martingale (locale) :
dVi(6) = (65),.0dW;.

Donc sa moyenne reste constante égale a la valeur initiale et il n’y a pas d’opportunité d’arbitrage. [

Donc sous Q, S; est donné par
Sy = Spexp (O'Wt +(r— 02/2)t) )

On peut remarquer ici que cette probabilité Q est unique et que le marché sera donc
complet. De plus le prix d’un actif quelconque de payoff & sera donné par la formule :

7.

V, = EQ {@T exp (—r(T —1t))

En effet V est une Q-martingale, donc

77 = BO [VT

7.

Dans cette formule, on peut remarquer que la tendance p n’apparait plus! Sous Q, S; est
un brownien géométrique de paramétres r et o. Donc si &7 dépend de (S, t € [0,T]),
V; ne dépend que de 7 et o, pas de p. On peut méme développer le calcul de I'espérance
dans le cas ot 1 = h(Sr).

Proposition 4.3 Lorsque la variable aléatoire Or est de la forme h(St), on peut expli-
citer la valeur V; de loption a linstant t comme une fonction de t et Sy : V; = v(t, S;)
avec

(4.8) v(t,z) = e "TVE [h (a: exp (0\/T —tZ+ (r—o?/2)(T — t)))]
ot Z suit une loi normale centrée réduite.
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Preuve. En effet

Vi, = e "(T-YRC [h(ST)

7

= ¢ T(T-YEQ {h (Seexp (o(Wr — Wy) + (r — 0% /2)(T — t)))

]—'t] .
La variable aléatoire S; est F;-mesurable et, sous Q, Wp — W; est indépendante de F;. On a donc
Vi = v(t, St) avec :

v(t,z) = e "TIER [h (vexp (o(Wr — W) + (r — o2/2)(T - t)))] -
et comme, sous Q, Wy — W; est une gaussienne centrée de variance T — ¢ :

o(t,z) = e TTHIE {h (:L‘ exp (0\/1TtZ + (r —0?/2)(T — t)))}
e (Tt /Rh (1: exp (az\/ZTt—F (r—o?/2)(T — t))) 1 exp (—Z;) dz

avec Z de loi normale centrée réduite. O

On verra plus loin que dans le cas du call ou du put, la formule (4.8) peut étre
explicitée. On a obtenu la régle d’évaluation suivante : pour faire le prix d’un produit
dérivé les agents font comme si le marché dans lequel se font les transactions était risque-
neutre. Et ainsi le prix est une espérance du flux terminal actualisé sous une probabilité
pour laquelle la prime de risque est nulle. Il s’agit maintenant de pouvoir déterminer le
portefeuille de réplication. L’intérét de ce modéle est qu’il permet un calcul explicite de
ce portefeuille.

4.2.3 Portefeuille dynamique et couverture.

Le probléme se formule de la fagon suivante : trouver une stratégie de portefeuille
autofinangant qui réplique le flux h(Sy) (P&L final nul), avec pour seule information,
la valeur du cours passée et présente. Nous voulons ici compléter la proposition 77 en
explicitant la valeur de a4.

Pour pouvoir mener a bien les calculs, on fait I’hypothése que la valeur du portefeuille,
ainsi que la stratégie de couverture, ne dépendent que du temps et du prix du sous-jacent.
On cherche donc un couple de fonctions v(t, x) et §(t, z) « réguliéres » telles que

— la valeur du portefeuille V; soit donné par V, = v(t, S;),

— léquation d’auto-financement (4.7) soit satisfaite avec §; = d(t, S;),

— et le P&L soit nul.

Ceci nous ameéne a

dv(t,Sy) = wv(t,Se)rdt + (t, S;)(dS; — rSydt)
(4.9) { o(T,Sr) = h(Sr).

Le seul probléme ici concerne I'existence de la fonction §. En effet s’il y a une solution,
elle est forcément unique a cause de ’hypothése d’absence d’arbitrage et I'existence de
la fonction v est donnée par la formule (4.8). De plus nous devons supposer que v est
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une fonction réguliére par rapport a t et x. Cette derniére condition est généralement
satisfaite : presque sans hypothése sur la fonction h (continue et a croissance au plus
exponentielle ou discontinue et bornée par exemple), v donnée par la formule (4.8) est
de classe C* sur [0, T[xR et on peut appliquer & v et a la semi-martingale S la formule
d’Ito.

Proposition 4.4 Si v est réguliere, alors
d(t,z) = Oyv(t, x).

Preuve Rappelons que le prix de actif est donné par V; = v(¢, S;) et donc sa valeur actualisée par

e "tu(t, Sy) = e "wu(t, e S;) oil S est le prix actualisée du sous jacent, dont la dynamique sous Q est
donnée par :
dSt = StO'th.
On note
of of 0% f

8tf(t>$> = af(t’x)a 0. f(t,x) = %f(t,l'), 6£zf(t7 ) o gf( ).

On applique la formule d’It6 a la fonction (t,z) — o(t,x) = e~ v (t, ze™ de classe C1? et a la semi-
martingale S; :

R ~ ¢ R t o 1t R R
V= ot 8) — @(o,so)+/ 8t17(u,5u)du+/ 8w17(u,5u)d5u+§/ 02, 5(u, 5.)d(S)u
0 0 0
~ t _ t ~ ~ 1 t N _
— 5(0,SO)+/ 8t17(u,5u)du+/ 8mz7(u,5u)d5u+§/ 92, 9(u, S,)(Su)*o?du
0 0 0
t t
— 5(0,5) + / 0,5(u, Su)dSe + / Oud.
0 0

Comme le prix actualisé est une martingale (locale), nécessairement, ©,, = 0 et

t
Vt:ffo+/ 0,(u, S,)dS
0

8(t, Sy) = 0, 0(t, Sy) = Bpu(t, Sy),

Par identification, on voit que

et on obtient ainsi la couverture du produit dérivé. (I

4.2.4 EDP de Black-Scholes

La démonstration de la proposition précdente montre que la quantité

0, = d,o(u, S,) + 28§x~(u S.)(S,)%0?

doit étre nul. Autrement dit © doit satisfaire 'EDP : pour tout (¢,z) € [0, T[xR

2

B, (t, ) + %ﬁaﬁmf;(t, ) =0,
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Comme 0(t,x) = e " (t, ze™), on en déduit que v doit satisfaire 'EDP :

2
L 2,200 Ov g( z)—ro(t,z) =0

(4.10) —ox 7(t,x) +re—(t, ) +

avec comme condition terminale v(7,z) = h(z). C’est I’équation de Black-Scholes.
L’évaluation de I'équation (4.9) peut se faire aussi en utilisant les EDP (voir la section
3.1.3 et le théoréme de Feymann-Kac).

Proposition 4.5

1. Soit h une fonction continue a croissance au plus linéaire telle que ’EDP (4.10) ad-
met une solution v de classe C*? sur|0, T[x]0, +oo| et continue sur [0, T]x]0, +o0|.
Le pay-off h(St) est réplicable par un portefeuille dont la valeur est v(t,S;) et celle
du portefeuille de couverture §(t, Sy) = O,v(t, St).

2. De plus v(t,z) = e"u (¢, L(In(z) — (r — 02/2)t)) ot u solution de

0?*u du T )
;5 -5 (t, z)—i—a(t 2) =0, u(T,z) =e ""h(exp((r — o/2)T + 0z)) .

Preuve. On note

0% f

af f(tvx)a ang(tvx) = @ (tv x)

atf(t7x) = af(ta*x% 8mf(tax) - af

ox
On applique la formule d’It6 & la fonction de classe C1+2 :
I (ty) = v(t,zexp(oy + ut — o?/2t)).
On obtient
h(Sr) = o(T,Sr) = f(T,Br)

T T T
= 0B+ [ ofte Bt [0, BIB g [0 B
= o(t,S) + /&vuS du+/8vuS)( —0%/2)S,du
/8vu5 )0 SudB,, + = / v(u, Sy)o?S%du + ~ /avuS)anu

= o(t,S) + / 0zv(u, Sy,)dS, +/ (6‘tv(u Su) + 78§zv(u, Su)Sﬁ) du
t
T

= v(t,S) +/ 0zv(u, Sy,)dSy, —|—/ (rv(u, Sy) — rdyv(u, Sy)Sy) du

t t

T T
= o(t,S) — / rOyv(u, Sy)Syudu —|—/ 0v(u, Sy) (dS, —rSy,) du
t t

Donc ’équation (4.9) est satisfaite.
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Pour la seconde partie, on &
dw(tr) = retu (t, %(ln(x) C(r—o? /2)t)> + " (t, %(m@) C(r—o? /2)t)>
—ert“gﬂazu (t Lin(z) - (r = 02 /2)t))

)
g

Ou(t,z) = ertiazu (t, é(ln(x) —(r— 02/2)t)>

oxr

89%301)@7 x)

o (1 L) — - 0?20
—ad:ult —(nz r—o
+67Tt82 ult l(ln(gc) — (r—a?/2)t)
2520z = r—o .
Donc si on injecte tout cela dans I'équation (4.10), on obtient pour u :
rt 1 2 rt 1 2
re"u | t, ;(ln(:c) —(r—o°/2)t) | + "0 | t,—(In(z) — (r — 0°/2)t)
o
_ 2
LT 2y, (t, é(ln(m) —(r—o? /2)t)> + erfgazu <t, %(ln(:c) —(r—o? /2)t))

g

e"to

— 5 0.u <t, %(ln(x) . /2)t)> + %ﬁafzu <t, %(ln(w) — (r— o2 /Q)t))

ey (t, ~(in(@) ~ (r — o? /2)t)>
— O (t, %(ln(a:) C(r—o? /2)t)) + %ﬁagzu (t, é(ln(x) _(r—o? /2)t)> ~0.

De plus a 'instant final :

h(z) =v(T,z) = e"u (T, %(ln(x) —(r— 02/2)T))

donc
w(T,z) = e "Thiexp(oz + (r — 0%/2)T)).

Ce théoréme montre que pour résoudre le probléme de couverture, on peut résoudre
une équation aux dérivées partielles (4.10), et que cette EDP peut par un changement
de variable se ramener a I’équation de la chaleur que 1’on sait résoudre depuis le 19-iéme
siecle. En faisant le lien avec la proposition 4.3, on voit que la solution v de 'EDP est
donnée par la formule (4.8). Cette formule peut se retrouver directement en utilisant la

densité gaussienne
T) == (-2
YY) = exp | —=—
gL,y 52T p oT

En effet la solution u de :

10%u

ou
5@@72) + E(tz) = 07 U(T, Z) = k(2)7
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avec t €]0,T[ et z € R, est donnée par

ult,z) = / k(z — y)g(T — t,y)dy = / E(y)g(T —t, 2 — y)dy
— E(k(z + Br — B))) = E(k(Byr)|B: = 2).

Il n’y a plus qu’a faire le changement de variable pour retrouver I’expression de v.

Proposition 4.6 Soit h une fonction continue a croissance au plus linéaire. Le prixz de
Pactif est donné par la fonction v obtenue par la formule (4.8). Cette fonction peut aussi

s’écrire v(t, x) fR* m(t,x,z,T)dz avec
’/T(t,[[’,Z,T) - _T(T_t)l(T_t z,,Y,T, 02)
1
It z,y,ro?) = ex —d3(t, ze™,
(t,z,y,r,07) ay\/ﬁ p( o y)>
1
do(t, x, = In{— ) — —a\/i.
) = i (%) - ]

m(t,x,y,T) est la solution fondamentale de ’EDP (4.10) dans les variables t et x.

Preuve. On fait dans I'intégrale le changement de variable

z=xexp((r—o?/2)(T —t) —oy) <=y = % (lng +(r —02/2)(T—t)) .

On remarque que si y € R, alors z € R%.. Alors
wta) = [T Oh(wep((r - /DT 1) o) o(T ~ t.1)dy
R

/* h(z)e " T g <T —t, % (n+ (0 —o?/2)(T - t))> Ldz

g z

o—r(T—1) - 2 s
= /1 h<z)\/ﬁ exp (2(T1—t) (i <ln; +(r 02/2)(Tt))> ) %d?

e (=) 1 1 vel=t  o\/(T —1)
= h(z) ————=exp | —= In — dz
R’ oz:\/2n(T —t) 2\ovT -t z 2

ce qui donne l'autre écriture intégrale de v. (]

De 1& on déduit

Proposition 4.7 Supposons que h soit dérivable presque partout et a dérivée a crois-
sance polynomiale.

1. Dérivée du priz de l'option (le delta A) :
Delta(0,z) = 0,v(0,x)
e—’rT / S(T_U2/2)T+Uyaa;h(l’e(r_a2/2)T+0y)g(T, y)dy

S
Le calcul du Delta revient a calculer le prixz d’un actif de payoff : —Tﬁmh(ST).
x
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2. Autre méthode :
Delta(0,z) = eTT/h(y)le(T,x,y,r,JZ)dy

1
x0T

Le calcul du Delta revient alors a calculer le prixz d’un actif de payoff
1

zoVT

Preuve. On peut faire un calcul direct.

0T, x,y,r, 02) = (T,x,y,r, 02)(—d0(T,xerT,y))

(-do(T, JZGTT, ST))h<ST)

1. 11 suffit de dériver par rapport & x ’équation (4.8).
2. En utilisant ’autre écriture de v et en dérivant par rapport a x.

L’intérét de cette proposition est que pour couvrir le produit de payoff h(Sr), on
calculer simultanément le prix avec payoff h(St) et celui avec payoff 2Z9,h(Sr) (donc
deux prix) et on obtient le prix et la couverture! Si le modéle de Black-Scholes est
devenu aussi populaire, c’est en partie a cause des formules fermées de pricing du call
et du put.

4.2.5 Formule de Black-Scholes.

Théoréme 4.2 (Formule de Black-Scholes) Le priz d’un call de maturité T et de
priz d’exercice K est donné par

(4.11) |C(t,x) = aN [di(T — t,xeT(T’t),K)] — Ke "IN [do(T — t,xer(T’t),K)}

avec
1 T 1
do(t,l’,y) = _tln (_) - 50-\/%7 dl(taxay) = dO(t)xuy) + O-\/E
o Yy

De plus cette option est couverte par un portefeuille qui contient
A(t, Sy) = 0,C(t, S) = N [di(T — t, S;e" ™ K)]

parts de Uactif risqué de priz Sy a l'instant t.
De méme le prix d’un put de mémes caractéristiques est donné par

(412) [P(t,2) = Ke " TON [d)(T — . K, 2T O)] — 2N [do(T — 1, K, ze™ ™)
et

A(t,S)) = 0,P(t,S) = =N [do(T — t, K, S,e”TD)] .

Lorsque les coefficients dépendent du temps, la méme formule reste valable a condition
de poser

I I
r= R(t,T) = m TSdS, 0'2 = 22(t,T) = ﬁ/ O'gdS.
t t
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Preuve. Il suffit de reprendre les formules des propositions 4.3, 4.4, 4.6 et 4.7 avec h(z) = (z — K)*.
Donc

v(t,x) = /Re_T(T_t)h (x exp((r — 02/2)(T —t)— Uy)) g(T —t,y)dy

/p e 7T (zexp((r — 0% /2)(T — 1) — oy) — K) g(T — t,y)dy

I' = {yeR, zexp((r—o?/2)(T —t)—oy) > K}
_ Y L (per@b gy VT =t
B {\/T—tgm/T—tl( O/K) 2 }
= { Ty—t <d0(T—t7xeT(T_t),K)}.
Ainsi
o(t,z) = /Fefr(Tft)z exp((r — 02/2)(T —t)—oy)g(T —t,y)dy

fKe*T(T*t)/g(T*t,y)dy
T

= o / exp((~02/2)(T — 1) — oy)g(T — t,5)dy

e 1 y?
KT t)/ S <_>d
¢ coavT =i P\ T2 )Y

Dans la seconde intégrale on fait le changement de variable z = y/+/T — t et on obtient

1 y? r(T—t)
— 7 dy = T — K

tandis que pour la premiére on a

(=02 /2)(T—t)=ay o _ _ 1 2
/Fe 9(T — t,y)dy /FGXP< 2(Tﬂt)(erU(T t)) )dy

/ g(1,2)dz =N {dl(T —t,ze" T K)] .
2<do(T—t,xe"(T=) K)+o/T—t

On a donc bien la formule 4.11 pour 'option d’achat. Pour calculer le Delta de couverture, on peut soit
dériver (4.11) par rapport & x, soit utiliser la proposition 4.7 qui donne que le Delta est le prix d’un
actif de payoff

S’ S
=L O h(ST) = =L ls,>K
x x

et donc en appliquant le calcul fait pour le call on obtient immédiatement le Delta. On laisse au lecteur

le soin de refaire les calculs pour le put. (I

Ainsi nous pouvons tracer la surface de prix (¢,z) — C(t,z) d’une option d’achat.
Ici on choisit » = 0,05, 0 = 0,2, T'=4, et K = 100.
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et |
o

B &85

Prix option

Prix actif

temps

Détaillons maintenant quelques propriétés des prix des calls et des puts.

Propriétés 4.1
1. Parité call-put :

Call — Put =C(t,x) — P(t,z) = o — Ke "I,

2. Positivité : C(t,z) > (v — Ke "=+,
3. Convexité : x+— C(t,x) conveze.
4. Monotonie : 0 — C(t,x,0) croissante, K — C(t,z, K) décroissante.

5. Homogénéité :
C(t,\x,r,o, \K,T) = XC(t,x,r,0, K,T).

Preuve. Quasiment toutes ces propriétés peuvent se prouver par AOA (y réfléchir). Néanmoins ici on
va, exploiter les formules (4.8), (4.11) et (4.12).

1. Cette propriété due a I’absence d’arbitrage se vérifie aisément en retranchant (4.11) et (4.12).

2. En effet comme h(z) = (z — K)T > 0, nécessairement avec (4.8), C(t,z) > 0. Et comme
h(z) > 2z — K, alors C(t,z) > 2 — Ke 7T~ Do le résultat.

3. On a
At,z) = 0,C(t, ) = N [dl(T —t,2e" T, K)}

qui est par composition une fonction croissante. Donc la fonction C(¢,.) est convexe.

4. Pour cela on calcule les dérivées partielles correspondantes.

0,C(t,x,0)

N’ [dl (T —t, A K)} (&Tdo(T —t,ze" T, K)+ VT - t)
—Ke "T=O N7 [do(T —t,ze" T, K)} Oy do (T —t, ze" T K)

T —IN' [dl(T —t, e T, K)} >0,
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car
zN' [dl(T —t,ze" (T, K)} — Ke (Tt {dO(T —t,ze" T, K)]
1 1
=N’ [do(T —t,ze" T, K)} [m exp (—20\/T —tdo(T — t, ze" Tt K) - 502(T - t))

_Kefr(Tft):|
=0.

Et de méme

OxC(t,z, K) = —e (TN [dO(T—t,xe’"(T_t),K)} :

5. Enfin ’homogénéité s’obtient car

C(t, Ax, \K) AN [dy (T = ¢, Awer T8, AK)} CAKe T TN [dO(T — ¢, Aze" T AK)

MC(t,x, K).

Le calcul de la prime, ainsi que de la couverture, n’est pas toujours suffisant. On
peut avoir besoin de déterminer la sensibilité des prix par rapport aux paramétres
du modéle; on parle de grecques. Rappelons les parameétres intervenant dans le prix
C(t,z,r,0,K,T) :

— Prix du sous-jacent x et temps t : variables d’états.

— Taux sans risque r et volatilité ¢ : parameétres fixés du modéle.

— Maturité 7" et prix d’exercice K : parameétres fixés de 'option.

Voici la liste des grecques :

Delta=A = C, = N(d)

Gamma =T = CI = Miﬁ./\/"(dl) >0
Theta=0 = Ch = 2‘”f;%/\/’(do) — Ke "N (dy)
Cle = —e "IN (dp)

Vega = C = aVTN'(d)

Rho = p = C. = TKe"N(dy) >0

On voit donc que pour le modele de Black-Scholes, toutes ces valeurs sont calculables!
Et on peut réécrire 1'équation de Black-Scholes. Avec 02T = 0 /T'Vega, on obtient :

1
§U2I2F+TIA—TC+@: Vega +rzA —rC+ 6 =0.

1 o
2T —t
Nous pouvons ainsi tracer les surfaces du Delta et du Gamma. Ainsi en prenant pour

paramétres : r = 0,05, 0 = 0,2, T'=4, K = 100, on obtient
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4.3 Pricing and hedging for jump diffusion processes

models

4.3.1 Asset driven by a Poisson process

The model is the following. Assume that
— N is a Poisson process with intensity A > 0,

— M; = N; — A\t is the compensated Poisson process, thus a martingale.

The dynamic of the risky asset S; is given by :

Sy = Spexp[at + Ny In(1 + o) — Aot]
— Soe(af)\o')t(l +O’)Nt.

Now if for
— A>0,

112
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—o>—-1,0#0,
— a € R,
the process S

S, = Spexp [at + Ny In(1 + o) — Aot] = Spel @ N (g + 1)
is the price of a asset, then S satisfies
dSt = OéStdt + US( )th = OéStdt + O'S( ) ( )\t)

This can be obtained using the Tt6 formula. S is called a geometric Poisson process. Now
assume that under a probability measure | ]P’ N is a Poisson process with intensity A > 0.
This probability is risk-neutral if under IP’ S satisfies

dS; = rSydt + oS(t7)d(N, — At),
where 7 is the riskless interest rate. Therefore
dS; = aSdt + oS(t7)d(N, — M) = rSydt + oS(t7)d(N;, — At),
which is possible if and only if

a—T

(4.13) O—oN=r—0oAE= A=\ —

g

Lemma 4.1 Assume that S is geometric Poisson process with intensity A and drift «,
and r is the riskless interest rate.
(3.8) and P by (3.9).

)

Under P :
dSt = T'Stdt + US( )th = TStdt + O'S( )d( )\t)

Hence the discounted price s a martingale and Pisa martingale risk measure.
There is no arbitrage.

Proof. The first case is an application of Theorem 3.1. For the second case assume that ¢ > 0. Then
a.s.
St Z Soert(a + 1)Nt Z Soert.

Therefore buy the stock and borrow the price at rate r is an arbitrage. If ¢ < 0, then r > o — Ao. Thus
St < Soert(()' + I)Nt < Soert.

Sell the stock and deposit the amount at rate r is an arbitrage. (I

In order to avoid arbitrage opportunity, we assume that

o —7T
A > .

g
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a—rT

We define A = \ — > (0 and

is a martingale and

VAe F, |P(A)=E(14%7)|

P is the risk-neutral measure and under P :
dS; = rSydt + 0S(t7)dM, <= d(e™™S,) = oe "t S(t7)d M,

with M, = N, — Mt is a martingale. Equivalently

St — Soe(r—jw)t(o_ + 1)Nt )

See Theorem 3.1 and what follows for the details.
Now we consider an European call at time 7" with strike K :

C(T) = (Sr— K)*.
We denote with C(¢) the risk-neutral price of the European call :
eC(t) = E[e"(Sr— K)'FA]
= B[ T (ST (0 4 1)V N K)HE,

Therefore C(t) = c(t, S(t)) where

+ N(T — t) o MT)

c(t,x) = Z <x6—5\U(T—t)(o. +1) — Ke—r(T—t)) :
J!

J=0

Proposition 4.1 The function c satisfies :
— ¢(T,z) = (x — K)T for everyx >0 ;
— for0<t<T andx >0 :

—rc(t,x) + g—j(t, x)+ (r— S\U)x%(t, x) + S\(C(t, (c+1)x) —c(t,z)) = 0.
If we define
_c(t, (o +1)S(t)) —c(t,S(t))
o) = S(0) ’
then
dC(t) = 0(t7)dS(t) + r(C(t) — o(t)S(t))dt
and

e "'O(t) = C(0) + /0 e [e(u, (0 +1)S(u™)) — c(u, S(u™))] dM (u).

This proves that the model is complete and the risk-neutral probability is unique ! Hence
this model is equivalent to the Black-Scholes model for pure jump process.
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4.3.2 Asset driven by a compound Poisson process and a Brow-
nian motion

Now we try to generalize the previous model. We define
— W Brownian motion,
— Ny, ..., Ny independent Poisson processes, with intensity A, > 0,
— —1 <y, <...<ypy nonzero numbers.

and
M M Ny M
Nt: ZNm(t)a QtzzymNm(t):Z}/;a A= ZAma
m=1 m=1 i=1 m=1
where Y7,Y5, ... are i.i.d. random variables with distribution
Am
P(Y; = ym) = p(ym) = B

@ is a compound Poisson process with expectation equal to S\ where § = E(Y;) =
M

1
X Z Am¥Ym. Therefore the process M; = Q); — S\t is a martingale.
m=1

The model for the stock price is now : S(0) > 0 and
dS(t) = aS(t)dt+ oS(t)dW, + S(t™)dM,
= (a— BN)S(t)dt + aS(t)dW, + S(t)dQ;.

Proposition 4.2 The solution of the previous equation is

N
1
S(t) = S(0)exp {aW(t) + (a — BA — 502) t} H(Yz +1).
=1
Proof. Multiply S; by exp[—(a — BA)t], apply 1to’s formula to X; = S; exp[—(a — SA)¢] :
dXt = O'X(t)th + X(t_)th

and use Proposition 2.5. O

We construct risk-neutral measures. We use Theorem 3.1. Let
—0eR,
— A1,..., Ay be positive constants.

N (£)
1 -
Zo(t) = exp (—OW(t) — 50%) , Z(t) = eOm—Amt (/\_)

The density of the measure change is :
M ~
Z(t) = Zo(t) [ [ Za(®), B(A) =E(14Z(T)).
m=1

Under P :
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— W(t) = W(t) + 0t is a Brownian motion,

— each N,, is a Poisson process with intensity A,

— W and My, ..., N, are independent of one another.
Now define

Under P :
— N, = an\le N,,(t) is a Poisson process with intensity A,
— the jump-size r.v. Y7, Y5, ... are i.i.d. r.v. with I@(YZ = Ym) = P(Ym),
— M(t) = Q(t) — Bt is a martingale where

B =FEY, =

> =

M ~
> At
m=1
Recall that

dS(t) = (o — BNSEH)dt + o S(t)dW; + St )dQ(t)
= rS(t)dt + o S(t)dW, + S(t7)d(Q(t) — BAt),

or
N¢

S(t) = S(0) exp {aW(t) + (r .- 30—2) t] T+ ).

=1

Hence P is a risk-neutral probability if the market price of risk equation is satisfied :

M
(4.14) a—BA=r+ad0— B\ <:>a—r:a(9+2()\m—5\m)ym.

m=1

This equation has many solutions and a choice has to be made. Merton in his seminal
article has choosen to let the coefficients \,,, unchanged and to only modify the Brownian
drift.
Assumption : we choose \q,. .., Ay and then 6 such that (4.14) holds.

Remember that the Black-Scholes price of a call with volatility o, interest rate r,
current stock price x, expiration data 7, strike K is :

k(T,2) = aN(dy(7,2)) — Ke "N (d_(1,x)),

with

and
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Theorem 4.1 For 0 <t < T the risk-neutral price of a call
C(t) =E[e"TD(S(T) — K)*|F)]

is given by C(t) = c(t, S(t)) where

J
R(T—t,l’@ HY—i—l)
=1

The price is a convexr combinaison of Black-Scholes prices. The function c satisfies
c(T,x) = (x — K)* and the partial integro-differential equation (PIDE in short)

2

(r—)\ﬁ) Oc (t l’)—i—ldl‘ﬁ(t )

—re(t,x) + 927

Oc
E(ta )

T\

Zﬁ(ym)C(TZ (Ym + 1)x) — (t, x)] = 0.

Corollary 4.1 The call price ¢ satisfies
oc

dle™"e(t, S(1)) = e oS (1) 5 (¢, S(0)dW,
+ Z e [e(t, (ym + 1)S(E7)) — c(t, S(t7))] d(Nm(t) — Ant)-

A natural question is : what about hedging ? Define a portfolio by : X (0) = ¢(0, S(0))
and

dX(t) =6(t7)dS(t) + r[X(t) — o(t)S(t)]dt

with the delta-hedging strategy :|0(t) = gc (t,S(t)) |

Proposition 4.3
1.

d e e(t,S(t) — e " X (t)]

= ) e d(Ny(t) = Ant)

2. for any 0 <t <T Ele"c(t, S(t))] = E[e X (t)].
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Continuous jump distribution. Let us finish with the case of continuous jump
distribution, that is, Y; have a density f with support in (—1,00). We denote g =

E(Y;) = / yf(y)dy, and we choose 6, A > 0 and a density f with support in supp (f)
-1
s.t.

(4.15) a—r =00+ BX\—BA|

with = E(Y;) = / yf(y)dy. Once again to solve (4.15), the Merton’s approach
1

consists to take f = f and to change only the drift on V.
In this case, Theorem 4.1 holds. But the PIDE becomes :

<~ Oc 1 d*c
(tv l’) + (T - )\B)i’%(t, l’) + 5021’2@@7 l’)

dc

—rc(t,x) + T

A [/OO ct, (y + Dz) f(y)dy — c(t, )| = 0.

-1

If X is a hedging portfolio with X (0) = ¢(0,.5(0)) and

dX (1) = 5(t7)dS(t) + r[X (t) — 6(£)S(t)|dt, with 5(t) = %(@ S(t)),

then
d [e*”c(t, S(t)) — GfrtX(t)]
I [c(t, S(t) — clt, S(t7)) — (S(t) - S(t‘))%(t S(t_))} Ny

= e [ et 5@) - oft 87D~ () 057D Fat.

-1

In that case, the market is always incomplete.
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4.4 Exercices

Modéle de Black-Scholes

Exercice 4.1 (Option binaire) On considére un marché financier ot les taux d’inté-
rét et les primes de risque sont constants. La dynamique du prix S d’une action est

dSt = St<7"dt + O'th), SO = X.

Une option d’achat binaire (ou digitale) est une option qui paye 1 si le sous-jacent est a
I’échéance T supérieur au prix d’exercice K, rien sinon.

1. Donner le prix de cette option, en utilisant les notations classiques dans la formule

de Black-Scholes.

2. Calculer le Delta de cette option. Décrire la stratégie de portefeuille qui réplique
I’option binaire.

3. Que se passe-t-il au voisinage de ’échéance ?

Exercice 4.2 (Option Call-Spread) Reprendre les questions de 'exercice précédent
si le pay-off est de la forme :

f(Sr) = min {a(Sr — K)*;C}.

a, K et C sont des constantes positives.

Exercice 4.3 On note C(S;, T — t, K) le prix a la date ¢ du call de prix d’exercice K
et d’échéance T'. On note de méme P(S;, T — t, K) le put. S; est le prix du sous-jacent
a la date ¢, qui suit une dynamique de type Black-Scholes.

On fixe T, €]0, T'[. On considere 'option (DF) a départ forward suivante : le détenteur
de cette option recoit a l'instant 7j un call d’échéance T et de strike Sy .

1. Quel est le payoff terminal en T" de cette option ?

2. Prouver que le prix en Tj de cette option peut s’écrire sous la forme S, C'(1,T —
To, 1).

3. Montrer que le prix pour 0 <t < T est C(S;, T — Tp, St).

On considére maintenant 'option (C'H) chooser suivante : le détenteur d’une telle option
choisit a la date Ty si I'option en question est un call ou un put d’exercice fixe K et
d’échéance prédéterminée 7.

1. Quel est le prix en T ?

2. Quel est le payoff terminal en 1" d’une telle option ?

3. Prouver que CHy, = O(Sq,, T — Ty, K) — (Ke " T=T0) — g )+,
4

. Trouver le prix C'H,; de cette option pour ¢t € [0,7,]. Donner un portefeuille de
couverture statique entre 0 et Tj.
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Exercice 4.4 (Contréle 2011-2012) On se place dans le modéle de Black-Scholes.

1. Exprimer le prix initial C' du Call d’échéance T et de prix d’exercice K a ’aide de

x
d
la fonction de répartition de la loi gaussience centrée réduite N = / e v’/ Q—y,
oo V2T

de dl = ln(SOET'T/K) ~|> U\Q/T et de do = dl — U\/T

oVT
. df—dg g T P / T —d?/2 TV -
2. Vérifier que e” 2 = 22— En déduire que C'(0) = Sp/5-e~ /2. Déterminer les

limites C(0) et C(400) de la fonction C' pour o tendant vers 0 et vers +oc.

3. Pourquoi le prix de marché C,, du Call est-il compris entre C'(0) et C(+00)?
Conclure a l'existence d’un unique niveau de volatilité o;,,, tel que C(ojmp) = C.
Ce niveau porte le nom de volatilité implicite de I'option.

Exercice 4.5 (Option asiatique, contréle 2011-2012) Soit S solution de ’équa-
tion différentielle stochastique suivante

dS; = Si(rdt + odBy), avec Sy > 0,

ol B est un mouvement brownien par rapport a la filtration (F;);>¢ sous une probabilité
P, les paramétres r (taux d’intérét) et o (volatilité) sont constants. On veut valoriser

I'option dont le payoff est
17 i
(— / Sydu — K )
T Jo

K étant le prix d’exercice de 'option, T sa maturité.
On désignera par A(T, K) le prix en 0 de cette option, et C'(T, K) le prix en 0 d'un
Call de flux terminal (Sr — K)T.

1. On appelle G(T, K) le prix en 0 de I'option de pay-off
1 [T
VUp = <exp (—/ In Sudu> — K)
T Jo

1
T

+

Montrer que

T
G(T,K) < A(T,K) < / e T C (u, K)du.
0

Indication : utiliser I'inégalité de Jensen.
2. (a) Montrer que fOT Bydt = fOT(T — 5)dB;.

(b) En déduire que % fOT In S,du est une variable aléatoire gaussienne dont on
calculera les deux premiers moments sous la probabilité P.

(c) Calculer G(T, K) a l'aide de la formule de Black et Scholes.
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3. On pose Y, =y + fot Sudu. On considére 'option de flux terminal (%YT — K)+.

(a) Montrer qu'un portefeuille autofinangant de la forme u(t, S;, Y;) (ot u est une
fonction réguliére) qui réplique ce flux terminal satisfait I'EDP

2

uy(t, ,y) + %:ﬁugx(t, z,y) +rau(t, v, y) + vu(t, 2, y) — ru(t,z,y) = 0,
y

U(T,ZL‘,’y) = (f - K)+

(b) Exprimer A(T, K) en fonction de u.
4. On cherche a réduire la dimension de cette EDP bidimensionnelle.

(a) On désigne par V; le portefeuille autofinancant qui réplique % fOT Sudu — K.
Montrer que

—r(T—t) t 1— —r(T—t)
v, =& / Sydu+ S— - Ke @
0

T rT
et que
—_ eiT(Tft)
dVy = rVidt + ———S,0dB;.
rT
(b) On pose Z, = V;S; et p, = 1_61# Montrer que

Az, = (py — Zt)a(dBt —odt); Zy= 2

et calculer zj.

(c) Soit Q° la probabilité de densité e"“Tg—z. Montrer que B = B, — ot est un
Q° mouvement brownien. En déduire que Z; est une Q° martingale.

(d) On désigne par Z; la solution de 'EDS précédente de condition initiale z.
Montrer que si E@° ((Z7)) = v(t, z) est une fonction « régulicre », elle est
solution de 'EDP

1
U;(t, Z) = §(pt - Z)20-2U;,z(t7 Z) ; U(O7 Z) - Z+'

(e) Exprimer A(T, K) a 'aide de la fonction v.

Exercice 4.6 On généralise le modeéle de Black-Scholes en introduisant un taux de
dividendes ¢ pour l'actif risqué dont le cours a 'instant ¢ est noté S;. Entre ¢ et t + dt,
le détenteur d’une unité d’actif risqué regcoit un montant de dividendes égal a ¢S;dt.
Ce montant vient se soustraire a la valeur de ’actif dont 1’évolution est donnée par

1. Comment doit-on modifier la définition de 'autofinancement pour prendre en
compte les dividendes versés par les actifs risqués détenus dans le portefeuille ?
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2. Montrer que si v est solution réguliere de I'EDP
2,2

o~x
(4.16) w(t,2)+—

avec v(T,x) = h(z) ,v € R, alors pour t < T,

Uy (£, 2) +(r—q)zv)y (8, ) —ro(t,z) =0,  (t,2) € [0, T[xRY,

d’U(t, St) = 5(t, St)dSt + T(U(t, St) — 5(t, St>St)dt + q&(t, St)Stdt

pour une fonction § que I'on précisera. Conclure que I'option européenne de payoff
h(St) en T est alors duplicable par un portefeuille autofinancé que I'on précisera.

3. Vérifier que
U(t, J}) =K <€—T(T—t)h (:EeUBTft"‘(T—q—%)(T—t)))

est bien solution de (4.16) (on pourra commencer par écrire I’équation aux dérivées

partielles satisfaite par u(t,y) = e "tv(t, 7T TtY),

Exercice 4.7 (Volatilité stochastique) Un modéle dit a volatilité stochastique est
un modeéle dans lequel la volatilité du prix d’un actif est elle méme un processus d’Ito.
Ainsi pour un marché avec un actif risqué S et pour —1 < p < 1:

dS;

? = tht + UtdBt

t

dO't = CLtdt + btth, d<B, W)t = pdt
dsy

S—§ = rdt.

On peut citer quelques exemples
— Heston : doy = 0(w — 0y)dt + &\ /o dW;.
— GARCH : doy = 0(w — 0y)dt + o dW,.
— Cadre markovien : a; = a(t, Sy, 0y) et by = b(t, S, 04).

1. Expliquer (intuitivement) pourquoi on ne peut pas éliminer le risque de volatilité
ou risque de vega.

0
On ajoute un actif liquide coté au prix C? = C°(¢, S;, 04) avec —— > 0.

do
2. Montrer que le portefeuille de couverture composé de d; actions et w, unités de C°
suit la dynamique suivante :

0
d‘/t = (‘/t (5,5815 - wtC’ )’f’dt + (515 + Wy 8805 )dSt
0
‘HﬂtaidO't + wt[,tC'Odt
do
e 0 21,0 o
ﬁt = 8t St2 EW + bt a B + Statbtp_as@()"
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3. On suppose que V; = C(t, Sy, 0¢). Quelle est 'EDP satisfaite par C'?7 Que valent
0 et wy ?

4. Montrer que ’évaluation risque-neutre donne :

oC oC
dOt = TCtdt + %(dst - TStdt) + P

g

(dO't — )\tdt)

en précisant ce qu’est \;. Montrer qu’en plus de la prime de risque, il y a une prime
de risque de volatilité et que sous la probabilité risque-neutre Q :

C(t,0,5) =k [e"’(T_t)h(ST)

O'tZO',St:S:| .

Modéles a sauts

Exercice 4.8 On reprend 1’énoncé de 'exercice 1.14. On suppose que A > 0 et 8 > 0.
On rappelle qu’alors X se décompose ainsi

N} N
Xp =t + oW+ Y=t + oW+ Y Vi= ) Z;,
i=1 j=1

avec

— W mouvement brownien,

— N3 = (N})i>0 et N* = (N});>0 deux processus de Poisson d’intensité respective

s et fla,

— les V; étant positifs ou nuls de densité f,

— les Z; une loi géométrique de parametre p.

On suppose que le prix S = (S;)o<t<r d'un actif risqué est de la forme S; =
Soexp(rt + X;). T désigne la maturité du contrat, r > 0 le taux sans risque.

1. Montrer que S est bien défini et admet des moments d’ordre 1 et 2.

Pour tout n > 0, i > 0, et toute densité g sur |0, +o00[ ayant un moment exponentiel
d’ordre 1, on pose
NE o
i fig(Vi)
O(t) = exp (=W, — n?t/2) et T 2212
( ) rusf(Vi)

2. Montrer que © est une martingale sous P.

3. Soit Q la probabilité équivalente & P de densité ©p. Quelle est la loi de S =
(S¢)o<t<T sous Q7

4. Montrer que sous Q, le prix actualisé est une martingale si et seulement si
1— . +oo
70—077+02/2+u4((6 g) —1>+u(/ exg(:c)d:c—l) = 0.
- 0
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5. Exprimer le prix & l'instant initial de l'option d’achat européenne de strike K,
de maturité T', comme une série double faisant intervenir les prix Black-Scholes
d’options d’achat européennes.

Exercice 4.9 On reprend l'exercice 2.10. Le prix de I'actif risqué est donné par 1’équa-
tion suivante :

dSt = St7 (bdt + O'th + (5th), So > 0.

1. Soit v > —1. Montrer que (L] = EWW)(t)E(yM)(t))o<t<r est une martingale
définissant une probabilité risque-neutre Q7 équivalente a P, si et seulement si

b—r+4 o+ Xoy = 0.
2. Montrer que sous Q7, on a pour tout ¢t € [0, 7]
exp(—rt)Sy = SoE (W) (t)E(OMT)(t).
On précisera la dynamique de (W, )o<i<r et (M, )o<i<r sous Q.
On définit alors le prix V7 de l'option d’achat (S — K)™ sous Q7 par

vt € [0,T], V' = e "TOEY((Sp — K)T|F) = e "TOEY((Sp — K)T|F).

On définit aussi H (¢, S;) comme le prix Black-Scholes de ce méme contrat a 'instant ¢
et LH la fonction

LH(t,x)=H(t,(1+0)x)) — H(t,x) — 5xaa—[;(t,x).

On supposera (sans le redémontrer) que H € CY2([0, T[xR), que s est bornée et que
x

7).

H est convexe par rapport a la seconde variable.
3. En appliquant la formule d’It6, montrer que

T
eV =e "H(t,S;) + (1 4+ ) \EY {/ e " LH(s,Ss)ds
t

4. Montrer que pour tout v €] — 1, +o0],
Vte[0,T], H(t,S,) <V(t) <S8,

5. Montrer que |LH (t,z)| < 2xC|d| avec |0H /0x(t,x)| < C.
6. En déduire que lim1 V(t) = H(t,St).
v
7. Prouver que pour tout 0 <a < 1lett >0, liI}_l E"((E(6M7)(t))*) = 0.
y—~400

Indication : procéder comme & la question 3. On rappelle que sous les hypothéses imposées a a

et 6, (1+9)*—ad—1<0.
8. Montrer que V' = So—e ""EY [G(S,E(6M7)(T))] avec G(y) = E7 [g(ye E(eW)(T))]

et glx) =2z — (x — K)T.
9. En déduire alors que lim E(e™(Sy — K)T) = Sy et que lim V7(t) = S,.

y—>+00 y—+400

10. A quoi correspond l'intervalle [H (¢, S;), S;] en terme de prix ?
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