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Chapitre 1

Intégration : rappels et compléments

Dans ce chapitre, K désigne indifféremment R ou C. Si f est une fonction a valeurs
dans C, on peut la décomposer en partie réelle et partie imaginaire :

f(@) = R(x) +13(x),

ou R et ¥ sont deux fonctions a valeurs dans R. Dans ce cas, le module de f, noté |f|
est une fonction a valeurs positives :

f(@)] = VR(2)? + S(2)>.

Ainsi tout ce qui est valable pour une fonction a valeurs réelles sera valable pour une
fonction a valeurs dans C.

1.1 Intégration sur un intervalle quelconque

Dans ce chapitre, I désigne un intervalle non vide de R (sans autre hypothése a
priori), et toutes les fonctions considérées seront supposées définies sur cet intervalle
I. On supposera aussi pour tout segment [a,b] inclus dans /, les fonctions sont
intégrables sur ce segment. Ceci est notamment vrai si les fonctions sont continues ou
continues par morceaux sur [a, ], ¢’est-a-dire dans C2,([a, b]; K). Ce sera toujours le cas
pour ce semestre. Autrement dit, si probléme d’intégrabilité il y a, ce sera uniquement
au bord de l'intervalle I.

Dans la suite, lorsqu’on dit qu'une fonction numeérique f est de classe C* par mor-
ceaux sur un intervalle I, on sous-entend 0 < k < oo.

Définition 1.1 Soit f une fonction, définie sur un segment [a,b], 4 valeurs complezes.
Pour que f soit C* par morceaux sur [a,b], il faut et il suffit qu’il existe une subdivision
c=(a=ay<a; <...<a,=") et des fonctions f;, 1 =0,...,n— 1, telles que f; soit
de classe C* sur [a;, a;11] et que f restreinte  ]a;, a;11| soit égale a f;.

On rappelle qu'une fonction f, définie sur un intervalle I, a valeurs complexes, est de
classe O par morceaux sur I si sa restriction a tout segment de I lest.



Rappel. Si f est continue sur [a, b[ (semi-ouvert, borné ou non), alors f est intégrable
sur [a,z] pour tout a < x < b. La fonction F : [a, b[— K définie par

Va < x <D, F(x):/mf(t)dt

est la primitive de f satisfaisant F'(a) = 0. En particulier F'(z) = f(z). Si K = C,
alors
b b b
/ f(x)dx:/ %(a:)dx—i—i/ S(x)dx.

1.1.1 Intégrale d’une fonction positive

Dans ce paragraphe, pour tout x € I, f(z) > 0.

Définition 1.2 Une fonction f positive sur un intervalle I est dite intégrable sur I,
s’il existe un M réel positif tel que pour tout segment J = |a,b] inclus dans I on ait

/Jf:/beM.

Pour toute fonction f intégrable sur l'intervalle I on appelle intégrale de f sur I le

nombre
/f:sup{/f, J segment etJCI}.
I J

Remarque 1.1 Comme f est a valeurs positives, son intégrale sur I est un nombre réel

positif I De plus si I est un segment, alors f est intégrable et /f = f.
1 [a,b]

5- | est intégrable sur R et

1
Exemple 1.1 Soit f : R — R, qui a x € R, associe T
x

fR f=m.
D’abord cette fonction f est continue sur R et & valeurs positives. Donc elle est intégrable

b
sur tout intervalle [a, b]. De plus, pour tout a < b, / f = Arctan(b) — Arctan(a) < 7 =

M. Donc f est intégrable sur R. De plus il est facile de voir que pour b tendant vers
+00 et a tendant vers —oo, fab f tend vers 7.

1
Exemple 1.2 Soit f : R, — R, qui a x € R, associe 52 f n’est pas intégrable
x

sur Ry.
En effet cette fonction f est continue sur R, et a valeurs positives. Mais pour tout b € R,

b
/ f=In(1+b), qui n’est pas borné. Donc f n’est pas intégrable sur R,.
0

Proposition 1.1 Si f (a valeurs positives) est intégrable sur lintervalle I, alors pour
tout intervalle I' inclus dans I, f est intégrable sur I’.
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Important : il est impératif de toujours préciser sur quel intervalle une fonction
est intégrable! Ainsi si I est réduit & un point, toute fonction f est intégrable sur I et

[1=o0

Proposition 1.2 Si f est continue par morceaux et a valeurs positives sur le segment
[a,b], alors [ est intégrable sur [a,b], sur [a,b], sur]a,b] et sur|a, b et les quatre intégrales
de f sur ces quatre intervalles sont égales.

Intégrale de Riemann

Ces cas sont a retenir par cceur.

1
Théoréme 1.1 La fonction t — o est intégrable sur [1,4o00| si et seulement si o > 1.

Preuve. La fonction ¢ — 1/t* est continue sur R%. De plus pour tout (a,b) > 0,

1
1 _
S = 1l -«
tOé

Inb—1na si a=1.

b (b'*—a'") si aeR\{1};

a

Comme lim b'"® vaut +ocosil—a >0,et 0si 1 —a <0, et comme lim Inb= 400,
b—+o0 b—+o00

on en déduit que U'intégrale existe sur [a, +o00[ si et seulement o > 1 et
1

+oo 1 b 1 11—« : .
/ —dt=lim [ —dt={ a—1% & o7b
a b—oo Jo 1 400 siaa<1.

1
Corollaire 1.1 La fonction t — o est intégrable sur]0,1] si et seulement si o < 1.
Plus généralement,

1 1
Corollaire 1.2 si —0o0 < a < b < 400, les fonctions t — T—ae et t — e sont

intégrales sur la,b| si et seulement si o < 1.

Remarque 1.2
1. La fonction t — t=* n’est jamais intégrable sur R, .
2. St <0, la fonction t — 1/t est prolongeable par continuité en 0, et ainsi prolon-

zo
gée, est intégrable sur [0, xo] et l'intégrale / t—adt est une intégrale « ordinaire ».
0
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Propriétés
Proposition 1.3 Si f et g sont a valeurs positives sur un intervalle I et intégrables sur

I, alors f + g est intégrable sur I et pour tout A de R, X\ f est intégrable sur I.

Théoréme 1.2 Une fonction continue, a valeurs positives et intégrable sur un inter-
valle I est nulle si et seulement si son intégrale sur I est nulle.

Proposition 1.4 Pour f fonction a valeurs positives sur un intervalle I et pour tout a
de I, [ est intégrable sur I si et seulement si f est intégrable sur I = I N|—o00,a| et

sur Iy = I N [a,+00] et en cas d’intégrabilité on a /f =1 f+ 1/ f
I

I Iy
Théoréme 1.3 Soit f une fonction positive sur un intervalle I = [a,b]. Pour que f soit
intégrable sur I, il faut et il suffit que la fonction x +— / f(t)dt soit majorée sur 1.
a
Caractérisation. Soit f une fonction a valeurs positives sur 'intervalle I = [a, b[, avec
a € Ret b € RU{+oo}. Alors f est intégrable sur [ si et seulement si l'application

x — / f(t) dt admet une limite finie & gauche en b et en cas d’intégrabilité on a

1=t [ sarie- s [ sy

Caractérisation. Soit f une fonction a valeurs positives sur Uintervalle I =]a, b], avec
a € RU{—oc0} et b € R. Alors f est intégrable sur [ si et seulement si 'application

x — / f(t) dt admet une limite finie & droite en a et en cas d’intégrabilité on a

/f— lim f = sup / ft)
I r—a z€a,b]

Ces caractérisations sont importantes : elles raménent I'intégrabilité d une fonction au
calcul de la limite d'une primitive de cette fonction. Par ailleurs c’est généralement le
seul moyen pour trouver la valeur de l'intégrale de f sur I : on se raméne a un calcul
de primitive, puis de limite.

De plus d’aprés la proposition [I.4] pour étudier I'intégrabilité d’une fonction, on peut
découper l'intervalle I en deux et utiliser ces caractérisations.

Utilisation des relations de comparaison

Proposition 1.5 Soit f et g a valeurs positives sur l’intervalle I telles que pour tout t
de I on ait f(t) < g(t). Si g est intégrable sur I alors f l'est aussi. Par contraposition,
si f n’est pas intégrable, g ne l’est pas.

Proposition 1.6 (Régle de Riemann) Soit f définie sur I = [a, +0o0].
1. Si pour un réel a, a > 1, 1tlier tf(t) =1 € Ry, alors f est intégrable sur I.
—+o0
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2. Si pour un réel a, a < 1, tliin t*f(t) = L €]0,+0o0], alors f n’est pas intégrable
—r+00

sur I.

t2
Exemple 1.3 Nature de / f(&)dt pour f(t) = ﬁ.
R

Ici f est rationnelle définie sur R, donc continue sur R. On coupe R en deux : R =

1
| — 00,0l U [0, +o0[. Par ailleurs, f(t) Mediirt Donc f est intégrable sur R,. De méme
—+400

1
ft) ~ —- Donc [ est intégrable sur R_. D’apres la proposition , f est intégrable

t——oo t
sur R.
o 2 +sint
Exemple 1.4 Nature de / f(t)dt pour f(t) = %
1

La fonction f est continue et positive sur [1,4o00[. De plus

vi>1, f(t) > >0,

S

et t — 1/t n’est pas intégrable, donc d’aprés la proposition , f n’est pas intégrable
sur [1, 4o00].

Dans le cas ou l'intervalle d’intégration I est semi-ouvert et borné, d’extrémités a et
b, —00 < a < b < 400, on a les régles suivantes.

Proposition 1.7 On suppose que f est définie sur I = [a,b].
— Si iirr;(b —0)%f(t) =1 avecl € Ry et a < 1, alors f est intégrable sur I.
—

— Si lin;(b —t)*f(t) = L €]0,4+00] et a > 1, alors f n'est pas intégrable sur I.
t—

On a un résultat analogue pour des fonctions définies sur un intervalle |a, b], avec
a € RU{—occ} et beR.

Exemple 1.5 Soit f : [0,1[— Ry définie par f(z) =
[0,1].

! f est intégrabl
————. f est intégrable sur
V1—2? I
En effet cette fonction f est continue sur [0, 1] et & valeurs positives. De plus,

Llﬁi_}nll\/l—xf(:c) = %

Iei @« =1/2 < 1, donc f est intégrable sur [0, 1].
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1.1.2 Fonctions a valeurs réelles ou complexes

Ici on ne suppose plus f positive. En revanche on a toujours que pour tout segment
la, b] inclus dans I, f est intégrable sur [a,b]. Si f est continue ou continue par morceaux
sur I, cette hypothése est vraie.

Définition 1.3 Une fonction f a valeurs dans K est dite intégrable sur un intervalle 1
si |f| est intégrable sur I.

Proposition 1.8 Si f et ¢ sont continues par morceauz sur I avec |f(t)| < ¢(t) pour
tout t de I et o intégrable sur I, alors [ est intégrable sur I.

Preuve. D’apreés la proposition , | f| est intégrable, d’ou le résultat. O

Théoréme 1.4 (Espace L'(I)) Pour tout I intervalle de R [’ensemble des fonctions
a valeurs dans K et intégrables sur I, muni des opérations usuelles d’addition et de
multiplication externe par un scalaire, est un espace vectoriel sur K. Il est noté L*(I,KK)
ou plus simplement L'(I).

On rappelle que si f est une fonction de I dans R, on définit les fonctions « partie
positive de f », notée fT et « partie négative de f », notée f~ par

Vo eI, f1(z) = max(f(x),0), f~(z) = —min(f(z),0).
Les fonctions f* et f~ sont a valeurs dans R, et on a

Vo el, f(x) = fT(x) = f(2), [f(@)]=f"(2)+ f (2).
La proposition suivante tient également lieu de définition.

Proposition 1.9 Une fonction f a valeurs réelles est intégrable sur I si et seulement
si les deux fonctions f* = max(f,0) et f~ = max(—f,0) sont intégrables sur I et l'on

/Ifz/lﬁ—/lf‘et/j|f|=/lf++/lf‘-

Si f est a valeurs complexes :

alors

Proposition 1.10 Une fonction [ a valeurs complexes est intégrable sur I si et seule-
ment si les deuzx fonctions R et S sont intégrables sur I et l'on a :

Ji=[r+ifs
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Maintenant de fagon générale, on a les propriétés suivantes.

Proposition 1.11 Pour toute fonction f intégrable sur un intervalle I on a

/If‘s/[m.

Proposition 1.12 Si f est intégrable sur I = |a,b|, alors /f = lim f(t)dt.
I

z—=b" Jgq

Proposition 1.13 Si f est continue par morceauz sur un segment [a,b], alors f est in-
tégrable sur les quatre intervalles [a,b], [a,b], Ja,b] et ]a,b] et les intégrales sur ces quatre
intervalles sont égales a lintégrale de cette fonction comme intégrale sur un segment
d’une fonction continue par morceaux.

Proposition 1.14 Si f est définie sur un intervalle I de R, alors pour tout a de R,
lintégrabilité de f sur I est équivalente a lintégrabilité de f sur les deux intervalles

I =1IN]—o0,a] et Iy = 1IN la,+o00[. En cas d’intégrabilité, on a /f = / f+1 f
I I P

De maniére plus générale, si I’ est un intervalle contenu dans I'intervalle I et si f est
intégrable sur I, alors f est intégrable sur I’ et / f= /]lp - f.
r I
Notation. 14 est 'application caractéristique de ’ensemble A prenant la valeur 1 en

tout point de A et 0 partout ailleurs :

1 six€eA,

ﬂA(x):{ 0 siz ¢ A

Définition 1.4 Sia € RU{—oo}, b € RU{+00}, avec a < b, et si f est intégrable sur
Uouvert ]a, b, on appelle intégrale de a a b de f le nombre jia b[f que [’on note f;f Si

a > b, alors on désigne par fab f le nombre — ;" f.

Relation de Chasles. Si f est intégrable sur [ et si (a,b,c) € I3, alors

/abf:/;ﬂ/:f.

Relations de comparaison. Tous les résultats du paragraphe sur 'utilisation
des relations de comparaison restent valables si les hypothéses sont appliquées a | f]| et
lg| (au lieu de f et g).

Changement de variable. Si f est intégrable sur I'intervalle I et si ¢ est une bijection
de classe C* de l'intervalle I’ sur I'intervalle I, alors fo - ¢’ est intégrable sur I’ et I'on

a .
/f= fop-|¢].
I I
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Si I’ est d’extrémités a et b, on obtient :

o(

b) b

flayde = [ flole) ') dr
v(a) a
Intégration par parties. On manipulera cette technique avec précaution! On prendra
soin de bien vérifier I'intégrabilité de toutes les fonctions mises en jeu, puis on commen-
cera par appliquer I'intégration par parties sur des segments, et enfin on concluera grace
a la proposition [I.12] et & la définition [1.9

1.1.3 Meéthodologie

On souhaite étudier la nature d’une intégrale de la forme / f ou I est un intervalle

I
de R et f une fonction continue par morceaux sur I. L’étude se fait comme suit.

1. D’abord on prend soin de justifier que f est bien continue par morceaux sur [ et
de repérer les points de I qui posent probléme. En particulier si I est un intervalle

borné, on pensera a identifier les points ott f pourrait ne pas étre définie.
sint
Par exemple si [ =R et f(t) = e f est continue sur R* . Il y a un probléme

éventuel en 0 et 4o0.

2. On découpe l'intervalle I en autant de sous-intervalles que nécessaire. Dans I’exemple
précédent, un découpage possible est I =0, 1] U [1, +o0].

3. Sur chaque sous-intervalle on étudie la fonction |f|. Il faut avoir a l'esprit les
critéres d’intégrabilité du cours.
Toujours avec I'exemple précédent. Sur [1,+oof, |f(t)] < 1/t : donc intégrable.
Sur ]0, 1], on utilise une équivalence en zéro : |f(t)| ~ 1/t, car sint ~ ¢. Donc non
intégrable.

4. On rassemble les résultats et on conclut. Dans 'exemple précédent, f n’est pas
intégrable sur R .

5. Eventuellement on fera un calcul exact de 'intégrale (ce sera précisé dans I’énoncé).

Remarque 1.3 I existe une théorie des intégrales dites impropres ou f peut étre inté-
grable sans que |f| le soit. Néanmoins ce cadre n’est pas approprié pour les probléemes
que nous aborderons plus tard.

1.2 Espaces de fonctions intégrables

La bonne notion de fonction intégrable pour les problémes que nous avons en vue en
donnée par la théorie de Lebesgue. Par faute de temps, et pour ne pas alourdir encore
plus le cours, nous ne discuterons pas les “détails” de cette théorie, et supposerons que
toutes les fonctions considérées sont mesurables (ce qui n’est pas trés loin d’étre vrail).

Le probléme est alors de savoir si I'intégrale |, ;| f| est finie, auquel cas on dit que
I'intégrale [ ; [ est définie, ou encore que [ est intégrable. Dans le cas contraire | ;[ na
pas de sens dans cette théorie. C’est le cadre adopté jusqu’ici.
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D’autre part, nous dirons qu'une fonction est nulle presque partout si elle est nulle
en dehors d’un ensemble “de mesure nulle” (par exemple un point, ou un ensemble
dénombrable de points, ce sont les ensembles que les intégrales ne peuvent voir car ils
sont trop petits pour avoir une vraie “masse”). Les égalités de fonctions a 0 seront donc
a comprendre “presque partout”.

1.2.1 Reésultats centraux

Théoréme 1.5 (Théoréme de convergence monotone) Soient (f,)neny une suite
de fonctions positives définies sur un ensemble I et telles que f, < fn,i1 pour tout

n. Posons f(z) = sup,en fn(2).
Alors

n—o0

lim Ifn(x)d:p:/lf(x)dx.

Preuve. Notons a, = / fn(z)dz. Par hypothése, les a, forment une suite croissante
I
qui va donc tendre vers +00 ou bien une limite finie.
Oronaa, < / f(z)dx et donc ce dernier est infini si la suite (a,) n’a pas de limite

finie, démontrant alinsi le théoréme dans ce cas. Dans le cas contraire, notons a la limite
des a,,.

Pour tout fonction en escalier ¢ majorée par f et tout a €0, 1] notons I, = {x €
I, fo(x) > ap(x)}. On a alors, comme f,11 > f, I,41 C I, et U,I, = I car, pour tout
x€lona f(x) > p(x) > ap(x) et done il existe n tel que f(z) > fn(x) > ap(x)

On a alors

/fn(f)dﬁ > [ falx)dw Z/ ap(x)dz.
I In In
et donc

a= lim a, > a/gp(x)dm.
I

n—oo

Le terme de gauche étant indépendant de o on trouve que

lim f,(z)dz > /gp(w)dw.
n—oo I
Or /f(x)dx est définit comme sup,,«; /cp(x)dx, on a donc a > /f(x)dx. O
I I I

Le résultat suivant est central dans la théorie de Lebesgue.

Théoréme 1.6 (Théoréme de convergence dominée) Soient (f,,) une suite de fonc-
tions définies sur un ensemble I et telles que

lim f,,(z) = f(x)

n—0o0
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et il existe un fonction g intégrable sur I telle que pour tout n, |f,| < g. Alors f est

intégrable et
lim fn )d:p:/f(w)dm
n—oo I

Preuve. Notons h, = inf;>, f; + g. On a alors, comme |f;| < g, que h, > 0 et que
hn Z hn—l—l'

On a alors h(x) = lim, 00 hy = g+1im, o inf;>, f; et on. On voit que |h(x)| < 2¢(z)
et donc est finie. On a clairement

/h(x)dx > lim [ h,(x)dz.

n—oo I

D’autre part, d’apres le théoréme de convergence monotone, on trouve que

/h(m)da: = lim h,(z)dr < lim inf/hn(x)dx.
I I

n— 00 n—o0 1>n

Par suite, en soustrayant [, g( ; 9(z)dr des deux cotés, on trouve que

/f(x)dx < liminf/f(n(x)da:
I n—oo I

Utilisant maintenant le fait que g — f,, > 0, on montre de la méme maniére que

—f(z)dr < lim inf/l—f(n(x)dm

n—oo
C’est-a-dire que

f(z)dz > lim sup/f(n(:v)dx

n—o0

On déduit alors de ces inégalités I'existence d’une limite (car lim sup = liminf). O

Voici maintenant quelques applications de ces résultats.

Théoréme 1.7 (Théoréme de continuité sous le signe intégrale) Soit f(z,y) une
fonction continue par rapport a y pour tout x € I. Supposons qu’il existe une fonction
g définie sur E (indépendante de y!) et intégrable sur E telle que

|z, y)] < g(x).
Alors y /f(:v,y)dx est continue.
I

Preuve. On utilise le critére séquentielle de continuité : soit (y,),eny une suite conver-
geant vers un point y. Alors, d’aprés le théoréme de convergence dominée, on a

lim fyn, dw—/fy,

n—oo

qui montre la continuité en y. U
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Théoréme 1.8 (Théoréme de dérivation sous le signe intégrale) Soit f(x,y) une
fonction dérivable par rapport a y pour tout x € I. Supposons qu’il existe une fonction
g définie sur E (indépendante de y!) et intégrable sur E telle que

f
oy =9

ﬁ/f(x,y)d:c:/Ig—;(%y)d%

Preuve. Etant donnée une suite (h,) tendant vers 0, I'inégalité des accroissements finis
montre que | f(y + hn, ) — f(y,z)| < g(z)|hnl.

Notant ¢,(z) = M on a |p,(x)] < g(z) et le théoréme de convergence
dominée permet de voir quen

(%/If(%y)dx :nli_{glo/l%(:t)d:c: /IJLI&gbn(x)dx: /I%(x,y)dx_

Alors

Théoréme 1.9 (Théoréme de Fubini) Soit f une fonction a valeurs réelles définie
sur un ensemble produit I x J. Supposons que fIXJ |f(z,y)|dxdy < co. Alors

[ ([ sy ae= [ ([ stwvae)

La démonstration en est assez compliquée et demande de revenir aux définitions
de l'intégrale de Lebesgue... Nous nous contenterons donc de l'illustrer sur un exemple
classique fort utile pour la suite.

Exemple 1.6 Le but est de calculer /e_Ide. Pour cela, on procede de la maniére
R

(/ 6x2da:) </ edey) Fug'm//e(ﬁ*y%dxdy
R R R JR

Passant en coordonnées polaires de sorte que x = pcosf et y = psiné on trouve

//e(xQerQ)da:dy:/ /27rpep2dpd9
R JR R+ Jo
Fubini 2m 2 1 2 >
= / 1d9/ pe " dp = 2m {—e_p } =T.
0 R+ 2 0

/ e dy = Nz
R

suivante

Ainsi on trouve que
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1.2.2 Espaces L? avec leur norme

Les espaces de fonctions suivants vont étre importants pour la suite.

Définition 1.5 (Espaces L*(I)) Pour p > 1 et I un intervalle de R, ’espace LP(I)
désigne ’ensemble des fonctions f: I — C telles que |f|P est intégrable sur I.

Ainsi f € LP(I) si
/ P = / @)z < +oo.
I I

Noter que toute fonction de I dans R est aussi a valeurs dans C. Comme seul le module
(ou la valeur absolue) de f compte, la notation LP(I) ne précise pas dans quel ensemble
arrivent les fonctions.

Définition 1.6 (Norme sur les espaces LP(I)) Pour p > 1 et I un intervalle de R

et f € LP(I), on pose
i1, =  f11)"

Remarquer aussi que la fonction nulle O(z) = 0 pour tout z, est dans tout espace
LP(I), quels que soient p et I. Donc ces espaces LP(I) ne sont pas vides! Et c’est une
fonction de norme nulle : ||Ol|, = 0. La réciproque est presque vraie. Si une fonction f
est telle que || f||, = 0, alors f est nulle presque partout. C’est-a-dire qu’elle vaut zéro
sauf sur un ensemble de mesure nulle (par exemple elle peut ne pas étre nulle en un
point).

Par ailleurs si f € LP(1), alors pour tout o € C, af est aussi dans LP(I) avec

C’est la norme LP de f.

/I laf(x)Pdx < |af? /I |f(z)|Pdx.

Et ainsi

leef [l = Te] < 1 f]lp-

1 1
Théoréme 1.10 (Inégalité de Holder) Soient p €]1,00] et q tel que — + — = 1.
p g

Alors, pour toutes f € LP(I) et g € LY(I), on a

[is@gtonar < ( / |f(t)!”dt); ( / Ig(t)lth); |

Preuve. L’hypothése implique que /|f(t)|pdt : /|g(t)|th < oo (le résultat reste vrai
I I

sans cela, mais perd un peu d’intérét...). D’autre part, si /|f(t)|pdt : /|g(t)|th =0,
I

I
cela signifie que f = 0 ou g = 0 “presque partout”, et donc qu’il en est de méme de
fg, ce qui impose que l'intégrale de droite est également nulle. On peut donc supposer
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que les quantité / |f(t)[Pdt et / |g(t)|?dt sont toutes les deux non nulles et finies puis,
I

I
divisant f et g par ces quantités, qu’elles sont en fait égales a 1.
De plus le logarithme étant une fonction concave, pour tous a,b € R™* on a

141 1 1
a%lég—a+<1——>b
p p
inégalité qui s’étend trivialement au cas ot a ou b sont nuls. On a alors pour tout ¢t €

et en posant a = |f(t)[P et b = |g(t)|1_%

F(B)g(t)] < %|f(t)\” + §|g<t>|q.

Prenant les intégrales sur I a gauche et a droite, on trouve finalement que

! P 1 g L1 _
[iswsia < [iropa ! [gopa=1 1o

On remarquera que si 1/p 4+ 1/¢ = 1 pour p > 1, alors ¢ > 1 aussi. L’inégalité de
Holder implique donc que si f € LP(I) et g € LY(I) avec 1/p+1/q = 1, alors fg € L'(I).
Donc si p = 2, alors ¢ = 2 et ainsi le produit de deux fonctions de carré intégrable est
intégrable.

Théoréme 1.11 (Inégalité de Minkowski) Soient f,g € LP(I). Alors f+g € LP(I)
et on a

1f+ gl < 1fllp + llgllp -

Preuve. Considérons la fonction h(z) = 2P sur R™, qui est convexe car p > 1 (sa
dérivée seconde x — p(p — 1)2P~2 est positive). En particulier, on voit que pour tout

a,b € R on a
1 1\? 1 1
—a+=b| < =af+ =V’
(2a+2) < 5@ +2

On en déduit que pour tout ¢t € I on a

1F() + 9P < (IF O+ 9@ < 27 (LFOF +1g(@®)F)
ce qui prouve que si ||f|l, < oo et ||g|l, < oo alors il en est de méme de ||f + ¢|/,- On a
alors

I+ gl = / () + g(Pdt = / () + gl () + gt
< / (O] + l9gODIF (1) + gt
- / FONFE + gt + / GOIIF®) + gO)Pdt

Hlder

< flICF+ 9Pz + gl (f +9)" ey
= (/1o + gl 1 + gllp™
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Passant le terme || f + g[>~" de Pautre coté de I'inégalité et prenant les racines p-iémes,

on obtient I'inégalité de Minkowski.

[l

L’inégalité de Minkowski implique que LP(I) est un espace vectoriel : si f et g sont
dans LP(I) et a € K, alors af + g est aussi dans LP(I). De plus || - ||, est une norme

(attention & prendre des égalités a 0 presque partout!) :
L fl,=0e f=0.
2. |lafll, = lal|| f]l, pour tout a € K (homogénéité).
3. 11 + glly < 11l + lgll, (inégalite triangulaire).

Ainsi si f et g sont dans LP(I), ||f — g]|, est la distance entre f et g.

18
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Chapitre 2

Séries et séries de fonctions : rappels

2.1 Séries numériques

Définition 2.1 On appelle série a valeurs dans K tout couple (u,U) de deux suites d’élé-
ments de K telles que pour toutn € N, S, = ug+uy + ...+ u,, soit le terme général de
la suite U, avec uy terme général de la suite u.

En somme une série, c’est une suite u = (u,),eny mais a partir de laquelle on s’inté-
resse & une nouvelle suite, de terme général S, = uy + ... + u,, appelé somme partielle
d'ordre n de la série des uy,.

Par abus de notation, on notera encore u = (uy, )en la série de terme général u,, et
par abus de langage, on parlera de la série des u,, sans autre précision, en sous-entendant
la série de terme général u,, donc le couple (u,U) qui précéde. A bien distinguer de la
suite des u,, !

Comme pour les fonctions, si u,, € C, on peut I’écrire

Uy, = Qy, + by,

avec (a,) et (b,) a valeurs réelles. De plus la somme partielle S,, s’écrit

S, = (Zan) +i <Z bn> — A, +iB,.
k=0 k=0
Donc étudier S,, est équivalent a étudier les deux suites A, et B,,.

Définition 2.2 Soit u une série de terme général u,. Elle est dite convergente, de
somme S si et seulement si la suite des sommes partielles S, converge, avec S =

lim S,,. La somme S est notée
n—-+0o0o

“+o00
S = E Uy,
n=0

Pour une suite a valeurs complexes .S,, converge si et seulement si A,, ET B,, convergent !
La série sera dite divergente si elle ne converge pas. En cas de convergence, I’élément
R, =S — S, est appelé reste d'ordre n de la série.
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Propriétés 2.1 On peut faire les opérations suivantes :
1. Addition : si u et v sont deux séries convergentes de terme geneml Uy, et vn, alors
+00
la série de terme général w, = u, + v, converge. Et Z Wy, = Z Uy, + Z Up,-
n=0 = =
2. Multiplication par un scalaire : si A € C*, la série de terme général A\u,, est

de méme nature que la série de terme général u,. Et E AUy = A E Uy, -
n=0 n=0

2.1.1 Un exemple : la série géométrique

On va considérer un exemple simple ot on pourra calculer effectivement les sommes
partielles.
Soit la série de terme général u,, = ", avec « fixé dans C. L’identité

1 _ an—H
l—a""'=(1+a+a®+...+a") (1 -a) <:>S = E a”
( ) ( l—a
1 -
On sait que si |o| < 1, alors lima™ = 0, donc lim S, : la série converge et on
neN neN —

n+1
connait sa somme, et aussi son reste d’ordre n R, = 1 )

-«

Par contre si |a| > 1, la série des o* diverge. A ce stade ce n’est pas tout a fait
évident, mais on va établir un résultat qui va nous permettre de conclure. Rappelons
que toute suite convergente est de Cauchy.

Théoréme 2.1 Si une série de terme général u,, est convergente, alors

lim u, = 0.
n—+o00

Preuve. Si la série est convergente, la suite des sommes partielles S, est de Cauchy,
donc
Ve >0, 3ng, Yp > ng, Vg > p,|S, — Sy <e,

ou encore
[Upt1 + Upro + ... +uy| <e.

A fortiori, pour tout £ > 0, il existe ngy tel que pour tout p > ng, |uy1] < €, ce qui
signifie que linlgI Uy, = 0. U
ne

Application pour la série géométrique des o” : si |a| > 1, pour tout n, |@"| > 1, donc
le terme général ne tend pas vers 0 : la série diverge.

Remarque 2.1 Il ne suffit pas que le terme général d’une série tende vers 0
pour qu’elle converge.
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1
Prenons par exemple la série de terme général u,, = T Il tend vers 0 et pourtant
n

la série diverge car, pour les sommes partielles, on a

1 1
Sop1 —Sp1=——+...+—>n—=—.
an—1 ! n+1+ +2n_n2n 2

Et si la série convergeait, en notant S sa somme, on devrait avoir

lim (Sgn_l — Sn—l) == S — S =0.

n—-+o0o

Ceci est absurde!

2.1.2 Autre exemple : lien avec une suite

Soit la suite de terme général x,,. On pose u,, = z,+1 — T,, pour tout entier naturel
n, d’oll

n
Sp = E U = Tny1 — To,
k=0
et la série des u,, converge si et seulement si la suite des x,, est convergente. En cas de

convergence, on aura S = lim Tn | — Xo-
n—-+o0o

Ces deux exemples (séries géométriques et séries dont le terme général est la différence
de deux termes consécutifs d’une suite) font partie des cas, ou l'on sait calculer les
sommes partielles, les restes et la somme. A ce titre ils sont & connaitre parfaitement.

2.1.3 Convergence absolue

Définition 2.3 Soit u une série de terme général u,. Elle est dite absolument conver-
gente si la série des |u,| est convergente.

Proposition 2.1 Pour qu’une série numérique de terme général u, converge absolu-

ment, il faut et il suffit que la suite (Z |uk]> soit majorée.
k=0 neN

Preuve. On applique le résultat du théoréme En effet, la suite réelle (Z ]uk]>
neN

k=0
est croissante. Si elle n’est pas majorée, elle tend vers 400 quand n tend vers +oo. Sinon
n
elle converge vers sup Z lug| |- O
neN =0

Théoréme 2.2 Pour les séries numériques, la convergence absolue implique la conver-
gence.
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Preuve. Soit la série absolument convergente de terme général u,,. Alors
Ve >0, dng € N, Vg > ng, Vp > q, |ug| + |ug| + ...+ Juy| <e
(critére de Cauchy dans R pour la série des |uy,|). Donc a fortiori
Ve >0, dng € N, Vg >ng, Vp > q, |ug+ugr1 + ... +uy| <e,

le critére de Cauchy appliqué cette fois a la série des u,, dans C permet de conclure. [J

La réciproque est fausse : une série peut étre convergente sans ’étre absolument,
(="
n+1’

T c’est le terme d’une série divergente. Donc la série des u,, n’est pas

comme le montre le cas de la série dite harmonique de terme général réel u, =

On a |u,| =
n

absolument convergente, mais elle est convergente (cf. théoréme 2.13).

Dans ce qui suit, on va pratiquement toujours chercher la convergence absolue, ceci
non par masochisme, mais parce que la structure d’ordre sur R va nous permettre,
pour les séries a terme positif, d’établir des critéres de comparaison dont on déduira des
critéres de convergence.

Un dernier résultat d’ordre général avant de passer aux séries a termes positifs :

Théoréme 2.3 On ne change pas la nature (convergence ou divergence) d’une série si
on en modifie un nombre fini de termes.

Preuve. Soit une série de terme général u,,. On se donne un nombre fini, p, d’indices :

ni,Na, ..., Ny, et on remplace u,, (pour k =1,...,p) par une valeur donnée a;. Notons
v la série de terme général v,, défini par v,, = a; si k € {1,2,...,p} et v, = u, sinon.
Pour tout n > sup {ny,ns,...,n,}, on a de maniére évidente

p
k=1

donc V,, — U, est constant par rapport an > sup {ny, na,...,n,}. On a donc convergence
de la série des wu, si et seulement si celle des v, converge (méme équivalence pour la
convergence absolue). O

2.1.4 Comparaison série-intégrale

Citons d’abord un résultat reliant intégrale généralisée et série, et reposant essentiel-
lement sur la proposition [2.1] :

Théoréme 2.4 Soit une fonction f de [0, +oo[ dans Ry continue par morceaux et dé-
croissante. La série de terme général f(n) converge si et seulement si f est intégrable
sur Ry.
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Preuve. D’abord f, montone, est intégrable sur tout segment de | . Donc
+o0o
I'intégrale impropre f(t)dt converge si et seulement si, avec F(x / f t)dt, on

a lim F(z) existe. Comme f est positive, F' est croissante, donc cette limite existe si
T—r+00

et seulement si F' est bornée (et [ = hr}rq F(z) = sup F(z)).
r—r+400 x>0
Pour tout ¢t € [n,n+ 1], on a f(n+1) < f(t) < f(n), d’ou en intégrant l'inégalité,
n+1
fn+1) < / f()dt < f(n) et ainsi

n+1 n
/ f@ﬁﬁfmkg/ .
n n—1

n
En sommant ces inégalités, et en notant U,, = Z f(k), il vient
k=0

/ Ft)dt < U, < £(0 /f

Mais alors si la série des f(n) converge, la suite croissante des sommes partielles U,
est majorée par une constante K, et comme pour tout x > 0, il existe n € N tel que
X<n+1 ona

x n+1
~ [swi< [ rwa<v,<x.
0 0

Donc F' étant majorée, l'intégrale impropre converge.
Réciproquement, si 'intégrale converge, F' est majorée, et comme U, < f(0)+ F(n),
la suite croissante des U,, est majorée donc convergente. U

Remarque 2.2 Le résultat reste valable si I’hypotheése devient f positive décroissante
sur [a, +oo] (a > 0), car en modifiant f sur[0,a] en posant f(x) = f(a) sur ce segment
on retrouve le théoreme[2.4) et on n’a pas modifié la nature de la série (théoreme ni
Uintégrabilité (ou non) de f.

1
Corollaire 2.1 Les séries dites de Riemann, de terme général u, = — pourn > 1 et
nCM

a réel, sont convergentes si et seulement si a > 1 (et donc divergentes pour o < 1).

Preuve. D’abord si o« < 0, la suite des u,, ne converge pas vers 0, donc la série diverge
b )

(théoréme . Puis si a > 0, la fonction t — o est strictement positive décroissante

oo dt
sur [1, +oo[. Donc la série des u,, est de méme nature que l'intégrale impropre / o
1
T dt , .
Pour a =1, 5= Inz n’a pas de limite en +o0.

1
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dt 1 1
Pour o # 1, — = — 1) n’a de limite en +00 que si a > 1. O
;v 1—a \zo!

L’étude d’une série ne se borne pas a en déterminer la nature. En cas de convergence,
on aime calculer la somme mais il est rare qu’on y parvienne, d’ott un probléme de
majoration (en norme) du reste pour savoir avec quelle incertitude on connait la somme
en calculant une somme partielle. D’ou I'intérét de toute évaluation du reste.

Remarque 2.3 En cas de convergence, on peut encadrer le reste :

+o0 +o0
Vn €N, f<R, < f
n+1 n
Preuve. On suppose donc qu’avec f positive décroissante de [a,+o00o[ dans R, la
+oo
série des f(n) converge, donc f(t)dt aussi. On veut évaluer le reste d’ordre n :

a

= Z f(p). Pour cela on utilise I'encadrement :

V5
/ F(t)dt < £ /f

valable si p — 1 > a (et ceci pour p > n + 1), donc finalement si n > a. Pour tout

g>n+1
/ ft)dt < Zf /an(t)dt

p=n+1
, . R C )
d’otl en passant a la limite si ¢ tend vers +oo :

—+00 “+o00

f(t)dt < R, Z f(p F(t)dt

n+1 p=n+1 n
Si on note S la somme de la série et S, la somme partielle d’ordre n, comme R, =
S — S, on a finalement
+o0 +oo

Sy, + f(t)dt < S <8, + f(t)dt

n+1 n

Alinsi en prenant pour valeur de S, non pas .S,,, mais la moyenne arithmétiques des deux
n+1

bornes, une incertitude de 5 f(t)dt. O

Remarque 2. 4 En cas de divergence de la série des f(n) et de Uintégrale, les quantités

positives S,, = Z f(k) et F(n / f(t)dt tendent vers +oo sin tend vers +oo. Mais

la suite S, F( ) est une suite décroissante et minorée par 0, donc elle admet une
limite quand n tend vers +oo.
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Preuve. On suppose ici f positive décroissante sur [0, +o0o[. Si ce n’était vrai que sur
la, +oo[ avec a > 0, on introduirait un entier pg > a, et on travaillerait sur les sommes

Z f(k) et l'intégrale / f(t)dt. Soit donc
Ppo

k=po

Su=>Y_f(k), F(n)= /Onf(t)dt, Tn =S, — F(n).

n+1
La suite (x,,)nen €st monotone, car x,.1 —x, = f(n+1) —/ f(t)dt <0, puisque

f décroit sur [n,n + 1]. De plus elle est minorée :

- (f(())—/olf(t)dt) F— (f(k:)— :Hf(t)dt) +
+ (f(n - /_1 f(t)dt) + f(n).

C’est une somme de termes positifs (toujours par décroissance de f). Donc finalement
c’est une suite décroissante et minorée par 0, donc convergente. U

Exemple 2.1 La suite de terme général
1 1
T,=1+-+...+4——1nn
2 n

admet une limite v = 0,571, appelée constante d'Euler.

2.1.5 Reégles de convergence pour les séries & terme général po-
sitif

Dans toute cette partie, nous nous intéressons uniquement au cas des séries de terme

général positif. Nous connaissons la nature des séries géométriques et des séries de Rie-

mann en 1/n® Aprés avoir établi des régles de comparaison, nous en déduirons des
régles de convergence.

Théoréme 2.5 Soient deux séries u et v de termes généraux wu, et v, positifs a partir
d’un certain rang, et vérifiant l'inégalité u, < v, a partir d’un certain rang. Alors si u
diverge, v diverge ; et si v converge, u converge.

La phrase a partir d’'un certain rang signifie : dng € N, Vn > ng...
Comme on conclut sur la nature des séries on fait la justification en supposant les u,,
et v, positifs pour tout n et I'hypothése u,, < v,, valable aussi pour tout n (utilisation du

théoréme |2.3)). Preuve. En sommant les inégalités on obtient U,, < V,, pour les sommes
partielles. Donc si v converge, la suite des V,, est majorée, celle des U, aussi, donc la
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série u converge (application de la proposition [2.1)). Par contraposition si u diverge, v
diverge. 0

Corollaire 2.2 Soient deux séries u et v de termes généraux u, et v, positifs a partir
d’un certain rang. S’il existe deux constantes a et b strictement positives telles que au, <
Up < buy, a partir d’un certain rang, les deux séries sont de méme nature.

Preuve. En utilisant les propriétés 2.1] la série des u,, et celle des au,, sont de méme
nature. Donc si v converge, d’aprés le théoréme précédent, celle des au,, converge, donc
celle des u,, aussi; si u converge, celle des bu,, converge, donc v converge. Ainsi les séries
sont simultanément convergentes, donc aussi divergentes. U

Corollaire 2.3 Soient deuz séries u et v de termes généraux w, et v, positifs a partir

. S, U . . A
d’un certain rang. Si lim — = X emiste avec X > 0, les deuz séries sont de méme
n—-+oo Un,

nature.

Preuve. L'existence de la limite des u,, /v, suppose les v,, non nuls, donc strictement
positifs a partir d’un certain rang nq.
Soit £ €]0, \[. I existe n; > ng tel que pour tout n > ny,

A—sg%§A+5@(A—s)vn§un§()\+5)vn-

D’aprés le corollaire précédent, les deux séries sont de méme nature. O

Remarque 2.5 Soient u,, et v, les termes générauz postifs de deuz séries u et v.

.. Up, . L. . .
1. Si lim — = 0 et si v converge, la série des u, converge; et si u diverge, v
n—-+o0o Un

diverge.

2. Si lixil — = 400, la convergence de u 1mplique celle de v ; et la divergence de v,
n—-+0o0 ’Un

celle de wu.

Preuve. En effet, dans le premier cas, pour € = 1, il existe ng tel que pour tout
n > ng, U, < cv,. Donc 0 < u, <wv, et le théoréme s’applique. Dans le second cas,
pour A = 1, il existe ny tel que pour tout n > nq, u,, > Av, = v, > 0. Et 1a encore le
théoréme [2.5| s’applique. 0

Appliquons ce qui précéde aux séries dites de Bertrand.
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Théoréme 2.6 (Série de Bertrand) La série de Bertrand, de terme général positif

Uy = est convergente pour o > 1, ou pour a = 1 et 8 > 1, divergente dans

n*(lnn)?

tous les autres cas.

Preuve. Supposons a > 1. Posons a = 1 + 2a avec a > 0. On « pique » a n'™22 le
terme n® pour « effacer » le (Inn)® : lim ———— = 0, quel que soit 5 € R. Donc

n—+oo n(Inn)h

_ L t négligeabl (A C 1 1, la série d

Uy = e ()P est négligeable par rapport & —-=. Comme +a > 1, la série des
—— converge, donc aussi celle des u,,.

nltae

En revanche si a < 1, on pose a = 1 — 2a, avec a > 0. Alors u,, =
n'=e (Inn)8

= 400, et ceci pour tout S € R. Donc u, est infiniment grand par rapport

li —_—
n—1>r—&{loo (ln n)ﬁ

a ——, terme général d’une série divergente. Donc la série des u,, diverge.
is

1 1
Enfin si o = 1, un:W.SiBSO, WZ 1 dés que n > 3. Donc u,, > 1/n :
1
la série diverge. Si 8 > 0, la fonction ¢ — (i t)? est positive décroissante pour t > e,
n
et pour  #1:
v 1 1
dt = —— (1 - ———
[ r0a= 525 (1 )
et pour f=1:

/m f(t)dt =In(Inx).

Donc l'intégrale converge si et seulement si § > 1. Donc la série des f(n) converge si
£ > 1, d’aprés le théoréme [2.4] O

uavec A > 0. Donc u,, < Av,, et on applique le corollaire [2.2] Venons en aux critéres
de convergence pour les séries a termes positifs.

Régle de Riemann :

Théoréme 2.7 Soit une série u de terme général positif u,. Supposons qu’il existe o

réel tel que lim n%u, = X\ avec A > 0. Si a > 1, la série converge, et si a« < 1, la série
n——+0oo

diverge.

Preuve. En effet, u,, est équivalent & A/n® et on utilise le corollaireet les résultats
sur les séries de Riemann. U
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Remarque 2.6 S’il existe a > 1 tel que lim n%u, = 0, la série converge ; et s’il existe
n—-+00

a <1 tel que lim n%u, = 400, la série diverge.
n——+00

On applique la remarque qui suit le corollaire [2.3]

Reégle de Cauchy :

Théoréme 2.8 (Critére de Cauchy) Soit une série u de terme général positif w,,.

Supposons que lim /u, = X\ ewiste. Si A < 1, la série converge; si X > 1, la série
n—-+o0o

diverge ; et si A = 1, on ne peut pas conclure, sauf si la limite est atteinte par valeurs
supérieures, auquel cas il y a divergence.

Preuve. Si A < 1, avec € €]0,1 — \[, il existe ng tel que pour tout n > ng, Yu, <
A+ ¢ < 1. Donc on applique le lemme précédent. Alors que si A > 1, en choisissant
e €]0,A — 1], il existe ny tel que pour tout n > ny, Yu, > A —¢e > 1. Le lemme
précédent s’applique encore et u, ne tend pas vers 0. Si /u, tend vers 1 par valeurs
supérieures alors les u, restent supérieurs a 1 pour n assez grand : il y a divergence.

1
Enfin soit u, = — (pour n > 1). On a
n
1 —%lnn
1”/un = —F = e n .
na

Ainsi {/u,, tend vers 1 pour tout a. Or la série diverge ou converge suivant la place de
« par rapport a 1. U

Remarque 2.7 En cas de convergence, si k €]0,1], et ng entier tel que ¥Yn > ny,
n+1

Yu, < k, on peut évaluer le reste d’ordre n >ng—1 : R, < -

En effet pour tout p > ng, on a u, < k”. Donc

kn+1-—-kq+1

q
<Kk 4 4 k=
Zup_ + + 1 — 7

p=n-+1

n+1

Si g tend vers 400, on a R, < ] . Une telle majoration permet de trouver n pour

avoir une incertitude connue.

Reégle de d’Alembert :

Théoréme 2.9 (Régle de d’Alembert) Soit une série de terme général u,, stricte-

ment positif a partir d’un certain rang, et telle que liril o\ SN < 1, la série
n—>+00 Uy,

converge; si X > 1, elle diverge. St A =1, on ne peut pas conclure, sauf si la limite est
atteinte par valeurs supérieures, auquel cas il y a divergence.
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Preuve. Si A < 1, avec ¢ > 0 tel que A +¢ =k < 1, et ny tel que pour tout n > ny,
Un+1

Unp

< \A+e=Fk <1, le lemme qui précéde permet de conclure.

Un+1

SiA>1 avece > 0 tel que A —e > 1, et ng tel que pour tout n > ny, >

A —e¢ >1,il y a divergence car u,, ne tend pas vers 0. "

Si A =1, la limite étant atteinte par valeurs supérieures, il existe ng tel que pour tout
n>mng, 1<

< 1+4e&. On conlcut a la divergence, encore par le lemme précédent.
Unp

Si A =1, 'exemple de u,, = 1/n%, qui donne Unt1

[0
n
= , montre que suivant
n n+1

les valeurs de «, il y aura convergence ou divergence. U

Attention aux points suivants

1. II ne suffit pas d’avoir 4
Up,

< 1 pour tout n assez grand pour conclure a la
convergence.

1 Upy1  n+1
n+1 wu, n+2
2. Toutes ces conditions sont des conditions suffisantes de convergence ou de diver-

Exemple : u,, = < 1, et pourtant la série diverge.

gence.
Exemple 2.2 Soient a et b deux réels strictement positifs. On pose us, = a"b" et
Ugpir = a0, Sia > 1 et ab <1 (exemple : a =3, b =1/4), alors la série de terme
u
général u,, converge, bien que pour une infinité d’indices mtlos .
un

Preuve. Si on forme le rapport w,1/u,, il prend deux formes suivant la parité de p :

U2p4-1 U2p4-2

B A Ay )}
Uzp U2p+1

Doncsia > 1et b > 1, la série diverge. Si a < 1 et b < 1, la série converge puisque pour

fntl < k = max(a,b) < 1.

tout n,

n
Maissia>1letb<1,ousia<1etb>1, onne peut conclure par cette méthode.
1 _1 ptl . _p .
Or (ugy)? = Vab et (ugys1)?+ = a?2+1b%+1 tend vers vab si p tend vers +o00. Donc

lim {/u, = Vab. Le critére de Cauchy permet de conclure : si ab < 1, convergence, si
n—-+0o

ab > 1, divergence, et si ab = 1, alors us, = 1 pour tout n, donc la série diverge car le
terme général ne tend pas vers 0. U

Remarque 2.8 Fuvaluation du reste d’ordren, en cas de convergence. Supposons trouvés

k €]0,1[ et ng tel que Yn > nq, Ynt1 < k. Alors pour n > ng, R, < 1—u”k Ou encore
Uy, -
kn—no-‘rl
R, < ——uy,,.
- 1-k
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U
ntl < k. On a donc

Supposons trouvés k €]0, 1] et ng tel que Yn > ny,

n

2
Un+1 S kum Un 42 S k Upy -+ 5 Untp S kpuna

donc
1— k1 ku,

< .
1—-k —1—-k&

q
Ry= tnip < un(k+ 5 + ...+ k) < kuy,
p=1
Si on veut, sans calculer les u,,, estimer le nombre de termes & calculer pour obtenir
une incertitude donnée, avec les mémes hypothéses on a

n—no+1 n—no+
Un+1 S k Ungy«+ -5 Untp S k punoa
n—no+1
ce qui conduit & R, < 1—un0.

Pour les régles de Cauc?ly ou de d’Alembert, il y a une difficulté quand la limite vaut
1. Or

Théoréme 2.10 Soit une suite de nombres strictement positifs a,. St

. Ap+1
lim =
n—-+oo an,

eziste dans [0, +00], alors lim {/a, = \ aussi.
n—+o00

Donc si on ne conclut pas grace a d’Alembert, inutile d’appeler Cauchy a la rescousse,
Ap+1 5
n’auront

et si on ne conclut pas avec Cauchy, d’Alembert ne pourra rien car les
Qn
pas de limite, ou auront 1 pour limite.

Preuve. Supposons d’abord que A €]0, +oc[. Soit € > 0 tel que A —e¢ > 0, et ng € N

tel que
(41

Vn>ng, A—e< < A+e.

an
Le produit terme a terme de ces inégalités entre nombres positifs, pour n variant de ng
a p > ng donne
a
(A =gyt < 2 < (A eyt
no

d’ou
g

Apy

(A= 5)p+1 ma

< apy1 < ()\ + 5)p+1

puis
1
Ay

(A—2) (W) & < (ape1)7T < (A +¢) (ﬁ) "

Le minorant tend vers A — €, tandis que le majorant tend vers A + . Donc il existe n;
tel que pour tout n > nq, on a

A—2€§(an)%§1+25.

30 A. Popier



Ceci prouve que lim a, = .
n—-+o0o
an+1
an
de la double inégalité étant toujours nuls, on arrive a 0 < a,, < 2¢ pour n assez grand.
a
Si A = 400, soit A > 0. Il existe ng tel que pour tout n > ng, A < "1 On ale
a
point de départ ot A remplace A —¢, et sans A+¢ en majorant. Le méme travail conduit

a

Si A =0, on part de 0 <

< e. On effectue le méme travail, les termes inférieurs

1
Qg \ p+1 1
A (A_QJ)p < (ap1) 7T,
valable pour tout p > ng. Le minorant tend vers A, donc devient supérieur & A — 1 pour
p assez grand, i.e.

VA, dnq, Vn > nq, A—1< Va,,
ce qui prouve bien que lim <a, = +o00. O

n—-+00

2.1.6 Reégles de convergence des séries a valeurs complexes

Pour une série u de terme général u,,, on peut appliquer toutes les régles de la section
qui précede, a la série de terme général positif |u,|. Si cette derniére converge, ceci
signifie que la série u converge absolument et donc converge.

On a méme légérement mieux.

Théoréme 2.11 (Régle de Cauchy) Soit une série u de terme général u,,. Supposons
que lirf Vg = X eziste. Si A < 1, la série converge absolument; si X > 1, la série
n——+0oo

diverge ; et si A = 1, on ne peut pas conclure, sauf si la limite est atteinte par valeurs
supérieures, auquel cas il y a divergence.

Le seul point a justifier, c’est la divergence quand A > 1 ou quand A = 1 par valeurs
supérieures. Or dans ce cas (voir la démonstration du théoréme [2.8)), |u,| ne tend pas
vers 0, donc u,, non plus, d’ou la divergence.

Théoréme 2.12 (Régle de d’Alembert) Soit une série de terme général u, non nul
N . ) . . ‘un+1
a partir d’un certain rang, et telle que lim

n——+00 ’un|
absolument ; si A > 1, elle diverge. Si A = 1, on ne peut pas conclure, sauf si la limite
est atteinte par valeurs supérieures, auquel cas il y a divergence.

=X St A < 1, la série converge

Passons maintenant au cas des séries semi-convergentes. Traitons d’abord le type
particulier des séries convergentes alternées.

Définition 2.4 Une série u réelle est dite alternée si son terme général peut s’écrire
u, = (—=1)"a,, avec les a, tous positifs (ou les a, tous négatifs).

Théoréme 2.13 (Reégle des séries alternées) Soit une série alternée dont le module
du terme général tend vers 0 en décroissant. Alors la série converge.
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Preuve. Le cas u, = (—1)"a,, avec des a, tous négatifs, se raméne au cas des a,
tous positifs en changeant u en —w ; aussi suppose-t-on que u a son terme général sous
la forme w, = (—1)"ay,, avec les a, >0, lim a, =0et Vn € N, a,11 < a,.

n—-4o00
On a
Sonya — Son = Usnq1 + Ugpi2 = Aopya — Aopg1 < 0,
et
Son+1 — Sop—1 = Uy + Unt1 = G2p — G2pg1 > 0.

La suite des S5, est décroissante, minorée car
Son = (ag —ar) + (az —ag) + ...+ (azn—2 — a2—1) + a2, >0

comme somme de termes positifs, elle converge donc : soit S" = lim Sy,.
n—-+o0o

La suite des Ss, 1 est croissante, majorée car

Sont1 = ag — (a1 — az) — (a3 — aq) — ... — (2p—1 — Q2) — A2n11 < Qg

puisque ag, 41 et les aggp_1 — agy, sont positifs. Elle converge donc : soit S” = lim Sy, ;.
n—-+o0o

Comme on a So, 11 — So, = Uopy1 qui tend vers 0, on a S’ = 5" =lim, ., S,. O

Quand une série alternée converge suivant son critére, on dispose d’un encadrement
facile du reste.

Théoréme 2.14 Soit une série alternée u qui converge suivant le critére des séries
alternées, et ng tel que pour n > ng le module du terme général décroisse. Pour n > ny,
le reste d’ordre n de la série est du signe du premier terme négligé, majoré en module
par la valeur absolue du premier terme négligé.

Il faut comprendre que le module du terme général peut commencer par ne pas
décroitre, d’ailleurs la série peut étre alternée uniquement a partir d’un certain rang.
On adapte en conséquence la justification du théoréme
Preuve. Supposons donc que u, s’écrive (—1)"a,, pour n > ng, avec les a, positifs
décroissants. On aura encore So,i19 — S92, = Ugpi1 + Uspio = Aopio — Aope1 < 0 si
2n + 1 > ng, d’ou la croissance de la suite des Sy,, et avec 2py > ng, on aura si
2n > 2pg -

Son = Sopg—1 + (A2py — A2pg+1) + - . + (Q2n—2 — Q2p—1) + a2y, > Sopy—1.

La suite des S5, est décroissante minorée, on aurait de méme la suite des S5, crois-
sante majorée, et avec S somme de la série on a donc pour tout n tel que 2n > ny,
I’encadrement

Sont1 <5 < Sop.

Mais alors, Ry, = S — S, est négatif, donc du signe de ug,11 = —ag,+1 €t

Son — S = |Ron| < Sop — Sopi1 = —Ugni1 = |Uant1]-
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L’encadrement Sy, 11 < .5 < 95,19 conduirait de méme a

0<S5 = Sowmt1 = Ropt1 < Songo — Sont1 = Gopyo.

Cette évaluation du reste est fondamentale dans les séries alternées.

2.1.7 Meéthodologie

Comme pour les intégrales, voici la feuille de route a adopter pour étudier la nature
d’une série de terme général u,,.

1. On commence par vérifier rapidement que la suite (u,,) est bien définie (au besoin
en supprimant les premiéres valeurs de n). Par exemple, u,, = In(Inn) n’est définie
que pour n > 2. Si la série est géométrique, on fait toute I’étude directement
(convergence ou divergence, reste d’ordre n, somme).

2. Ensuite on détermine le signe de u,. S’il n’est pas toujours positif (ou toujours
négatif), on commence par étudier la série de terme général v, = |u,|.

3. On applique a la série des v,, les régles de comparaison ou de convergence. Si on
peut conclure que cette série converge, alors la série des u, converge absolument.
De plus, si c’est possible on donne une estimation du reste d’ordre n de la série.

4. Sl y a divergence de la série des v,,, alors (et seulement aprés I'étude de la série
des v,,) on essaie d’utiliser la régle des séries alternées.

(=n"

Voici un exemple. Soit u,, =

n2n
1. Le terme général u,, est bien défini pour n > 1. Ce n’est pas une série géométrique.
1
2. C’est une série alternée. Soit v, = |u,| = —.
n2n

3. On applique la régle de d’Alembert a la série des v, (les v, sont tous positifs et
non nuls pour n > 1 donc la régle peut étre appliquée) :
U, . n 1
i

= 1 —_— = — < 1.
n——+o00 |un| n—1>I-iI-1C>o 2(n + 1) 2

Donc la série des u,, converge absolument. Par ailleurs il existe ng telle que pour

" 3
’T T’ SZ:k<1' Donc
Un,

tout n > ng,

+oo
3
R,| < < 3lup| = —.
Bl < 37 gl < 3| = —

p=n+1

2.2 Séries de fonctions

Soient I un sous-ensemble non vide de R (le plus souvent un intervalle) et K =
R ou C. On considére I'ensemble K! des applications de I dans K et on appelle suite de
fonctions de E dans K, toute application de N dans K.
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Le terme général f, de cette suite est donc une application de I dans K, qui est
connue lorsque 'on sait définir chaque f,,(z) pour z variant dans /.

Si K = C, on peut écrire f,(z) = a,(z) + ib,(x), et on se rameéne & deux suites de
fonctions a valeurs réelles.

Définition 2.5 (Convergence simple) Soit une suite de fonctions (fn)nen de I dans
K. On dit que la suite des f, converge simplement vers la fonction f de I dans K, si et
seulement si, pour chaque xo de I, on a lirf falo) = f(20).

n—-+0oo

Il convient de remarquer que la lettre f désigne un élément de K/, c’est-a-dire une
fonction de I dans K. Cette fonction est appelée limite simple de la suite (f,)nen-

Un principe : la convergence simple est facile & mettre en place, mais elle
ne conserve pas les propriétés des fonctions : continuité, dérivabilité, bornitude,
intégrabilité, etc.

Exemple 1 : Pour z € Ret n € N, f,(x) = ™. La suite réelle (2"),ey converge vers 0 si
|z] < 1, vers 1siz = 1, et diverge si x €] —o00, —1]U|1, +00[. La suite de fonctions ( f,)nen
converge donc simplement sur l'intervalle £ =| — 1, 1] vers la fonction f:] —1,1] - R
telle que f(z) = 0six # 1 et f(1) = 1. Donc on constate que les f,, sont continues,
mais que leur limite au sens de la convergence simple ne [’est pas.

1
Exemple 2 : Soit [ =]0,1], K = R. On définit f, par f,(t) =n+ 1 sur }0, ?} et
n
1

1
falt) = 7 sur [?, 1 Pour chaque x €]0, 1], il existe ny € N tel que
n

1
§t07
n0—|—1

donc pour tout n > ng, f,(x) = —. Donc lir% fn(z) = —. Il y a convergence simple de la
T ne T
suite des f, vers la fonction f définie sur |0, 1] par f(z) = 1/x. On peut remarquer que

chaque f, est bornée, mais que la limite au sens de la convergence simple ne [’est pas.

Exemple 3 : Soit I = [0, 1], K = R. On définit f, sur [0, 1] par

fo(t) = 4(n + 1)t sur -O, m] ,

fu(t) = —4(n +1)? <t—m> +2(n+1) sur 2(n1—|—1)7n—1|—1} :
F1

falt) =0 sur n+1’1] .

Comme u,(0) = 0 pour tout n, ligl u,(0) = 0. Pour zy > 0, il existe ng tel que
n—-+0oo

1 < to. Donc pour tout n > ng, f.(z) = 0. Donc lirg fn(z) = 0. La suite des f,
N ne
converge simplement vers la fonction f = 0. Cette fonction f, ainsi que chaque f,, sont

1 1 1 1
intégrables. Mais / fn = 1 ne tend pas vers / f =0. Donc lim / fn # / (lim w,).
0 0 0 0
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2(n+1) f--mmemmmes

Exemple 1 Exemple 2 Exemple 3

Ainsi la convergence simple est facile a exprimer mais elle ne préserve pas la conti-
nuité, ni le fait d’étre borné, ou intégrable. Il faut donc définir un autre mode de conver-
gence, ce sera la convergence uniforme.

Définition 2.6 (Convergence uniforme)
Une suite de fonctions (f,)nen converge uniformément vers une fonction f de I dans K
si et seulement si on a :

(2.1) Ve >0, AN(e) e N, Vn > N(e), Ve € I, |f(z) — fo(x)] <e.

Une remarque s’impose : si la suite (f,)nen converge uniformément vers f, on aura
en particulier pour chaque x € I :

Ve >0, IN(e) € N, Yn > N(e), |f(z) — fu(z)| <&
d’otu la convergence simple des f, vers f. De plus, la relation (2.1)) est équivalente a :

(2.2) nl_lgloo sup | f(x) — fu(z)| = 0.

zel

Proposition 2.2 Pour que la suite de fonctions (f,)nen converge uniformément dans
une partie X de I (X non vide), il faut et il suffit que

1. la suite (f,)nen converge simplement vers f dans X,

2. il existe une suite (u,)nen de réels convergeant vers 0 et un N € N tels que pour
tout n > N, et tout x € X, |fn(z) — f(2)| < ap,.

Remarque 2.9 La recherche d’une éventuelle convergence uniforme se fait souvent en

deuz temps. L’étude de lirf fu(t) = f(t), au sens de la convergence simple, permet de
n—-—+00

déterminer la fonction [ vers laquelle il peut y avoir convergence uniforme. Puis [’étude
des variations de f — f, permer de déterminer ||f — fullco, 0w un majorant, pour mettre
en évidence une éventuelle convergence vers 0 de cette norme.

La série de fonctions de terme général f, est définie par la donnée de la suite de
fonctions (f,,)nen, o f, est une fonction de I dans K, & laquelle est associée la suite des

sommes partielles (Sy)nen @ Sn(t) = Z fr(2).
k=0
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Définition 2.7 On dit que la série des (f,)nen converge simplement (resp. uniformé-
ment) vers une fonction somme S si et seulement si la suite des sommes partielles
(Sp)nen converge simplement (resp. uniformément) vers S.

Notons que la convergence uniforme de la série de fonctions revient a avoir une
fonction reste d’ordre n de la série R, = S — S,, bornée pour tout n assez grand et la

suite réelle (sup |R,(z)|)nen converge vers zéro.
zeE
L’étude des séries montre que 1’on peut parler de convergence absolue pour une série

de vecteurs de K.

Définition 2.8 Soit une série de fonctions de I dans K, de terme général f,. On dira
qu’il y a convergence absolue simple (resp. absolue uniforme) si la série de fonctions de
I dans R définies par t — | f,(t)| converge simplement (resp. uniformément).

On montre que la convergence absolue simple (resp. uniforme) entraine la conver-
gence simple (resp. uniforme) de la série de fonctions. Nous allons introduire un nouveau
type de convergence : la convergence normale.

Définition 2.9 (Convergence normale) Soit un ensemble I non vide. On dit qu’une
série de fonctions (fn)nen de I dans K converge normalement si et seulement s’il existe
une série de terme général réel positif o, convergente, et telle que pour tout n € N, tout
tel, |fn(t) < an.

Proposition 2.3

Convergence normale = convergence absolue uniforme

= convergence uniforme = convergence simple.

Remarque 2.10 On peut avoir :
— convergence absolue simple, sans convergence absolue uniforme ;
— convergence uniforme sans convergence absolue ;
— convergence absolue uniforme mais pas convergence normale.

Exemple : f,(z) = 2", n € N, z € C. La série géométrique de raison z est divergente
si|z| > 1 (alors lirf |2""| > 1), et absolument convergente si |z| < 1 (régle de Cauchy).
n—-—+0o0

La série de fonctions f,, est donc absolument simplement convergente dans le disque
unité ouvert Dy = {z € C, |z| < 1}.

“ 1 — 2t
: _ k _ : n+1 __
Siz € Dy et n €N, alors 5,(z) = kz_;z = g5 et ngrfooz = 0. Donc
1
S(z) = T
— 2z
La convergence de la série n’est pas uniforme dans D; : pour n € N et z € Dy,
Zn-i—l |Z|n+1
R, =|5(2) — S, = =R, :
[Ba(2)] = 15(2) = Su(2) = |7 | = 1 P (I2])

Or |li‘m1 R,(|z]) = +00, donc il n’y a pas convergence (absolue) uniforme.
z|—
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La convergence de la série est normale dans D, = {z € C, |z| <7}, pour tout r €
10, 1[. En effet, pour tout z € D,, |f.(2)] < r™.
Cet exemple montre qu’on peut avoir convergence absolue non uniforme.
De méme, on peut avoir convergence uniforme sans convergence absolue. Par exemple,

_1 n
pour I quelconque et K = R, on définit les fonctions constantes f,, par f,(t) = ( +)1 i
n

y a convergence, uniforme en ¢ puisque f, est indépendante de t, mais pas convergence
absolue.

Enfin on peut avoir convergence absolue uniforme mais pas convergence normale. L’idée,
avec I = [0,1] et K = R est de partir d’'une fonction S & valeurs positives, avec une
suite de maxima, et de fractionner son support. Pour cela, on va définir f,, affine par

1
morceaux, pour n > 2, valant — en — et nulle sur
n n

{O%(%%il)]u[% (%%il)’l]'

On posera fo = f; = 0. Alors la norme infinie de f,, existe et || f,||lc = sup |fn(t)] = —
t€[0,1] n

pour n > 2.

n+l|n n—1

Ap+1  Ap ay

Si on définit S sur [0, 1] par S(0) = 0 et par sa restriction a

11+1 11_{_1
2\n n+1/)'2\n n-1

égale & la restriction de f,, & ce méme segment. En notant Sy la somme partielle des f,,,

1/1 1
on a S — Sy est la fonction nulle sur {5 (N+N—4—1> ,1} (N > 2), et égale a S sur
1/1 1 1
0,=(=4+——1|.D S — N ee < ——.
{’2(N+N+1>] onc | wlee = 75

Il y a donc convergence uniforme, absolue (car les fonctions sont a valeurs positives),
mais pas normale vue la valeur de || f, |-
On peut enfin remarquer que

Théoréme 2.15 soit une série de fonctions de terme général f,,. La convergence nor-
male équivaut o l'existence de chaque || fu|leo = sup | fn(t)], et a la convergence de la série
tel

numérique des || fnlloo-
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Méthodologie En pratique, on commence par fixer x dans I et par montrer que la
série de fonctions converge simplement. Il vaut mieux d’abord utiliser les critéres de
convergence absolue, c¢’est-a-dire prendre pour terme général |f,(x)|. Remarquons que
s’il n’y a pas convergence absolue simple, il ne peut pas y avoir convergence normale, ni
convergence absolue uniforme.

1. S’il y a convergence absolue simple,

(a) on essaie de prouver ensuite qu’il y a convergence normale, en calculant, ou,
a défaut en majorant, || f,|/, par I'étude des variations de f, sur I.

(b) S’il n’y a pas convergence normale, il faut prouver qu’il y a convergence
absolue uniforme. Dans ce cas I'exercice sera guidé.

2. Sl n’y a que convergence simple sans convergence absolue, il faut prouver qu’il y
a convergence uniforme ; dans ce cas aussi l'exercice sera guidé.

Enfin une technique pour montrer qu’il n’y a pas convergence uniforme, consiste a contre-
dire la conclusion des résultats du paragraphe suivant.

2.2.1 Propriétés de la convergence normale pour les séries de
fonctions
Les résultats qui suivent vont étre énoncés avec 'hypothése de convergence normale,

car c’est le critére le plus simple & utiliser. Mais on peut remplacer partout « normale-
ment convergente » par « uniformément convergente ».

Théoréme 2.16 On suppose que I est un intervalle de R d’extrémités o et [, avec
—0 < a < f <400, et que, pour tout n € N, f, est une fonction définie sur I. De plus
la série des (fn)nen converge normalement vers S dans I. Sia € I U{«, 5}, et si pour
chaque n € N, glclglz folz) = by, ot b, € K, alors la série de terme général b,, converge et

sa somme est la limite de S en a :
> ( lim fn<x>> = lim ( an@c)) :
n=0 # # n=0

Corollaire 2.4 S’il existe un a, a € I en lequel pour tout n € N, f,, est continue, alors
la somme S de la série de terme général f,, est continue en a.

Théoréme 2.17 Si f,, est le terme général d’une série de fonctions continues sur un
intervalle réel I et si la série converge normalement, alors la somme S est continue.

Grace a la linéarité de l'intégrale, on a

Théoréme 2.18 Soit une série de fonctions f, continues sur [a,b] segment de R, qui
converge normalement sur [a,b]. La fonction somme S est continue et on a

/ab (ij fn(t)> dt — ij/b ()t
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Et on peut étendre ce résultat au cas d’intégrales impropres sur un intervalle borné :

Théoréme 2.19 Soient des fonctions f, de [a, b intervalle borné de R dans R, telles
que f, soit continue et intégrable sur [a,b]. Si la série des f, converge normalement sur
la,b], sa fonction somme est intégrable sur [a,b[ et :

b [+oo +oo b
k/" § fﬁ = E J/ fﬁ-
a n=0 n=0"?%
Enfin on ne peut pas dériver la fonction somme d’une série, méme normalement

convergente! Mais on pourra quand méme dériver terme & terme une série grace au
théoréme suivant :

Théoréme 2.20 Soit (f,)nen une série de fonctions de [a,b] dans R de classe C*. Si
la série des f! converge normalement, et si la série des f,(x) converge pour une valeur
xo de la variable, alors la série des f, converge normalement, sa fonction somme est de

classe C' et
+o0 ! +o0
(Z fn(w)> A
n=0 n=0

2.2.2 Applications de la convergence monotone et dominée

Nous allons appliquer les théorémes [1.5] et aux cas des séries de fonctions.

Théoréme 2.21 (Convergence monotone) Soit (f, : [ — R),en une suite d’appli-
cations. St

1. pour tout n € N, f,, est positive et intégrable sur I ;
+00
2. la série des f, converge simplement sur I vers f = Z fn;

n=0

alors f est intégrable sur I si et seulement si la série des (/ fn> converge. De plus
I

neN
Jo=fme-

Preuve. En effet comme f,, > 0, la suite des sommes partielles S, = >_7'_, fi est une
suite croissante et on applique le théoréme a la suite S,,. U

dans ces conditions :

Théoréme 2.22 (Convergence dominée) Soit (f, : I — K),en une suite d’applica-
tions. St

1. pour tout n € N, f,, est intégrable sur I ;

A. Popier 39



+oo
2. la série des f, converge simplement sur I vers f = an ;

n=0
3. la série des /|fn| converge ;
I

alors f est intégrable sur I, et :

Jin=] ff S:z;/z'f”“
[r-[Sn-% 5

Preuve. Posons g(z) = Y720 |f.(x)|. On peut utiliser le théoréme précédent pour
obtenir que g € L*(I). De plus pour tout x € I et tout entier n :

[Su(@)] = D ful@)| <D Ifulw)] < g(2).
k=0 k=0
On peut alors appliquer le théoréme [1.06] O

L’avantage de ce résultat est de pouvoir intervertir intégrale et somme juste avec
convergence simple et étude de la série numérique des u,, = / | fn|, sans se préoccuper
I

de convergence normale (ou uniforme).
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Chapitre 3

Séries de Fourier

3.1 Espaces de fonctions

Dans la suite on notera K le corps R ou C et :
— (9 (R, K) le K-espace vectoriel des fonctions continues, 2r-périodiques de R dans
K.
— C% (R, K) le K-espace vectoriel des fonctions continues de classe C*, 27r-périodiques
de R dans K.
— Cpar(R,K) le K-espace vectoriel des fonctions continues par morceaux, 2m-
périodiques de R dans K.
— CT’;QW(R, K) le K-espace vectoriel des fonctions continues de classe C* par mor-
ceaux, 2m-périodiques de R dans K.
On renvoie a la définition pour la notion de continuité par morceaux.
Si 1 < p < +o0, on note par L5 Despace vectoriel des fonctions f : R — C,
27m-périodiques et Lebesgue-mesurables, telles que || f]|, < +oo avec

1 [2r 1/p
1= (55 [ 1wPa) i<y <o

et
[flloe = sup{[f ()], ¢ € R}.

On a pour 1 < p < g < 00, les inclusions suivantes
Cm,27T(R7 C) C ng - Lgﬂ

Proposition 3.1 Soit f : R — C une fonction périodique dont T > 0 est une période.
Pour que f soit C* par morceaur sur R, il faut et il suffit qu’existe un segment J =
la,a + T de longueur T tel que f|; le soit.

Rappelons aussi que si f est une fonction T périodique, continue par morceaux sur R,
a valeurs complexes, alors si J est un segment de longueur 7', on a :

/Jf(x)dx:/on(x)dx.
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Proposition 3.2 Soit T > 0 un réel et g une fonction de classe C* par morceaux sur
un segment [a,a + T| de longueur T, a valeurs complezes. Soit X € C. La fonction f
définie sur R par :

f(z) = g(x —kT) sia+kT <z <a+ (k+1)T,
e A stx €a+TZ,

est T-périodique, de classe C* par morceaux. De plus, sur tout segment J de longueur

T, ona: »
/Jf(x)dx:/aa g(x)da.

On peut donc définir une fonction C* par morceaux sur R, T-périodique, par
la donnée de sa restriction a4 un segment de longueur 7.

Enfin si f est une fonction T-périodique, alors la fonction g définie par g(z) =
f(Tx/(27)) est 2m-périodique :

gz +2m) = f (%(aj—i—%r)) _y (%m—I—T) _ (%x) — g(a).

Inversement si g est 2m-périodique, alors f(x) = g(2nx/T) est T-périodique. Donc &
une transformation prés, on peut toujours se ramener au cas des fonctions
2m-périodiques.

3.2 Séries trigonométriques

3.2.1 Rappels sur les sinus et cosinus

Pour tout w € R non nul et tout entier n € Z, les fonctions ¢ — sin nwt et t — cos nwt
sont définies sur tout R, continues et méme C*°. De plus, elles sont 2U’T—périodiques et,
pour n # 0 fixé, sin(nwt) et cos(nwt) sont 2X-périodiques.

Ces fonctions sont les objets centraux de la théorie des séries de Fourier. On rappelle
que, si n # 0,

27 27
W w

w 1
/ sin nwtdt = [—— cos nwt} =0
0 nw 0
27

w

27
w 1
/ cos nwtdt = [— sin nwt} =0
0 nw 0

On utilise souvent les formules complexes ¢ = cosz + isinz qui permettent de
simplifier les calculs. Les résultats ci-dessus se reformule alors sous la forme

R 1, o=
e"tdt = —[e"™]y =0
0 inw

sin # 0 etsin=0 alors
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Soient m,n € N, on a

2m 2m
w

/w cos(nwt) cos(mwt)dt +i/ sin(nwt) cos(mwt)dt =
0 0

V)

™ 27

“ w eimwt efimwt
/ "™ cos(mwt)dt = / pinwt e e gt —
0 0 2
2r . |
1 / w ei(n+m)unfdt 4 1 / w ei(nfm)wtdt _ 0 Sl' n % m
2Jo 2 Jo T sinon
En résumé, on trouve que pour tous n,m € Z on a, en regardant la partie réelle
2r 0 sin
’ S1 N m
/ cos(nwt) cos(mwt)dt = {W .
0 T sinon

et en regardant la partie imaginaire

27

/w sin(nwt) cos(mwt)dt = 0
0

2m
Exercice 3.1 Calculer, pour tous n,m € N, les quantités [~ sin(nwt) sin(mwt)dt.

Nous nous limiterons dans la suite & w = 1, mais toute la théorie peut étre faite
dans le cas général en prenant bien garde au facteur % qui doit apparaitre dans certains
calculs. On peut toutefois s’y ramener par le changement de variable z — .

3.2.2 Sommes trigonométriques et séries

Donnons nous deux suites (a,)nen €t (bn)nen. Nous souhaitons étudier les séries de
fonctions sur R de la forme ZZ’;O ay cos kt + by sin kt. Les sommes partielles de cette

séries
n

Sp(t) = g ay, cos kt + by, sin kt
k=0
sont C* sur R et 2m-périodiques.
Ecrivant ¢y = %, ¢, = % et c_, = % de sorte que a, = ¢, + c_, et
b, = ¢, — c_, on peut écrire ces sommes partielles sous la forme

Sn(t) = Z cre™,

k=—n

Théoréme 3.1

1. Si E lag| + |bk| converge, alors la série trigonométrique converge normalement
k=1
sur R, et la somme f de la série est une fonction continue de période 2.
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oo

2. Si g k(|lak| + |[bk|) converge alors f est continument dérivable et la série dérivée
k=1
terme a terme converge normalement sur R vers f’.

oo
3. Si Z E“(|ax| + |bx|) converge alors f est € fois continument dérivable et la série
k=1
dérivée L-iéme terme & terme converge normalement sur R vers f©.

En particulier, si la série converge uniformément (par exemple si elle converge nor-
malement) alors on a

27 27 e
f(t) cos(nt)dt = / (Z Ay, COS L + by, SID mt) cos(nt)dt =
0 0

m=0

& 27 ot
au. Z (am / cos mt cos(nt)dt + by, / sin mt cos(nt)dt> = a,T
0 0

et de méme on voit que
2
/ f(t)sin(nt)dt = b, 7.
0

On peut également montrer que pour tout n € Z on a

_ 1 /27T f(t) —intdt
Cp = o ; e .

3.3 Coefficients de Fourier

3.3.1 Coefficients de Fourier des fonctions périodiques

Définition 3.1 (Coefficients de Fourier des fonctions 27-périodiques) Soit f une
fonction dans L_; si k € Z, on pose :

F) =eh) =5 [ s ar),

qui s’appelle coefficient de Fourier exponentiel d'indice k& de f.

Définition 3.2 Sous les hypothéses précédentes, on définit aussi pour n € N

an(f) = % /_ " F(t) cos(nt)dt,  bu(f) = % /_ "R sin(nt)de ||

qui s’appellent coefficients de Fourier trigonométriques d'indice n de f.
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Il vient alors, pour k € Net n € N :

w(f) =" =0
(f) = 2 lan(F) — bl eol() = = a(f) + ibs()].

2 2
an(f) = cn(f) +con(f), bu(f) = ilcalf) — conlf)]

Définition 3.3 (Coefficients des fonctions T-périodiques) Soit une fonction f a
valeurs complexes, T-périodique, dans LY. La fonction g définie par :

Tx
}_) JRE—
1 (5)
est alors 2m-périodique et dans L} . Les coefficients de Fourier de f sont, par définition,

ceux de g.

SikeZetneN, il vient :

(=15 / gty = / " pweta
C = — [ = — xT)e T
k o 7ﬂ-g T T2 ’
et de maniére analogue :
2 [1/2 (27mx) 2 [1/2 2N
a,(f) == x) cos der, b,(f) == x sin( )dx.
=7 [, foes (77 =g [, S (G
Ou encore
o [T/2 o [T/2
an(f) == (x) cos (nwx)dx, b,(f) == (z) sin (nwzx) dz.
T —T/2 T -T/2

Dans la suite, on travaillera avec les fonctions 27-périodiques, le changement de

) 2w ,
variable t = T permettant de s’y ramener.

Proposition 3.3 Si f est une fonction de L)_, les fonctions

f, g:t— f(=t), et, poura €R, f,:t+— f(t+a),

le sont également et
— pour tout k € Z, cp(f) = c_i(f).
— Si f est a valeurs réelles, alors a,(f) et b,(f) sont réels.
— De plus cx(g) = c_x(f), an(g) = an(f) et bp(g) = —=bu(f).
— Si f est paire (resp. impaire), les b, (f) (resp. les a,(f)) sont tous nuls.
— Enfin ci(f.) = e*cn(f).

Il résulte de tout cela qu'il est préférable, lorsque la fonction est paire (resp. impaire) de
travailler avec les coefficients de Fourier en cosinus (resp. en sinus). En revanche, lorsque
la fonction est & valeurs réelles, il n’est pas a priori plus simple de travailler avec ces
coefficients bien qu’ils soient réels. Il conviendra de s’adapter suivant les cas.
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Proposition 3.4 L’application F de l’espace vectoriel LL_ dans CZ définie par :

fe f

est linéaire. La suite (f(k))rez est bornée et :

™

; : 1
171l = suplf()] < ll/1h = %/ |f(£)]dt.

—T
Remarque 3.1 Résultat analogue avec les fonctions continues par morceaus.

Il est en général difficile de prédire précisément le comportement des coefficients de
Fourier. Toutefois, on sait que sous des hypothéses relativement minimales ils doivent
tendre vers 0.

Théoréme 3.2 (Riemann-Lebesgue) Soit f intégrable sur un intervalle I de R. Alors

lim /f(t)emdt = 0.
s—=+o00 I
Prenant s entier, on trouve ainsi que les ¢,, ou de maniére équivalente les a, et b,,
tendent vers 0.
Preuve. On se contente de démontrer ici le cas ou f est continument dérivable sur un
compact I = [a,b] (le cas général est plus compliqué!).

En effectuant une intégration par partie, on trouve que

]

[f(t)elStdt — éf(b)eisb - gf(a)eisa o é/]f/(t)GZStdt

et chacun des termes tends vers 0 lorsque s tend vers 4-oo.

La démonstration ci-dessus fonctionne également s’il n’y a qu’un nombre fini de
points en lesquels la fonction n’est pas continument dérivable, quitte & passer par des ¢,
puis par extension pour toute fonction intégrable. [l

Proposition 3.5 (Coefficients de Fourier d’une dérivée) Soit une fonction f, 2m-

periodique, continue, de classe C' par morceaux sur R, ¢ valeurs complexes. Alors,
sikeZ:

cx(f') = iker(f)

Si f est de classe CP~! sur R et de classe C” par morceaux sur R, alors

cx(fP) = (ik)Pen(f).

En particulier, dans ce cas,

(3.1) ) < o (5 [ 17700
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Il faut avoir constamment & lesprit que la relation c(f®) = (ik)?ci(f) provient de
b
I'égalité :/ u'(t)dt = u(b) — u(a). Valable pour une fonction u continue et C' par

morceaux et qui est fausse lorsque u n’est plus continue (les sauts de u en ses points de
discontinuité interviennent alors).

Les relations de domination sont importantes car elles permettent, entre autre,
de justifier la dérivation terme & terme de la série de Fourier d’'une fonction f (par
exemple, si on cherche une solution périodique d’une équation différentielle sous forme
de la somme de sa série de Fourier).

3.3.2 Sommes partielles d’une série de Fourier

Définition 3.4 Soit f une fonction dans Li_. Pour tout entier naturel p, la somme :

p

Sp(F)l@) = D~ alH)e™ = T+ Y lan(f) cos(nz) + bu(f) sin(nz)

k=—p
est appelée somme partielle de rang p de la série de Fourier de f au point .

Si la suite (S,(f)(2))pen est convergente, la série de Fourier de f est dite convergente au
point x et sa somme est par définition : lim S,(f)(z).
p—o0

Remarque 3.2 Le coefficient co(f) = ao(f)/2 représente la valeur moyenne de f sur un
intervalle de periode.

Attention : si les deux séries g c_p(f)e ™ et E cr(f)e™™ convergent, la série de
k>1 k>0
Fourier converge au point z et

lim Sp,(f)(x) = Z ck(fle ™ + Z cr(f)e™.

p—o0
Mais la réciproque est fausse.

Exemple 3.1 Etude en 0 de la somme partielle de la série de Fourier de la fonction f
définie par
f(x) =2 —m sur]0,2n[, et f(0)=0
et prolongée par 2mw-périodicité. Elle est impaire et on trouve
2 7
b.(f) = ——, =—.
(== alh=1

Dans cet exemple, pour x = 0, les deux séries Z c_r(f) et Z ck(f) divergent (série de

k>1 k>0
Riemann). Pourtant on verra (théoréme de Dirichlet) que

Jim S,(£)(0) = £(0) =0.

Le probléme est donc de savoir
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- si la série converge simplement, uniformément, normalement, ...;
- quel est le lien entre une fonction et sa série de Fourier.

On remarque tout d’abord que si la convergence est normale, alors la limite est
automatiquement continue car série normalement convergente de fonctions continues.
Il n’est donc pas naturel de regarder les fonctions non continues si on souhaite que la
convergence soit normale et que la limite de la série soit égale a la fonction de départ.

Donnons tout d’abord quelques propriétés de la série de Fourier.

Proposition 3.6 Pour toute fonction intégrable f on a
)
2 2w
| rsanwi = [ s.nos.na
0 0

ii) St f est de plus de carré intégrable alors
2w
0

/ peraz [T sinora

Preuve. Pour une fonction f intégrable on a

/0 N FO)Sa(f)(t)dt = /0 " £ :i_ /0 7 F(2)e e dze ittt =

n 2w 2m
ikx —ikt
E /0 f(x)e dx/o f(t)e ™ dt

k=—n

D’autre part, on a

/0 S Su(F)(E)dt =

/027r (2”: 027T f(u)el-gudueiét) (Zn_: /0271' f(x)eikxdxeikt> dt =

l=—n

n n o 2 27
Z Z / f(u>ez€udu / f(x)ezkxdm / e—iét—iktdt —
0 0 0

l=—nk=—n

n 2 2
Z / fu)e *dy f(z)e* dx
0

k=—n 0

car fo% "=kt — 0 si £ # —k. On a donc bien 'égalité des deux termes.

Supposons de plus f de carré intégrable, alors

48 A. Popier



/o S - / ) = SulF) ) + SulF)(0) 2t =
[ o -snwpa |

0 0

21

s.7)ra+2 | ) = SuDO)Sa () )t =

/%(f(t) — S, (f)(t)dt + /27T S, (f)(t)*dt car le dernier terme est nul d’aprés 1)
0 0

2

> S, (f)(t)*dt car le premier terme est positif
0

O

3.4 Convergence en moyenne quadratique

C’est le cas qui demande le moins d’hypothéses sur la fonction f pour obtenir de
la convergence : il suffit que f soit de carré intégrable. Méme si la convergence est
uniquement en moyenne, elle se généralise : dimension supérieure ou égale a deux, bases
plus pertinentes pour certains problémes (fonctions spéciales, ondelettes), etc.

Proposition 3.7 L’espace vectoriel L3_ peut étre muni du produit scalaire (.|.) defini

par :
(f]g) = /f

ikt

La famille (ex)rez ot ey est la fonctwn t — e est une famille famille orthonormale de

L3 et:
VfeL? VkeZ, clf) = (exlf).

Il est important de noter que pour f € L2 (R, C),

719 =52 | Tt =5 [ 1#0Pd= 15l

| fl]2 est la norme associée a ce produit scalaire et est équivalente a la norme donnée
par la définition [L.6| sur L?.

On a une propriété analogue avec le R-espace vectoriel des fonctions de L3 a valeurs
réelles muni du produit scalaire < .|. > défini par :

<flg>=1 [ foatar

La famille (f,)nen définie par

1
~ sin=0,
fule) = V2
" cos(pr) sin=2p—1, et p>1,

sin(pr) sin=2p, et p>1,
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est orthonormale pour < .|. >.
La projection orthogonale d’un élément f € L3 sur le sous-espace

Py = VeCt((€k>|k|Sp)

est la somme partielle S,. Avec le théoréme de Pythagore (un peu généralisé) on en
déduit
LF13 = [1Sp(HI5 + d(f, Py)*.

De plus l'application, qui & P € P, associe ||f — P||2, atteint son minimum en un seul
point et un seul, qui est S,(f). Enfin

Théoréme 3.3 (Inégalité de Parseval) Pour tout p € N,

> el HIP < I3 -

k=—p

On en tire la convergence des séries numériques associées aux suites (|cx(f)]*)ren et
(|c_&(f)|?)r>1. En particulier on retrouve le théoréme de Riemann-Lebesgue (Théoréme

32)

Proposition 3.8 pour toute fonction f € L3_

lim ¢ (f)=0, et klim c_(f)=0.

k—+o00 —+o0

p
La somme Z lex(f)|? admet une limite quand p tend vers 4oc et
k=-p

Jm 3 eI =3 lenE + 3 len(DP,
k=—p k=0 k=1

Enfin, si f est a valeurs réelles, on a des propriétés analogues en remplacant le produit
scalaire (.|.) par < .|. > & savoir :

S (@l 4 ) < W1 =< 11 >

La série Z [an(f)? + ba(f)?] converge et les suites (a,(f))nen et (bn(f))nen convergent

n>0
vers 0.

Théoréme 3.4 Pour tout élément de L3 la suite (S,(f)) des sommes partielles de la
série de Fourier de f converge en moyenne quadratique vers f, a savoir :

Tim [15,(/) = fll2 = 0.
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Dit autrement, on a
2

tim [ ef)et - gn)] =0
|,
et )
ILm + Z an(f)cos(nt) + b,(f)sin(nt)] — f(t)| dt =0.

C’est donc bien une convergence en moyenne (quadratique) et pas point par point! En
terme de signaux périodiques, la quantité || f||3 représente 1'énergie associée au signal
périodique décrit par f. Le théoréme de Parseval exprime que cette énergie est la somme
des énergies des différentes harmoniques.

Théoréme 3.5 (Formule de Parseval) Si f € L2,

p
Jim 7 (NP = 1113
k=—p

Si g est un autre élément de L3, les séries :

ch— ,ethk

k>0 k>0

sont absolument convergentes. On en déduit la convergence de la série de terme général :

p

> alfexlg)

k=—p

dont la limite vaut (f|g) :

(flg) = hm Z en(f

Ce qui précéde s’exprime également, pour les fonctions & valeurs réelles, a l'aide des

coefficients en sinus et cosinus. En particulier :

— la suite des sommes partielles de la série de Fourier de f (exprimée en sinus et
cosinus) converge vers f dans P'espace réel des fonctions de L3 & valeurs réelles
muni du produit scalaire < .|. >.

— Parseval s’écrit :

o0

LS (@ ).

< flf>=2Y
— Si g est une autre fonction
< flg >= A0 +Z (an(f)an(g) + bu(f)bn(g)) -

On traitera en exercice le cas des fonctions T-périodiques. Les formules ci-dessus sont
rigoureusement les mémes.

A. Popier 51



3.5 Convergence ponctuelle

En traitement du signal, on souhaite avoir un peu plus que la convergence des éner-
gies. Pour cela il va falloir ajouter de la régularité sur le signal ou la fonction.

3.5.1 Convergence normale

Supposons d’abord que la fonction soit au moins de classe C?, donc trés réguliére ou
lisse.

Proposition 3.9 Si f est de classe CP avec p > 2 sur R, alors il existe une constante

C telle que
C
< .
Vk € Z, |ex(f)] < P

Donc la série de Fourier converge normalement.

Preuve. On utilise la relation (3.1)) :

e (f)] < # (% /W If(p)(t)|dt) .

™

Comme f®) est continue sur [—m, 7], elle est bornée par une constante C. Ainsi

L i " (p) L i " _i
ler(F)] < P (% /wlf (t)|dt) < (27T /WCdt) =

Comme la série des uy, = % converge (serie de Riemann avec p > 2), on en déduit la
convergence normale de la serie de Fourier. 0

Peut-on affaiblir 'hypothése de dérivée seconde continue? Oui, c’est le cadre du
théoréme suivant, dont la preuve est plus délicate.

Théoréme 3.6 (Théoréme de convergence normale) On considére une fonction
[ 2m-périodique, continue sur R et de classe C' par morceaux sur R (i.e. dé-
rivable sauf en un nombre fini de points de [0,27] ou f' admet tout de méme des limites
a droites et a gauche).

P P P
— Les sommes Z lek(f)[? sont majorées. Donc les séries Z lek ()] et Z le_k(f)]
k=1

k=—p k=0
convergent.

— Les deux séries de fonctions :

+oo +oo
Z Ck(f)eikz’ Z c_k(f)e_ik‘t.
k=0 k=0

convergent normalement sur R.
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— Pour tout x € R,
lim S,(f)(z) = f(z).

p—r—+00
La plupart des signaux vérifie les hypothéses du théoréme précédent. Et on a déja re-
marqué que la convergence normale implique nécessairement que f est continue. Enlever
cette hypothése empéchera donc la convergence normale.

3.5.2 Théoréme de Dirichlet

C’est un résultat de convergence simple pour un signal non continu.

Théoréme 3.7 (de Dirichlet) Soit f une fonction 2w-périodique, de classe C' par
morceaux sur R. Alors, pour tout nombre réel x, la série de Fourier de f converge en
ce point et sa somme est égale a :

L im [flz+h)+ flz—h)] =

2 h—0, h>0

[f@®) + fla)].

N | —

Dans I'exemple , la fonction f est de classe C! par morceaux avec f(01) = —7 et
f(07) = 7. Donc

[f@@®) + f(a7)] = 0= f(0).

N | =

lim S(f)(0) =

p——+00

Attention : il existe des fonctions continues telles que sup |S,(f)(0)| = +o00. En parti-
p>1

culier la suite S,(f) diverge en zéro. Donc il faut un peu de régularité de la dérivée.

3.5.3 Phénoméne de Gibbs

Au voisinage d’un point, o1 f a un saut de discontinuité, la somme partielle S, de la
série de Fourier montre un dépassement substantiel prés de ce point. Une augmentation
de p ne diminuera pas 'amplitude du dépassement, bien qu’avec cette augmentation p
le dépassement s’effectue sur des intervalles de plus en plus petits. Ce phénoméne est
appelé phénoméne de Gibbs.

Willard Gibbs (1839-1903) est célébre pour ses travaux fondateurs en thermodyna-
mique et physique statistique, et il est I'un des rares physiciens théoriciens de renom
mondial en activité aux Etats-Unis au 19iéme siécle. Son article de 1899 répondait &
un compte rendu de Michelson sur la construction d’une machine traceuse de courbes,
utilisée en particulier pour dessiner des graphes de sommes de sinus et cosinus. Testée
sur des séries de Fourier de fonctions avec des discontinuités, on observait systématique-
ment un saut du dernier minima au premier maxima (ou le contraire) en exces de 18 %
par rapport a la discontinuité.

Ici nous examinons quelques détails dans le comportement de la somme partielle .S,
+oo

de S(x) = Zw
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Proposition 3.10 Pour tout 0 < x < 2,

Preuve. On utilise que pour tout n € N, et 0 <t < 27 :

sin (2p+1t)
——i—Zcoskt 251n—

S (M) = Sk / Zcos(k;t)dt
T k=1

g 1 sin %t

= / ———i-(.—Qt) dt
. 2 2sin 5
— 1 cos (221t 1 [* cost 20+ 1

_ T x+ # _—/ .thos<p+ t)dt
2 2p+1 sin 5 _ 2 J; sin® 3 2
— 1 oS ZpHx 1 [* cosi 2p+ 1

_ =T ( )+—/ ,22tcos<p+ t)dt
2 2p+1 sin § 2 ) sin® 3 2

Comme pour 0 < z < T,

x t us t 7r
oS 5 2p+1 COS 5 1 2
/—ftcos(p t>dt‘§/ 2215:{_2' t} S ——)
x Sin® g 2 L Sin sing] ~ sing

et pour m < x < 27,
T t x t T
COS = 2p+1 — COS 5 1 2
/.—22,:008 . tdtﬁ/—zt=2.t =<z %
» Sin” 3 2 ~ sin sing | sing

1 3
< — — 2.
T 2p+1 \sing

Ceci acheve la preuve. O
Cette fonction f est prolongée par imparité et 2w-périodicité. L’étape suivante consiste

[\

on obtient

Sp(f)(@) —

2

a remplacer la somme partielle S, par une intégrale :
T P T o 2pt+1
T sin ( =5—=1
= / g cosktdt = —— + / (,—2t)dt.
0o = 2 0 ASIE

Pour x proche de zéro, on obtient un « dépassement » typique. Ceci est la prochaine
étape a démontrer.
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2
Théoréme 3.8 Soitp € N et z, = —W Alors

¢
lim_S,(f)(z,) / ST~ T 1,1789797.
p——+00

Preuve. En effet
1 Zp 2P+1t ™
Sp(F) (@) + 5 = / in (5 1) gy / S LA
2 0 2sin 3 0 sin ( ) (2p+1)

2p+1
avec le changement de variable Pt t=r. U

Comme S,(f)(z) est proche de 7/2 quand = est proche de zéro, on observe qu'un

« dépassement » d’environ 17,9 % est maintenu quand p tend vers +oo (mais sur des
intervalles centrés autour de z = 0 de plus en plus petits).

15 - \
' A\ AN
N ‘
” | N |
2 } . \ {
| i
o5 | o J
| W |
IR N
Y | |
1.5 \ T
Pour p =10
15 “ 15 ‘7} r"\
1 L , . N u
| N \\ AN
05 \\ 05 Z'\-\ 3
0 < 0 LY
. Y
05 \\ 05 \\
N N \,
™\ AN
R Y M
45 b ) 5 il
\j ! | !
72’2 1‘ o 1 2 3‘ 4 5 ] 7 8 2 1‘ 0 ] 2 3 4 5 6 7 8
Pour p =30 Pour p =50

Il n’est pas difficile de montrer que le phénomeéne de Gibbs vaut pour toute fonction
f (raisonnable) avec un saut : aprés translation on peut supposer que la discontinuité
est en 0; on soustrait & f un multiple adapté de la fonction que nous venons d’étudier
en détail, pour éliminer le saut, et si le résultat est continu et C! par morceaux dans un
voisinage de l'origine, la différence des séries de Fourier sera uniformément convergente
sur un voisinage de 0, et donc cela permet de voir que les sommes partielles de la série

de Fourier de f présentent aussi le phénoméne de Gibbs.
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Chapitre 4

Transformées de Fourier et de Laplace

4.1 Produit de convolution

Définition 4.1 Soient deux fonctions f et g définies sur R?. Formellement le produit
de convolution de f et g, noté fxg, est défini par

Vo R, (fr)(@) = [ fla =gy

Le support d’une fonction f, noté supp(f), est 'ensemble {x € R, f(x) # 0}.

Attention, ce produit n’est pas toujours défini. Voyons d’abord quelques conditions qui
assurent 'existence de f * g.

Proposition 4.1 Si
— f € CKRY) et g € LYR?Y) a support compact,
— f e L*(R?) et g e L'(RY),
— feL*R) et g€ L*(R),

alors fx g a un sens.

Régle de calcul

Lemme 4.1 Pour toutes fonctions f, g et h telles que les produits apparaissant ci-
dessous soient définis on a

L fxg=gx*f

2. fx(g+h)=Ffxg+[fxh

3. fx(gxh)=(fxg)xh

4. pour tout a € R, si 1, désigne la translation par a, on a 7,(f x g) = f * (1.(g9)) =
(Ta(f)) * 9.

5. Six & (supp(f) + supp(g)) alors (f = g)(z) = 0.

Ainsi

supp(f % g) C suppf + suppg.

Et si supp(f) (ou supp(g)) est compact, supp(f * g) C supp(f) + supp(g) et si f et g
sont a support compact, f * g 'est aussi.
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Exemple 4.1

Pour a > 1, considérons les fonctions
I_1q) et Lj_qq et leur convoluée f =
HI_1 ) * I, Teprésentées a droite.
On a donc

f(x) = /R ﬂ[—l,l}(t)ﬂ[—a,a] (ZE — t)dt =
1
= /_1 ﬂ[_a’a] (m — Zf)dt

Lemme 4.2 (Intégrabilité) Sif € L'(R) etg € L*(R) ona fxg € L'(R) et || fxg|l1 <
1f11x - Mgl

Lemme 4.3 (Régularité) Supposons f a support compact et g € L*(R).
1. Si f est continue alors f % g est continue sur R.

2. Si f est C alors f x g lest également et on a (f * g) = f'*g.

Pour les dérivées suivantes

Proposition 4.2 Si f € L' et si g est une fonction de classe CP & support compact,
alors f x g existe et est de classe CP sur R? avec

(4.1) O%(fxg) = f*(9%).

Approximation de l’identité et régularisation

On ne peut pas trouver de fonction ¢ telle que, pour tout f, on ait f x g = f.
Toutefois, il est des (suites de) fonctions qui permettent d’approcher cette égalité.

Définition 4.2 Nous appellerons une suite (p,) de fonctions continues a support com-
pact telle que

1. ¢, >0 sur R
2. [pon(x)de =1
3. @n =0 sur R\ [-1/n,1/n].

L’hypothese que ¢, n’est pas nécessaire mais facilite les preuves et les rA@sultats de
rA(©gularisation.
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Proposition 4.3 Soit p,, une approximation de l’identité. Pour toute fonction continue
f sur R et pour tout compact K la suite f * p, converge uniformément vers f sur K.

Proposition 4.4 Soit ¢, une approrimation de lidentité. Pour toute fonction f €
LY(R) la suite f x p, converge vers f en norme L.

Il est important de noter que si ¢, est de classe C*, alors f * ¢, le sera aussi.

4.2 Transformée de Fourier

Définition 4.3 Pour f € L'(R), c’est-a-dire telle que

+o0
/ f(2)|dz < +oo,

o0

on définit la transformée de Fourier de f par

(4.2) FIAE) = f©) = %27 / " explia) f(x)dz.

1 +oo
Certains auteurs prennent aussi pour définition : \/T / exp(2inéz) f(z)dz. On re-
T J—-c0

marque aisément que

# / " exp(2ina) f(a)de = F(f)(2€).

Donc les résultats ne concernant que le comportement de la transformée de Fourier sont
valables quelle que soit la définition. Il faut juste faire attention aux constantes.

Exemple 4.2 Supposons que f(x) = e 1y . On a alors

. infty ] 1 ] o e} 1
ft) = / ety = [ exm} =
0

—1—it o Ll+it

On prendra par contre bien garde au fait que f n’a aucune raison d’étre elle méme dans
L'(R) en général.

Théoréme 4.1 (Régles de calculs) Pour toute fonction f,g € L*(R) on a
L Flf +g] = F[fl + Flgl.
2. Six"f(x) p——— 0 alors F[f] est C™ et on a F[f™] = (—i)"F[z"f].
T—>00

3. Si f est dérivable alors F[f'](t) = —itF|[f](t).
4. Pour tout a € R on a F[r,(f)](t) = e F[f](¢)

En particulier :

Théoréme 4.2 Si f € LY(R), F[f] est une fonction continue qui tend vers zéro vers
I’infini. De plus

sup FUf1(0)] < —= [ 17

zeR
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4.2.1 Propriétés

Espace de Schwartz. Introduisons maintenant un espace de fonctions particuliers :
I’espace de Schwartz

S={feC®R), VYp,geN, 3C,, >0, Vz € R, [27fD(z)| < C,4}.

Autrement dit f est C'™° et n’importe quelle dérivée de f décroit a 'infini plus vite que
toute puissance de x. L’exemple le plus simple de fonctions de S est f(z) = exp(—z?).
La transformée de Fourier laisse I'espace de Schwartz stable.

Théoréme 4.3 Si f € S(R), alors F[f] est dans S(R).

Théoréme 4.4 (Inversion) Si f € S(R), alors on a pour tout x € R

flz) = e F(f](t)dt.

7

Autrement dit,

FIFISII(=) = f(2).

On appelle transformée de Fourier inverse ’application :

FUAW e ()

“vE b

Théoréme 4.5 (Relation de Parseval) Si f et g sont dans S(R), alors

/f m—/f

Corollaire 4.1 Si f et g sont dans S(R), on a :

/f dx—/]: Flg](z)dz.
/|f |dx—/|.7: x)|*dz.

Fonctions intégrables. Ces résultats peuvent s’étendre au cas des fonctions inté-
grables. Mais dans ce cas il faut faire attention que la transformée de Fourier d’une
fonction intégrable n’est généralement pas intégrable.

Exemple : si f(z) = Lj,(x) avec —0o < a < b < +o0. Alors f € L'(R), f ¢ S(R) et

FIAE) = oz (’f(b; “)) sin (5(” . “)) |

En particulier

Et ainsi F[f] € L*(R).

Néanmoins les propriétés suivantes sont toutes vraies (et aisément vérifiables).
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Propriétés 4.1
L FIF(=0)) = FIFI(=€),  FIFIE) = FIA=E).
2. FIf(t = a)l(§) = exp(iad) F[f1(E),  Flexp(i&ot)f](§) = FfIE + &o)-
1

3 FUH(an)©) = mFUC)
4. Si f®) est dans L'(R), alors F[f®)](€) = (—i&)PF[f](€).

5. Sit?f(t) est dans L'(R), alors é}"[f] (&) =P F[tP f(1)](€).

L’interprétation de ces propriétés est la suivante :
2. Flf(t—a)](§) = exp(ia&)F[f](£) : une translation dans le domaine temporel induit
une modulation dans le domaine des fréquences.

1
3. Flf(at)](§) = a]:[f](g) : une contraction dans le domaine temporel induit une

dilatation dans le domaine des fréquences.
4. Si f’ est dans L'(R), alors F[f'](€) = (—i&)F|[f](£) : la dérivation dans le domaine

temporel induit une similitude dans le domaine des fréquences
Proposition 4.5 Si f et g sont dans L'(R) :

1. les produits fF|[g] et gF|f] sont intégrables et ont méme intégrale.

2. De plus F|f * g| = V21 F|[f]Flg]. Ainsi une convolution dans le domaine temporel
induit un produit dans le domaine des fréquences.

La transformée de Fourier transforme le produit de convolution de deux fonctions inté-
grables en produit de fonctions.

Théoréme 4.6 (Inversion de Fourier) Si f et F|[f] sont intégrables, alors pour tout

reR .
fla) = <= [ e F

Corollaire 4.2 La transformée de Fourier des fonctions intégrables est linéaire et injec-
tive, c’est-a-dire que pour tout f et g dans L*(R), F[f] = Flg] implique f = g presque
partout.

Fonctions de carré intégrable. On peut étendre la notion de transformée de Fourier
aux fonctions de carré intégrable ou physiquement aux signaux d’énergie finie. Ainsi
t—1/tout— Sm(t) sont des fonctions non intégrables, mais de carré intégrable.

1 R
Définition 4.4 Soit f € L*(R). Si / exp(ité) f(t)dt a une limite quand R tend
Vorm J_Rr

vers +oo pour (presque) tout & € R, alors la fonction de § ainsi définie appartient a
L3(R). C’est la transformée de Fourier de f, notée encore .7-"[ ou f.

Ainsi si f € L*(R), F[f] est la limite dans L*(R) de £ — —— / exp(it€) f
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Proposition 4.6

1. Si f et g sont de carré intégrable,

/R F(t)g(tydt = / FIA1E) Flal(€)de.

2. Si f € L*(R), alors / | F[£](6)2d¢ = / |f(z)Pdz = || f|5 (égalité de Parseval-
Plancherel). . :

3. Sila suite de fonctions f, converge dans L*(R) vers f, alors F|f,] converge aussi
dans L*(R) vers F|[f].

On remarquera que ces propriétés sont 'extension a L?(R) des propriétés vues sur S(R).
Concernant la convolution, on a

Proposition 4.7

1. Si f et g sont deux fonctions de carré intégrable, alors f % g est une fonction
continue et bornée telle que

Ve eR, [(f*g)@)] <I[fll2llgll2

De plus elle tend vers 0 quand |z| tend vers +oc0. De plus
(1.3) (F+9)) = [ e Fif)@)Flgl(a)do.
R

2. Si g est dans L'(R), alors f * g est dans L*(R) avec

1S+ gl < £ 12llglh-

De plus (4.3) reste valable.
3. Si f € LYR)N L*(R), les définitions et coincident.

On renvoie au paragraphe pour un tableau de quelques transformées de Fourier.

Cas de plusieurs variables. Tous les résultats s’étendent aux cas des fonctions de
d variables f(z) = f(x1,...,2q) si f € LY(R?) (ou f € L?*(R?)) si on pose

d
/ exp (2 Zﬁk%) flzy, ..., xq)dxy ... dxg.

1

FUAE) = FUfI& - &) = (\/_27)d

4.2.2 Applications.

Voyons maintenant deux exemples d’application.
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Equation de la chaleur sur une ligne infinie. Elle modélise la conduction de la
chaleur dans une ligne uniforme trés longue, ou 'activité diffusive s’annule en bout de
ligne, soit :

ou 0%u

pour x € R et t > 0 avec des conditions supplémentaires :
— condition initiale :

(4.5) u(0,z) = f(x), x€R;

— conditions limites : pour tout ¢ > 0 :

(4.6) lim w(t,z) = lim g—(t,x) = 0.

r—+o0 rz—+oo O

On note U(t, ) la transformée de Fourier de u par rapport & z :

1 Feo
U(t, &) = — exp(iéx)u(t, r)dx.
9= —= [ eliault.a)
Ainsi on obtient pour U une EDO en temps (£ étant un paramétre) :

Vit >0, U'(t,€) + kEU(t,€) =0, avec U(0,€) = Ff1(€) = f(£).

La solution est alors R
U(t,&) = f(&)e ™.

On prend ensuite la transformée de Fourier inverse de P(t,&) = e %€t D’apres le tableau

[4.4.7] formule 7 :
2
“P)(x) = p(t, @) = ——=exp | ——— | .
FAPY) =) = = e ()

U(t.6) = FIOFI.E) = Z=Ff +)1.9)

De la

d’olt u = f * p, soit encore

(4.7 )= [ ) e (U )

Cette équation montre comment la distribution initiale de température u(0, x) influence
toute I'évolution future de la température dans la ligne. La fonction

G(t,zy) = \/Z;TWQXP (_(yz;;V)

s’appelle noyau de Gauss-Weierstrass ou fonction de Green de I'équation (4.4]).
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Corde vibrante infinie. On modélise les vibrations d’une corde de longueur infinie,
pour laquelle les effets mécaniques en bout de ligne sont insignifiants :

o*u 5 0%u
(4.8) 5 —(t,x)=c m(t x)

pour x € R et t > 0 avec des conditions supplémentaires :
— condition initiale :

0
(4.9) u(0,2) = f(@), 5 (0,2)=0, zek;
— conditions limites : pour tout ¢ > 0 :
(4.10) li t,r)= li Ou t,x) =0
| L elh) = Ip g he) =0

Comme pour I’équation de la chaleur, on pose U(t, {) la transformée de Fourier de u par

rapport a x :
1 too
Ul(t, :—/ exp(i€x)u(t, z)dx
1= = [ eliau(t.x)
Ainsi on obtient pour U une EDO en temps (£ étant un paramétre) :

vt >0, U"(t.€) + PEU(1E) =0, avee U(0,€) = F[f](€) = f(£), U'(0,§) =0.

La solution générale s’écrit :

U(t, &) = C1(&) cos(c€t) + Co(€) sin(ct).

Les conditions initiales (4.9)) font que Cy = 0 et Cy = f. Ainsi

U(t, &) = f(€)cos(cét) = f<£> (! 4 emiet)

et donc

ult.) = FOUNED) = @ / F(6)eiesteintae

cht —i:cfd
n/ e
3] 1 0 )
_ z(ct—x)&d + / —z(ct—l—x)fd
S G s

2
1 _ 1 —1rr
= 3 [f](Ct—$)+§]: [f](ct + )
et finalement
(4.11) u(t,:c):%f(ct—x)jL%f(ct—i-x).
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4.2.3 Transformée de Fourier en sin ou en cos

Quand la fonction f n’est définie que sur R, = [0,+oo[ on applique plutot les
transformées de Fourier en sin ou en cos définies comme suit :

Folfl©) = @ | s@sinteis
Felfle) = @ / " () cos(ex)da

Ces fonctions sont définies deés que f € LY(R, ), c’est-a-dire

/Ooo f()|dz < +oo.

- [
=2 " Foeicais

Elles vérifient les propriétés suivantes.

Les transformées inverses sont

Propriétés 4.2
1. Fs et F¢ sont linéaires.

2. Pour u = u(t,x) avec lirf u(t,z) =0, alors
T—

7 [0 - —eroties

Fe [gﬂ (t,&) = _\/gu(t,0)+§Fs[u](t,£)-

3. Si de plus hm a—(t x) =0, alors

r—Fo00 (9
0%u 2 5
Fo|g] 06 =y 2eut0) - €xul(e)
0%u 0
e N R )
4. La dérivation par rapport au temps commute avec les transformées de Fourier.
I du _ a(]:s[ D
0 O(F
Fe || 0o - ((;;[ D(tf)

Ces propriétés pourront étre utilisé dans des exercices (équations de la chaleur ou des
ondes sur R, ). On renvoie aux paragraphes 2| et - 4.4.3| pour les tableaux de quelques
transformées de Fourier en sinus ou en cosinus.
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4.3 Transformée de Laplace

Définition 4.5 Pour une fonction f on définit sa transformée de Laplace par

Clf)(x) = / e (t)de

Elle est donc définie pour toute fonction f telle qu’il existe M et c¢ telles que pour tout
t >0, |f(t)] < Me®. L’intervalle de définition de L[f] est |¢, +oo[. En particulier si f
est bornée, L[f] est définie sur ]0, +oo[. On supposera dans la suite que ¢ > 0, et ainsi
que L[f] est au moins définie sur ]0, +-o0].

Propriétés 4.3
1. LIfW)(p) = p* L)) =p* F(0)=p" 2 F/(0)—. . .= F*7(0), 9(0) pouvant désigner
la valeur de g en zéro ou sa limite.
2 Ll s10) = (1 acts) 2| [ et @) = Sl
3. Soit Af(a) = f(a*) — f(a™) = lim f( ) — lim f(t) le saut de f en une

t—a,t> t—a,t<a
discontinuité, alors si f' est continue hars de a :

L[f'1(p) = pLfI(p) = f(0) — e"*Af(a).

4. Valeur initiale : lim pL[f](p) = lim f(¢).

p—+00 t—0

5. Valeur finale : lim pL[f](p) = lim f(¢).
p—0 t—+o00

6. Si L[f] =F, alors
(a) Ll fl(z) = F(z —a), 2 >a;
(b) LIH(t —b)f(t —b)](z) =eF(z), b> 0.
Ici H est la fonction de Heaviside : H(t) =0 sit <0 et H(t) =1 sit > 0.

Le tableau de la section donne quelques transformées de Laplace.

Exemple. On cherche une solution définie dans le domaine = > 0 et t > 0 de I’équation

ou

ou
8t(t m)—i—x—(t x)=xz, Vr>0,Vt>0,

(4.12) -

avec u(0,x) = 0. Supposons qu’il existe une solution telle que :

+oo
Ulp,z) = / e Pru(t, x)dt
0

soit bien définie et soit dérivable par rapport a . U(.,x) est pour z fixé la transformée
de Laplace de la fonction ¢ — u(t, z).
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Comme u(0,z) = 0, la fonction ¢ g—’; a pour transformée de Laplace pU(p, z)

(intégration par parties). En prenant la transformée de Laplace dans les deux membres

de (4.12)), on trouve donc
oU
pU@Jﬁ+x5;@w)=%-

Pour chaque valeur de p > 0 fixée, ¢’est une EDO linéaire du premier ordre, qui se résout

ainsi
T

Up,x) = Ca? + ———
(p.7) = Cx p(p+1)

Pour trouver la constante C', on note que U(p,0) = / e Phu(t,0)dt = 0. Ainsi C' = 0 et
0

1 1 1

Upx)=0——s =z (— — —), qui est la transformée de Laplace de x(1 —e™")
p(p+1) p p+l

(voir formules 1 et 4). On suppose donc u(t,z) = (1 —e™") et on vérifie que cette

fonction est bien une solution ayant les propriétés demandées.

Signal pour 1’équation des ondes. Considérons une corde de longueur infinie, avec
poids négligeable, initialement au repos, avec un déplacement vertical prescrit au point
initial et sans effet mécanique a I'infini.

(4.13)

pour x > 0 et t > 0 avec des conditions supplémentaires :
— condition initiale :

(4.14) u(0,2) =0, %(O,x) =0, zeR;

— conditions limites : pour tout ¢ > 0, u(t,.) est une fonction bornée a I'infini.
— condition de bord :

(4.15) u(t,0) = f(t), t>0.

On pose U(t, x) la transformée de Laplace de u par rapport a ¢ :

U(s,z) = Llul(s,z) = /0+<><> e Stu(t, x)dt, F(s)= L[f](s).

Ainsi grace a (4.13), (4.14) et (4.15), on obtient pour U une EDO en z (s étant un
paramétre) :

Vo >0, s?U"(s,z) = 2U(s,x), avec U(s,0) = F(s), et U(s,z) borné.
La solution générale de cette EDO s’écrit :
U(s,z) = Cy(5)el/9% 4 Oy(s)e” /97,
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Comme U (s, z) reste borné, nécessairement C(s) = 0. De plus Cy(s) = F(s). Ainsi

U(s,z) = F(s)e™ /97,

La transformée de Laplace inverse est difficile & manier. Néanmoins la propriété 6 des

propriétés [4.3] montre que

0, si0<t<uz/e,

u(t,z) =H(t—z/c)f(t —x/c) = { f(t—=x/c), sit>ux/c

La solution peut aussi s’écrire :

(4.16) ult, z) = {

flt—=x/c), siz<ect,
0, six > ct.

4.4 Tableaux des transformées intégrales

On rappelle que

FIAE) =

Fslfl§) =

=/ e,
@ /O " f(a)sin(€x)da,
@ | s@ oo

/0 N f(t)e Pt

On définit sur R les fonctions erreur et erreur complémentaire :

erf(x)

2 / e
= = € dfa
VT Jo

erfe(z) = % /00 e €de =1 — erf(x).
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4.4.1 Transformée de Fourier

T sin?(A
2. (1 — %) 1_a.4(z) 2_# 54;2/2))

sin?(ax) @ €]
3. 2 ,a>0 \/; (1 - 27) 1[7a/2,a/2}(€)

4. exp(—ax)l,>o, a >0 \/LQ_WCL—;Z@“

5. exp(—alz]), a >0 \/%%4_52

6 g 2 exp(—alel)
7. exp(—ax?), a >0 \/;exp (—%)
8. sizx g1\§|<1

9. erf(ax) 1 %%6_52/(4‘12)
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4.4.2 Transformée de Fourier en sin

fa) =Fg'[F](z) F(&§) = Fs[f](€)

1. 1 V/_f

2. exp(—azx), a>0 52 f_ >

N A
21

4. 1p () \/;5(1 — cos(Ag))

5. xli_aa(x) \/Egl (sin(Ag) — A€ cos(AE))

6. erfc(azx), a >0 \/75 ¢ /(%)

2,.2

7 et 5 —€2/(4a2)

2\/5 a’
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4.4.3 Transformée de Fourier en cos

A. Popier

= Felfl(€)

. exp(—az)l;>g, a >0

f =
/55 e(-at)
\/2 sin(A¢)

11 e/

V2la|

x/zgcos(ag)
TEe
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4.4.4 Transformée de Laplace

f=LYF)(p) F(p) = L[f](p)
1. 1,t>0 -, p>0
2. L t>0 ., p>0
n!
3. t", t>0,n>0 —\ p>0
pn—i—l
1
4. e ¥ t>0, n , P> —a
p+a
n!
5. t"exp(—at),t >0 TEE p>—a
p
6. cos(wt), t>0 pERL p>0
7. sin(wt), t >0 PR p>0
8. ch(at), t >0 e b 5 p>al
9. sh(at), t >0 PR p > |al
ap +

10. Ae cos(wt + ¢), t >0 —a

— P>
(p+ a)? + w? p

avec A = 1,/02w? + (8 — aa)?

et ¢ = —arctan f—aa
aw
a 1
11. erfc <—> a>0 —e~ P
2/t p
12 #t3/26a2/(4t) a > 0 €7a\/ﬁ
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