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PETIT LEXIQUE.

DEFINITION

Une équation aux dérivées partielles (EDP en abrégé) est une
équation faisant intervenir une fonction inconnue de plusieurs
variables ainsi que certaines de ses dérivées partielles.

On appelle ordre d’'une EDP l'ordre de la plus grande dérivée présente
dans I'équation.

Une EDRP est linéaire si I'équation est linéaire par rapport aux dérivées
partielles de la fonction inconnue.

EXEMPLE
L'équation de Black-Scholes

2
ov(t,x) 1 5 ,07v(t X) n X@v(t,x)

ot ZUX 0Xx? r 0x

est une EDP linéaire d’ordre 2.

—rv(t,x) =0,
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CLASSIFICATION SOMMAIRE.

EDP d’ordre 2, linéaire, a deux variables :

52u 5%u 5%u ou ou
+Cc 5 +d -+e—-+fu=g.

29x2 + b@xay oy? ox oy

DEFINITION

L'équation est elliptique si b?> — 4ac < 0, parabolique si b®> — 4ac = 0 et
hyperbolique si b> — 4ac > 0.

EXEMPLE

LEDP de Black-Scholes ou I'équation de la chaleur sont paraboliques.
L'équation de Laplace

d

0%u
Bu=) 55 =0
i=1 27

sur un ouvert Q € RY, est elliptique.
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CONDITIONS AUX LIMITES.

DEFINITION

On appelle probleme aux limites une équation aux dérivées partielles
munie de conditions aux limites sur la totalité de la frontiere du
domaine sur lequel elle est posée.

DEFINITION

Le probleme est bien posé si pour toute donnée (second membre,
domaine, données au bora, etc .), il admet une solution unique et si
cette solution dépend continuement de la donnée.
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NORMALE A UN OUVERT.

Soit Q ouvert de R” de classe C¥, avec
@ pc CK(RY),
@ O ={xeR" p(x) <0},
@ 0Q = {x e R", p(x) =0},
@ grad p(x) = Vp(x) # 0 pour x € 0.

DEFINITION

1
La fonctionv : x € 00 — ——————grad p(x) est appelée normale
lgrad p(x)] 9727 PX) estapp

unitaire orientée vers l'extérieur de Q.

Siu € C'(Q), on note % = v.grad u la dérivée normale de u le long
de 012.
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THEOREME DE GAUSS-GREEN.

DONNEES :
@ Q ouvert de R? de classe (au moins) C';
@ v = (1,...,vg) : normale extérieure a 0 ;

@ do : mesure superficielle du bord 09.

THEOREME DE GAUSS-GREEN

Sif e C'(Q), alors
of
% x)dx = /(m(fu,')(a)da.

v

/dIVU Xx)dx = / Z 8U’ (U.v)(o)do.
o0

N,
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FORMULES DE GREEN.

INTEGRATION PAR PARTIES
Si f et g sont dans C'(Q), pour tout i € {1,...,d}:

/alx)g(x)dx_ /f 8—9 dx+/ f(o)g()vi(o)d

A. Popier (Le Mans) EDP, solutions classiques. 9/52



FORMULES DE GREEN.

FORMULES DE GREEN

Q SifcC?Q)etgec C'(Q),ona:
/Af )g(x)dx /Vf ).Vg(x) dx+/ 61/ o)g(o)do.

O Si f et g sont dans C?(Q), alors :

/Af x)g(x)dx /f )JAg(x
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DEFINITIONS.

» EQUATION DE LAPLACE : Au(x) = 0 pour tout x € Q c RY.

» EQUATION DE POISSON : —Au(x) = f(x) pour tout x € Q.

Une fonction u de classe C? sur Q) satisfaisant 'équation de Laplace
est dite harmonique.
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SOLUTION INVARIANTE PAR ROTATION.

DOMAINE : Q = RY = invariance par rotation, d’ou u(x) = v(r) avec
r=|x|.

ou X Ru o, X2 1 x?
(9X,'_V(r)l" aX;g_V(r)r2+v(r) r_r3 :
Au:O@v”+d—;1v’:O.

aln(rn)+p5, d=2; 5
v(r):{ rig"‘ﬁa d>3; (o, B) € R=.
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SOLUTION FONDAMENTALE.

DEFINITION
La fonction

’
—5- In(lix])), d=2
(x) = 1 1 pourx € RY, x 0,

d(d—2y(@) ez =3

est la solution fondamentale de I'équation de Laplace.

NOTATION

d/2
= est le volume de la boule unité de RY.
rz+1)

k(d) =

A. Popier (Le Mans) EDP, solutions classiques.
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EQUATION DE POISSON SUR RY.

THEOREME

Soit f € C2(RY). Alors u= & * f :

o [0 -y, d=2

u(x) =
1 ) |
d(d — 2)k(d) /]R3 |x — de,g dy, d=>3;

est correctement définie et vérifie :
Q@ uc Cz(Rd),
© —Au=fsurRY.
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PRINCIPE DU MAXIMUM, UNICITE.

THEOREME

Soit u € C?(Q) N C(Q) harmonique sur Q ouvert borné.
© Alors max u = max u.
a o)

@ De plus si Q est connexe et s'il existe xp € Q t.q. u(xg) = maxu,
Q

alors u est constante sur Q.

REMARQUE
Avec —u a la place de u, on a les mémes assertions pour le min.

COROLLAIRE

Siu € C?(Q) N C(Q) est harmonique sur Q et vérifie u = g sur OQ
avec g > 0, u est strictement positive partout sur Q2 pourvu que g soit
strictement positive en au moins un point du bord.
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PRINCIPE DU MAXIMUM, UNICITE.

THEOREME (UNICITE)

Soit g € C(09), f € C(Q). Alors il existe au plus une solution
u € C?(Q) N C(Q) au probléme suivant :

{ —~Au="f surQ,

u=g sur 09).
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REGULARISATION ET REPRESENTATION.

Si u € C(R2) est harmonique, alors u € C>(Q).

REMARQUE

Attention : u n’est pas nécessairement réguliere, ni méme continue sur
le bord 012.

Soit f € C2(RY) avec d > 3. Toute solution bornée de —Au = f sur RY
est de la forme

u(x) = / ®(x — y)f(y)dy + C, avec C constante.
Rd
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FONCTION DE GREEN.

HYPOTHESE : Q est un ouvert borné de classe C'.

DEFINITION
Pour tout x € Q,
e Fonction correctrice : ¢* solution de

Ad* =0 sur 2,
¢ =d(y —x) surof.
e Fonction de Green de Q2 :

G(x,y) =y —x) — ¢*(y), (X, y) € QP x#y.

PROPOSITION
Pour tout (x,y) € Q2, x # y, G(x,y) = G(¥, x).
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FONCTION DE GREEN.

HYPOTHESE : Q est un ouvert borné de classe C'.

THEOREME

Si u € C?(Q) est solution de
—Au=1f surQ,
u=g sur 012,

alors pour tout x € Q :

u) =~ [ _a@)Gtxa)de + [ 16 N
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FONCTION DE GREEN POUR LE DEMI-ESPACE.

DOMAINE : Q = RY = {x = (x1,..., xg) € R9xg > 0}.
NOYAU DE POISSON POUR RY :
K(x,y) = , XeRY, yeoRY.
dr(d) [|x — y[|® "

Soit g € C(RI~1) N L>*(RI~1) et u définie par
vx €RY, u(x) = 9(yY)K(x,y)dy.
ORY
Alors u € C®(RY) N L=(RY) et
O Au=0surRY,

@ lim u(x) = g(xo) pour tout xo € ORY.
X—Xg,XERY
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FONCTION DE GREEN POUR UNE BOULE.

DOMAINE : Q = B(0, r) avec r > 0.
NOYAU DE POISSON POUR B(0, r) :

_rP—xP
K(x,y) = dn(d)r Tx— 7 x € B(0,r), y € 0B(0,r).

Soit g € C(9B(0, r)) et u définie par

vx € B(O,r), u(x) = /a o SVKG VI

Alors u € C*>(B(0,r)) et
Q@ Au=0surB(0,r),
o lim u(x) = g(xo) pour tout xo € 9B(0, r).

X—Xo,X€B(0,r)
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PLAN
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DEFINITION.

, . ou
EQUATION HOMOGENE : o Au=0.

, ou
EQUATION INHOMOGENE : 3 Au="f.

DONNEES
@ initiales et de bord a préciser!
o f:RY xQ— R, Qc RYouvert.

INCONNUE : U: RY x Q —» R.
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SOLUTION FONDAMENTALE.

DEFINITION
La fonction

ex ——HXHz t>0 @
p at >0, x € RY,

d
d(t, x) = (4mt)/2
0 t<0, xeRY

est appelée solution fondamentale de I'équation de la chaleur
(homogéne).

LEMME

Pour tout t > 0, / o(t, x)dx = 1.
Rd
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PROBLEME DE CAUCHY.

A RESOUDRE :

%—AU:O,Z‘>O, xeRY etu(0,.) =g.

Soit g € C(RY) N L>*(RY). Soit

u(t) = 6(t.) g = [ ®(tx-y)gW)dy. t>0, xRS
RA

Alors u € C*(R* x RY) et
Q u(t,x) — Au(t,x) = 0 pour (t, x) €]0, +oo[xRY,

(t,x)a(lglo)’bo u(t, x) = g(xo) pour xo €

@ Sig >0, avec g # 0, alors pour tout ¢ > 0 et tout x € RY,
u(t,x) > 0.

A. Popier (Le Mans) EDP, solutions classiques.
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PROBLEME NON HOMOGENE.

A RESOUDRE :

0
%—Au:f, t>0, x e RY,
u=0 t=0, x € RY.

THEOREME

Soit f € Cy*(Ry x RY). Soit

t
u(t,x):/o /Rdd>(t—s,x—y)f(s,y)dsdy, t>0, x € RY.

Alors u € CT2(R* x RY) et
Q ui(t,x) — Au(t, x) = f(t, x) pour (t, x) €]0, +oo[xRY,

o lim u(t, x) = 0 pour tout xy € RY.
(t,x)—(0,xp),t>0
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PROBLEME NON HOMOGENE.

PROPOSITION

EN COMBINANT LES DEUX THEOREMES :
t
u(t, x) = / o(t,x — y)g(y)dy + / / &(t—s,x — y)f(s,y)dsdy
Rd 0 JRA

est solution de

0
%—Au:f, t>0, xeRY,
u=g t=0, x e RY.
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PRINCIPE DU MAXIMUM, UNICITE.

Soit Q) ouvert borné deR9 et T > 0.
e Cylindre parabolique : Q1 =]0, T] x Q.
e Bord parabolique de Q1 :Tt = Q7 \ Qr = {0} x QU|[0, T] x 6Q.

THEOREME

Soit u € C'2(Q7) x C(Q7) solution de I'équation de la chaleur sur Q7.

© Alors max u = max u.
Qr rr

@ Si Q est connexe et s'il existe (fy, xo) € Q7 t.9. u(p, Xo) = Maxu,
Qr

alors u est constante sur Q.
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PRINCIPE DU MAXIMUM, UNICITE.

Soit Q ouvert borné de R? et T > 0.
e Cylindre parabolique : Q1 =]0, T] x Q.
e Bord parabolique de Q1 :Tt = Q7 \ Qr = {0} x QU|[0, T] x 6Q.

THEOREME

Soit g € C(I'r) et f € C(Q7). Il existe au plus une solution
u e C"?(Q7) x C(Q7) au probléme :

{ ur— Au=f dans Qr,

u=g surlr.
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PROBLEME DE CAUCHY.

THEOREME (PRINCIPE DU MAXIMUM)

Soit u € C'2(]0, T] x RY) x C([0, T] x RY) solution de
ur—Au=0 sur]0, T[xRY,
u=g sur {0} x RY,

et satisfaisant |u(t, x)| < Ae?* 3 (avec A, a constantes). Alors

sup u=supg.
[0, T]xRd RY
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PROBLEME DE CAUCHY.

THEOREME (UNICITE)

Soit g € C(RY) et f € C([0, T] x RY). Il existe au plus une solution
u e C'2(]0, T] x RY) x C([0, T] x RY) au probléme :

{ ur— Au=f sur]0, T[xRY,

u=g sur {0} x RY,

satisfaisant |u(t, x)| < Ae?*” (avec A, a constantes).
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REMARQUES.

REMARQUE SUR LES BORNES
Il existe une infinité de solutions pour

ur—Au=0 sur]0, T[xRY,

u=0 sur {0} x RY,

THEOREME (REGULARITE)

Si u € C'?(Q7) satisfait I'équation de la chaleur sur Q7, alors
ue COO(QT)
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PRINCIPALES METHODES DE DISCRETISATION.

DIFFERENCES FINIES (ou volumes finis) : discrétisation du domaine €2 et
remplacement de I'opérateur différentiel par un quotient différentiel.

ELEMENTS FINIS : trés liée & la formulation variationnelle des EDP.
Principe : remplacer un espace de Hilbert H par un sous-espace de
dimension finie Hy.

METHODES SPECTRALES : chercher une solution approchée sous forme

d’'un développement sur une certaine famille de fonctions (Fourier,
polyndmes, splines, etc.) :

N
u=> aiu)p,  (voir exercices de TD).
p

Méthodes souvent colteuses, mais précises.
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PRINCIPE.

DERIVEE :

du, o . U(X+h)—ux) u(x+h)—u(x) . .
o ) = Jim p ~ ; . si hestassez petit.

Si u est de classe C? au voisinage de x, alors

1"
S Sup M h.
YE[X,x+ho[ 2

Une approximation est consistante d’ordre p s'’il existe une constante
C positive indépendante de h, t.q. cette erreur soit majorée par ChP.

du u(x + h) — u(x)
ax ¥ h

A. Popier (Le Mans) EDP, solutions classiques.
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PRINCIPE.

DERIVEE :
%(x): i u(x+h) —u(x — h) - u(x + h) — u(x—h).
ax h—0 2h 2h

Si u est de classe C® au voisinage de x, alors

du u(x+h)—U(X—h)‘ . ( |u<3>(y)|> 2

“(x sup
ax ) 2h yelx—hox+ho[ O
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PRINCIPE.

DERIVEE D’ORDRE 2 :

PROPOSITION

Si u est de classe C* au voisinage de x, alors

d?u u(x+h)—2u(x)+u(x—h)’ . ( |u<4>(y)y> 2

X) — sSup
dxz( ) h2 YE[X,x+ho[ 2
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PLAN
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PROBLEME.
Soit u : [0,1] — R solution de

d?u

_W(X) +c(x)u(x) = f(x) pour0 < x <1,

u(0) = go, u(1) = g1.
HYPOTHESES : f € C([0,1]), ¢ € C([0,1]), c > 0.
RESULTAT :
e il existe une unique solution u € C?([0, 1]).
@ Mais pas de forme explicite de la solution si ¢ # 0.
DISCRETISATION DU DOMAINE : pour tout entier N,

Xo=0<x4<...<xy<Xnp1=1.
DISCRETISATION REGULIERE : X; = ihavec h=1/(N+1) et

i=0,....N+1.

A. Popier (Le Mans) EDP, solutions classiques. 36 /52



SCHEMA DE DIFFERENCES FINIES.

BuT : chercher en tout point x; une valeur u; t.q. u; =~ u(x;). Donc

@ Up = Jo; UN+1 = G4,
@ U= (uq,...,uy) €RN.
APPROXIMATION : en chacun des sommets internes x; :

d?u

_ﬁ(x;) + e(x))u(x;) = f(xi);
L D) Z U H U D) | oun) ~ fx):
Uiyt — 2U; + Uj_4

2 + C(X,‘)U,‘ ~ f(X,'), i€ {1./ ce, N}
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ECRITURE MATRICIELLE.

AnU = by, avec A, € RN*N et by, € RN -

2 _1 0 0 w0 .
C( X
e o 01 ) o
C( X
A=z | O 0 |7 o .
0 -1 2 -1 0 0 olx
0 0 -1 2 b)
) + 75
f(x2)
by = : ATTENTION AUX BORDS !
f(xn—1)

g
f(XN) + /’T;
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PROPRIETES DE Ap.

PROPOSITION
Sic > 0, A, est symétrique et définie positive.

CONSEQUENCE : U existe et est unique.

INEGALITE DE STABILITE
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ERREUR DE CONSISTANCE.

DEFINITION

On appelle erreur de consistance du schéma la quantité obtenue en
remplagant 'inconnue par la solution exacte dans le schéma
numeérique :

u(x1)
en(U) = Apmp(u) — bn, mh(U) =

U()'(N)

Le schéma est consistant si fl)imo llen(w)|| = 0.
_)

Le schéma est consistant d’ordre p s’il existe C > 0 et hy > 0 t.q. pour
fout0 < h < hy, |len(u)|] < ChP.
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ERREUR DE CONSISTANCE.

PROPOSITION

Supposons la solution u de classe C* sur [0, 1]. Alors le schéma est
consistant d’ordre 2 pour la norme infinie :

h2
len(u)lloe < 35 sup [u@(y).
y€[0,1]

A. Popier (Le Mans) EDP, solutions classiques. 41 /52



CONVERGENCE DU SCHEMA.
Soit u : [0,1] — R solution exacte de

d2U f 1
_W(X) + c(x)u(x) = f(x) pour0 < x <1,
U(O) = Jo, U(1) =4a.

On suppose u € C*([0, 1]). Soit U € RN la solution du schéma. Alors
I'erreur de discrétisation, i.e. la différence mp(u) — U, vérifie :

h2
lmn(u) = Ulleo < g sUP u@(y)].
y€[0,1]

REPOSE SUR
7Th(U) — U= —(Ah)_1€h(U).
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PLAN

© METHODE DES DIFFERENCES FINIES

@ Remarques en dimension supérieure a 2
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UN PROBLEME DE GEOMETRIQUE.

Probléeme de Laplace inhomogeéne :

—Au(x) = f(x) pour x € Q,

u=2~0 sur 0f2.

DISCRETISATION : points alignés dans les directions x et y.
1 [ [ y \Illl
= Lo
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APPROXIMATION.

EN UN POINT REGULIER :

N u(Po) + u(Ps3) — 2u(Py) . Uu(Ps) + u(Ps) — 2u(Py)
h? hg

Si u de classe C*, approximation d’ordre 2.
EXEMPLE : si Q est un rectangle, tous les points sont réguliers.

A. Popier (Le Mans) EDP, solutions classiques. 45 /52



APPROXIMATION.

EN UN POINT SINGULIER :

o%u " "
CORRECTION : W(Pﬂ + O(h) = au(P>) + Bu(P1) + ~vu(Ps3).
Formule de Taylor :
a+B+~y=0, —ah+~H =0, ah?/2 +yH?/2 =1.

Erreur de consistance en O(h) et matrice du systéme linéaire non
symétrique.

A. Popier (Le Mans) EDP, solutions classiques.
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SCHEMAS D’EULER POUR EDO.

A résoudre EDO : v = f(u) sur ]0, 1] avec u(0) = up.

SCHEMAS D’EULER :
u(x + h) — u(x)

@ EXPLICITE : U'(X) ~ + , d’ou
u(x + h) = u(x) + hf(u(x)).
@ IMPLICITE : U/(x) ~ ulx) = Z(X — h), d’ou

u(x + h) — hf(u(x + h)) = u(x) < u(x + h) = (Id — hf)~"(u(x)).
@ 0-sCHEMA (0 € [0,1]) :

u(x + h) — (1 = 0)hf(u(x + h)) = u(x) + 6hf(u(x)).
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EQUATION DE LA CHALEUR.

Soit u solution de

?)Ltl(t,x) gzz(t x) =0 pourx €]0,1[, t €]0, T[
u(0, x) = up(x) Vx €]0, 1],
u(t,0)=u(t,1)=0 pour t €]0, T|.

THEOREME
Si up € C(]0,1]), il existe une unique solution
u € C?(]0, T[x]0,1[) N C([0, T] x [0, 1]). De plus
e ue C>(]0, T[x]O,1]).
e Siup >0, u(t,.) >0 pourtoutt > 0.
e Siu e L*(]0,1]), alors u € L>=(]0, T[x]0,1]) et ||u]|co < ||Uo]|co-

|
,
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DISCRETISATION PAR EULER EXPLICITE EN TEMPS.

DISCRETISATION :
@ [0, T]diviséent,=nk,n=0,...,M,pas k=T /M,
@ [0,1] diviséenx;=ih,i=0,..., N+1,pash=1/(N+1).

En chaque point (t,, x;) :

8[;(2;”7)(/) ~ u(tn+‘|7xi)k U(tn,Xj)
o%u 2u(tn, X;) — U(tn, Xiy1) — U(tn, Xi—1)
—W(tn,xl') ~ h2 .
APPROXIMATION u,(") de u(ty,x;),i=1,...,Netn=1,..., M.

A. Popier (Le Mans) EDP, solutions classiques.

49 /52



DISCRETISATION PAR EULER EXPLICITE EN TEMPS.

DISCRETISATION :
@ [0, T]diviséent,=nk,n=0,...,M,pas k= T/M,
@ [0,1] diviséen x;=ih,i=0,....,N+1,pash=1/(N+1).

SCHEMA : pourtouti=1,... Nettoutn=1,... M
(n+1) (n) () (n) (n)
u; — U 2u;” — Uiy — Uiy
k + h2 (t7 X) - 07
o
n n
Uy~ = Uynypq =0
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DISCRETISATION PAR EULER EXPLICITE EN TEMPS.

DISCRETISATION :
@ [0, T]diviséent,=nk,n=0,...,M,pas k=T /M,
@ [0,1] diviséen x;=ih,i=0,...,N+1,pash=1/(N+1).

scuEma ExpLCITE car ul™) explicite en fonction de (u™)_1..n :

i

um =y :2(2u(n) IO
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PROPRIETES.

PROPOSITION

Le schéma est consistant d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace :

ou U(thyi1, Xi) — U(tn, X;)
i ) <
at (tﬂ’XI) k >~ Ck,
52u 2u(ty, X)) — u(tn, Xir1) — u(ty, Xj_
’_8)(2(2;”7)(/)_ (tn, Xi) (nh21+1) (tn, Xi—1) SChZ

DEFINITION

Un schéma est L*°-stable si la solution approchée est bornée dans L*°
indépendamment du pas du maillage.

PROPOSITION

Si % < 1/2, alors le schéma est stable : sup; , \u,(”)! < || uo||oo-

A. Popier (Le Mans) EDP, solutions classiques. 50 /52



PROPRIETES.

Si la condition de stabilité est satisfaite, alors il existe C > 0 t.q. pour
toutn=1,... . M:

sup |u(tn, X;) — u,(”)) < sup )U(O,x,-) — 9+ TC(k + HP).
i=1,...N i=1,...N
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ECRITURE MATRICIELLE.

NOTATIONS :
o \—k/H.
@ Pourn=1,....M, U" = (uf")),-:1,,._,/v.
o U0 = (up(xi))i=1,...N-

SYSTEME LINEAIRE : U" = AU avec

1-2\ =X 0o ... 0
-2 1-2x -2 0
A: 0 . . . 0
: 0 -\ 2 -
0 0 —XA 1-2X

REMARQUE : attention aux conditions de borden x =0et x = 1.
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0-SCHEMAS.

Pour 6 € [0, 1]

(1) ()
u-o oy 1=0( 5 m 4 o, 0
e 2 S AR R

0 +1 1 1
i (—2 ™ Ly gy )).

_|_

PROPRIETES.
@ Euler implicite si § = 1, Crank-Nicholson si § = 1/2.

@ D’ordre 2 en espace. D’ordre 2 en temps si § = 1/2, d’ordre 1
sinon.

@ Inconditionnellement stable si § > 1/2. Sinon stable si

ko1
R = 2(1—20)
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