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CADRE.

DONNÉES :

U ouvert de R× Rm,
f : U → Rm fonction continue.

ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE :

y ′ = f (t , y), (t , y) ∈ U, t ∈ R, y ∈ Rm. (E)

DÉFINITION (SOLUTION)
Une solution de (E) sur un intervalle I ⊂ R est une fonction dérivable
y : I → Rm telle que

1 ∀t ∈ I, (t , y(t)) ∈ U,
2 ∀t ∈ I, y ′(t) = f (t , y(t)).
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CADRE.

DONNÉES :

U ouvert de R× Rm,
f : U → Rm fonction continue.

ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE :

y ′ = f (t , y), (t , y) ∈ U, t ∈ R, y ∈ Rm. (E)

DÉFINITION (PROBLÈME DE CAUCHY)

Étant donné un point (t0, y0) ∈ U, le problème de Cauchy consiste à
trouver une solution y : I → Rm de (E) sur un intervalle I contenant t0
dans son intérieur, telle que y(t0) = y0.
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SOLUTION MAXIMALE.

DÉFINITION

Soient y : I → Rm, ỹ : Ĩ → Rm des solutions de (E). On dit que ỹ est un
prolongement de y si I ⊂ Ĩ et ỹ |I = y.

DÉFINITION

On dit qu’une solution y : I → Rm est maximale si y n’admet pas de
prolongement ỹ : Ĩ → Rm, avec I ( Ĩ .

THÉORÈME

Toute solution y se prolonge en une solution maximale ỹ (pas
nécessairement unique).
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SOLUTION GLOBALE.

On suppose ici que l’ouvert U est de la forme U = J × U ′ où J est un
intervalle de R et U ′ un ouvert de Rm.

DÉFINITION

Une solution globale est une solution définie sur l’intervalle J tout
entier.

REMARQUE

Toute solution globale est maximale, mais la réciproque est fausse.
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RÉGULARITÉ DES SOLUTIONS.

Rappelons qu’une fonction est dite de classe Ck si elle admet des
dérivées partielles continues jusqu’à l’ordre k .

THÉORÈME

Si f : U ⊂ R× Rm → Rm est de classe Ck , toute solution de (E),
y ′ = f (t , y), est de classe Ck+1.
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CYLINDRES DE SÉCURITÉ.

NOTATIONS :

‖ ‖ une norme (quelconque) sur Rm,
B(x , r) (resp. B(x , r)) la boule ouverte (resp. fermée) de centre x
et de rayon r .

COMME U EST OUVERT :
I il existe un cylindre C0 = [t0 − T0, t0 + T0]× B(y0, r0) ⊂ U.

NOTATION :

C = [t0 − T , t0 + T ]× B(y0, r0) ⊂ C0 un cylindre de demi-longueur
T ≤ T0.

DÉFINITION

On dit que C est un cylindre de sécurité pour l’équation (E) si toute
solution y : I → Rm du problème de Cauchy y(t0) = y0 avec
I ⊂ [t0 − T , t0 + T ], reste contenue dans B(y0, r0).
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CYLINDRES DE SÉCURITÉ.

COMME U EST OUVERT :
I il existe un cylindre C0 = [t0 − T0, t0 + T0]× B(y0, r0) ⊂ U.
I C0 fermé et borné dans Rm+1, donc compact.
I Donc f bornée sur C0, i.e.

M = sup
(t ,y)∈C0

‖f (t , y)‖ < +∞.

NOTATION :
C = [t0 − T , t0 + T ]× B(y0, r0) ⊂ C0 un cylindre de demi-longueur
T ≤ T0.

LEMME

Pour que C soit un cylindre de sécurité, il suffit de prendre

T ≤ min
(

T0,
r0

M

)
.
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THÉORÈME D’EXISTENCE.

THÉORÈME DE CAUCHY-PEANO-ARZELA

Soit C = [t0 − T , t0 + T ]× B(y0, r0), avec T ≤ min(T0, r0/M), un
cylindre de sécurité pour (E) y ′ = f (t , y). Alors il existe une solution
y : [t0 − T , t0 + T ]→ B(y0, r0) de (E) avec condition initiale y(t0) = y0.

COROLLAIRE

Par tout point (t0, y0) ∈ U, il passe au moins une solution maximale
y : I → Rm de (E).
De plus, l’intervalle de définition I de toute solution maximale est
ouvert (mais en général il n’y a pas unicité de ces solutions
maximales).
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THÉORÈME DE CAUCHY-LIPSCHITZ.

DÉFINITION

f est localement lipschitzienne en y si pour tout point (t0, y0) ∈ U il
existe un cylindre C = [t0 − T , t0 + T ]× B(y0, r0) ⊂ U et une constante
k = k(t0, y0) ≥ 0 tels que f soit k-lipschitzienne en y sur C :

∀(t , y1), (t , y2) ∈ C, ‖f (t , y1)− f (t , y2)‖ ≤ k‖y1 − y2‖.

THÉORÈME DE CAUCHY-LIPSCHITZ

Si f : U → Rm est localement lipschitzienne en y , alors pour tout
cylindre de sécurité C = [t0 − T , t0 + T ]× B(y0, r0) comme ci-dessus,
le problème de Cauchy avec donnée initiale (t0, y0) admet une unique
solution exacte y : [t0 − T , t0 + T ]→ Rm.
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UNICITÉ GLOBALE.

THÉORÈME

Soient y(1), y(2) : I → Rm deux solutions de (E), avec f localement
lipschitzienne en y . Si y(1) et y(2) coïncident en un point de I, alors
y(1) = y(2) sur I.

COROLLAIRE

Si f est localement lipschitzienne en y sur U, pour tout point
(t0, y0) ∈ U, il passe une unique solution maximale y : I → Rm et une
seule.

Géométriquement, deux solutions maximales ne peuvent pas se
couper.
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UNICITÉ GLOBALE.

HYPOTHÈSE DE LIPSCHITZ SEMI-GLOBALE

Soit f : U → Rm une application continue sur un ouvert produit
U = J × Rm, où J ⊂ R est un intervalle ouvert. On suppose qu’il existe
une fonction continue k : J → R+ telle que pour tout t ∈ J fixé,
l’application y 7→ f (t , y) soit lipschitzienne de rapport k(t) sur Rm.
Alors toute solution maximale de l’équation y ′ = f (t , y) est globale (i.e.
définie sur J tout entier).
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EDO D’ORDRE SUPÉRIEUR À 1.

Système différentiel d’ordre p dans Rm :

y (p) = f (t , y , y ′, . . . , y (p−1)), (1)

où f : U → Rm est une application continue définie sur un ouvert
U ⊂ R× (Rm)p.

Solution de (1) sur un intervalle I ⊂ R = application y : I → Rm

p-fois dérivable, telle que
1 ∀t ∈ I, y(t), y ′(t), . . . , y (p−1)(t) ∈ U ;
2 ∀t ∈ I, y (p)(t) = f ′(t , y(t), y ′(t), . . . , y (p−1)(t)).

Si f est de classe Ck , les solutions y sont de classe Ck+p.
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EDO D’ORDRE SUPÉRIEUR À 1.

Système différentiel d’ordre p dans Rm :

y (p) = f (t , y , y ′, . . . , y (p−1)), (1)

Équivalent au système différentiel d’ordre 1

Y ′0 = Y1
Y ′1 = Y2

...
Y ′p−2 = Yp−1
Y ′p−1 = f (t ,Y0,Y1, . . . ,Yp−1)

(2)

si l’on pose Y0 = y , Y1 = y ′, . . .
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EDO D’ORDRE SUPÉRIEUR À 1.

Système différentiel d’ordre p dans Rm :

y (p) = f (t , y , y ′, . . . , y (p−1)), (1)

Équivalent au système différentiel d’ordre 1 : Y ′ = F (t ,Y ) avec

Y = (Y0,Y1, . . . ,Yp−1) ∈ (Rm)p

F = (F0,F1, . . . ,Fp−1) : U → (Rm)p

F0(t ,Y ) = Y1, . . . ,Fp−2(t ,Y ) = Yp−1,

Fp−1(t ,Y ) = f (t ,Y ).
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EDO D’ORDRE SUPÉRIEUR À 1.

REMARQUE

Pour résoudre le problème de Cauchy lié au système (2), il faut
connaître Y (t0) = (Y0(t0),Y1(t0), . . . ,Yp−1(t0)), donc disposer des
données

y(t0), y ′(t0), . . . , y (p−1)(t0),

c’est-à-dire les valeurs à l’instant t0 des p− 1 premières dérivées de y .
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EDO LINÉAIRES.

Systèmes différentiels linéaires du premier ordre dans Rm :

dY (t)
dt

= A(t)Y + B(t),

où

A(t) = (aij(t))1≤i,j≤m ∈ Rm×m, B(t) =

 b1(t)
...

bm(t)

 ∈ Rm.

THÉORÈME

Pour tout point (t0, y0) ∈ I × Rm, il passe une solution maximale
unique, définie sur I tout entier.
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EDO LINÉAIRES.

Système sans second membre, i.e. B = 0 : ensemble des
solutions maximales = R-espace vectoriel de dimension m :
l’application qui à Y solution maximale associe Y (t0), est un
isomorphisme linéaire.

Dans le cas général, si Y(0) est une solution globale, alors
l’ensemble des solutions est de la forme Y(0) + Z avec Z solution
maximale du système sans second membre.
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EDO LINÉAIRES.

Système sans second membre résoluble explicitement au moins dans
les cas suivants :

si A est constante, alors les solutions sont de la forme
Y (t) = exp((t − t0)A)Y (t0), où exp désigne l’exponentielle de
matrice définie sur Rm×m.
si A(t)A(u) = A(u)A(t) pour tous t ,u dans I, alors

Y (t) = exp
(∫ t

t0
A(s)ds

)
Y (t0) = R(t , t0)Y (t0).

Une solution particulière s’obtient par la méthode dite de variation des
constantes. On la cherche sous la forme

Y(0)(t) = R(t , t0)V (t)⇒ R(t , t0)V ′(t) = B(t).

On obtient alors

Y(0)(t) = R(t , t0)
∫ t

t0
R(t0,u)B(u)du =

∫ t

t0
R(t ,u)B(u)du.
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DEUX CAS PARTICULIERS.

ÉQUATION SCALAIRE D’ORDRE 1 : y ′ + a(t)y = b(t).

Solutions homogènes : y(t) = λexp
(
−
∫ t

t0
a(s)ds

)
= λz(t) avec

λ ∈ R.
Solution particulière : y(0)(t) = λ(t)z(t) avec λ′(t) = b(t)/z(t).

ÉQUATION SCALAIRE D’ORDRE 2 : y ′′ + a(t)y ′ + b(t)y = c(t).
Solutions homogènes : y(t) = λy1(t) + µy2(t) avec (λ, µ) ∈ R2 et
y1 et y2 indépendantes.
Solution particulière : y(0)(t) = λ(t)y1(t) + µ(t)y2(t) avec :{

λ′(t)y1(t) + µ′(t)y2(t) = 0,
λ′(t)y ′1(t) + µ′(t)y ′2(t) = c(t).
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