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NORMES, ESPACE DE BANACH.

RAPPELS :

DEFINITION

Soit E espace vectoriel sur R. Une norme sur E est une application
p:E—Rtq.

Q@ VxecE, p(x)>0;

Q@ Vxc E,VAeER, p(Ax)=I|\p(x);

Q@ V(x,y) € E?, p(x+y) < p(x)+ p(y) (inégalité triangulaire) ;
QO p(x)=0=x=0.

DEFINITION

Un espace de Banach est un espace vectoriel E muni d’une norme p
qui le rende complet pour la distance associée d(x,y) = p(x — y).

A. Popier (Le Mans) Espaces généraux. 4/33



EXEMPLES.

@ C([0, 1]) muni de la norme infinie ||f||- = tm[gl>1<] [f(1)].
S ’

@ [P(2) muni de la norme ||.||p pour 1 < p < +o0.

@ P1<p<—+oo:
+oo
o ensemble des suites U = (Up)nen 1.9 Y _ |Un|P < +o0.
n=0

1/p
o norme [|ufl, = (225 lual?) -
@ />~
e ensemble des suites u = (U,)nen bornées.
e norme ||U||o = SUp,cy |Un|-
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APPLICATIONS LINEAIRES.

Soient E et F deux espaces normés et T : E — F application linéaire.
Alors équivalence entre :

Q T estcontinue sur E;

© T estcontinueen0;

© T est lipschitzienne ;

Q il existe Cr > 0t.q. pour tout x € E, || Tx||r < Cr||x||g.

DEFINITION
La norme de T est définie par

[Tl = sup{l[ Tx[F, lIxl[e <1}
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APPLICATIONS LINEAIRES.

DEFINITION
La norme de T est définie par

IIT1l = sup{ll Tx|[F, [Ix[le <1}

PROPOSITION

II-ll est une norme sur L(E, F), ensemble des applications linéaires
continues.

PROPOSITION
Si F est un espace de Banach, L(E, F) muni de |||.|| est de Banach.

DEFINITION
L'ensemble L(E,R) est I'espace dual de E, noté E’.

A. Popier (Le Mans) Espaces généraux.

6/33



€ EsSPACES DE BANACH

© ESPACES DE HILBERT
@ Dual d’un espace de Hilbert
@ Théorémes de Stampacchia et Lax-Milgram
@ Bases hilbertiennes

© ESPACES DE SOBOLEV
@ Premiéres définitions et propriétés
@ Opérateurs de prolongement
@ Inégalités de Sobolev
@ Espace H|(Q)
@ Notion de trace au bord



DEFINITIONS.

DEFINITION

Soit H un espace vectoriel. Un produit scalaire (u, v) est une forme
bilinéaire de H x H dans R symétrique, définie positive.

LEMME
e Inégalité de Cauchy-Schwarz :

Y(u,v) € H?, (u, V)| < (u, u)'2 (v, v)!/2,

o uc Hw— |ull = (u,u)'/? est une norme sur H.
e [dentité du parallélogramme :

2 2

u-—v
2

u+v
2

V(u,v) € H?,

= 2 (i + 1v1P)
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DEFINITIONS.

DEFINITION

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit
scalaire (u, v) et qui est complet pour la norme (u, u)'/?
EXEMPLES

e H=RY avecay,...,ay réels strictement positifs et

V(u,v) € (Rd Z aju;v;.

o H = I? : ensemble des suites u = (Un)nen 1.9. Y U5 < +o00, avec
n=0
Y(u,v) e H?, (u,v) Zu,v,

o H=[2(Q) avec (u, v) = / u(xX)v(x)ax.
Q
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THEOREME DE PROJECTION.

Soit K C H convexe fermé non vide. Alors pour tout u € H, il existe
v € K unique t.q.

lu—v| = inf |[u—w| =min|u—w|.
weK weK

De plus v caractérisé par

veK, (u—v,w—v)<0,Vw € K.

DEFINITION
v est appelé la projection de u sur K et noté Pxu.

PROPOSITION
Pour tout (uq, up) € Al |IPxus — Pxus|| < ||lug — uz]|.
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THEOREME DE PROJECTION.

Soit K C H convexe fermé non vide. Alors pour tout u € H, il existe
v € K unique t.q.

lu—v| = inf |[u—w| =min|u—w|.
wek weK

De plus v caractérisé par

veKk, (u—v,w—v)<0,Vw € K.

COROLLAIRE
Soit M C H sev fermé et u € H. Alors v = Pyu caractérisé par

veM, (u—v,w)=0,Yw e M.

u— v € Mt et Py est un opérateur linéaire, dit projecteur orthogonal.
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IDENTIFICATION DE H' AVEC H.

Soit ¢ € H'. Il existe u € H unique t.g.
YveH, ¢(v)=(uv).

De plus [|uf| = [[¢][+-

DEFINITION
Une suite (xn)nen de H converge faiblement vers x € H si

vy e H, Iim (xn,y) = (x,y).

n—-+oo )

De toute suite bornée de H, on peut extraire une sous-suite faiblement
convergente.

o
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THEOREME DE STAMPACCHIA.

DEFINITION

Une forme bilinéaire A: H x H — R est
e continue s'il existe C t.q. pour tout (u, v), |A(u, v)| < Cllull||v]| ;
e coercive s’il existe o > 0 t.q. pour tout u, A(u, u) > oul|?.

Soit A bilinéaire continue et coercive. Soit K convexe fermé non vide.
Pour ¢ € H', il existe u € K unique t.q.

Vv e K, A(lu,v—u) > ¢(v—u).

Si A est symétrique, alors u caractérisé par

uek, %A(u, u) — ¢(u) = min (%A(v, V) — qﬁ(v)) .

veK
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THEOREME DE LAX-MILGRAM.

Soit A bilinéaire continue et coercive. Pour ¢ € H', il existe u € H
unique t.qg.
Vv e H, A(u,v) = ¢(v).

Si A est symétrique, alors u caractérisé par

ueH, %A(u, u)—¢(u) = I"/Tél}r(l (%A(v, V) — ¢(v)> .
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SOMMES HILBERTIENNES.

DEFINITION

Soit (En)nen une suite de sous-espaces fermés de H. H est somme
hilbertienne des (Ey), noté H = P E, si
n

e les E,, sont 2 a 2 orthogonaux : (u,v) = 0 pour tout u € Ep,,
ve E,m#£n;

e et Vect (E,, ne N)=H.

v

Soit H = &pEp. Soit u € H et u, = Pg,u. Alors
400 k
o u= nz_:oun = kﬂTooz_(:)Un,

+oo

@ |[ul® =Y |lun|l® (égalité de Bessel-Parseval).
n=0
A. Popier (Le Mans)
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BASES HILBERTIENNES.

DEFINITION

Une base hilbertienne est une suite (en)nen d’éléments de H t.q.
e |len]| =1,Vn; (em,en) =0sim=#n.
e et Vect(e,, ne N)=H.

Tout espace de Hilbert séparable admet une base hilbertienne.

EXEMPLES
Dans H = L?(0, '), base formée des fonctions

2 . 2
—sin nx, — COS nx.
™ ™
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INTRODUCTION.

PROBLEME : pour ¢ € L>(Q) et f € L3(Q) :

{ —Au(x) + c(x)u(x) = f(x), xeQ,
(x) =0, x € 00Q.

INTEGRATION PAR PARTIES : Si u et 2 sont assez réguliers, pour
p e C(Q):

/Vu V¢()dx+/() dx—/f

REGULARITE de u : u € L2(Q) et Vu € (L2(Q))? — espaces de
Sobolev.
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Soit QO c RY ouvert.

Lespace de Sobolev H'(Q) est défini par

H'(Q) = {u € [3(Q), 3g1,...,9q € L3(Q) tq.

/ - - —/Qg,-¢, Vo e 08"(9)}-

On pose 8—;’ =g

i

NORME : pour u € H'(Q),

Ul (o) =



REMARQUES.

@ H'(Q) est muni du produit scalaire :
(U V)i (a) = (U, V) 2(0) + ;<8xi’ afxi>L2(Q)~
@ Siuc?(Q)nC'(Q), etsi @ € L2(Q), alors les deux définitions

OX;
) 1/2

@ Espaces de fonctions-tests : c;( ) convient aussi.
@ CX(Q) c H'(Q) etsiQborng, C'(Q) c H'(Q).

de dérivée coincident.

@ Norme équivalente : (!

8x,

A. Popier (Le Mans) Espaces généraux. 18/33



Soit une suite (up) une suite de H'(Q) t.q. u, — u dans L?(Q) et (Vup)
converge dans (L?(2))¢. Alors u € H'(Q) et [|un — ul| 1 (q) — O.

H'(Q) est un espace de Hilbert séparable. I




APPROXIMATION.

Soit u € H'(Q). Alors il existe une suite (u,) de CF(RY) t.q.
Q uplg — udans L2(Q);

Q Vup|, — Vul, dans (L?(w))? pour tout w cC Q (i.e. w ouvert t.q.
w C Q et w compact).

REMARQUE : en général C}(RY) n’est pas dense dans H'(Q).
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REGLES DE DERIVATION.

PROPOSITION (PRODUIT)
Soient u et v dans H'(Q) N L=(Q). Alors uv € H'(Q) N L>(Q) et

i(uv) @v +u il
OX; OX; ax;’

PROPOSITION (COMPOSITION)

Soient G € C'(R) t.q. G(0) =0 et |G'(s)| < M, Vs c R; etu c H'(Q).
Alors Go u € H'(Q) et

Gou):(G'ou)@

87)(/( ox;’
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REGLES DE DERIVATION.

PROPOSITION (CHANGEMENT DE VARIABLES)

Soient Q et Q' deux ouverts de R? et H : Q' — Q une application
bijective, x = H(y) t.q.

He CY(Q), H' € C'(Q), Jac H € L=(Q), Jac H™! € L>(Q).
Soitu € H'(Q). Alorsuo H € H'(Q') et

d .
vi=1,...d Loy =3 2 Hy)nLhy).
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ESPACES H™(Q).

Soit m > 2 entier.

DEFINITION
Espace de Sobolev H™ () défini par récurrence

H™Q) = {u e H™1(Q); g)l:,- € Hm‘1(Q)}

= {u € L3(Q), Ya t.q. |a| < m, 3g, € L3(Q) t.q.

/Quaagb_ (—1)"“/an¢7 Vo € CS“(Q)}-

On pose 0°u = g,.

NORME : pour u € H™(Q), [|ul[ym@) = > [10°ull,.

0<|al<m
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H™(Q2) muni du produit scalaire

<U, V>Hm(Q) = Z <8au, aaV>L2(Q),

0<|a|<m

est un espace de Hilbert.




PROLONGEMENT.

Soit Q ouvert de classe C' avec I' = 9Q borné (ou Q = RY). Alors il
existe un opérateur de prolongement P : H'(Q) — H'(RY) linéaire
t.g.:Vue H'(Q)

Q Pulq = u;

Q [[Pull ey < Cllull 2y

Q [[Pullp1(rey < Cllullp1(q);
C dépendant seulement de Q.

COROLLAIRE

SiQ de classe C' et u € H'(Q), alors il existe une suite (up) de
CX(RY) t.q. uslq — u dans H'(Q).
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CASOUQ =RYET2 < d.

Si2 < d, alors

1 1

« 1
1(Rd P (RY — =———
H'(RY) c L (R),avecp* 5 g

Il existe C = C(p, N) t.q.

Ul gy < ClIVull 2, Yu € H'(RY).

COROLLAIRE

Si2 < d, alors H'(RY) c LI(RY), pour tout q € [2, p*] avec injection
continue.

COROLLAIRE
H'(R2) c L9(R?), pour tout q € [2, +oc[ avec injection continue.
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CAs oU Q = R.

Alors

H'(R) C L*(R),

avec injection continue. De plus pour tout u € H'(R) :

lu(x) — u(y)| < Cllx —y|"2|Vull 2, p.p. X,y €R.
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CAS OU Q = RY.

COROLLAIRE (ESPACES H™)
Soient m > 1 entier. Avec injections continues :

U mRY)  LIRY) o - — L _ ™
oS/2 d>0,a/orsH(]R)cL(]R)ouq_2 g
oSi%—%:O, alors H™(RY) c LI(RY), Vq € [2, 4+o0].
- Si% - T <0, alors HP(R) € L2(R).

De plus sim — g > 0 non entier, k = [m—d/2] et = m—d/2 — k,

H™RY) c CK(RY) et :
l0%u||1~ < C|lu||gm, Yo avec |a| < k
0%u(x) — °u(y)| < Cllullamx — yI’.  p.p.x,y € RY.
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CAS OU Q C RY.

HYPOTHESES :

@ Q ouvert de classe C' avec 99 borné,

@ Q=R? ={x=(x1,...,%) € RY, xy > 0}.
COROLLAIRE

Avec injections continues :

1 1 1
g 1 p* o — Y9 _ Y
e Si2< d, alors H'(Q) C LP (Q) oup* 5 g
e Sid =2, alors H'(Q) c L9(Q), Vq € [2, +0].
e Sid =1, alors H'(Q) c L=(Q).

De plus si d = 1 pour tout u € H'(Q) :

u(x) — u(y)| < Cllullplx = y['2, pp.x,y €.
Donc H'(Q) c C(Q).
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HYPOTHESES :
@ Q ouvert de classe C' avec 99 borné,
0 Q=R ={x=(x1,...,%) € RY, xg > 0}.

Les conclusions du corollaire (Espaces H™) restent vraies en
remplacant RY par Q.




CAS OU Q C RY.

DEFINITION

Une application T € L(E, F) est compacte si T(Bg(0,1)) est
relativement compacte dans F.

Soit Q ouvert de classe C' borné. Avec injections compactes :
e Si2 < d,alors H'(Q) c L9(Q) pour tout g € [1, p*[, o
1 1 1

pr 2 d
e Sid=2,alors H'(Q)
C

L9(Q), Vg € [1, +o0].
o Sid=1,alors H'(Q)

c(9).

REMARQUE : H'(Q) c L2(Q) avec injection compacte.

A. Popier (Le Mans) Espaces généraux.

28/33



Q) désigne la fermeture de Cl(Q) dans H'(Q).

H{ () muni de la norme induite par H'(Q) est un espace de Hilbert
séparable.

o SiQ=RY, H{(RY) = H'(RY).
e Engénéral, H}(Q) # H'(Q).
o HJ(Q) est aussi la fermeture de C3°(Q).




COMPORTEMENT AU BORD.

Soit Q2 ouvert de classe C'. Soit u € H'(Q) N C(Q). Alors :
u=0surdQ < ue H(Q).
PROPOSITION
On suppose Q2 de classe C'. Soit u € L2(Q). Alors équivalence entre
o uc H{(Q);
e il existe une constante C t.q. :
’/ Ua—(b < C”¢H27 Vo € C;(Rd)7VI: 1,...,d,
o OX
e la fonction U(x) = u(x) pour x € Q etu(x) = 0 pour x € R\ Q est
ou  Ou
H'(Q) et — = —.
dans H'(Q) et e O
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INEGALITE DE POINCARE.

Soit Q ouvert borné (ou borné dans une direction). Alors il existe
C=C(2)ta.

lull2 < ClIVull2,  Vu € Hy(Q).
Donc ||Vul|2 est une norme sur H}(2) équivalente a la norme ||ul| 1.
Autrement dit, / VuVv est un produit scalaire qui induit la norme

Q
|Vullz équivalente & ||u|| .
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Cas oU Q =RY.

LEMME

Il existe une constante C t.q. pour tout u € CL(RY) :

1/2
(\/Rd_1 {U(XI,OH2 dX/) < CHUHH1(Q)'

DEFINITION

70 : CHRY) — L2(99Q) qui & u associe u|sq, avec 9Q = R~ x {0}, est
continu.

Donc se prolonge en un opérateur linéaire continu de H'(Q) dans
L?(09). Cet opérateur est la trace sur O5).
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CAS D’UN OUVERT BORNE REGULIER.

Si Q est une ouvert borné de classe C', alors il existe
7 : H'(Q) — L?(0Q) opérateur linéaire continu t.q.
@ noyau de v = H}(Q);
© image de o : W1/22(0Q) et

[uloallwi/z2a0) < Cllullp (q)

W1/22(Q) = {u € L3(), ||“( )y|(d‘f1})’/)2| e L2(Q x Q)}.

© Formule de Green : pour u et v dans H'(Q) :

(‘)x, /U(g)(l+/ (uv)(o)(v.ej)(o)do.

Pour u et v dans H?(Q) :
—/(Au)v:/Vqu— Y 3)v(o)do.
Q Q

o0 81/
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