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TOPOLOGIE DE RY.

DEFINITIONS :
o ||.|| : norme euclidienne sur RY, i.e. si x = (X1,..., Xq) € RY,
d
X = 4| D xB=1/x2+... +x3.
=1
e Qouvert de RY si :

VxeQ, 3 >0, B(x,e)={yeR?, |ly—x||<e}cQ.

Q fermé de RY si son complémentaire Q° est un ouvert de RY.
La fermeture de €, noté Q, est le plus petit fermé contenant Q.

Lintérieur de , noté Q, est le plus grand ouvert contenu dans Q.

o\ C
Le bord de £, noté 01, est défini par : QN <Q> :
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REGULARITE D’UN OUVERT.

DEFINITION

Sik € N* U {+oc}, et siQ est un ouvert de R, on dit que Q est de
classe C* s’il existe une fonction p € CX(R9) telle que

o O ={xeRY p(x) <0},
0 90 = {x eRY p(x)=0},
e grad p(x) = Vp(x) # 0 pour x € 09.

LEMME

Un ouvert Q est toujours de classe CP. Indication : utiliser p distance signée
entre x et Q :

_ [ d(x,Q) =inf{||x —y||, y € Q} six¢gQ,
px) = { —d(x,Q°), sixeQ

et montrer qu’elle est lipschitzienne.
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APPROXIMATIONS PAR DES COMPACTS.

Dans R, les compacts sont les ensembles fermés et bornés.

PROPOSITION

Soit Q un ouvert de R9. Pour i € N*, on pose

K = {x €RY, || si}m{xesz, d(x, Q%) > 1,}

On a alors :
@ K; est un ensemble fermé et borné de RY et K; C K.

+oo
@ =[]k
i=1
© Pour tout compact K de €, il existe iy € N* tel que K C Kj,.
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ESPACES CK(Q).

Ck(Q) : ensemble des fonctions k fois différentiables dans Q a valeurs
dans R dont toutes les dérivées jusqu’a 'ordre k sont continues dans

Q.
Pour k = 0, c’est I'espace des fonctions continues.

DEFINITION PAR RECURRENCE :

of

— ¢ ck1 f=1,... > 1.
8X,'€C (Q), i=1, ,n}, k> 1

Cck(Q) = {f e cF(Q),
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ESPACES CK(Q).

Ck(Q) : ensemble des fonctions k fois différentiables dans Q a valeurs
dans R dont toutes les dérivées jusqu’a 'ordre k sont continues dans

Q.
Pour k = 0, c’est I'espace des fonctions continues.

NOTATIONS :
e un multi-indice « est un n-uplet d’entiers, i.e. « = (aq,...,ap),
aj € N;
e si « est un multi-indice, |a| = aq + ...+ ap est la longueur de «;

. 9\ o\

CK(Q) : espace vectoriel des fonctions f : Q — R telles que pour tout
a, |al < k, x — 0°f(x) existe et appartient a C°(Q).
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TOPOLOGIE DE CK(Q).

Pour i € N* et f € CK(Q), posons

pi(f) = sup 9% f(x)|.

la|<k ™M

p;i est bien défini et vérifie tous les axiomes d’'une norme sauf que
pi(f) =07 f=0.

Pour f et g dans C*(Q) on pose

+oc1

B pi(f—9)
d(f,g);z,wpi(f_g). (1)

PROPOSITION

d(f, g) est bien défini et que (1) définit une distance sur CX(Q).
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(CK(Q), d) ESPACE COMPLET.

PROPOSITION
Si (f,) est une suite de Ck(Q) et f € CK(Q), on a

im d(f,, ) =

PR { Via| < k, (0“f,) converge uniformément
n—-+o00

sur tout compact de Q vers 0°f.

DEFINITION
Un espace vectoriel E muni d’une distance d est complet si toute suite
de Cauchy converge dans E. Une suite (en) est de Cauchy si pour tout
e > 0 il existe un entier N € N tel que pour tout (p, q) € N?

|

p>Netqg>N= d(ep,eq) <e.

THEOREME

(CK(Q), d), ou d est la distance définie par (1) est un espace complet.
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ESPACE COO(Q).

DEFINITION : C*(Q U Ck
keN

TOPOLOGIE :
Zsup]@a i=1,2,...
|| <i Ki

d définit une distance sur C>*(Q) et (C>*(Q), d) est complet.
De plus si (f,) est une suite de C*(Q) et f € C*(Q2), 0n a

im d(fy, f) =

n—--o00

0 Va € N7 (0*f,) converge uniformément
sur tout compact de Q vers 9*f.
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ATTENTION.

PROPOSITION

Pour CX(Q) et C>°(Q), munis de la distance d, il n’existe pas de norme
N telle que pour tout (f, g), d(f,g) = N(f — g).

THEOREME (PROPRIETE DE MONTEL)

Les fermés bornés de C>°(Q2) sont compacts (ce qui est faux dans
Ck(Q)).
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EsPACEs CK(Q).

DEFINITION

CK(9Q) est le sous-espace vectoriel des éléments de CX(R?) dont
toutes les dérivées jusqu’a l'ordre k sont bornées sur Q.
On définit sur cet espace

||f|\cg(s2) = Z sgp\ao‘f(x)L

ol <k

THEOREME

A~y €St une norme sur 'espace CX(Q), et cet espace muni de
ck(Q) b
cette norme est un espace de Banach, c’est-a-dire un espace normé
complet pour la distance induite par cette norme.
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ESPACES CX(Q) ET CX(Q).

Le support d'une fonction f est supp(f) = {x € R, f(x) # 0}.

Pour k € NU {oo}, f € CK(Q) si f € CK(Q) et si le support de f est
compact inclus dans Q.
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ESPACES CX(F).

F est un sous-ensemble fermé de RY et k € N.

f est dans CX(F) s'il existe f € Cf(R?) telle que f = f sur F.

PROPOSITION
La quantité

Ifloxcey = int {Illoseay. 7€ CR?), F=FfsurF}

est une norme sur CX(F).

CK(F) muni de cette norme est un espace de Banach.
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ESPACES CX(F).

Si F est un compact de R? et que k = 0, C°(F) est muni de la
convergence uniforme :

N(f) = sup |f(x)|.

xeF

Si f € CO(F), alors il existe f € CY(RY) telle que
@ f="fsurF,
@ sup |f(x)[ = sup |f(x)].
xeF

XERA
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ESPACES LP(Q).

Soit Q une partie (mesurable) de R?. Pour p € [1, o0,
e LP(Q) : espace des fonctions f : Q — C (mesurables) telles que

/ |F(x)[Pdx < +o0
Q

e [>(Q) : espace des fonctions (mesurables) et bornées (presque
partout).
NORMES :

1

1o = ( [ 1f00Pak)” et Il = nf{C. 700 < C pp.sur ).
Q

[|-llp et |||l définissent une norme respectivement sur LP(Q2) et
L>(£2), qui les rendent complets.
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RAPPELS IMPORTANTS.

THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE

Soit (f,)nen une suite de fonctions de L'. On suppose que

Q fr(x) — f(x) p.p. sur Q,

O il existe g € L' telle que pour tout n, |f,(x)| < g(x) p.p. sur Q.
Alors f € L'(Q) et ||f — fp||y — O.

EXEMPLE D’ UTILISATION. Soit Xg € R% et f : R? x Q — R. On suppose
que

e pour tout x € R9, y — f(x, y) est mesurable de Q dans R;

e pourtout y € Q, x — f(x, y) est continue en X ;

e il existe g € L'(Q) telle que pour tout x € RY, |f(x, y)| < g(¥).
Alors la fonction x — [, f(x, y)dy est continue en xo.
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DENSITES.

THEOREME DE DENSITE

Lespace C2(Q) est dense dans L'(Q), c’est-a-dire

vfe L'(Q),Ve >0, 3g € Cc(Q), tel que ||[f — g1 <e.

Pour tout ouvert Q de RY et tout k € NU {co} :
o CK(Q) est dense dans C*(Q).
o CX(Q) est dense dans LP(Q2) pour 1 < p < +oc.
o C(Q) est dense dans CK(Q).

REMARQUE
Attention : C2°(2) n'est pas dense dans L>() !
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