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TOPOLOGIE DE Rd .

DÉFINITIONS :

‖.‖ : norme euclidienne sur Rd , i.e. si x = (x1, . . . , xd ) ∈ Rd ,

‖x‖ =

√√√√ d∑
i=1

x2
i =

√
x2

1 + . . .+ x2
d .

Ω ouvert de Rd si :

∀x ∈ Ω, ∃ε > 0, B(x , ε) = {y ∈ Rd , ‖y − x‖ < ε} ⊂ Ω.

Ω fermé de Rd si son complémentaire Ωc est un ouvert de Rd .
La fermeture de Ω, noté Ω, est le plus petit fermé contenant Ω.

L’intérieur de Ω, noté
◦
Ω, est le plus grand ouvert contenu dans Ω.

Le bord de Ω, noté ∂Ω, est défini par : Ω ∩
(
◦
Ω

)c

.
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RÉGULARITÉ D’UN OUVERT.

DÉFINITION

Si k ∈ N∗ ∪ {+∞}, et si Ω est un ouvert de Rd , on dit que Ω est de
classe Ck s’il existe une fonction ρ ∈ Ck (Rd ) telle que

Ω = {x ∈ Rd , ρ(x) < 0},
∂Ω = {x ∈ Rd , ρ(x) = 0},
grad ρ(x) = ∇ρ(x) 6= 0 pour x ∈ ∂Ω.

LEMME

Un ouvert Ω est toujours de classe C0. Indication : utiliser ρ distance signée
entre x et Ω :

ρ(x) =

{
d(x ,Ω) = inf{‖x − y‖, y ∈ Ω} si x 6∈ Ω,
−d(x ,Ωc), si x ∈ Ω

et montrer qu’elle est lipschitzienne.
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APPROXIMATIONS PAR DES COMPACTS.

THÉORÈME

Dans Rd , les compacts sont les ensembles fermés et bornés.

PROPOSITION

Soit Ω un ouvert de Rd . Pour i ∈ N∗, on pose

Ki = {x ∈ Rd , ‖x‖ ≤ i} ∩
{

x ∈ Ω, d(x ,Ωc) ≥ 1
i

}
.

On a alors :

1 Ki est un ensemble fermé et borné de Rd et Ki ⊂
◦

Ki+1.

2 Ω =
+∞⋃
i=1

Ki .

3 Pour tout compact K de Ω, il existe i0 ∈ N∗ tel que K ⊂ Ki0 .

A. Popier (Le Mans) Espaces fonctionnels. 5 / 18



PLAN

1 RAPPELS DE TOPOLOGIE SUR Rd

2 ESPACES DE FONCTIONS RÉGULIÈRES

3 ESPACES DE FONCTIONS INTÉGRABLES

A. Popier (Le Mans) Espaces fonctionnels. 6 / 18



ESPACES Ck(Ω).

DÉFINITION

Ck (Ω) : ensemble des fonctions k fois différentiables dans Ω à valeurs
dans R dont toutes les dérivées jusqu’à l’ordre k sont continues dans
Ω.
Pour k = 0, c’est l’espace des fonctions continues.

DÉFINITION PAR RÉCURRENCE :

Ck (Ω) =

{
f ∈ Ck−1(Ω),

∂f
∂xi
∈ Ck−1(Ω), i = 1, . . . ,n

}
, k ≥ 1.
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ESPACES Ck(Ω).

DÉFINITION

Ck (Ω) : ensemble des fonctions k fois différentiables dans Ω à valeurs
dans R dont toutes les dérivées jusqu’à l’ordre k sont continues dans
Ω.
Pour k = 0, c’est l’espace des fonctions continues.

NOTATIONS :

un multi-indice α est un n-uplet d’entiers, i.e. α = (α1, . . . , αn),
αi ∈ N ;
si α est un multi-indice, |α| = α1 + . . .+ αn est la longueur de α ;

enfin ∂α =

(
∂

∂x1

)α1

. . .

(
∂

∂xn

)αn

.

Ck (Ω) : espace vectoriel des fonctions f : Ω→ R telles que pour tout
α, |α| ≤ k , x 7→ ∂αf (x) existe et appartient à C0(Ω).
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TOPOLOGIE DE Ck(Ω).

Pour i ∈ N∗ et f ∈ Ck (Ω), posons

pi(f ) =
∑
|α|≤k

sup
Ki

|∂αf (x)|.

LEMME

pi est bien défini et vérifie tous les axiomes d’une norme sauf que
pi(f ) = 0 6⇒ f = 0.

Pour f et g dans Ck (Ω) on pose

d(f ,g) =
+∞∑
i=1

1
2i

pi(f − g)

1 + pi(f − g)
. (1)

PROPOSITION

d(f ,g) est bien défini et que (1) définit une distance sur Ck (Ω).
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(Ck(Ω), d) ESPACE COMPLET.

PROPOSITION

Si (fn) est une suite de Ck (Ω) et f ∈ Ck (Ω), on a

lim
n→+∞

d(fn, f ) = 0⇔
{
∀|α| ≤ k , (∂αfn) converge uniformément
sur tout compact de Ω vers ∂αf .

DÉFINITION

Un espace vectoriel E muni d’une distance d est complet si toute suite
de Cauchy converge dans E. Une suite (en) est de Cauchy si pour tout
ε > 0 il existe un entier N ∈ N tel que pour tout (p,q) ∈ N2

p ≥ N et q ≥ N =⇒ d(ep,eq) ≤ ε.

THÉORÈME

(Ck (Ω),d), où d est la distance définie par (1) est un espace complet.
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ESPACE C∞(Ω).

DÉFINITION : C∞(Ω) =
⋃
k∈N

Ck (Ω).

TOPOLOGIE :

pi(f ) =
∑
|α|≤i

sup
Ki

|∂αf (x)|, i = 1,2, . . .

et

d(f ,g) =
+∞∑
i=1

1
2i

pi(f − g)

1 + pi(f − g)
.

THÉORÈME

d définit une distance sur C∞(Ω) et (C∞(Ω),d) est complet.
De plus si (fn) est une suite de C∞(Ω) et f ∈ C∞(Ω), on a

lim
n→+∞

d(fn, f ) = 0⇔
{
∀α ∈ Nn, (∂αfn) converge uniformément
sur tout compact de Ω vers ∂αf .
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ATTENTION.

PROPOSITION

Pour Ck (Ω) et C∞(Ω), munis de la distance d, il n’existe pas de norme
N telle que pour tout (f ,g), d(f ,g) = N(f − g).

THÉORÈME (PROPRIÉTÉ DE MONTEL)
Les fermés bornés de C∞(Ω) sont compacts (ce qui est faux dans
Ck (Ω)).
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ESPACES Ck
b (Ω).

DÉFINITION

Ck
b (Ω) est le sous-espace vectoriel des éléments de Ck (Rd ) dont

toutes les dérivées jusqu’à l’ordre k sont bornées sur Ω.
On définit sur cet espace

‖f‖Ck
b (Ω) =

∑
|α|≤k

sup
Ω
|∂αf (x)|.

THÉORÈME

‖.‖Ck
b (Ω) est une norme sur l’espace Ck

b (Ω), et cet espace muni de
cette norme est un espace de Banach, c’est-à-dire un espace normé
complet pour la distance induite par cette norme.
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ESPACES Ck
c (Ω) ET C∞c (Ω).

DÉFINITION

Le support d’une fonction f est supp(f ) = {x ∈ Rd , f (x) 6= 0}.

DÉFINITION

Pour k ∈ N ∪ {∞}, f ∈ Ck
c (Ω) si f ∈ Ck (Ω) et si le support de f est

compact inclus dans Ω.
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ESPACES Ck(F ).

F est un sous-ensemble fermé de Rd et k ∈ N.

DÉFINITION

f est dans Ck (F ) s’il existe f̃ ∈ Ck
b (Rd ) telle que f̃ = f sur F .

PROPOSITION

La quantité

‖f‖Ck (F ) = inf
{
‖f̃‖Ck

b (Rd ), f̃ ∈ Ck
b (Rd ), f̃ = f sur F

}
est une norme sur Ck (F ).

THÉORÈME

Ck (F ) muni de cette norme est un espace de Banach.
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ESPACES Ck(F ).

Si F est un compact de Rd et que k = 0, C0(F ) est muni de la
convergence uniforme :

N(f ) = sup
x∈F
|f (x)|.

THÉORÈME

Si f ∈ C0(F ), alors il existe f̃ ∈ C0
b(Rd ) telle que

1 f̃ = f sur F ,
2 sup

x∈Rd
|̃f (x)| = sup

x∈F
|f (x)|.
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ESPACES Lp(Ω).

Soit Ω une partie (mesurable) de Rd . Pour p ∈ [1,+∞[,
Lp(Ω) : espace des fonctions f : Ω→ C (mesurables) telles que∫

Ω
|f (x)|pdx < +∞

L∞(Ω) : espace des fonctions (mesurables) et bornées (presque
partout).

NORMES :

‖f‖p =

(∫
Ω
|f (x)|pdx

) 1
p

et ‖f‖∞ = inf{C, |f (x)| ≤ C p.p. sur Ω}.

THÉORÈME

‖.‖p et ‖.‖∞ définissent une norme respectivement sur Lp(Ω) et
L∞(Ω), qui les rendent complets.
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RAPPELS IMPORTANTS.

THÉORÈME DE CONVERGENCE DOMINÉE

Soit (fn)n∈N une suite de fonctions de L1. On suppose que
1 fn(x)→ f (x) p.p. sur Ω,
2 il existe g ∈ L1 telle que pour tout n, |fn(x)| ≤ g(x) p.p. sur Ω.

Alors f ∈ L1(Ω) et ‖f − fn‖1 → 0.

EXEMPLE D’UTILISATION. Soit x0 ∈ Rd et f : Rd × Ω→ R. On suppose
que

pour tout x ∈ Rd , y 7→ f (x , y) est mesurable de Ω dans R ;
pour tout y ∈ Ω, x 7→ f (x , y) est continue en x0 ;
il existe g ∈ L1(Ω) telle que pour tout x ∈ Rd , |f (x , y)| ≤ g(y).

Alors la fonction x 7→
∫

Ω f (x , y)dy est continue en x0.
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DENSITÉS.

THÉORÈME DE DENSITÉ

L’espace C0
c (Ω) est dense dans L1(Ω), c’est-à-dire

∀f ∈ L1(Ω),∀ε > 0, ∃g ∈ Cc(Ω), tel que ‖f − g‖1 ≤ ε.

THÉORÈME

Pour tout ouvert Ω de Rd et tout k ∈ N ∪ {∞} :
Ck

c (Ω) est dense dans Ck (Ω).
C∞c (Ω) est dense dans Lp(Ω) pour 1 ≤ p < +∞.
C∞c (Ω) est dense dans Ck (Ω).

REMARQUE

Attention : C∞c (Ω) n’est pas dense dans L∞(Ω) !
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