ESPACES DE SOBOLEYV,

FORMULATION VARIATIONNELLE DES EDP.

Alexandre Popier

Université du Maine, Le Mans

A. Popier (Le Mans) Solutions faibles.

1/42



PLAN DU COURS

o ESPACES DE HILBERT

© ESPACES DE SOBOLEV
@ Premiéres définitions et propriétés
@ Inégalités de Sobolev
@ Espace H}(Q)
@ Notion de trace au bord

© FORMULATION VARIATIONNELLE
@ Probléme de Dirichlet
@ Reégularité des solutions faibles
@ Equation de la chaleur

A. Popier (Le Mans) Solutions faibles.

2/42



@ ESPACES DE HILBERT

© ESPACES DE SOBOLEV
@ Premiéres définitions et propriétés
@ Inégalités de Sobolev
@ Espace H}(Q)
@ Notion de trace au bord

© FORMULATION VARIATIONNELLE
@ Probléme de Dirichlet
@ Reégularité des solutions faibles
@ Equation de la chaleur



DEFINITIONS.

DEFINITION

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit
scalaire (u, v) et qui est complet pour la norme (u, u)'/?

Un produit scalaire (u, v) est une forme bilinéaire de H x H dans R
symeétrique, définie positive.

THEOREME DE PROJECTION

Soit K ¢ H, H Hilbert, K convexe fermé non vide. Alors pour tout
u € H, il existe v € K unique t.q.

lu—v| = inf |lu—w| =min|u— w|.
weK weK

De plus v caractérisé par

‘VEK, (u—v,w—v)gO,VweK.‘
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THEOREME DE STAMPACCHIA.

DEFINITION

Une forme bilinéaire A: H x H — R est
e continue s'il existe C t.q. pour tout (u, v), |A(u, v)| < C|lull|lv]| ;
e coercive s’il existe o > 0 t.q. pour tout u, A(u, u) > oul|?.

THEOREME

Soit A bilinéaire continue et coercive. Soit K convexe fermé non vide.
Pour ¢ € H', il existe u € K unique t.q.

Vv e K, A(u,v —u) > ¢(v—u).

Si A est symétrique, alors u caractérisé par

ue K,

L au, u) = g(u) = min (;A(v, v) - ¢(v)> .

2 vek
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THEOREME DE LAX-MILGRAM.

THEOREME

Soit A bilinéaire continue et coercive. Pour ¢ € H', il existe u € H
unique t.q.
Vv e H, A(u,v) = ¢(v).

Si A est symétrique, alors u caractérisé par

ueH, %A(u, u) —o(u) = Ug}rg (;A(v, V) — <;5(v)) :
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INTRODUCTION.

PROBLEME : pour ¢ € L>(Q) et f € L3(Q) :

{ —Au(x) + c(x)u(x) = f(x), xeQ,
(x) =0, x € 00Q.

INTEGRATION PAR PARTIES : Si u et 2 sont assez réguliers, pour
p e C(Q):

/Vu V¢()dx+/() dx—/f

REGULARITE de u : u € L2(Q) et Vu € (L2(Q))? — espaces de
Sobolev.
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PREMIERES DEFINITIONS.

Soit Q ¢ RY ouvert.

DEFINITION

L'espace de Sobolev H'(Q) est défini par

H'(Q) = {u e L2(Q), 3g1,...,94 € L3(Q) tq.

/8X’ —/Qg,-gﬁ,weczﬂﬂ)}-

ou
On pose ox gi-

NORME : pour u € H'(Q),

Ul 1 ()
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REMARQUES.

@ H'(Q) est muni du produit scalaire :

ou 8v
<U, V>H1( Q) = U V L2(Q ‘|‘Z aX, aX,

@ Siuc?(Q)nC'(Q), etsi @ € L2(Q), alors les deux définitions

OX;
) 1/2

@ Espaces de fonctions-tests : cg( ) convient aussi.
@ CX(Q) c H'(Q) etsiQborng, C'(Q) c H'(Q).

de dérivée coincident.

@ Norme équivalente : (!

8x,

A. Popier (Le Mans) Solutions faibles. 11/42



REGLES DE DERIVATION.

PROPOSITION (PRODUIT)
Soient u et v dans H'(Q) N L>(Q). Alors uv € H'(Q) N L>(Q) et

a(uv) @v+ 7
OX; OX; 8x,

PROPOSITION (COMPOSITION)

Soient G € C'(R) t.q. G(0) =0 et |G'(S)| < M, Vs c R; etu c H'(Q).
Alors Go u € H'(Q) et

Gou)=(G o

8)(,( )aixl
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REGLES DE DERIVATION.

PROPOSITION (CHANGEMENT DE VARIABLES)

Soient Q et Q' deux ouverts de R? et H : Q' — Q une application
bijective, x = H(y) t.q.

He CY(Q), H' € C'(Q), Jac H € L=(Q), Jac H™! € L>(Q).
Soitu € H'(Q). Alorsuo H € H'(Q') et

vi=1,...d Lworw) =3 2 (Hy)
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ESPACES H"(Q).

Soit m > 2 entier.

DEFINITION

Espace de Sobolev H™ () défini par récurrence

H™Q) = {u e H™1(Q); g)l:,- € Hm‘1(Q)}

= {u € L3(Q), Ya t.q. |a| < m, 3g, € [3(Q) t.q.

/Quaagb_ (—1)"“/an¢7 Vo € CS“(Q)}-

On pose 0°u = g,.

NORME : pour u € H™(Q), |[ullymo) = > 0°ul,.

0<|al<m
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ESPACES H"(Q).

PROPOSITION

H™(Q2) muni du produit scalaire

(U, Vigmy = > (07U,0°V)2(q),

0<|a|<m

est un espace de Hilbert.
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CAsSOUQ=RIET2 < d.

THEOREME (SOBOLEV, GAGLIARDO, NIRENBERG)
Si2 < d, alors

. 1 1 1
1/md P d -
H(]R)CL(R),avecp* 5 g
Il existe C = C(p, N) t.q.
lull e @y < ClIVUll 2, Vu e H'(RY).

COROLLAIRE

| \

Si2 < d, alors H'(RY) c LI(RY), pour tout g € [2, p*] avec injection
continue.

COROLLAIRE

H'(R?) c L9(R?), pour tout q € [2,+oc[ avec injection continue.
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CAs oU Q = R.

THEOREME (MORREY)

Alors

H'(R) C L*(R),

avec injection continue. De plus pour tout u € H'(R) :

|u(x) — u(y)| < Clix = y|'/2[Vullz,  pp.x,y R
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CAS OU Q = RY,

COROLLAIRE (ESPACES H™)

Soient m > 1 entier. Avec injections continues :

- s/% _ g > 0, alors H"(RY) ¢ LI(RY) oa; _1.om

2 d
° Si% — % =0, alors H™(RY) ¢ LI(RY), Vq € [2, +o9].
- Si% ~ T <0, alors HP(R) C L2(R).

De plus sim — g > 0 non entier, k = [m—d/2] et = m—d/2 — k,
H™RY) c CK(RY) et :

10%Ul| 10 < Cl|ullum, Yo avec |a| < k
0%u(x) — 0%u(y)| < Cllullumlx — yI°,  p.p.x,y €RY.
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CAS OU Q C RY.

HYPOTHESES :
@ Q ouvert de classe C' avec 99 borné,
@ Q=R? ={x=(x1,...,%) € RY, xy > 0}.

COROLLAIRE

Avec injections continues :

1 1 1
g 1 p* oo — Y9 _ Y
e Si2<d, alors H'(Q) C LP (Q) oup* 5 g
e Sid =2, alors H'(Q) c L9(Q), Vq € [2, +0.
e Sid =1, alors H'(Q) c L=(Q).

De plus si d = 1 pour tout u € H'(Q) :

u(x) — u(y)| < Cllullplx = y['2, pp.x,y €.
Donc H'(Q) c C(Q).
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CAS OU Q C RY.

HYPOTHESES :
@ Q ouvert de classe C' avec 99 borné,
0 Q=R ={x=(x1,...,X%) € RY, xg > 0}.

COROLLAIRE

Les conclusions du corollaire (Espaces H™) restent vraies en
remplagcant RY par Q.
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DEFINITION.

HJ () désigne la fermeture de Cl(Q) dans H'(RQ).

PROPOSITION

H{ () muni de la norme induite par H'(Q) est un espace de Hilbert
séparable.

o SiQ =R, HI(RY) = H'(RY).
o En général, H}(Q) # H'(Q).
o H}(Q) est aussi la fermeture de C3°(9).
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COMPORTEMENT AU BORD.

Soit Q2 ouvert de classe C'. Soit u € H'(Q) N C(Q). Alors :

u=0surdQ < uc H(Q).

PROPOSITION
On suppose Q2 de classe C'. Soit u € L2(Q). Alors équivalence entre
o uc H{(Q);
e il existe une constante C t.q. :

'/ u22| < Clola, Vo CHRY)Vi=1,...,d:
Q OX

e la fonction U(x) = u(x) pour x € Q etu(x) = 0 pour x € R\ Q est
ou Ju
1 ou oy
dans H'(Q2) et 5 o
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INEGALITE DE POINCARE.

THEOREME

Soit Q ouvert borné (ou borné dans une direction). Alors il existe
C=C(Q)ta.

lull2 < C|Vulle, Vu € Hy(Q).
Donc ||Vul|2 est une norme sur H}(2) équivalente a la norme ||ul| 1.

Autrement dit, / VuVv est un produit scalaire qui induit la norme

0
|Vul|2 équivalente & ||u|| -
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Cas oU Q = RY.

LEMME

Il existe une constante C t.q. pour tout u € CL(RY) :

1/2
2
(\/Rd_1 |U(XI,O)| dX/) < CHUHH1(Q)'

DEFINITION

70 : CHRY) — L2(9Q) qui & u associe u|sq, avec 9Q = R~ x {0}, est
continu.

Donc se prolonge en un opérateur linéaire continu de H'(Q) dans
L?(09). Cet opérateur est la trace sur O5).
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CAS D’UN OUVERT BORNE REGULIER.

Si Q est une ouvert borné de classe C', alors il existe
7 : H'(Q) — L?(0Q) opérateur linéaire continu t.q.
@ noyau de v = H}(Q);
© image de o : W1/22(0Q) et

[uloallwi/22a0) < Cllullp (q)

W1/22(Q) = {u € L3(), ||“( )y|(d‘f1})’/)2| e L2(Q x Q)}.

© Formule de Green : pour u et v dans H'(Q) :

(‘)x, /U(g)(l+/ (uv)(o)(v.ej)(o)do.

Pour u et v dans H?(Q) :
—/(Au)v:/Vqu— Y 3)v(o)do.
Q Q

o0 81/
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INTRODUCTION.

PROBLEME DE DIRICHLET HOMOGENE : pour € ouvert borné de classe
Cl,cel®(Q)etfecl?Q):

1 —Au(x) + c(x)u(x) = f(x), xeQ,
M { u(x) =0, x € 00Q.

DEFINITION

e Une solution classique est une fonction u € C?(Q) vérifiant (1).
o Une solution faible de (1) est une fonction u € H}(Q) t.q. :

Vv e HY(Q), /Vu.Vv+/cuv:/ fv.
Q Q Q

Toute solution classique est une solution faible.
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FORMULATION VARIATIONNELLE.

PROBLEME : pour Q ouvert borné de classe C', ¢ € L>(Q) et
fel?(Q):

(2) Vv e HY)(Q), Alu,v) = L(v),

A(u,v) /Vqu+/cuv et L(v /fv

Le probleme (2), dont on cherche une solution dans I'espace de
Hilbert H} (2), est appelé formulation variationnelle du probléeme (1).

PROPOSITION
Si u est solution de (2), alors u est solution de (1) presque partout
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PROBLEME DE DIRICHLET HOMOGENE.

HYPOTHESES :
Q@ H = H}(RQ) : espace de Hilbert.

Q L(v / fv : forme linéaire continue sur H.

Q A(u,v) = / Vu.Vv +/ cuv : forme bilinéaire continue et
Q Q

coercive si

e cest positive
° oU [lc7 ]| <

Poincaré.

Kz, ou Kp est la constante dans I'inégalité de

THEOREME (APPLICATION DE LAX-MILGRAM)

Il existe une unigue solution u € HQ,(Q) au probléme (2). De plus
Au € L2(Q).
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PROBLEME DE DIRICHLET NON HOMOGENE.

PROBLEME : Q ouvert borné de classe C', c € L>(Q) et f € L2(Q) :

3 —Au(x) + c(x)u(x) = f(x), xe€Q,
3) { u(x) =g, x € 0.

Il existe g € H'(Q) t.q. g = g. C'est le cas si :
e gc C'(09)
o g e W22(Q) = H/2(Q).

NOTATION : K = {v € H'(Q), v — g € H}(Q)}.

On appelle solution faible de (3) toute fonction u € K t.q.

Vv € H) (), /

(Vu.Vv +cuv) = / fv.
Q Q
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APPLICATION DU THEOREME DE STAMPACCHIA.

PROPOSITION
u € K solution faible de (3) si et seulement si

Vv e K, A(u,v—u) > L(v—u).

@ (=):pourveK,v—ue H(Q).
o («):avecv=utwetwe H|(Q), veK et

/(VU.(iVW)JrCU(j:W)):/ f(w).
Q Q
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APPLICATION DU THEOREME DE STAMPACCHIA.

HYPOTHESES :
Q H = H'(Q) : espace de Hilbert.
Q@ K={veH(Q), v—gec H)(Q)} convexe fermé non vide de
H'(Q).

Q L(v) = / fv : forme linéaire continue sur H.
Q

Q A(u,v) = / (Vu.Vv + cuv) : forme bilinéaire continue et
Q

coercive si ¢ est minorée par une constante strictement positive.

[l existe un unique u € K unique t.q.

Vv e K, A(u,v—u) > L(v—u).
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AUTRE METHODE PAR RELEVEMENT.

RELEVEMENT : si on sait calculer § € H'(Q) t.q. 70g = g, alors
@ chercher u sous la forme u = U + g avec U € H}(Q),
@ avec U solution de

Vv e HY(Q), /

(Va.Vv+cuv) = /(f + Vg +cg)v
Q Q

etf+Vg+cg e L2(Q).
EN DIMENSION 1 : g(x) = a+ (b— a)x.
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PLAN

e FORMULATION VARIATIONNELLE

@ Reégularité des solutions faibles
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DANS H™2 ET C?.
Soit Q un ouvert de classe C? avec 99 borné (ou Q = RY). Soient

fe [3(Q) et u € HI(Q) vérifiant :

VVEHS(Q),/(Vu.Vv+uv):/fv.
Q Q

Alors u € H2(Q) et || Ul ) < C(Q)|fll12(q)-

COROLLAIRE

Si Q est de classe C"™+2 et si f € H™(Q), alors u € H™2(Q) et
[ullmzqy < CQ)||f]| m(e).-

COROLLAIRE
Sim > d/2, alors u € C?(Q).

| A\
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PRINCIPE DU MAXIMUM.

THEOREME

Soient Q un ouvert de classe C', f € L2(Q) et u € H'(Q) vérifiant :

Vv € HY(Q), /(Vu.Vv+uv):/ fv.
Q Q

Alors

min <inf u, inf f> < u(x) < max (sup u, sup f) .
o0 Q a0 Q
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PROBLEME.

DONNEES :

@ O ouvert de RY de classe C> avec 99 borné;

@ Q=]0,T[xQ, X =]0, T[x0Q;
@ Uy € L3(Q);
® fcL?Q).

PROBLEME : trouver u : [0, +oo[xQ — R t.q.

ou
E—Au_f sur

GRS

u=0 sur
u(0, x) = up(x) sur

G)

A. Popier (Le Mans) Solutions faibles.
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SOLUTION FAIBLE.

POINT DE VUE : une solution faible sera vue comme une fonction
u: [0, T] — H}(Q), avec u(t)(x) = u(t,x).

Une fonction u telle que
o ucL?0,T; H(1) (),
° g‘t’ € L2(0, T; L3(Q)),
est une solution faible du probléme (4), (5) et (6) si

Q pour tout v € H}(Q) et presque tout t € [0, T,

Q(zt;(t,x)v(x)dXJr/QVu(t,x)Vv(x)dx—/Qf(t,x)v(x)dx;

Q u(0,x) = up(x).
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EXISTENCE ET UNICITE.

THEOREME

[l existe une unique fonction u vérifiant (4), (5) et (6) et
o ue C([0, T]; L3(Q)) N L3(0, T; HY(R)),

° g‘t’ € L2(0, T; L3(Q)).

THEOREME

Si up € H}(Q), alors la solution faible vérifie u € L(0, T; H} (Q)) et
0<t<T

u e L?(0,T; H*(Q)), avec
2
at
12(Q)
< C (/0 Hfuizm) =+ HUOHfZ-/(;(Q)> :
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EQUATION HOMOGENE

HYPOTHESE : f = 0.
[l existe une unique fonction u vérifiant (4), (5) et (6) et
o ue C([0, T]; L3(R)) N C(J0, T[; H3(Q) N HI(R)),

o ue C'(]0, T[; L3(Q));
e uc C([e, T[xQ), pour tout e > 0;
o ue L?(0, T; H{(Q)) avec

1 v 1
2HU(T)IIfz(Q)Jr/O HVU(t)Hfz(Q)df: EHUonz(m-

Si de plus ug € H}(Q), alors u € C([0, T]; H}()).
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REGULARITE.

Supposons que U € H?(Q) et 0:f € L?(Q). Alors

o ucL>®0,T;H*Q));

o Qe L=(0, T;L3(Q)) N L3(0, T; H}(Q));

o d2u e L?(0, T; L3(Q)),
les normes dans ces espaces étant contrélées par la norme de
fe H'(0, T; L2(Q)) et la norme de uy € H?(Q).
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REGULARITE.

REGULARITE SUPERIEURE

Supposons que Uy € H>™1(Q) et 95f € H?™2K pour k =0, ..., m.
Supposons que les relations de compatibilité soient satisfaites :

@ Up € HS(Q);
o g1 =1(0,.) + Aup € H}(Q);
e etc.
o gm =9 1(0,.) + Agm_1 € H{(Q).
Alors pour tout k = 0,...,m: dfu € L3(0, T; H*™2-2K(Q)).

PROPOSITION

Siug € L2(Q) etf e C([0, T] x Q), alors u € C>([e, T] x Q) pour tout
e > 0.
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REGULARITE.

POUR L’EQUATION HOMOGENE :

REGULARITE SUPERIEURE
Supposons que Uy € HX(Q) pour tout k et vérifie :

Up=AUy=...=Nuy=...=0surdQ, vj.

Alors u € C>=([0, T] x Q).
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