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SIMULER UN VECTEUR ALEATOIRE ?

HYPOTHESES : composantes indépendantes !

@ Simuler N v.a. (X, i)1<n<n i.i.d. de méme loi que X.
@ Poser X, = (Xn1,-..,Xna)-

» Voir TP 3, partie 1.

PROBLEME : comment créer de la dépendance (non triviale) ?

EXEMPLES :

@ en finance : instants de défaut (préts, CDS, CDQO, etc.);

@ en assurance ou actuariat : dates de sinistre, de catastrophes;
° ..
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NOTATIONS ET DEFINITIONS.

DEFINITION

On appelle vecteur aléatoire toute v.a. & valeurs dans R9.
Les coordonnées de X = (Xi,...,Xy) sont alors des v.a.r., dont les
lois px,, . .., px, sont les lois marginales de X.

Lo1 DE X caractérisée par
@ sadensité f (si elle existe);

@ sa fonction caractéristique : 1)(z) = E (e"<Z’X>), zeRY;
@ E(¢(X)), ¢ : RY — R mesurable, bornée;
@ sa fonction de répartition : pour x = (xq,...,Xq) € RY

F(x) =P(X < x) = P(Xi < X1,..., Xg < Xaq).

~ 9F (
0Xq ...0Xyg
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DEFINITIONS.

DEFINITION

Soit (X, Y) un vecteur aléatoire & valeurs dans R?.
e Laloide (X,Y) est caractérisée par

F(x,y)=P(X<x,Y<y), ¥Y(x,y)eR2

F est la fonction de répartition bivariée de (X, Y).
e Lois marginales ou marginales de (X, Y) décrites par :

Fi(x)=P(X < x) = _lim F(x,y) = F(x,+c0),

y——+oo

Fo(y)=P(Y <y)= lim F(x,y) = F(+o0,y).

X——+00
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EXEMPLES.

> Indépendance : F(x, y) = Fi(x)Fa(y).

» F(x,y)=min(Fi(x), F2(y)) : variables comonotones (ou
parfaitement positivement corrélées) :

X =F(Fa(Y)) = ¢(Y).

X est une fonction croissante de Y (et vice-versa).

» F(x,y) =max(Fi(x)+ F2(y) — 1,0) : variables contra-monotones
(ou parfaitement négativement corrélées) :

X =F(1=F(Y)) = w(Y).
X est une fonction décroissante de Y (et vice-versa).
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PROPRIETES.

PROPOSITION
Soit F fonction de répartition bivariée.
Q F estcontinue adroite: lim  F(x,y) = F(Xo, Y0)-
XiXo,yi}/o
Q@ Iim F(x,y)= yﬂ@oo F(x,y)=0.

X——00

o lim F(x,y)=1.

X—+00,y—+00

Q F est 2-croissante : pour tout (a1, a), (b1, bo) avec
—00 < a1 < by <4ooet—oo< a < by < +oo,

F(b1,b2) = F(a1,b2) = F(b1,a2) + F(a1,ag) >0

PROPOSITION

Une fonction de deux variables vérifiant les quatre propriétés
précédentes est une fonction de répartition bivariée.
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REMARQUES SUR LA CROISSANCE DE F.

@ F croissante par rapport a x et par rapport a y n'implique pas F
2-croissante.

@ F 2-croissante n'implique pas F croissante par rapport a x et par
rapport a y.
@ Mais F 2-croissante et lim F(x,y)= lim F(x,y)= 0implique
X——00 y——00
F croissante par rapport a x et par rapport a y.
2

> 0.
c‘)xay_o

@ Si F est de classe C?, étre 2-croissante équivaut a
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BORNES DE FRECHET-HOEFFDING.

THEOREME

Pour tout (x, y) € R?,

max(F1(x) + Fa(y) —1,0) < F(x,y) < min(F1(x), Fa(y))-
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COPULE : DEFINITION.

DEFINITION

On appelle copule (de dimension 2 ou 2-dimensionnelle) toute fonction
de répatrtition bivariée C ayant pour marginales la loi uniforme sur
[0,1].

Autrement dit, C vérifie les quatre propriétés d’'une fonction de
répartition bivariée avec en plus :

@ C(x,y)=0six<0ouy<0,
@ C(x,y)=1six>1ety>1,
@ C(x,y)=xsiy>1etxe]0,1],
@ C(x,y)=ysix>1etye][0,1].

Il suffit de définir C sur [0, 1]?!
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THEOREME DE SKLAR.

THEOREME

@ Si C est une copule, si Fy et F, sont deux fonctions de répartition,
alors F(x,y) = C(Fy(x), F2(y)) est une fonction de répartition
bivariée, ayant F;y et F, pour marginales.

@ Soit F une fonction de répartition bivariée de marginales F; et Fo.
Il existe une copule C telle que pour tout (x, y) € R? :

F(x,y) = C(F1(x), F2(y))-

Si de plus F; et F> sont continues, C est unique.
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COMMENTAIRES.

@ Laloi d’'un vecteur aléatoire (X, Y), c’est deux fonctions de
répartition, qui capturent les marginales, et une copule qui mesure
la dépendance.

@ En pratique, on connait «bien» les marginales et mal la
dépendance.

@ Difficulté : choisir la copule qui capture le mieux les structures de
dépendance entre les données.
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PROPRIETES DES COPULES.

@ Toute copule C satisfait : V(u, v) € [0,1]?

W(u,v) = max(u+v —1,0) < C(u,v) < min(u, v) = M(u, v).

© M et W sont deux copules «extrémes» :
e M : composantes fonctions croissantes 'une de l'autre,

e W : composantes fonctions décroissantes I'une de l'autre.
© Cu(u,v) = uv:composantes indépendantes.

Q Si uq, uo, vy, v sont dans [0, 1],

|C(U1,V1)— C(UQ,VQ)| < |U2 — U1| + ’Vg— Vil.
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INVARIANCE PAR TRANSFORMATIONS CROISSANTES.

PROPOSITION

Si Cx .y est la copule de (X, Y), toute transformation croissante de
(X,Y) ala méme copule.

CONSEQUENCES :
@ Sif etg 7, Crx)g(yv)(U,v) = Cx y(u,v);
@ Sif Metg\, Cix)gv)(U, V) =u—Cxy(u,1-v);
@ Sif\,etg\, Crx)gv)(U, V) =u+v—1+Cxy(1—u1-v).

DEFINITION

Si(Uy, Us) ~ C, alors copules associees a (1 — Uy, Us), (Uy,1 — Uy) et
(1— U, 1-Uo).
Pour la derniéere, on parle de copule de survie, notée C*.
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COPULES ET DENSITES.
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COPULES ET DENSITES.

W(u,v) = max(u+v—1,0).

CopuLE W

™ o o= oo
S 5 = o

(0" L-An)xe=hp andos
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PREMIERES FAMILLES PARAMETRIQUES.
» FAMILLE DE FRECHET (1958) & deux paramétres (o, 3) € [0, 1]?
aveca+ 3 <1:
Cop(u,v)=aM(u,v)+ sW(u,v) + (1 —a— B)Cu(u,v).

e A une structure de dépendance peu riche...

» FAMILLE DE FARLIE-GUMBEL-MORGENSTERN (1960) a un
paramétre 6 € [-1,1] :

Co(u,v) =uv(1+0(1 —u)(1 —v)).

e Prieger (2002) : sélection dans des plans d’assurance-santé.
e Dépendance faible entre les composantes.
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COPULES GAUSSIENNES.

NOTATIONS :
@ ¢ : fonction de répartition de la loi normale N (0,1);
@ &, : fonction de répartition du vecteur gaussien (X, Y) centré de

matrice de covariance ( 1p f >

DEFINITION
Copule gaussienne de paramétre p €] —1,1] :

Colu, v) = (¢~ (1), 67" (v)).

» De loin la plus populaire (= Black-Scholes des copules'!).
» C,—- Wsip—-1,C,—Cusip—0etC, - Msip—1.
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[-COPULES.

DEFINITION

Loi t, de degré v, de matrice de dispersion ¥, notée t,(v,X), et définie
par densité :

[ (vEn ty—1y\ 2"
b(v, £)(X) = (z”) (1 4+ X X> .
M (5) v/(vm)"[det ] v
e 1, : fonction de répartition de la loi t; de degré v avec s~ = 1;

e 7, , : fonction de répartition bivariée de t,(v,X) ot ¥ = ( L ’10 )

4
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[-COPULES.

DEFINITION
t-copule de corrélation p €] — 1, 1] et de degré de liberté v :

Cou(U,v) = Tt (u), £ (v)).

» Tres proches des gaussiennes,
» corrélations trés fortes pour les mouvements de méme signe.
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COPULES ET DENSITES.

GAUSSIENNES :
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COPULES ET DENSITES.

DE STUDENT :
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COPULES ARCHIMEDIENNNES.

DEFINITION

Soit ¢ strictement décroissante et convexe de [0, 1] dans [0, +oc].

Cu, v) = ¢~ (s(u) + 6(v)).

COPULE DE CLAYTON pour 0 € [—1, +oo[\{0} :

sy =41 Cg(u7v):(u_9+v_971)71/9.

@ Cy—>Msif— +ooetCy— Cysif— 0.
@ Pas de dépendance négative : risques positivement corrélés.

@ Utilisation : syndréme du coeur brisé, risque de défaut et
récession.
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COPULES ARCHIMEDIENNNES.

DEFINITION

Soit ¢ strictement décroissante et convexe de [0, 1] dans [0, +oc].

Cu, v) = ¢~ (s(u) + 6(v)).

COPULE DE GUMBEL pour § € [1, 400 :

s(U) = (—nu)!,  Co(u,v) = exp [— (-0 + (= 1n V)9>1/9] |

@ Chp—+Msid— +ooetCy— Cpsif—1.
@ Pas de dépendance négative : risques positivement corrélés.
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COPULES ARCHIMEDIENNNES.

DEFINITION

Soit ¢ strictement décroissante et convexe de [0, 1] dans [0, +oc].

Cu, v) = ¢~ (s(u) + 6(v)).

COPULE DE FRANK pour # € R\ {0} :

—0u _ 4 1
¢(u) = —In <eeg_1> , Go(u,v) = ] In {1 + P

@ Cy—>Cpusifd—0,Cg—Msif— +oetCy— Wsif - —cc.

@ Trés populaire : atteint toutes les extrémes, dépendance faible par
rapport aux gaussiennes.

@ Invariance : (u,v) - (1 —u,1 —v)et(u,v,0) = (1 —u,v,—0).

2022-2023 26/52
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COPULE MINMAX.

LEMME

Soit Xi,...,Xn i.i.d. de loi F, et X4y, ..., X(n) les statistiques d’ordre
associées. Loi de Xy :

n
Fr(x) =Y CLF'(x)(1 — F(x))"".
i=r
Loi du Max et du min :

Fu(x) = F"(x), Fm(x)=1-(1-F(x))".

Loi du couple (min,Max)

Fimm (X, ¥) = (F(X)" = (F(y) = F(x)))x<y + F(¥) iy
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COPULE MINMAX.

En résolvant : C(m,M)(Fm(x), Fu(y)) = F(mM)(x,y),

COPULE MINMAX :

V— {v% + (1 —u)% —1}n, si1—(1 —u)%
C(m,M)(Ua V) = 1

(AVARRVAN

< <

.3\—‘ Si=
.

RELATION AVEC CLAYTON

Pour o = —1/n:

V— Cimmy(1 —u,v)=C3¥"(u, V).

y
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COPULES EXTREMES.

DEFINITION

Une copule C est une copule extréme ou max-stable si pour tout n > 1
et tout (uy, U2) € [0,1]? :

C(u}/”, u;/")” = C(uy, Up)

CoPULE DE GUMBEL archimédienne pour 0 € [1, +o0] :
o(u) = (= Inu)’.

COPULE DE HUSLER-REISS :

a 1 log o
— o242 |
C(u1, Up) eXP[ (2 + 2 og<|ogu1>> og Uy

a 1 log U4
P =+ -1 I
+ <2+a Og(logu2)> oguz}

avec ¢ fonction de répartition de A/(0, 1).
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COPULES DE MARSHALL ET OLKIN.

DEFINITION

Pour o et 8 donnés dans |0, 1[, la copule de Marshall et Olkin de
parameétre («, 3) est

C(ut, Up) = min(ul =*up, tyuy 7).

@ Utilisée dans les modéles a choc commun.

o P(U1 :Uz):og—}-gﬁ—aﬁ

A. Popier (Le Mans) Copules. 2022-2023 30/52
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PRINCIPE.

@ Choisir une copule C de dimension 2 et des marginales F; et F,.

© Générer U, et Us, toutes uniformes sur [0, 1], via la copule C.
Les v.a. U; sont donc corrélées.

@ Poser X; = F(U)).
Chaque X; a la loi marginale souhaitée, et X; et X, sont corrélés.

_

Différentes librairies, dont fCopulae, Gumbel, etc.
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COPULES GAUSSIENNES.

V.A. GAUSSIENNES CORRELEES : I € R2*2 matrice de covariance avec
coefficients diagonaux tous égaux a 1.

@ Calculer A“racine”de I : T = AAT.
© Générer deux v.a. i.i.d. Z; et Z, de l0i N (0,1). Z = (£, 2>).
© Poser X = AZT.

LEMME

X est un vecteur gaussien, de dimension 2, centré et de matrice de
covariance I (voir TP 3, partie 2).

COPULES GAUSSIENNES : U; = N/(X;) avec \V fonction de répartition de
la loi A/(0,1) (pnorm en R).
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[-COPULES.

V.A. GAUSSIENNES “CORRIGEES” :
@ Calculer A“racine”de I : T = AAT.
© Générer deux v.a. i.i.d. Z; et Z, de loi N'(0,1). Z = (£, Z).
@ Poser X = AZT (vecteur gaussien).
© Générer une v.a.r. S de loi x2 (rchisgen R).

@ Poser Y = \/%X.

t-copPULES : U; = T(Y;), avec T fonction de répartition de la loi t de
Student (pt en R).
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COPULES ARCHIMEDIENNES.

METHODE
© Générer R et S uniformes sur [0, 1] et indépendantes.
© Résoudre

S=T- (f/((T))? inconnue T.

7
@ Poser U= ¢ "(Re(T)), V=0"1((1-R)B(T)).

PROPOSITION

U et V sont uniformes sur [0, 1] et leur copule est archimédienne
donnée par ¢.

EXEMPLE

p(u) = (u=' —1)?,6 > 0.
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MESURE DE DEPENDANCE.

COEFFICIENTS DES COPULES : @ quoi correspondent-ils ?

MESURE DE DEPENDANCE : doit vérifier
@ Symétrie : (X, Y) =46(Y, X).
© Normalisation : —1 < §(X,Y) < 1.
© Extrémes :

e J(X,Y) =1« (X,Y)comonotone (copule M);
e J(X,Y)=—1<« (X,Y) contre-monotone (copule W).

© T :transformation monotone

[ 4(X,Y) pour T croissante;
o(T(X), ¥) = { —0(X,Y) pour T décroissante.

A. Popier (Le Mans) Copules. 2022-2023
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COEFFICIENT DE CORRELATION.

DEFINITION

Coefficient de corrélation appelé aussi Pearson’s r :

Cov (X.,Y)
oxoy

p(X,Y) =

@ n’existe pas toujours.

@ mesure de dépendance linéaire.

@ Propriétés 1-2-3 : ok.

@ Propriété 4 : invariance par transformations linéaires (pas pour
des transformations monotones générales).

PROPOSITION J

SiX1Y, p(X,Y)=0. Réciproque fausse (sauf si (X, Y) gaussien).
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V.A. CORRELEES PAR COPULES GAUSSIENNES.

EN FONCTION DE p :

tho=05 conel=0.036830

1he=099 canel=0081107

Copules. 2022-2023 39/52



RANK CORRELATION (=~ CORRELATION DE RANG).

DEFINITION

Spearman’s p : ps(X, Y) = p(F1(X), Fa(Y)).
Kendall's T :

)(X, Y) =P((X5 — X2)(Y1 — Y2) > 0) = P((X1 — X2)(Y7 — Y2) <0)
avec (X1, Y, ), (Xg, Yg) i.i.d.

PROPOSITION

ps(X,Y) = 12/1 /1(C(u, V) — uv)dudv,
o Jo

®(X,Y) = 4/1 /1 C(u,v)dC(u,v) —1.
o Jo

EfpS:TK:1<:>C:M,p3:TK:—1<:>C:W.

A. Popier (Le Mans)
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LIEN ENTRE CORRELATIONS ET PARAMETRES.

REMARQUE GENERALE. J

[l n’y a pas de lien simple entre les parameétres des copules et les
mesures de corrélation !

» Farlie-Gumbel-Morgenstern (0 € [—1,1]) : 7x = (2/9)0, ps = 0/3.

» Gaussienne (p € [-1,1]) :

TK = %Arcsin (p) et ps = gArcsin (p/2).

> t-copule (p € [-1,1], v € RY) : 7 = 2Arcsin (p).
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LIEN ENTRE CORRELATIONS ET PARAMETRES.

[l n’y a pas de lien simple entre les parameétres des copules et les
mesures de corrélation !

REMARQUE GENERALE. J

» Archimédienne : 7 = 1 +4f1 ;’,(tt) dt.

o Clayton (0 € R}) 1 7¢ = 5% ;

o Gumbel (0 € [1,+oo]) ik =1—3;

o Frank (9 € R) : 7 = 1 — 41210 5 — 1 _ 12 200-D:(0) pyec
D(x) =% [ ej; ds (fonctlons de Debye).
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LIEN ENTRE CORRELATIONS ET PARAMETRES.

REMARQUE GENERALE. J

[l n’y a pas de lien simple entre les parameétres des copules et les
mesures de corrélation !

» MinMax :
B 1
T T on—1
_12n (n1)3
p = +12(=1)" .
C2n = 2 (=) (3n)!
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DEPENDANCE DES QUEUES DE DISTRIBUTION.

DEFINITION

Soit X et Y v.a. avec fonction de répartition Fx et Fy. Coefficients de
dépendance a gauche et a droite (upper and lower dependency) :

_ —1 —1

N = MOP(YSFY (U)|X < Fy (u)),
_ —1 —1

My = mP(Y>FY (U)X > Fy (u)).

SiAL # 0 (resp. A\y # 0), les queues de distribution de X et Y sont
asymptotiquement dépendantes a gauche (resp. a droite).

PROPOSITION

)
—~
c
-
~—
—_

)

: . + C(u,u) —2u
L= u v= S 1—u
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EXEMPLES.

» COPULES EXTREMES : pour M, A\; = Ay =1, pour W, A\, = Ay =0.
» FARLIE-GUMBEL-MORGENSTERN : A\; = Ay = 0.

» GAUSSIENNES : A\ = Ay = 0.

» [-COPULES :

n:w:z-zw( (+1><1—p)>

1+p

> CLAYTON : \y = 0, A\, = (1/2)'/7,
GUMBEL : A\, =0, \y =2 — 21/°,
> MINMAX : en exercice.

v
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@ COPULES 2-DIMENSIONNELLES
@ Fonctions de répartition bivariées
@ Copules et théoreme de Sklar

© EXEMPLES
@ Copules elliptiques.
@ Copules archimédiennes.
@ Autres exemples

© GENERER DES VARIABLES CORRELEES
© MESURER LA DEPENDANCE

© COPULES MULTI-DIMENSIONNELLES (d > 3)



DEFINITIONS.

DEFINITION

Soit X = (Xi,...,Xy) vecteur aléatoire a valeurs dans R9.
e Laloi de X est caractérisée par

FO)=PB(X; <x, Vi=1,...,d), ¥x=(x,...,%)€R%

F est la fonction de répartition multivariée de X.
e Lois marginales ou marginales de X : lois des X; prises
séparément. Décrites par :
Fi(x;)) = P(Xi<x)= lim F(x)
Xj—=+00, jFi

= F(+4o0,...,+00,Xj,+00,...,+00).
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PROPRIETES.

@ F est continue “a droite”.

°X-E>T F(xq1,X2,...,X4) =0 pourtouti=1,...,d.
@ lim F(xq,...,xq)=1.
Xj——+00, Vi

@ Fis n-croissante : si ax < by pour tout k, et si
H =[ay,b1] x ...|aq, by], alors

Ve(H) = sgn (c)F(c) > 0,

la somme étant prise sur les sommets de H, avec

sgn (c) = 1 si cx = ay pour un nombre pair de sommets;
9 | =1 sick = ax pour un nombre impair de sommets.
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BORNES DE FRECHET-HOEFFDING.

THEOREME

Si F est une fonction de répartition multivariée de marginales F;, alors
pour tout x € RY,

d
max <Z Fi(x;)) —d +1, o> F(x)
(=1
< M(x) = min(F1(x1), .. ., Fa(Xa))-

ATTENTION !

M est toujours une fonction de répartition multivariée. W ne I'est a
priori que si d = 2.

-
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COPULE : DEFINITION.

DEFINITION

On appelle copule (de dimension d ou d-dimensionnelle) toute
fonction de répartition multivariée C ayant pour marginales la loi
uniforme sur [0, 1].

Autrement dit, C vérifie les quatre propriétés d’'une fonction de
répartition multivariée avec en plus :

@ C(x) =0 six; <0 pourau moins un i,
@ C(x) =1six; > 1 pour tout i,
@ Cj(x;) = x; pour tout i et x; € [0, 1].

Il suffit de définir C sur [0, 1]9!
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THEOREME DE SKLAR.

THEOREME

@ Si C est une copule d-dimensionnelle, si F; sont n fonctions de
répartition, alors F(x) = C(Fi(x1), ..., Fa(xq)) est une fonction de
répartition multivariée, ayant F; pour marginales.

@ Soit F une fonction de répartition multivariée de marginales F;. Il
existe une copule C telle que pour tout x € RY :

F(X) = C(F1(X1)7' "aFd(Xd))'

Si de plus les F; sont continues, C est unique. )

En général C n’est unique que sur le produit des images des F;.
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PROPRIETES DES COPULES.
@ Toute copule C satisfait : Yu = (us, ..., uy) € [0,1]¢

d
W(u) = max <Z ui+d-— 1,0> < C(u) < miin(u,') = M(u).

i=1
© W n’est pas une copule si d > 3. M en est toujours une.
Q Cu(u H u; : composantes indépendantes.

i

@ Si X est distribuée suivant F et si C est de classe CY, alors la
densité de X est :

d
O (Fl) - Fala) [ 100)

f(X1>---,Xd):m
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EXEMPLES.

» COPULES ARCHIMEDIENNNES : S0it ¢ strictement décroissante et

convexe de [0, 1] dans [0, +<].

C(u) = ¢ N (d(ug) + d(U) + ... + d(ug)).

Exemples : Clayton, Frank, Gumbel, etc.
» COPULES GAUSSIENNES :

e ¢ : fonction de répartition de la loi normale N'(0,1);
e &y : distribution d’'un vecteur gaussien centré de matrice de
covariance ¥.

Cr(u) = &s (¢~ (ur),..., 0 ' (uq)).
> {-COPULES :

e t, : fonction de répartition de la loi t(v, 1) ;
e Ta(v,X) fonction de répartition de la loi ty(v, X)
e Y : matrice de covariance;

Cox(U) = Ta(, D)t (W), -, £ (Ug)).
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SIMULATION.

EXTENSION EN DIMENSION d.

METHODE

©Q Simulernv.a.iid. Vy,..., V4 uniformes sur [0, 1].
Q@ Pourk=1,2,...,d—1, poser Sy = V,:/k.
@ Trouver la solution (d’inconnue T) de : Vg = F(T).

© Poser Uy = ¢ 1(Sy...Sg_19(T)), Ug = ¢~ (1 — Sg—1)o(T)) et
pourk=2,....d—1:

d—1
Uc=¢" ((1 —Sc-1) [ ] Sj¢(T)) :

J=k

Avec ¢~ (9 dérivée d-igme de ¢ et

t
FO = gy [ 670001 ¢ xdx
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