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Introduction

Au siécle dernier s’est posée la question de savoir si les fonctions appartenant a telle ou
telle catégorie, comme les fonctions continues ou monotones, admettent nécessairement
des dérivées (sur R ou sur R privé d’un ensemble de mesure nulle). C’est Weierstrass qui
a fourni le premier résultat en construisant une fonction continue sans dérivée. En voici
un exemple di & Van der Waerden, fondé sur le fait qu'une suite de nombres entiers ne
peut étre convergente que si ses termes restent constants a partir d’un certain rang. Pour
x € R, on pose :

f) =y o

ou {z} désigne la distance de x a entier le plus proche. f est continue sur R, mais
dérivable nulle part (cf. Annexe 1 pour la démonstration de ce résultat).

Donc I’hypothése de continuité n’est pas suffisante. Par contre on va montrer dans
ce travail qu'une fonction lipschitzienne est dérivable sur R, sauf éventuellement sur un
ensemble de mesure nulle. Pour cela on commencera par établir un résultat analogue
sur les fonctions monotones définies sur R, d’ott on déduira le théoréme sur les fonctions
lipschitziennes. Dans une seconde partie, on ’étendra aux fonctions définies sur R".

On notera L£™(A) la mesure de Lebesgue de ’ensemble A inclus dans R".

1 Un théoréme de Lebesgue

1.1 Fonctions monotones et dérivabilité

Dans ce paragraphe on veut montrer le théoréme suivant :

Théoréme 1
Toute fonction monotone f : [a,b] — R est dérivable presque partout.

Pour cela on va I’établir d’abord dans le cas ol f est monotone et continue, puis on
va voir ce qui change si f est supposée seulement monotone.

Lemme 1
Soit g une fonction continue définie sur [a,b] et soit

E={z€lab]/IE>a [/ g(x) <g(§)}
Alors soit E est vide, soit

E = U]ak, bk[
k=0

avec union disjointe, et avec g(ay) < g(by) pour tout k.



Démonstration :
E est ouvert car si xy appartient & E il existe {; > ¢ tel que g(zg) < g(&). Donc si x
est voisin de z( on aura g(x) < g(&) par continuité de g. Donc E peut s’écrire comme la
réunion disjointe d’intervalles |ay, b|.

Reste a montrer que g(ay) < g(bx) pour tout k.
Soit, x appartenant & |ag, bg| et 1 = sup { x <t < by / g(t) > g(x)}. On veut montrer
que 1 = by. Supposons x; # b,. Comme z; appartient a E, il existe & > z7 tel que
g(x1) < g(&). Par définition du sup, on a & > by et comme by, n’appartient pas a E; on
a: g(&) < g(by). De plus g(by) < g(x1) sinon g(bx) > g(x1) > g(z), d’on, par définition
de x1, z;1 = by, ce qui est contraire & notre hypothése. Finalement :

g(r1) < g(&) < glbr) < g(x1)

Donc x1 = by, et g(x) < g(bx). Pour x tendant vers ay, on obtient g(ax) < g(by).
0J

Théoréme 2
Si f: [a,b] — R est une fonction continue monotone, alors f est dérivable presque
partout.

Tout d’abord on va introduire A(z, h) = w, pour tout x € [a, b] et tout h # 0,
et les nombres suivants :

Ay(z) = hl%){l}}>0 sup{A(x,€),0 < e < h}
Ai(z) = hl%{%>0inf{A($, €),0 <e<h}
A(x) = h—1>iogzl<o sup{A(x,€),h < e <0}
A(2) = hl%{%<0inf{A($, €),h <e<0}



Définition 1
Les nombres précédents sont appelés nombres dérivés de f en .

Pour montrer que f est dérivable presque partout, il suffit de démontrer que, pour
presque tout x :

o+
—~

En effet en appliquant (2) & z — —f(—x), on aura : Ay(xz) < A\g(z) presque partout.
Donc : 0 < Ag(z) < Aj(z) < Ay(x) < Ag(x) < Ay(z) < oo presque partout.

Démonstration :
On suppose f croissante.

Montrons 1. A4(z) < oo pour presque tout x.
Soit Eo, = {x € [a,b], Ay(x) = co}. Pour tout ¢ < 0, on pose E. = {z,c < Ay4(x)}. Par
définition pour tout ¢, E,, C E.. Or si ¢ < Ay(z), il existe £ > x tel que

f(§) — f(z)
E—=x

d'ou si g(z) = f(z) — cx, g(§) > g(x). Ainsi en appliquant le lemme on obtient :

>c

oo

E. = U]ak>bk[

k=0

avec f(bg) — cby < f(ag) — cay, d’ou c(by — ax) < f(bx) — f(ag). Donc

¢S (b — ax) < a)) < f(8) — f(a)
k=0 k::O
Donc pour tout k entier
f(b) — f(a)

by, — ai, <
c

Ceci montre que, pour ¢ suffissamment grand, la longueur totale des intervalles (ay,b) sera
aussi petite qu’on veut. Donc L' (E,) = 0.

Montrons 2. A4(z) < A,(x) pour presque tout x.
Soient 0 < ¢ < C' arbitraires. Soit g, (z) = f(—z) + cx et

Ey = —{z € [a,b]/36 > 2/g1(§) > g1(x)}

g1 est continue, donc d’aprés le lemme, on peut décomposer

o0

-k = U] — by, —ay

k=0



avec ar < by et g1(—bg) < g1(—ay). Soit

[ee)

my = LY(E) =) (b — az)

k=0
On a pour tout k : f(by) — cby < f(ax) — cag. Donc

Z )<le

k=0

Soit go(x) = f(x) — Cx et soit Eyy = {x € [ag, bx] / 3 E > x/g2(€) > ga(x)}. g2 est
continue, donc d’aprés le lemme :

o0

E2,k = U]ak,z, bk,l[

=0

avec ay; < biy et g(ar;) < g(bry)-
Soit

U Ez k Z bk,l - ak,z)
k,l

On a pour tout k et pour tout I, f(aw) — Cayy < f(bry) — Cbiy. Done

o0

Cmy < Z flbra) — flagy)) < (f(br) = flag)) < emy

k=

o

par croissance de f. Donc my < am; avec a = g < 1.

En réitérant ce procédé, on obtient une suite m,, telle que mo, < a Mmo,_1 < @"my qui
tend vers 0 quand n tend vers +oo.
Or pour tout n entier,

Eo ={z/Aa(z) > C, N\j(x) <c} C E,
En effet, si x € E.¢, alors il existe £ < z tel que

[ — fz)
E—=x

Donc -§ > —z et f(—(=¢)) — f(—(—x)) > c(§ — x), ie g1(=&) > g1(—x), donc = € E;.
De méme il existe &' > z tel que

<c

f(&) = =)
G
Donc g2(&’) = £(§’) - C&' > go(x) = f(x) — Cx, donc z € Es.
Si x est tel que Ag(x) > A\j(x), on peut choisir ¢ et C rationnels tels que : x € E.c. Donc

e hae) > M@ S | Fe

denombrable

> (C

Ainsi L'({z, Ay(z) > \y(2)}) = 0.
0J



On a donc montré qu’une fonction monotone continue est dérivable presque partout.

Théoréme 3

Soient D une partie de R, f : D — R une application monotone, a un point de R tel
que a soit adhérent & DN]a,+oo| (resp. DN| — oo, al). Alors f admet une limite (finie ou
infinie) o droite (resp.  gauche) au point a.

Démonstration :
Supposons f croissante et a € DN]a, +00[. On pose
l= inf t
teD rlﬁn]a,-‘roo[f( )
Ona:lcRet:
VI' €]l,+o00] T tg € DNa, +oo| /1 < f(to) <
Donc
Vi€ D Nla,te] 1< f(t) < flto) <’
d’ou
I= lim f(t)=f(a+0)
t—a
t>a
[

Corollaire 1
Soit f: D — R croissante et a un point adhérent & DN]a,+oo[. Alors f admet une
limite finie & droite au point a si et seulement si f est minorée sur DN|a, +oo|.

Démonstration :
On a:
li t)=1= inf t
Jm fO) == e T®
t>a
et [ € R.

Or D N ]a,+oo[ est non vide (car a est adhérent a cet ensemble), donc [ < +oc.
Donc 1 est finie si et seulement si

—o0 < inf t
o< pinf F)

si et seulement si f est minorée sur DN]a, +00|.
U



De 14 on a immeédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 2

Sotent I un intervalle de R, f : I — R une application monotone et a un point de I
Si a # sup(l), f admet une limite & droite (finie) f(a+0) et si a # inf(I), f admet une
limite & gauche (finie) f(a-0).

On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 4
Soit f une application monotone d’un intervalle réel I dans R. L’ensemble E des points
de discontinuité de f est au plus dénombrable.

Démonstration :
On suppose f croissante et I de la forme (a,b). On définit la fonction o sur I par :
o(t) = f(t+0)— f(t —0), pour t €a,b|
et, s'il y a lieu, o(a) = f(a+0) — f(a) et o(b) = f(b) — f(b—0).
On a les propriétés suivantes : Vt €la, b o(t) >0, et E={t €1 [ o(t) > 0}.
Construisons 7 : £ — R, avec pour r(t), t € E, un rationnel tel que r(t) € | f(t—0), f(t+0)]
sit € ]a,b[ et éventuellement r(a) € |f(a), f(a+0)[ et r(b) € |f(b—0), f(b)[.
Par construction, r est une application injective de E dans Q. Donc E est dénombrable.
O

De la la preuve du théoréme 1 se déduit aisément.

Démonstration du théoréme 1 :
Soit, d’apres le lemme, F = {x;/i € N} I'ensemble des points de discontinuité de f, avec
o < 21 < ... < xp < .... Pour tout i, f est continue sur |z;_q,2;|. Soit f; définie sur |z;_1,z;]
par fi(x) = f(x) si x € |x;_1,2;| et fi(z;o1) = f(xim1 + 0) et fi(x;) = f(x; - 0). Alors f;
est continue monotone sur |z;_1,2;]. Donc il existe E; C [x;_1, z;| négligeable tel que sur
[z;_1, 2] \ Ei, f; est dérivable. Donc f est dérivable sur

@ B\ B U E)

et

(JE)UE

est de mesure nulle.

O



1.2 Fonctions i variations bornées

Ici on va étudier une classe plus importante que celle des fonctions lipschitziennes : les
fonctions a variations bornées, et établir un théoréme analogue & celui sur les fonctions
monotones.

Définition 2
On appelle fonction & variations bornées une fonction f : [a,b] — R telle qu’il existe
M > 0 tel que pour toute subdivision ¢ = (z;)i—on de [a,b]

Ygp = Z |f(zi) = flzi)| <M

On pose T(a,b) = Inf M, la variation totale de f sur Iintervalle [a,b]. La variation
totale est une fonction "additive de I'intervalle", ce qui veut dire que si ¢ est un point de
I'intervalle [a,b], la fonction f est a variations bornées sur [a,b] si et seulement si elle 1est
sur [a,c| et sur [c,b], et qu’alors T(a,b) = T(a,c) + T(c,b). Il suffit d’observer que ¥, ne
peut qu’augmenter si on ajoute un nouveau point de décomposition.

De plus si f = f1 — fy o f; et fo sont deux fonctions croissantes, on a

Yap < f1(b) = fila) + f2(b) — fa(a)
Donc f est & variations bornées. La réciproque est vraie et est due & Camille Jordan.

Théoréme 5
Toute fonction a variations bornées est la différence de deux fonctions croissantes

Démonstration :
On introduit pour x appartenant a [a,b] T(x) = T(a,x) et on va montrer que les
fonctions T : x — T(x) et x — T(x) - f(x) sont croissantes.
En effet si &€ > x, on a: T(a,§) = T(a,x) + T(x,§), doa T(¢) - T(x) = T(x,§) > 0.
Pour montrer que T(x) - f(x) < T(¢) - £(§), il suffit de montrer que () - f(x) < T(x,). Or
[f(€) - f(x)| est une décomposition particuliére, donc par définition, () - f(x) < T(x,£).
0J

Une autre décomposition possible de f est

f() = 5(T(@) + (@) = 5(T() = (@)

A partir de ce théoréme et du théoréme 1, on a le théoréme de Lebesgue suivant.

Théoréme 6
Toute fonction a variations bornées est dérivable presque partout

Définition 3

Soit I un intervalle de R. Une fonction f : I — R est dite lipschitzienne st pour une
certaine constante C, pour tout (z,y) € I%, on a : [f(z) - f(y)] < Clz - y|. La plus petite
constante C vérifiant l’inégalité précédente, est notée

{\f( z) = fW)]

r,y €1, w0 #y}
|z —yl

Lip(f) = sup



Définition 4
Soit I un intervalle de R. Une fonction f: I — R est dite localement lipschitzienne si
pour tout compact K C I, il existe une constante Ci telle que

|f(z) = f(y)] < Cklz —y

pour tout r,y € K.

Enfin il est facile de voir qu’une fonction lipschitzienne est a variations bornées. Donc
on va finir ce paragraphe par le théoréme suivant :

Théoréme 7
Toute fonction lipschitzienne de [a,b] dans R est dérivable presque partout



2 Théoréme de Rademacher

Dans ce paragraphe, on va utiliser le théoréme 7, pour étendre ce résultat aux fonctions
définies sur R".

2.1 Définitions et extensions des fonctions lipschitziennes

On commence par rappeller les définitions de lipschitzienne et de différentiable. Puis
on va démontrer comment prolonger les fonctions lipschitziennes d’un sous-ensemble de
R™ & R" tout entier.

Définition 5

Soit A C R"™. Une fonction f : A — R™ est dite lipschitzienne si pour une certaine
constante C, pour tout (z,y) € A%, on a : [f(x) - f(y)] < Clz - y/. La plus petite constante
C vérifiant 'inégalité précédente, est notée

() = f(y)]

Lip(f)zsup{|f =y 2,y € Ay # y}

Définition 6
Soit A C R"™. Une fonction f : A — R™ est dite localement lipschitzienne si pour tout
compact K C A, il existe une constante C'i telle que

|f(x) = f(y)| < Cklz —y|

pour tout z,y € K.

Définition 7
Une fonction f : R" — R™ est différentiable en © € R" s’il existe une application
linéaire L : R" — R™ telle que

i [f W) = f(2) = L(z — )|

—0
y—u [z — |

ou de maniére équivalente : f(y) = f(x) + L(y-x) + o(|y-z/) quand y — .

Si une telle application linéaire existe, elle est unique et on la note Df(x), qui est la
différentielle de f en x.

Théoréme 8

Soit A CR", et soit f: A — R™ lipschitzienne. Alors il existe une fonction lipschit-
zienne f : R" — R™ telle que :

i. f = fsurA

ii. Lip(f) < v Lip(f)



Démonstration :
1. Supposons d’abord f : A — R. On définit :

F(w) = ink {f(a) + Lip(f)] — al}

Sibe€ A, ona f(b) = f(b). En effet il est immédiat que f(b) < f(b). De plus, pour
tout a € A, f(a) + Lip(f)[b-a| = f(b), dotr f(b) = f(b).
Si x,y sont dans R", alors

f(@) < int{f(a) + Lip(f)(|ly — al + = =y} = [(y) + Lip(f)]z — o]

et de méme B _
fy) < fz) + Lip(f)lz — |
2. Dans le cas général, f : A — R™ f = (fi,-..,fm), on définit f = (f1,...,fmm). Alors

f(z) = f(y)]? = Z fi(z) — fi(w)]* < m(Lip(f))*|z — y|?

A partir de ce théoréme, on peut supposer qu’une fonction lipschitzienne est toujours
définie sur R" tout entier.

2.2 Le théoréme de Rademacher

Ce théoréme est une extension du théoréme 7 :

Théoréme 9
Soit f : R" — R™ une fonction localement lipschitzienne. Alors f est différentiable
presque partout.

Preuve :
1. On peut supposer que m = 1. De plus la différentiabilité étant une notion locale, on
peut supposer que f est lipschitzienne sur un voisinage d’un point de R" puis I’étendre
sur R", d’aprés le théoréme 8.
2. Fixons un vecteur v appartenant & R" avec |x| = 1 et on définit, pour x € R" :

D, f(x) = lim flo+tv) - f(z)

t—0 t

pourvu que cette limite existe.
3. Montrons que D, f(z) existe pour presque tout x dans R" (assertion 1).
En effet, f étant continue,

t —
D, f(z) = limsup flat Ut> /(@) = lim sup
(=0 PO 0 < Jt] < 1/k
t rationnel

fz+tv) - f(=)
t

10



est mesurable, ainsi que

D, f(z) = lim inf flx +tv) = f(z)

t—0 t

Donc
A, ={z e R"/D,f(z) n existe pas} = {x € R"/D, f(z) < D, f(x)}

est Lebesgue mesurable.

Maintenant pour tout x,v dans R" avec |v| = 1, on définit ¢ : R — R par ¢(t) = f(z+tv).
Alors ¢ est lipschitzienne, donc dérivable presque partout sur R, d’aprés le théoréme de
Lebesgue (théoréme 7).

Donc L' (A,N L) vaut 0 pour toute ligne L paralléle & v. Le théoréme de Fubini permet
de conclure que £L1(A,) = 0. En effet on commence par compléter (v) en une base de R".
Alors

L(A,) = /]R” Xa,(z)dr = /IR"‘I (/ .UXAv(xl,...,xn)dwn) dxy...dr,_1

en utilisant le théoréme de Fubini.
Donc

Ln(Av) = / 1 Ll(Av N L(Zﬁl, ceuy xn_1)>dl’1...dlﬁn_1

ou L(zy,...,x,—1) est une droite paralléle & v et passant par (z1,...,Zp_1).
4. L’assertion (1) implique que

grad f(z) = (gjl( )y ey c‘?ai(x))

existe pour presque tout z.
5. Montrons maintenant que D, f(x) = v.grad f(x) pour presque tout x (assertion 2).
Soit ¢ € C§°(R™) (ie C™ a support compact).

Alors
/ Hettt) 2 0) (g [ jy S =Gl

Or, 51t—%

()] < Lip(f)[vl|¢()]

et [v| = 1. De plus ¢ est dans L'. Donc, d’aprés le théoréme de convergence dominée, on

oo Dt @c@yts = = [ @)D ta Z S )t
sz/”axz d:r—/Rn(v.grad f(z))((x)dx

en utilisant le théoréme de Fubini et par intégration par parties, justifiée dans le para-
graphe 2.3.

11



Comme I'égalité est vérifiée pour tout ¢ € C§°(R"), ona D, f(x) = v.grad f(x) presque
partout (justification de ce résultat : cf Annexe 2).
6. Soit (), une suite dense dans 9 B(0,1). Soient :

A, ={x € R"/D,, f(x),grad f(x) existent et D,, f(z) = vgx.grad f(z)}

A:ﬂAk

keN
Alors L™(R™\ A) = 0. En effet,

LR A) = 004 = £ 4D < 30874 =0
keN k=0

Montrons que pour tout x appartenant a A, f est différentiable en x (assertion 3).
Soit x € A fixé, v € 0 B(0,1) et t € R non nul. Notons :

[z +tv) — f(2)

Qe v,t) = =2

Alors pour tout v’ € 9 B(0,1),
1Q(z,v,t) — Q(z,v, t)| < Lip(f)lv —v'| + [grad f(z)[|lv — /|
< (L+Vn)Lip(f)lv =] (%)

—v.grad f(z)

Soit € > 0 fixé. On a :
0B(0,1) € | J B(uk,e)
keN
Par compacité de 0 B(0,1), il existe N € N tel que

0B(0,1) C | J B(vk.e)

Donc si v € 9 B(0,1), |v — vx| < € pour au moins un k € {0,..., N}. Mais aussi x € Ay
pour tout k, donc Q(x,vg,t) a une limite quand t tend vers 0 et la limite est nulle, pour
tout k.

Donc il existe 0 = d(x,€) > 0 tel que si 0 < [t| < J, alors |Q(x,vk,t)| < € (**) pour
tout k € {0,..., N}.
Ainsi pour tout v € 9 B(0,1), il existe k € {0,..., N} tel que

Q(z, v, )] <|Q(z, vk, )| + |Q(z, v, 1) — Q(x, vg, )] < €(1+ (14 v/n)Lip(f))

si 0 < [t| < 0, avec les inégalités (*) et (**).
Ceci signifie que Q(x,v,t) tend vers 0 quand t tend vers 0, indépendamment de v.
Soit y € R", y # x. On écrit y = x + tv, avec |[v| = 1, t = |y-x|. Alors

f(y) = f(x) = gradf (z).(y — x) = f(z + tv) — f(z) = tv.grad f(z) = o(t) = o(|y — z])

pour y tendant vers x (car J ne dépend pas de v).
Donc f est différentiable sur A.
O

12



2.3 Intégrale de Lebesgue et intégration par parties

L’objet de ce paragraphe est de justifier I'intégration par parties que 'on a effectuée
dans la démonstration du théoréme de Rademacher. En effet celle-ci ne respecte pas a
priori les hypothéses habituelles de l'intégrale de Riemann. Il existe un théoréme plus
général pour l'intégrale de Lebesgue (voir [4], p.199, proposition 5).

Dans notre cas, on a une fonction ¢ dans C§°(R"™) et une fonction f lipschitzienne dont

la dérivée par rapport a x; % existe presque partout et est dans £°°. On a alors :

/jo< /f o (a)d

Lemme 2 Soit ¢ dans C3°(R) et f lipschitzienne dont la dérivée existe presque partout
et est dans L°°. Alors on a :

[ @cts == [ )@
Démonstration :

En effet soit (j)eso une famille régularisante, ie une famille de fonctions telles que :

i.je € C(R)

ii.je > 0

iii. [R je(x)dx = 1

w. supp(je) = By(0,¢)

Soit ¢ une fonction dans C§°(R) valant 1 dans un voisinage du support de ¢. On pose
fe = (®f)* je qui est ainsi dans C*°(R). Comme ®f € L!, f. tend vers ®f dans L.
De plus f! = (®f) x j. car :

fe($+h}1—fe($) _ /Rje(y)(@f)(ﬂﬁ—wh})z—(¢f)(x—y)

dy

etona:
i) (f)(z—y+ h})l— (©f)(x — y)|

< Je(y)(Lip(f)sup(|®]) + sup(|®')| f(z — y)]) € £

Par le théoréme de convergence dominée en faisant tendre h vers 0, on obtient le résultat
annonce.

Enfin comme (®f)" est dans L', f tend vers (®f) dans L.
On a (intégration par parties avec intégrale de Riemann) :

[ tatan = = [ e

13



Le membre de droite tend vers :

J@nec@an = [ 1w

Le membre de gauche tend vers :

/R@f)/(x)é(rr)dw - /R(qff)(x)C(w)drH /R@f/)(x)C(rr)dx — 0+ /Rf%x)c(x)dx

d’ou I’égalité voulue.
O

Conclusion

On a ainsi montré qu’une fonction continue peut étre dérivable en aucun point. Par
contre en ajoutant 1’hypothése "fonction lipschitzienne" (donc en réduisant la classe de
fonctions), la fonction devient dérivable presque partout (différentiable dans le cas de R™).
Dans le méme esprit, on pourrait s’intéresser & une classe encore plus petite de fonctions
continues : les fonctions convexes. En effet celles-ci sont localement lipschitziennes, donc
différentiables presque partout. Mais en plus on peut montrer qu’elles sont deux fois
différentiables presque partout (cf. [2]).
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Annexe 1

Weierstrass avait introduit la fonction suivante :
o0
Wi(t) = Zw‘”Hcos(w”t)
n=0

ouw >1let 0 < H < 1. Ici on va plutot s’intéresser & la fonction :

[e.o]

f) =y o

qui elle aussi est continue sur R, mais dérivable en aucun point.
i. En effet, la fonction = — {z} est continue sur R (1-périodique). Et, de plus pour
tout n € N et tout x € R, ona :

{10z}, 1
| | <
107 107
Donc f est continue sur R.
ii. Soit 0 < x < 1. Alors on peut écrire x sous la forme r = 0,aias...a, ..., quitte
a ajouter des zéros si nécessaire. Deux cas sont a distinguer : si 0, a,41an42... < %, alors
{10"z} = 0,ap11an42- .., sinon {10"z} = 1—0,a,41Gp12 .- ..

On définit alors la suite (h,,) de la maniére suivante : si a,, = 4 ou 9 on pose h,, =
—107™ et h,,, = 107™ sinon. On a alors :

flrthy)—flz) KX {10M@+107)} — {102} &I
hun -2 107 B ;b”’m

n=0

Pour n > m, b, ,, = 0 et pour n < m, b, ,, = 1. Donc la série précédente est égale a
un entier pair ou impair suivant la parité de m. Donc ce n’est pas une série convergente.
Comme la suite (h,,) est une suite convergente vers 0, on en déduit que f n’est pas
dérivable en z pour tout x € [0, 1[, donc pour tout = € R.

A la fin de ce rapport, on a tracé (sous Maple) les sommes partielles (jusqu’a I'entier
n) des fonctions suivantes :

= aF{10Fx
f a (.1' ) = Z %
k=0
ou a est un réel appartenant a l'intervalle [1,10[. D’aprés la démonstration précédente, f,
est continue sur R et dérivable en aucun point. De plus le graphe de f, est une courbe
dont la dimension fractale est donnée par la formule d = 1+ ZZL((I‘B)).
Sur les fonctions continues, non dérivables et de leur dimension fractale, voir [5].
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Annexe 2

Le but ici est de justifier le passage suivant :

[ Duf@)(a)ds - /]R (v.grad f())C(x)d

pour tout ¢ € Cg°(R"™), implique :

D, f(z) = v.grad f(z) presque partout, sachant que D, f(z) et v.grad f(x) sont localement
intégrables.

Pour cela on rappelle que si u € L}, (R") la distribution associée a u, T;, est définie par :

V6 € CR(RY) < Ty, > /R w(@)p(z)dz

On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 10
Soit u € L}, (R").
Alors la distribution associée o u est nulle, en tant que distribution, si et seulement si u

est nulle presque partout.

Démonstration :
Soit ¢ € C§°(R") et soit K le support de ¢. Alors

| <Tué> | < (sup 6] / ju(z)|dx
K K

Si u est nulle presque partout, il est clair que 7, est nulle.
Réciproquement, supposons 7;, est identiquement nulle.
Soit K un compact inclus dans R". On va montrer que u, restreinte a K, est nulle.
Soient § > 0, et soit :
Kis ={x e R"/d(z,K) < jo}

On note ug la restriction de u a K et ug la fonction égale a uy sur K4 et nulle ailleurs.
Soit (je)eso une famille régularisante, ie une famille de fonctions telles que :

i.je € C°(R™)

ii.je >0

iii. [pr je(z)dr =

iv. supp(je) = By(0,¢)

Alorson a :

Soit 0 <e<d. Pourxz e K :

n(@) = [ oW i =iy = [ ) sy
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Donc y € K. C K;. Donc :
ue(z) = / uo(y) je(z — y)dy = / uo(y) Je(z — y)dy = / u(y) je(x —y)dy =0
Ks K Ks
Donc si z € K, u.(z) = 0.

up € LY(R™) a support compact. Donc u. converge dans LL'(R") vers uy. En particulier,
la restriction de u, a K converge vers la restriction de 1y dans L'(K'). Donc :

lim [ |ug(z) — ue(x)|de = hm/ |ug(z)|dx = lim/ |u(z)|dz =0
0 e—0 Jp e—0 J

€— K

/K lu(z)|dz = 0

Donc la restriction de u a K est nulle presque partout.
O
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