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Vitesse et accélération en coordonnées polaires

Exercice 1 : Dérivées d’un vecteur et coordonnées polaires
Dans un plan muni du repére orthonormé direct(0,i, ), le vecteur unitaire mobile u, est

- = -
repéré par l'angle @ =(i,u,). u, est le vecteur unitaire directernent perpendiculaire a

7, (7,d,) ="

dil d*i

1) Exprimer i, et u, dans ta base (7, ) puis calculer les dérivées —= et £
de dé
7 dati - -
2) Exprimer g, et dgz’ en utilisant la base mobile (u,,ug). Conclure.
3) L'angle 6 est fonction du temps. Mémes questions qu'au 1) pour les dérivées al;’ et
dti.
dt’

Exercice 2 : Vitesse et accélération en coordonnées polaires

Un point M mobile dans le plan est repéré par ses coordonnées polaires (r,8) qui sont
fonction du temps.

. , . . = dOM
1) Exprimer les composantes radiale et ortho-radiale V; et V; de la vitesse V = 7

et

2 " — —
celles a, et a, de l'accélération 3 - ddOZM dans la base mobile (ur,ug)tiée au point M.
. _ T _ _
2) Le point M est animé d'un mouvement circulaire. Donner les composantes V, et V, de

la vitesse et celles a, et a, de I'accélération 5, dans ce cas particulier.

3) Mémes questions dans le cas d'un mouvement circulaire uniforme.

., . df_ . _ - -
4) On introduit le vecteur vitesse angulaire instantané: @ =7tur1\u9 = ‘;—tk =k .

Exprimer V et & dans les deux cas particuliers de la question 1, & l'aide de @en
-

s'affranchissant des vecteurs u, et #, de la base mobile.
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4 - Systeme bielle-manivelle

On étudie le mouvement d'une barre AM (appelée bielle) de longueur L dont l'extrémité A est
soumise & un mouvement circulaire grace une barre OA (manivelle) de longueur a (a < L) qui
tourne autour du point fixe O avec une vitesse angulaire constante @ . On appelle

Ry(Osiy, Jy. ky ) le référentiel fixe, R,(0:7, J,,k,) le référentiel lié 3 OA et R, (M:i,, 7, k,)
le référentie] lié 4 la bielle MA dont I'extrémité M (d'abscisse xp) est astreinte 3 se déplacer
sur l'axe (O;i,).

On note : 5, = OA/OA, J» = MA/MA

On pose : 8 = (7,,04A) et @ = (iy,I,) autour de k,.

2

1 - Montrer que :
asin@ = Lcosg

X, =acos@+ Lsing

2 - Alinstant t = 0, & = 0. Déterminer 8(¢) et ¢(1).
3 - Exprimer les torseurs cinématiques en A [#;, ]de la manivelle et [#,,] de la bielle.
4 - On note, quand il existe, A,, 'axe de rotation instantanée du solide R, dans son
mouvement par rapport i Rg.
a) On appelie Ip; le point d'intersection de A, avec le plan (01, j,) . Préciser
Volloy).

b) Placer graphiquement Iy, sur une figure ; justifier.
5 - Calculer la vitesse de M pour les valeurs de & suivantes : 7/2, 7 et 372
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Université du Maine. UFR Sciences et Techniques
UE MECANIQUE 222A

TD6 Cinétique, dynamique et énergie cinétique. Actions extérieures et principe
fondamental de la dynamique.

Exercice 1. Modélisation d’un membre humain par 2 segments corporels

Le membre ci-dessous comporte deux segments corporels (1) et (2) liés entre eux par
une liaison pivot en O,. La ljaison en O, est également pivot. Chaque segment est caractérisé

par sa longueur /; et par ses parameétres d'inertie: masse m;, centre de masse G; tel que la
distance O;G; =a;, et moment d'inertie I; par rapport a l'axe O;zien G, . Les variables de
situation sont indiquées sur la figure 1.

ﬁv'o

Y\

Figure 1. Membre humain, Variables de situation

1. Ecrire le torseur cinématique absolu de chaque segment en O, puis en G;.
2. En déduire les énergies cinétiques absolues E,%(i)pour chaque segment.
L'énergie cinétique totale étant de la forme:

ECM+E®®) = -;—[A 62 + B62 +2C6,6, ),

calculer les coefficients; A, B et C en fonction des parameétres géométriques et des
parameétres d'inertie.



Exercice 2. Mouvement d’une bille sur un plan incliné

On considere une bille homogene (1) de masse m=1kg, de rayon r=0,05m et de moment

central d'inertie %mrz. Ce solide se déplace sur un plan incliné d'angle o par rapport 2

I'horizontale sous l'effet de la gravité. La situation du solide est alors définie par une variable

de position x et une variable d'orientation 6.
Les actions extérieures a (1) sont représentées par le torseur vecteur poids mg en G et le

torseur vecteur liaison en / est TE;+ Afj:r; . Les actions aérodynamiques sont ici négligées.

Y1

Figure 2 : Le solide de révolution est en contact ponctuel avec le plan incliné en L. Le
repére Gx,y, est li€ au solide (1), le repere Gx',y', est le repére du centre de masse et le repére
Oxy est le repére absolu.

1. Ecrire, pour la bille (1), le torseur cinématique, le torseur cinétique et le torseur
dynamique. En déduire les équations du mouvement 2 l'aide du principe fondamental de la
dynamique. Dans toute la suite les conditions initiales de position et de vitesse sont prises
nulles.

2. Le coefficient de frottement f=0. Que vaut T? Ecrire 1'accélération absolue de G et
retrouver cette expression par application du théoréme de 1'énergie puissance. Faire les
applications numériques pour un cylindre puis une sphére pour a=15°.

3. Ici, le coefficient de frottement f est suffisamment grand pour que tout glissement
soit impdé__sible. Exprimer la relation de non glissement en I, puis 'accélération absolue de G.
Retrouver ces expressions par le théoréme de I'énergie puissance. Ecrire les composantes 7 et

N et discuter par rapport & l'angle o le non glissement effectif.
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Probleéme : Accélération et freinage acrobatique d’une motocyclette
sur une piste horizontale en ligne droite

Soit une motocyclette modélisée par sa roue avant (1) (de masse m, de rayon r et de centre
d’inertie Gy), sa roue arriére (2) (de masse m, de rayon r et de centre d’inertie G,), et son

cadre (3) (de masse M, et de centre d’inertie G3), voir Figures 3 & 4 pour la géométrie du
systéme. Chaque roue posséde un moment d’inertie J = mr?, ¢’est-a-dire que 1’on suppose
que le rayon de gyration est le rayon de la roue (ou encore on suppose que la masse est
essentiellement distribuée sur le périmétre de la roue). Les deux roues sont en contact avec
la piste aux points C; et C,, et les réactions s’écrivent respectivement: R =T, + N j; et

R‘z =T+ N,Jj,. Le couple moteur C’,,,l'z0 s’exerce sur la roue arriére (2).

1- Exprimer les torseurs cinématique, cinétique et dynamique pour les différents
¢léments du systéme, a savoir pour la roue avant (1), pour la roue arriére (2), et pour le

cadre (3) de la motocyclette.

2- Exprimer le théoréme du moment dynamique pour les roues avant (1) et arriére (2),
respectivement en C; et en C,. En utilisant la condition de roulement sans glissement,

4 savoir x = r @ (voir Figure 3), établir alors que ces relations s écrivent finalement :

. . C, = 10 . . .
mk =T, et mi=~T,+—=_ Etablir alors I’équation de la résultante dynamique pour
r

I’ensemble du véhicule (1)+(2)+(3). Déduire enfin 1’accélération du véhicule en
fonction du couple moteur C,,,.

3- Exprimer le théoréme du moment dynamique pour I’ensemble du véhicule (1)+(2)+(3)
au peint G situé entre G, et G, voir Figure 4. Aboutir & une équation reliant X, N 1> N2,

abhrmetM
4- A P'aide de cette équation et d’un des résultats obtenu a la question 2-, calculer les
expressions de N; et de N», en fonction de C,, g 7, a b, A m et M. Trouver la valeur

du couple limite pour lequel N; s’annule. Interpréter ce résultat en termes de pilotage
de la motocyclette (phase de cabrage de I’engin, ou « wheeling » = « roue arriére »).

5- Justifier les modifications des équations de la question 1- dans le cas d’un couple
résistant C,, correspondant & une phase de freinage puissant s’exercant sur la roue
avant (1). Enldéduire la valeur de I’accélération X (qui doit étre ici négative), en
fonction de C,,. Calculer alors les nouvelles valeurs des réactions verticales N; et N,,
et exprimer la valeur limite du couple de freinage pour observer un décollement de la
roue arriére . Comparer enfin cette valeur avec celle obtenue a la question 4- pour le
cabrage de la motocyclette au cours de I’accélération. Quelle est la valeur limite la plus

élevée ?

Baréme approximatif : Environ la moitié des points pour 'exercice et l'autre moitié pour
le probléme. Une grande attention sera consacrée & la rédaction, aux explications et aux

Jjustifications physiques des résultats obtenus.
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