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Résumé.— Dans cet article, nous donnons, pour un corps K de caractéristique nulle,
une description, sous forme d’un produit semi-direct a quatre facteurs, du groupes des
K-automorphismes continus du corps, Puis(K), des séries de Puiseux & coefficients dans
la cloture algébrique, K, de K. En application de ce résultat, nous décrivons certains sous-
groupes du groupe Aut(C). Nous montrons aussi que, pour un corps K de caractéristique
0, il existe une correspondance bi-univoque naturelle entre les classes de K-isomorphisme
de sous-corps réels clos de K et les classes de K-isomorphisme de sous-corps réel clos con-

tinus (i.e. provenant de K-involutions continues) du corps Puis(K) des séries de Puiseux.

Abstract.— In this article, we give, for a field K of characteristic 0, a description as a
semi-direct product of four factors, of the group of continuous K-automorphisms of the
field, Puis(K), of Puiseux’s series. As an application, we describe some subgroups of the
group Aut(C). Moreover, we show that, for a given characteristic 0 field K, there exists
a natural one-to-one correspondance between the K-isomorphism classes of real closed
subfield of K and the K-isomorphism classes of real closed continued subfield (i.e. carried

by continued K-involutions) of the Puiseux’s series field Puis(K).

1.— Introduction.

Si K désigne un corps, le corps K((T)) des séries de Laurent & coefficients dans
K est un corps complet pour la valuation usuelle. Plusieurs travaux ont abordé
Pétude du groupe des K-automorphismes du corps K((T')). Nous nous intéressons
dans cet article, pour un corps K de caractéristique 0, a 1’étude du groupe des
K-automorphismes continus du corps, Puis(K), des séries de Puiseux & coefficients
dans la cloture algébrique, K, de K (la continuité étant ici considérée pour la topolo-
gie induite par I'unique extension de la valuation de K((7')) au corps des séries de
Puiseux).

Dans un premier paragraphe, nous nous intéressons aux automorphismes d’un
corps discrétement valué de caractéristique et de caractéristique résiduelle égales
(appelé ici corps sérié) hensélien. En particulier, nous décrivons une loi de groupe
* sur l'ensemble O des unités de K((T')) qui fait du groupe (O, *) un groupe
isomorphe au groupe, (Autx (K ((T))),o), des K-automorphismes de K((T)) (ap-
plication de la proposition 1).

Dans un deuxiéme paragraphe, nous appliquons ces résultats a I’étude du groupe

Autg (Puis(K)) des K-automorphismes continus du corps Puis(K). Nous mon-
trons que ce groupe est isomorphe a un produit semi-direct a quatre facteurs d’objets
arithmétiques liés & K (théoréme 10).

Un troisieme paragraphe est consacré a deux applications que nous faisons de
ce résultat de structure. La premiere application concerne 1’étude de sous-groupes
du groupe des automorphismes, Aut(C), du corps des complexes. Nous montrons
(théoreme 12) que pour tout corps K de caractéristique 0 et de cardinal < 2%, le
groupe de Galois absolu, G = Gal(K/K), de K est un sous-groupe de Aut(C).
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La deuxieme application corcerne ’étude des involutions continues de Puis(K).
Nous montrons (théoréme 14) qu’en caractéristique 0, il existe une correspondance
bi-univoque entre I’ensemble des classes de conjugaison d’involutions continues du

groupe, Auty(Puis(K)), des K-automorphismes (non nécessairement continus)
du corps Puis(K), et 'ensemble des classes de conjugaison d’involutions du groupe
Autg(K) = Gal(K/K) (qui est lui-méme en correspondance bi-univoque avec
l’ensemble des ordres compatibles sur le corps K (corollaire 16)). En fin de texte,
une série de remarques sur ’existence d’involutions non continues dans et hors de

ces classes de conjugaison vient clore cet article.

2.— Les automorphismes d’un corps sérié composable hensélien.

Dans cet article, on dira d’un corps Q qu’il est sérié¢ s’il est isomorphe a une
extension intermédiaire d’une extension K ((T))/K(T). De maniere équivalente un
corps ) est sérié si et seulement s’il existe sur 2 une valuation discreéte v telle que le
corps résiduel K = Q/v soit de méme caractéristique que celle de Q) et telle que K se
releve en un sous-corps de 2 (cette derniére propriété est automatiquement vérifiée
si  est hensélien pour v). En effet, si I'on note (€,7) le complété de (€2, v), alors
D est discrete et /5 = K. I s’ensuit (cf [Ser]) que € est K-isomorphe au corps
K((T)) des séries de Laurent & coefficients dans K. Si w désigne une uniformisante
de 2, comme K se releve dans €, il existe un K-plongement de 2 dans K((T))
qui envoie 7 sur T et donc €2 est bien sérié. On s’intéresse ici a ’étude des K-
automorphismes d’un corps sérié, on peut donc, dans cette perspective, regarder un
tel corps directement comme un sous-corps de K ((T)) qui contient K (T').

Un corps sérié € sera dit composable si la composition laisse stable €2, ¢’est-a-dire
si

VS(T),R(T) € Q, v(R(T)) >0 = S(R(T)) € Q

Par exemple, les corps Q = K(T),K((T)) sont des corps sériés composables.
Tous les corps sériés ne sont pas forcément composables (voir plus loin).

Nous allons nous intéresser ici au groupe des K-automorphisme de €2 lorsque €2
est sérié, composable et hensélien pour v. Un exemple de tel corps est naturellement
le corps K ((T')), car il est complet. Un exemple de corps sérié composable hensélien
non complet est le corps C{{T'}} des séries de Laurent de rayon de convergence
> 0 (i.e. le corps des germes de fonctions complexes méromorphes en 0). Il est
visiblement composable et non complet et on pourra trouver dans [Art] une preuve
du fait qu’il est hensélien.

Un exemple de corps sérié hensélien non composable : Dans le corps R{{T'} }
des séries de Laurent réelles a rayon de convergence non nul, on considere la série

Tn
sy

n>0

et le corps Lo = R(T)(e?) c R{{T}}. On considere aussi dans R{{T}} la série
f(r) = eTe” . La série f est transcendante sur Lg. En effet, supposons au contraire
qu’il existe un polynome irréductible

P(X)=X"4a, 1(T)X" ' +---+ao(T) € Lo[X]
tel que P(f(T)) = 0. En considérant la dérivation usuelle sur les séries de Laurent

(qui, sur Lg, correspond & la dérivation analytique) on a alors

’

0 = (PUT))
= ay(T)



avec
n—1

Q(X) =n(1+T)e" X"+ (ap(T) + ka(T)(1 + T)e ) X*
k=0
On en déduit donc, par minimalité de P, que @) est proportionnel a P et donc
que pour tout k =0,---,n—1, on a

(Br)  ap(T) = (n = k)(1 + T)e"ar(T)

La résolution des équations différentielles (Ej) montre que, pour tout k =
0,---,n —1, il existe une constante C} € R telle que

ag (T) = Cke(nik)TeT

On a alors obligatoirement Cj = 0, car si 'on regarde maintenant les séries
comme des fonctions de la variable réelle, un simple argument analytique de passage
a la limite montre que I'on ne peut pas écrire

Po px
e(n—k)wez — p=0 Rp (.T)e
Zozo Sq(w)er”

avec po,qo € N et Rg, -+, Rp,, S0, -+, 9, € R(T).

Ainsi, f(T) est bien transcendante sur Ly et donc n’est pas élément de la cloture
algébrique Ly de Lo dans R{{T}}. Le corps Ly est visiblement sérié et comme il
est algébriquement clos dans R{{T'}} qui est hensélien, il est lui-méme hensélien.
Par ailleurs, la série composée eTe” nest pas dans Z(; comme on vient de le voir,
ce qui justifie que Ly ne soit pas un corps composable.

Etant donné un corps K, on considere O I'ensemble des unités de K ((T)) (i.e.
I'ensemble des séries de valuation nulle). Sur O, on introduit la loi de composition
* définie, pour «(T), B(T) € O, par

(ax B)(T) = (T).5(Te(T))

Nous allons voir, dans la preuve de la proposition suivante, que * confere a Oy
une structure de groupe. Si €2 désigne un corps sérié de corps résiduel K, alors il
est clair que le groupe des unités de  vaut O N Q.

Proposition 1.— Soit Q un corps sérié¢ hensélien de corps résiduel K. Il existe
une application injective

O : Autg(Q) — 05NQ

morphique pour o et x (i.e. O(uoo) =0O(u)*xO(c)). Si, de plus, Q est composable,
alors © est un isomorphisme (en particulier, (O NQ,*) est alors un groupe).

Etablissons, préalablement, deux lemmes :

Lemme 2.— Soit (Q,v) un corps discrétement valué hensélien. Si o est un auto-
morphisme de 2, alors o est continu et de plus, si w désigne une uniformisante de
Q, alors o(m) est aussi une uniformisante.

Preuve : De maniere générale, si vy est une valuation non-triviale sur €2 et non-
équivalente & v, alors (Q,vg) n’est pas un corps hensélien (cf [Ribl, 3.2.W.5]).
Considérons alors, sur €2, la valuation vy = v o o~!. Puisque o est un automor-
phisme de corps, il est clair que la propriété d’Hensel est respectée pour vg. On en
déduit donc que v et vy sont équivalentes et par suite que les anneaux A, et A,,

des valuations v et vy sont égaux. Comme A,, = o(A4,) on en déduit bien que o ()



est une uniformisante.

Par ailleurs, pour les mémes raisons que précédement, les valuations v et v o
o sont équivalentes. Donc, si (x,), désigne une suite convergente vers 0 (i.e.
lim,, v(x,) = +o00) alors lim, v(c(z,)) = +oco et donc (o(z,)), converge aussi
vers 0. On en déduit que o est continu en 0 et, par suite, partout.

Lemme 3.— Soit Q un corps sérié hensélien de corps résiduel K (Q C K((T)) et
T €Q) et o un K-automorphisme de 2. Pour tout

S(T)= > a,T" €Q
n>ngo

on a

(i.e. o(S)(T)=S(o(T)))

Preuve : Dans la preuve du lemme 2, on montre que si o est un K-automorphisme
de Q, alors o(A,) = A, (A, étant Panneau de la valuation), c’est-a-dire que la
restriction de o a A, est un K-automorphisme d’anneau. Il s’ensuit que, puisque
les éléments inversibles de A, sont exactement les séries de 2 de valuation 0, 'image
d’une série de valuation 0, par o, est de valuation 0.

Toujours d’apres le lemme 2, on sait que o(7T) est une uniformisante, donc la
valuation de w = o(T) est 1 et par suite, la série composée S(w) a bien un sens
dans K((T)). Pour tout m > ng, on a alors

o(S)(T) - Sw) =0 (Z anT"> - (Z anw">

n>m

Comme o est continu et que v(w™) = n, on en déduit que le terme de droite de cette
équation vers 0 quand m tend vers 400 et, par suite, que o(S)(T) = S(a(T)).

Preuve de la proposition 1. Soit ¢ € Autg (). D’apres le lemme 2, il existe
un élément o € O NQ tel que o(T') = T'a(T). Considérons alors I'application

O : Autg(Q) — O0x NN
o — «o(T)=0(T)/T

Le lemme 3 assure que o est entierement déterminé par son image en 7. On
en déduit que © est injective. Par ailleurs, un rapide calcul montre que O(o o u) =

O(o) * O(u).

Si, maintenant, € est supposé composable, alors si «(T") € O N, pour tout
S e, onaS(Ta(T)) € Q et Papplication

o S(T) — S(Ta(T))

définit, dans Autx(§2), un antécédent, par ©, de a. Ce qui justifie que, dans ce
cas, © est bien un isomorphisme.

Remarques : e La loi * peut paraitre un peu compliquée, elle est pourtant
équivalente & une composition. En effet, si on considére I’ensemble

£={5eK(T))/ v(S)=1}



alors ’application
[ (Of,%x) — (€0)

est un isomorphisme de groupe.

e Dans le cas de Q = K((T')), on trouve donc que (Autx (K ((T))), o) est isomorphe
a (O, *). Considérons, dans O}, 'ensemble des unités principales 1 + 91 :

1+M={ac 0/ a0)=1}

On remarque que, muni de la loi *, cet ensemble devient un sous-groupe de
Oj. Par ailleurs, on remarque aussi que K* C O est aussi, pour la loi %, un
sous-groupe de O et qu'en fait, sur ce sous-groupe, la loi * n’est rien d’autre que
la mutiplication dans K*. Le sous-groupe (K*,.) agit alors sur un élément o € O
par conjugaison : si a € K

a®(T) = (a* a(T) xa ) (T) = a(aT)

Il est alors & noter que le groupe (O, *) est le produit semi-direct des sous-
groupes (1 + M, x) et (K*,.).
En effet, il est clair que (1 + ) N K* = {1} et que (1 + M) et K* engendre

(O, *) puisque pour tout a € (O, %), on a

- <a?0)) % a(0)

Par ailleurs, 14 91 est bien distingué dans Oj.

3.— Les K-automorphismes continus de Puis(K).

Rappelons que, si K désigne un corps, le corps des séries de Puiseux a coefficients
dans K est le corps lim K ((T™)) ot K((T'/™)) désigne le corps de rupture sur
—

K((T)) du polynome X" — T (les fleches du systéme inductif s’entendant d’elles-
méme).

On notera, dans la suite de ce texte, Puis(K) ce corps. Il est célebre que si K
est un corps algébriquement clos de caractéristique 0, alors Puis(K) est un corps
algébriquement clos (c’est une cloture algébrique du corps K ((T'))). Par ailleurs,
il existe sur Puis(K) une valuation v naturelle (celle qui étend la valuation v de
K((T))), définie pour S(T) = > axT*/™ € Puis(K) (ax, # 0), par

k> ko

C’est muni de cette valuation que l'on considérera le corps Puis(K) dans ce
paragraphe, qui définit alors une topologie sur Puis(K). On s’intéresse aux auto-
morphismes continus, plus précisément, pour un corps K de caractéristique 0, on
étudie dans ce paragraphe le groupe

IT = Autg (Puis(K))

des K-automorphismes continus de Puis(K).

Remarquons, pour commencer, qu’au contraire du cas du corps des séries de
Laurent, il existe des K-automorphismes non continus. En effet, la variable T est
transcendante sur K. Si l'on considere une extension transcendante pure maximale



de K dans Puis(K), L = K(X;);cr, telle que X;, = T pour un certain indice iy € I,
alors 'application

Xi — Xz pour 7 7§ 10

T — 1T
définit un K-automorphisme o de L. Par hypothése de maximalité, I'extension
Puis(K)/L est algébrique et comme Puis(K) est algébriquement clos, d’apres le
théoréme de Steiniz, o se releve en un K-automorphisme de Puis(K). Ce dernier
ne peut étre continu (comme le montrera le lemme suivant) puisque o(7) = T~ 1.

Dans la suite, on notera Puis[K| anneau des séries entiéres de Puiseux, c’est-

a-dire le sous-anneau de Puis(K) composé des séries de valuation > 0 (i.e. Panneau
de la valuation v). Caractérisons les éléments de II :

Lemme 4.— Soit o un K -automorphisme de Puis(K). Les propositions suivantes
sont équivalentes :

i) o est continu,

ii) la restriction de o a Puis[K] est un automorphisme de Puis[K],

i) v(o(T)) > 0 et v(o(S)) = 0 pour toutes séries S de valuation 0.

En conséquence de quoi, si o € I alors pour tout Z aka/" € Puis(K) on a
k>ko

o | Y a T = alar)e (T
’CZ}CO kaO

Preuve : e i) = ii) Prenons un S dans Puis[K], posons r = v(S) et considérons
deux cas :

e 7 > 0. Comme o est continu et que (S™), converge vers 0, on a lim,, v(c(S™)) =
lim,, nv(o(S)) = +o0 et ainsi v(a(S)) > 0.

e 1(S) = 0. Posons alors S = S — S(0), on a donc v(S') > 0 et, d’aprés ce qui
précede, on a alors v(a(S")) = v(0(S) —(S(0)) > 0. Mais comme S(0) € K et que
o est un K-automorphisme, on a donc ¢(S(0)) € K et donc v(a(S)) > 0.

Ainsi o envoie injectivement Puis[K] sur lui-méme. En appliquant ce résultat

4 o1, on voit aussi que cette application est surjective.

i1) = #it) Comme o est un morphisme d’anneau, il envoit le groupe des inversibles de

Puis[K] sur lui-méme, de méme pour son complémentaire. On a donc v(o(T")) > 0
et v(o(S)) = 0 pour toutes séries S de valuation nulle.

iii) = i) Par hypothese, il existe un rationnel ro > 0 tel que o(T) = T™ a7 ol o
est une série de valuation nulle. On en déduit que pour tout entier n > 1, il existe
une série aq/,, de valuation nulle telle que

o(TY") =17 "

la série ay,, étant une des racines n-icme de la série a;, ces racines existant
bien puisque K est un corps algébriquement clos de caractéristique 0 (une série
S € L((T)) de valuation nulle possede une racine n-ieme dans L((T)), avec L de
caractéristique 0, si et seulement si S(0) en posséde une dans L). Ainsi, si r > 0

désigne un rationnel, alors il existe une série «,. de valuation nulle telle que
o(Th)y =T,

Considérons maintenant une suite (Sg)r>1 de séries convergente vers 0 (i.e.
limy, v(Sk) = +00). Pour tout k& > 1, posons r, = v(Sk). On a a donc

Sk = Trkwk



ol wy est une série de valuation nulle. On en déduit que
o(Sk) =T, o(w)

mais comme o(wy) est de valuation nulle, on v(o(Sg)) = riro et comme limy rp =
400, on a bien
lilgn v(o(Sk)) = +o0

c’est-a-dire que la suite (o(Sk))r converge vers 0. Ainsi o est continu en 0 et, par
suite, continu partout.

e Considérons Z ap,TF™ e Puis(K) et 0 € II. D’aprés ce qui précede, w =
k>ko
o(T/™) est de valuation r > 0. Pour tout entier [ > kg, on a donc

o Z apTF™ | — Z o(ag)o (T ™)k

k>ko k>ko
= o Z apTF™ | — Z o(ag)w®’™
k>l k>l
— OJl/n o ZakT(k_l)/n _ Za(ak)w(k—l)/n
k>l k>l

ce qui montre que cette série est de valuation > Ir/n pour tout I, donc de valuation
infinie, d’ou ’égalité.

3.1.— Une décomposition du groupe II. Notons G = Gal(K/K) le groupe
de Galois absolu du corps K. Remarquons que G peut étre vu comme sous-groupe
de II. En effet, si 0 € Gg, alors ’élément o défini par

o Z aka/" = Z U(ak)Tk/”

’Czk}o kao

est clairement un élément de II et la correspondance o — o est visiblement un
morphisme injectif de groupe. C’est via ce morphisme que I’on considere maintenant
Gg comme sous-groupe de II. Considérons aussi le sous-groupe de II :

A = Autz(Puis(K))

composé des K-automorphismes de Puis(K) continus. On a alors

Proposition 5.— Le sous-groupe A est distingué dans I1 et l’on a
II = GK x A

Preuve : Un calcul rapide assure que A est bien distingué dans II. 1l est clair que
AN Gg = {Id}. Considérons o € II et définissons & par

o Z aka/" = Z U(ak)Tk/”

k>ko k>ko

C’est un élément de Gg et 'on a g oo € A. Ainsi, 0 € Gg.A.



3.2.— Une décomposition du groupe A. Pour tout rationnel r > 0, on définit
oy par

o | D a T | =3 a TR

k> ko k>ko

Par le lemme 4, o, est bien un élément de II. Il est aussi clairement dans A.
Considérons les deux sous-groupes de A :

' = {s€eA/vooc=v}
A = {o./reQt}

Proposition 6.— Le sous-groupe T' est distingué dans I (donc dans A) et l'on a

A=AxT

Preuve : Soit 0 € II, p € T' et S € Puis(K) non nulle. On écrit
S=T"«

avec « une série de valuation 0 et » € Q. On pose o(T7) = T o o o est de
valuation nulle. On a alors

oy

a(S)=T" ao(a)

et donc ,
!

(noo)(S) =T" ao(a)y

est une série de valuation nulle. On en déduit donc

(c7topoa)(S)=T"6

avec § = 0~ 1(v) de valuation nulle. Ainsi v((¢7! o poc)(S)) =v(S) et donc I est
distingué dans II.

Il est clair que ' N A = {Id}. Considérons maintenant un élément o € A, il existe

un rationnel rg > 0 tel que
o(T) = Troa(TY™)

ou « est une série de valuation nulle et n > 1 un entier. On a donc
(0,1 00)(T) = Ta(T"0 /™)
ce qui implique que pour tout entier A > 1, on a

(UTJI ° 0’)(T1/h) — Tl/hal/h(Tr(;l/n)

ot o'/" désigne une des racines h-iemes (qui existent bien) de a. On en déduit donc
que pour tout rationnel r > 0, on a

(0,1 00)(T") = T"5,

ou f, désigne une série de valuation nulle. Ceci montre que o,-1 oo € I' et par
suite que o0 € A.T.



Remarque : Il est clair que le groupe A est isomorphe au groupe (Q7*,.). On
trouve donc pour IT une décomposition de la forme

O~ Gg x (QT* xT)

mais I'action de G sur QT* est triviale et comme I" est distingué dans tout II on
en déduit qu’en fait

M~ (Gxg x QM) x T
3.3.— Une décomposition du groupe I'. Les éléments o de ' sont caractérisés
U(Tl/n)

W est

(en utilisant le lemme 4) par le fait que pour tout entier n > 1, la série

de valuation 0. On considere alors les sous-groupes

Tl/n

H = {JGF/ %(O):lpour tout n > 1}
URYAC —

M = {UEF/ %GK pourtoutnzl}

On a alors

Proposition 7.— Le sous-groupe H est distingué dans I et on a

'=MxH

Prelﬂfe : Considérons o € ' et u € H. Fixons un entier n > 1, il existe une série
a € K((T)) de valuation nulle telle que

U(Tl/n) — Tl/na(Tl/k)

pour un certain entier £ > 1. Par hypothese, il existe deux séries 3,7 € K((T))
telle que B(0) = y(0) =1 et deux entiers k ,k > 1 tels que

/J(Tl/n) — Tl/nﬁ(Tl/kl)

u(TH*) = TV k(TR )
On a donc, par application du lemme 4,
(poo)(TVm™) = TY"g(TV* )TV Ey(TH )

B(TYVE (T hy (TR )
a(TV/k)

Tl/na(Tl/k)

et ainsi

VK (T km (TV/K
(-1 0 1o ) (T = /g1 </3<T )agl/g@ >>>

Par continuité de o, on a donc

o lopoo)(TH™ .«
oo NI gy g (BOAO) gy

et par suite H est bien distingué dans T'.

Il est clair que M N H = {Id}. Considérons o € ' et pour tout n > 1, posons

_ J(Tl/n)

Qn = W(O)



et définissons une application p de la maniere suivante :
I E apTF™ | = g aka;kT’“/"
k>ko k>ko

Montrons que la définition de p ne dépend pas du choix de n. Sin|m, disons m = in,
on a TY™ = TV™ et par suite

B O_(Tl/n) o) — O’(Tl/m) 0) = <0’(T1/n))l 0) :Oél

Qn = T1/n T Tl/m T1/n m

ce qui justifie bien que la définition de p en un élément S € Puis(K) ne dépend pas
du choix du représentant de S. 1l est clair que p est un élément de M et que pour
tout entier n > 1 on a

(00 )(TV/)

=1

Ainsi 0 € H.M.

3.4.— Etude des groupes H et M. Le groupe

* O'(Tl/n) —

est visiblement abélien. Pour tout couple d’entiers (n,m) non nuls tel que n|m
(disons m = kn), considérons le morphisme :

- —%
<)O7)'L,71 K — K
x —
Il est clair que le systeme (me,n,F*)n est projectif, la limite projective lim K
—
a donc une structure de groupe.
Proposition 8.— On a o
M ~1lim K
—
Preuve : On regarde limK  comme sous-groupe du groupe produit [[y. K et
—
on considere ’application
v:M—[[E
N*

Tl/n
(o) = (U(Tl/n )>
n
Cette application est visiblement un morphisme et, en application du lemme 4,

comme o est entidrement déterminé par ses valeurs en les 7%/", on en déduit que
U est injective. Considérons (a, ), = ¥(o). Pour tout m = kn on a

o (1) o@W®:(dwm»k:J

n = T1/n = Tk/m T1/m m

définie par

il s’ensuit que ¥ (o) € limK . Reste & montrer la surjectivité de W. Considérons
—

(an)n € lim K, alors si § = > k>ko MeT*/™ Dapplication o définie par
pn >k

o(S) =Y AalTH/"
k>ko
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(cette définition ne dépend pas du choix de n, & cause de la compatibilité des a,,)
est visiblement un élément de M qui vérifie ¥ (o) = (a,),. D’ou la surjectivité.

Remarque.— Pour tout n > 1, on considere le sous-groupe U,, des racines n-iemes
de 'unité dans K . Le groupe lim U, est donc un sous-groupe de lim K . 1l est
— —

classique qu’il est isomorphe au groupe profini Z. En effet, la donnée d’un systeme
cohérent de racines primitives n-iemes de 1'unité (&,),, permet de définir, pour tout
n € N*, des isomorphismes

fn: U, — Z/nZ

(en posant f,(&,) = 1) qui vérifie que, pour tout n|m, le diagramme

Up —I™ Z/mZ

- |

U, —I 7Z/nz

est commutatif. D’ou I'isomorphisme.

Maintenant, si ’on considere la premiere projection M — F*, celle qui & (a,)n
associe a1, on voit que ce morphisme est surjectif. En effet, étant donné a € f*, si
pour un entier n > 1, on note R, (a) I'ensemble des racines n-iémes de a dans K,
alors on voit que ’ensemble 1(31 R, (a) C h£1f* constitue I'ensemble des antécédents
de a par la premiére projection. Or les ensembles R, (a) étant finis et non vide,
Pordre n|m sur N étant filtrant & droite, on en déduit que hian(a) est non vide,
d’ou la surjectivité.

Le noyau du morphisme M — K" est précisément liLnUn, c’est-a-dire que 'on
a la suite exacte R

1 —Z—M-—K —1

Cette suite n’est pas scindée. En effet, si elle ’était on aurait M ~ Zx K" et
par suite il y a aurait de la torsion dans M ce qui est impossible, puisqu’alors il
existerait des sous-corps stricts d’indice fini de Puis(K) contenant K (donc y/—1)
ce qui est absurde d’apres la théorie d’Artin-Schreier des corps réels clos.

Il n’est pas anodin de trouver ce facteur Z dans M. Une fois choisi un systéme
cohérent de racines de l'unité (&,),, un élément (ay), € Z correspond dans M & un
automorphisme o € M vérifiant pour tout n € N*

J(Tl/n) _ gnanTl/n
c’est-a-dire & un K ((T'))-automorphisme de Puis(K). On voit alors que ce facteur
Z correspond précisément au groupe de Galois Gal(Puis(K)/K((T)).

Intéressons-nous maintenant au groupe

o(TY/™)

(0) = 1 pour tout n > 1}
Pour étudier H, considérons pour tout entier n > 1, le groupe

. o 1/n
T = {o e Autg(K(r/) P00 0) = 1}

11



Comme les corps K((T'/™)) et K((T)), sont K-isomorphes, on en déduit que
les groupes Autw(K ((T™))) et ((9%, *) sont isomorphes. Le sous-groupe m, cor-
respond alors dans ce groupe au sous-groupe (1 + 91, %), un isomorphisme étant

fn i T — 14+M
U(Tl/n)

o T1/n

Pour m = kn, définissons le morphisme

Onm + (L+M ) — (1+ M, %)
a(T) —  al/F(TF)

ot o'/* désigne I'unique racine k-itme de a dans 1 + 9. L’application ©n,m €st
bien un morphisme (injectif) puisque

Pnm(ax B)(T) (o x BYVR(TF) = (a(T)

(a*(T).*(Ta(T)))
(car dans 1 + M, on a
(
(

B(Ta(T)*H(T")
= (aV/ (T*)

(a )1/k_a1/k ﬁl/k)
Ql/H(T).51H (T o (T")

Pn,m (a )*‘Pn,m(ﬁ))(T)

Il est alors clair que le systeme (1 + 9, @y m )n est inductif ('ensemble ordonné
(N*,]) est filtrant & droite). On posant, pour tout n|m,

en,m = fn_@l O Pn,m © fn

on obtient alors un diagramme

T L 1+M

On,m Pn,m
. .

S

commutatif. Il s’ensuit que le systeme (my,, 0y, m)n est inductif et que
lim 7, = lim (1 4+ 9)
— —

On a alors

Proposition 9.— On a un isomorphisme
H ~1lim (1+ M)
—

Preuve : On va montrer que H satisfait la propriété universelle qui définit lim 7,.
—
Pour cela, on doit commencer par expliciter, pour tous les entiers n # 0, des mor-
phismes
hy :m, — H
qui font commuter les diagrammes (i.e. pour tout n|m, h, = hmy, 0 0y ;).
_ Soit 0y, € mp,, on définit o (= hn(on)) pour tout entier h € N* et tout S =S}, €
K((T"")) par
0(S) = On,nn(on)(Sh)
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c’est-a-dire que o est défini sur K ((T'/")) par
O_(Tl/h) — Tl/haz/h(Tl/n)

avec o, = fn(oy,) et ol a}/ h désigne I'unique racine h-iéme de «,, dans 1 + 9.
Cette définition ne dépend pas du choix de Uentier h. En effet, si h = sh, alors
on a :

S

0

(O'n)(Tl/h) (en,nh’ (O’n)(Tl/h,))s _ (Tl/h,ozz/h/ (Tl/"))>

_ Tl/haz/h(Tl/n) _ enmh(Un)(Tl/h)

’
n,nh

L’application o est un K-automorphisme. En effet, si S, S+ sont deux éléments
de Puis(K), alors Sy, — S, et Sh.S;,l sont dans K ((T"/"")) et donc

o(Sh = Sp) = O i (00)(Sh = Spr) = 0(Sh) — o (Sy)
et
7(Sn-Sy) = Oy i (70) (S0 ") = ()0 (Sy) ™

c’est-a-dire que o est un morphisme de corps. 1l est visiblement surjectif, car
O ((T1/my) € Tm pour tout n|m ce qui assure aussi, pour finir, que o € H.

Il est alors clair que ’application h,, ainsi obtenue est un morphisme de groupes
qui satisfait, pour tout n|m,
I = hm o en,m

Ce morphisme est visiblement injectif, car hn (o) ((11/n)) = On-
Considérons maintenant un groupe H "et pour tout n € N* des morphismes
h;L iy — H

qui font commuter les diagrammes. Prenons un élément o € H. Il existe un entier
n # 0 tel que
o(T) = T.a(T'™)
avec «(0) = 1. Par suite, on a
O_(Tl/n) — Tl/n.al/n(Tl/n)
ot a'/™ désigne 1'unique racine n-itme de o vérifiant o'/™(0) = 1. On en déduit
donc que pour cet entier n > 1, la restriction OR((T1/ny) €St un élément o, € m,.
On pose alors /
E(U) = hn(an)

Puisque le systeme est inductif, on voit bien que la valeur de h;l(an) ne dépend
pas du choix de n et donc cela permet de définir une application

E:H—H
qui fait commuter les diagrammes (i.e. pour tout n # 0, on a h;l =Eohy,). On voit

aussi que = est unique pour cette propriété. Il s’ensuit que H statisfait la propriété
universelle qui définit lim 7,.
—_

On déduit donc de ce qui précede le
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Théoréme 10.— Si K désigne un corps de caractéristique 0, alors le groupe des

K -automorphismes continus du corps Puis(K) est isomorphe a

Autg (Puis(K)) ~ (Gg x Q*T) (@F* x im 1 4 o)

De maniere pratique on retiendra que, si 7 € Autk (Puis(K)), on a

T Z apTF™ | = Z T(ag)T (Tl/")k

k>ko k>ko

(7 est entierement déterminé par son action sur K et sur les 7'/™) et si on éerit
T = grop avec g € Gg, r = p/q € Q™™ 0 € M et p € H, il existe une suite

—xN
(n)n>1 € K vérifiant pour tout n,m > 1, &, = &,, un élément o € 1 + Mz
et un entier N > 1 tel que pour tout a € K

g(a) = g(a)
r(a) = a
ola) = a
pla) = a
et tout n € N*
g(Tl/n) — Tl/n
T(Tl/n) — Tr/n — (Tl/qn)p
O.(Tl/n) — gnTl/n
M(Tl/n) — Tl/naN/n(Tl/N)
ot a!/™ désigne 'unique racine n-itme de o dans 1 + Mz On notera alors pu =

(aaN) et o= (gn)n
4.— Applications.

On peut appliquer ce que nous venons
En effet, on a la

4.1. Des sous-groupes de Aut(C).
de faire & la description de certains sous-groupes de Aut(C).
proposition suivante

Proposition 11.— Soit Qq et Qo deux corps algébriguement clos de méme car-
actéristique et de méme cardinal indénombrable. Les corps 1 et Qo sont alors
1somorphes.

Preuve : Les corps 2 et {2y étant de méme caractéristique ont des sous-corps
premiers F; et Fy isomorphes. Considérons des extensions transcendantes pures
maximales, F1(X;)icr et Fa(Yj)jes, de Fy et F» dans Q; et Qy. Pour des raisons
évidentes de cardinalité, on a

I = = Qo = 4J

on en déduit donc que Fi(X;);er et Fo(Y;);es sont isomorphes et, par application
du théoréme de Steiniz, que ; et 5 le sont aussi.

On en déduit donc que, par exemple, les corps (C,(Cp,@wPuis((C) sont tous
isomorphes. On en déduit aussi que si K est un corps de cardinal < 2% et de

caractéristique nulle, alors C et Puis(K) sont isomorphes. Par suite, en appliquant
le théoreme 10, on trouve que
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Théoréme 12.— S5i K désigne un corps de caractéristique 0 et de cardinal < N0
alors le groupe de Galois absolu, Gx = Gal(K/K), de K est un sous-groupe de
Aut(C).

En particulier, Gg est un sous-groupe. De méme, les groupes ﬁNO et F\QND (les
groupes prolibres &, respectivement, Xg et 280 générateurs) sont des sous-groupes
de Aut(C). En effet, considérons un élément x € C transcendant sur Q (resp. une
famille d’éléments de C, (z;);eon0, Q-algébriquement indépendants) et le corps

K :@(m) (resp. K = (%)z;ém(xm))

alors, en conséquence du théoréme d’Harbater (voir [Har]), on sait que Gg ~ ﬁNO
(resp. Gg =~ Foxg).

4.2. Des involutions continues de Puiseux. Le résultat arithmétique fonda-
mental de la théorie d’Artin-Schreier (dont le lecteur pourra trouver un exposé dans
[Rib2]) établit la correspondance qui existe entre les éléments de torsion du groupe
Aut(A) des automorphismes du corps algébriquement clos A et certains sous-corps
ordonnables de A. Plus précisément si A est de caractéristique non nulle alors
Aut(A) est sans torsion et .4 ne contient aucun sous-corps ordonnables. Si main-
tenant A est de caractéristique nulle alors Aut(.A) contient de la torsion et tous les
éléments de torsion sont des involutions. Si ¢ € Aut(A) est une involution, alors le
corps R, = A<¢ des éléments de A invariants par I’action de ¢ est un corps réel
clos (i.e. un corps ordonné qui ne posséde aucune extension ordonnée algébrique
stricte, un tel corps posséde un unique ordre compatible). Réciproquement, si R
désigne un sous-corps réel clos! de A, alors [A : R] = 2 et A = R(y/—1). En
particulier Gal(A/R) permet de définir une involution de Aut(A). Un calcul assez
simple montre alors que si R et R’ sont deux sous-corps réels clos de A et ¢, ¢ sont
les deux involutions de Aut(A) associée respectivement & R et R/, alors pour tout
corps K contenu dans RN Rl, les corps R et R’ sont K -isomorphes si et seulement
sicet ¢ sont K-conjugués (i.e. conjugués dans le Autg (A) des K-automorphismes
de A). Plus exactement, si o € Autg(A) est tel que o(R) = R alors ¢ = oco™!
et réciproquement. Ainsi, il existe une correspondance bi-univoque entre les classes
de conjugaison des involutions dans Auty(A) et les classes de K-isomorphisme de
sous-corps réels clos de A.

Une question 1égitime d’arithmétique des corps consiste alors a s’interroger sur
la possibilité d’une éventuelle ”description”, pour un corps algébriquement clos A
de caractéristique 0 donné et un sous-corps K de A fixé, de certaines classes de
conjugaison des involutions dans Autg(A). Par exemple, dans le cas on A = K
est la cloture algébrique du corps K, la théorie des corps ordonnés permet une
description en terme d’ordres compatibles de toutes les classes de conjugaison des
involutions dans Autx(A) = Gal(K/K). Plus précisément, il existe une corre-
spondance bi-univoque entre ’ensemble des classes de conjugaison des involutions
de Gal(K /K) et I'ensemble des ordres compatibles sur K (i.e. les relations d’ordres
qui font de K un corps ordonné). Cette correspondance est établie de la maniere
suivante : a un ordre compatible < sur K, on associe ’ensemble C(<) des involutions
c € Gal(K/K) telles que le corps réel clos R, = K= soit une extension ordonnée
de (K, <) (i.e. une extension dont 'ordre prolonge <). L’ensemble C(<) est non
vide, car on sait (cf [Rib2, Ch. IX 3.h)]) qu’il existe toujours un corps ordonné
maximal R, extension algébrique ordonnée de (K, <). Si ¢, ¢ sont deux éléments
de C(<), les corps R. et R sont alors deux extensions ordonnées algébriques de

Dans ce texte la terminologie de sous-corps réel clos d’un corps algébriquement clos A
désignera un sous-corps R de A tel que A/R soit une extension algébrique et tel que R soit
un corps réel clos

15



(K, <) et un corollaire du théoreme de Sturm affirme alors qu’il existe un (unique)
K-isomorphisme ¢ entre R et R (cf [Rib2, Ch. IX 5,Th. 9]). Un relevé de o dans
Gal(K/K) conjugue alors ¢ et ¢ . Réciproquement, si ¢ est un élément de C(<),
¢ € Gal(K/K) est une involution et ¢ € Gal(K/K) un K-automorphisme tel que
¢ = oco™1, alors 0(R.) = R_. Comme l'unique ordre existant sur un corps réel
clos est défini par ses carrés, I'isomorphisme o préserve donc 'ordre et, par suite, le
corps R est lui aussi une extension ordonnée de (K, <). Il s’ensuit que C(<) est,
en fait, une classe de conjugaison dans Gal(K/K) d’involutions.

La correspondance < C(<) est bien sur surjective car si ¢ est une involu-
tion de Gal(K/K), I'ordre du corps réel clos R, induit, par restriction, un ordre
compatible sur K qui est un antécédent pour notre correspondance de la classe
de conjugaison de c. Cette correspondance est, par ailleurs, bien injective puisque
deux ordres compatibles sur K qui ont méme images par la correspondance sont
tout deux restriction & K de l'ordre unique d’un sous-corps réel clos de K et sont,
par suite, égaux.

On déduit de ce résultat que, par exemple, dans le cas de K = Q, il n’y a qu’une
seule classe de conjugaison d’involutions dans Gal(Q/Q), dans le cas de K = Q(+/2)
il y a deux classes dans Gal(Q/Q(+/2)) et dans le cas K = Q(T) il y a une infinité
de classe dans Gal(Q(T)/Q(T)).

La question de la description des classes de conjugaison d’involutions se précise
par exemple lorsque le corps A est un corps topologique et que 'on veut regarder
les classes de conjugaison des involutions continues. Par exemple si I’on considere
A = C muni de la topologie usuelle, il n’y a qu’une seule telle classe (celle de la
conjugaison complexe, qui consitue le seul automorphisme non-trivial de C continu).
On s’intéresse dans cette partie a cette question dans le cas d’un corps de séries de
Puiseux muni de sa topologie naturelle.

Considérons une involution ¢ € Gg. S’il n’y a pas d’ambiguité, pour a € K, on
notera @ a la place de c(a). Si (T) =14 ayT + a2T? + -+ € 1 + M4, on notera

a(l)=1+aT +aT?+- -

On remarque que pour tout o, € 1 + M4, ona ax 3 = B et donc qu’en
particulier on a a(=1) = @~ (nous noterons dans ce texte o~ I'inverse pour *
de « afin de ne pas confondre avec I'inverse pour le produit au sens de Cauchy).

On considere I’ensemble o
U(c) ={a€ K/ aa=1}

qui est visiblement un sous-groupe de K . Ce groupe a la propriété suivante : si
x € U(c), y € K et n € N* sont tels que x = y" alors y € U(c). En effet, le corps
R, est corps réel clos et comme, par hypotheses, on a (yg)™ = 1 et y§ € R, on en
déduit que I'élément yy est une racine de I'unité d’un corps réel clos. On a donc
yy = £1. Par ailleurs, comme K = R.(v/—1), si y = yo + v/ —1y; avec 30,71 € R,
on a yy = y2 +y? > 0. Ainsi on a yy = 1, c’est-a-dire y € U(c).

Pour tout A € K, on note

Qe,\) ={a e l+ Mg/ a(AT) xa(T) =1}
On a alors :

Proposition 13.— Un élément 7 € Autx (Puis(K)) est une involution si et seule-
ment si T =cop ot c € Gg, 0 = (§p)n € M et = (o, N) € Q sont des éléments
vérifiant :

e ¢ est une involution de G,

e ¢y € Ue),
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o € Qcéy).

Preuve : Supposons que l'élément 7 = grop soit une involution avec g € G,
r=p/q€eQt* 0= (&)n € M et u=(a,N) € Q. Comme Autx (Puis(K)) est un
produit semi-direct (G g x QT*) x (M x ), I'élément gr satisfait (gr)? = Id et, par
suite, on a r = 1 et g = Id ou g involution. Supposons que g = Id, la restriction
de 7 & K étant g, on en déduit que K est contenu dans le sous-corps de Puis(K)
laissé fixe par 7. Ceci est impossible car ce sous-corps est ordonnable et v/—1 € K.
Ainsi g = ¢ est une involution de G-

Fixons un entier n € N* et regardons maintenant I'action de 72 = (copu)? sur
I'élément TH/™. On a

2(TY™) = copco (Tl/"aN/"(Tl/N)) = couc (fnTl/"aN/"(fNTl/N))
cop (aTl/naN/n(aTl/N))

co (aTl/naN/n(Tl/N)aN/n(5T1/NQ(T1/N)))

¢ (Eu&nT/maN M ENTH N )TN M (EENT N aln T M)
fnaTl/naN/n(aTl/N)aN/WL(fNaTl/Na<aTl/N))
Tl/n

Le terme constant de aN/m(EnTYN) N (ENENTY Na(EnTYN)) étant 1, on
en déduit que &,&, = 1 pour tout n € N*| donc en particulier £ € U(c). Il s’ensuit,
en prenant n = N et en appliquant a nouveau c a 1’égalité, que

anTYN)a(T N a(enT ™)) =1

c’est-a-dire que a(EnT) *a(T) =1 (i.e. a € Qc,&n)).

Réciproquement, si {x € U(c), la remarque précédent I’énoncé de la proposition
13 assure alors que pour tout n > 1, &,n € U(c) et, par suite, que &, = STJIVN € Ule).
Le calcul précédent montre alors que, sous les hypotheses, 7 = cou est bien une
involution.

On s’intéresse maintenant aux classes de conjugaisons dans Aut i (Puis(K)) des
involutions continues ainsi qu’aux classes de K-isomorphismes de sous-corps réels

clos (contenant K) de Puis(K) associées. On dira dans la suite qu’un sous-corps

réel clos (contenant K) de Puis(K) est continu si I'involution de Aut g (Puis(K))
qui le définit est elle-méme continue.

, N . ’ ’ ’ ’ . . .
Théoréeme 14.— Soit 7 = cop et 7 = co p deuz involutions continues de

Puis(K). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) T et T sont continiment conjuguées (i.e. conjuguées dans Auty (Puis(K))),
i) T et T sont conjuguées dans Aut (Puis(K)),

ll? =¢ sont conjuguées dans Gg .

En particulier, il existe une correspondance bi-univoque entre les classes de K-
isomorphisme de sous-corps réels clos continus de Puis(K) et les classes de K-
isomorphisme de sous-corps réels clos de K, cette correpondance est celle qui a un
représentant R d’une classe d’isomorphisme de K associe la classe d’isomorphisme
de Puis(R).

ii) 1 =c et T

Preuve : ii) = iii) Si 7 € Autg (Puis(K)) conjugue 7 et 7 , alors T & conjugue
cetc.

iii) = i) Soient 7 = ¢ o i’ une involution continue de Puis(K), ¢ € G une invo-
lution et g € G telle que ¢ = g~ 'c g. Nous allons montrer que 7 est contintiment
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conjuguée a ¢ (vu comme ¢élément de AutK(Puls(K ))), ce qui prouvera le théoreme.

Posons 0 = (&), et po= (o, N) et conjugons 7 par g, on a :
g'rg=(g""cg)g o g9 ng)=cop

avec 0 = (up)n € M ot up, = g~ (&) pour tout n > 1 et y = (8,N) € Q ou

B = s désigne I’élément de 1 4 M dont les coefficients sont obtenus & partir

de ceux de «a par application de g~'. En effet, pour n > 1 on a

g o g(TV™) = g o (TY") = g7 H(ETY™) = g7 H(&)TY™ = w,, T

et
— ! n — n n n _1N/n
g7 9T = g IV N ) = i mge N (N
Considérons maintenant 1’élément s = (s,), € M défini par s, = ugnl pour

i

tout n > 1, et conjuguons co p par s, on a :

i "

s Heo pw )s=cp

oy = (B(sy'T), N) = (v, N). En effet, pour n > 1 on a u,, € U(c) et, par suite,

sn € U(c). On a donc s, 1,8, = usnu, tug, = ud,u, 't = uyu,’ =1 et ainsi

s~ o " (Tl/n) _ mTl/n _ Tl/n
Par ailleurs, on a
sfluns(Tl/”) = sglsnTl/"BN/"(sx,lTl/N)
Pour finir la preuve du théoréeme, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 15.— Soit ¢ € Gg une involution et o € Q(c,1). Il existe § € 1+ M3
tel que BV xax = 1.

Preuve du lemme : La condition a € Q(c, 1) est équivalente & o x @ = 1. Etant
donné «, 8 € 1 + M5, disons

a(T) = ao+a1T+a2T2+-~- (aO:]_)
B(T) = by+b0T+bT?>4--- (bg=1)

on a

n

BTa(T)) = 1+ bT" D aT*

n>1 k>0
— 1+anT” Z( Z ail...aik>Tk
n>1 k>0 \ii+-+in=Fk
= 1+Zan< Z ail"'aik)Tn+k
n>1k>0 i1t tin=k
= 1+Z me k Z Qiy o Qi | T
m>1 = i1+t im_ =k
= Z Am Tm Ao =1)
m>0

et, compte tenu du fait que

a(T).B(Ta(T)) = (Z Al m) ™



on trouve finalement :

n

m—1
(a * 6)(T> =1 + Z ap + Z an—mbm—k: Z Ay = Qg ™

n>1 m=1 k=0 i1+ Fim—r=Fk

Ainsi, € Q(c, 1) ssi pour tout n > 1, on a

n m—1
n an + E § [Py p— § Ay = Qg = 0
=1 k=0 P14tk =k

L’existence d'un 8 € 1+ My tel que (1) x o % § = 1 équivaut donc, sous
Ihypothese précédente, & lexistence d’une suite (by,), d’éléments de K tels que
bo =1 et pour tout n > 1:

(Fn) an + Z anfmbmfk Z iy v Qg g = E
m=1 k=0 i1t p =k
Ay
On voit alors que le choix b, = ?" pour tout n > 1 permet de passer de
o
Péquation (FE,) & 'équation (F,). Ainsi, le choix 8 = % fournit ’élément

recherché.

On a vy € Q(c,1). Considérons un élément 6 € 1+ Mz tel que (-1 xy %5 =1
et I'élément v = (J, N) € Q. On a, pour tout n > 1
V_lc,uml/(Tl/") = V_lcum (Tl/".5N/"(T1/N))
—vle (Tl/n,yN/n(Tl/N) 5N/n(T1/N (Tl/N)))
1 (Tl/n FN/n(TUNY, 5N/”(T1/N (TY/N) ))
— 1/n §(-1 )N/”(Tl/N) ~N/n(TUN 51 (TYN)).5
— Tl/n. (5( 1) (TI/N) 7N/n(T1/N6( 1)(T1/N)) S(Tl/Né‘( 1)(T1/N) (Tl/N(S(_l)(Tl/N))))

= TV (561 57 48) VT (TN
_ Tl/n

N/n(Tl/N(S (Tl/N) (Tl/N(S(_l)(Tl/N)))
N/n

. _ 1
et par suite v lep v =c.
’ 7’ 717 . . A . . / ’ ’
En résumé, I'élément w = gsv conjugue (contintiment) I'involution ¢ o p en c.

La conclusion du théoreme est alors immédiate une fois constaté que si ¢ € Gg
. . ——<c> ;- , 214
est une involution et que R = K désigne le sous-corps réel clos des éléments
invariants de K par I'action de ¢, alors le sous-corps réel clos des éiéments invariants
de Puis(K) par laction de ¢ (vu comme élément de Auty (Puis(K))) est Puis(R).

Compte-tenu de la correspondance établie dans I'introduction du §4 entre I'ens-
emble des classes de conjugaison d’involutions de Gal(K /K) et Uensemble des or-
dres compatibles sur K, on obtient le

Corollaire 16.— Soit K un corps de caractéristique nulle, il existe une corres-
pondance bi-univoque entre l’ensemble des ordres compatibles sur K et ’ensemble
des classes de K -isomorphisme de sous-corps réels clos continus de Puis(K). Cette
correspondance est celle qui a un ordre compatible < de K associe la classe du corps
Puis(R<) ot R< désigne une extension ordonnée algébrique mazximale du corps
ordonné (K, <).
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Remarques : a) Une classe de conjugaison dans Autg (Puis(K)) d’une involu-
tion continue n’est pas forcément composée d’involutions continues. Nous allons, en
effet, montrer ci-dessous que pour tout corps K ordonnable, il existe des conjugués
d’involutions continues qui ne sont pas continus (ceci assurera, en particulier, que

le groupe Auty (Puis(K)) n’est jamais distingué dans le groupe Aut g (Puis(K))).

Pour commencer, considérons un élément ¢ € Aut (Puis(K)) vérifiant 1 (T) =
T~ dont l'existence a été prouvée au §3. Considérons alors I’élément ¢ = copu ol

¢ € G désigne une involution quelconque, o = (§,,),, avec §&; = —1 (qui existe bien

par application standard du lemme de Zorn) et p = 1) € Q. La proposi-

1-7’

tion 13 montre que I’élément ¢ est une involution, puisque si ’'on pose a(T) = ——

on a

1 1

C1+T, T
1+T

=1

a(=T) «a(T)

Par ailleurs on a

=—1-T

T T-1

w‘lowow(T):¢—1w<;> _ g (—1—T> 11

L’automorphisme 1)~ opo1) ne peut donc pas étre continu puisque sa restriction
aux groupes des unités de Puis[K] n’est pas un automorphisme (lemme 4).

b) Il existe donc des involutions non continues qui vivent dans des classes de conju-
gaisons d’involutions continues. Il est intéressant de remarquer que, dans certains
cas au moins, il existe aussi des involutions non continues qui ne sont pas con-
juguées a des involutions continues. Pour établir ce dernier point commencons par

remarquer que les sous-corps réels clos continus de Puis(K) ne sont jamais des
corps archimédiens. En effet, d’apres le théoréme 14, ils sont (contintiment) iso-
morphes & des corps de séries de puiseux Puis(R) a coefficient dans des sous-corps
R réels clos de K. Supposons qu'il existe un sous-corps réel clos R de K tel que
Puis(R) soit archimédien. Puisque l'ordre sur Puis(R) est défini par les carrés, on
aT = (VT)? > 0 et, par suite, il doit exister un entier n > 1 tel que nT > 1, mais

2
comme \/1—nT:1—gT—%T2—--- € Puis(R) on voit que 1 —nT > 0 ce qui

est absurde. Ainsi Puis(R) n’est pas archimédien et, par suite, aucun sous-corps

réels clos continus de Puis(K). B
D’apres la proposition 11, les corps C et Puis(Q) sont isomorphes. Il existe

donc dans Puis(Q) une ”copie” du corps des réels R, mais cette copie provenant

d’un isomorphisme entre C et Puis(Q), elle constitue un sous-corps réel clos de

Puis(Q) qui est archimédien et donc n’est pas continu et n’est isomorphe & au-

cun sous-corps réel clos continu de Puis(Q) (puisqu’un isomorphisme préserve la

propriété d’Archimede). L’involution définie par cette copie de R dans Puis(Q)

constitue donc un exemple d’involution de Aut(Puis(Q)) qui n’est pas continue et
qui n’est pas conjuguée a une involution continue.

c) Les groupes Aut(Puis(Q)) et Aut(C) sont isomorphes (puisque Puis(Q) et
C sont des corps isomorphes). Dans l'introduction du §4 on a remarqué que si
I’on muni C de sa topologie usuelle il n’existe qu'une seule classe de conjugaison
d’involution continue dans Aut(C). Notre théoréme principal montre qu’il en est de

méme pour Aut(Puis(Q)) si 'on muni Puis(Q) de sa topologie naturelle (puisqu’il

n’y a qu'une seule classe de conjugaison d’involutions dans Aut(Q)). On remarque
toutefois que si Aut(C) ne contient qu’une seule involution continue, le groupe

Aut(Puis(Q)) en contient lui une infinité (non-dénombrable).

d) En illustration des remarques précédentes on peut, & partir du théoreme 10,
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donner des exemples explicites de sous-corps réels clos de Puis(C) qui ne sont pas
des corps de séries de Puiseux, c’est-a-dire des corps de la forme Puis(R) avec R
sous-corps réels clos de C (e.g. R =R). Sil’on prend, dans le théoréme 10, K = R,
alors Gg correspond au groupe {Id, c} ol ¢ désigne la conjugaison complexe et si
u = (un)n € M est tel que |u,| = 1 pour tout n, alors ’élément cu est bien une
involution. Une série de Puiseux ) ;- anTF/™ est alors invariante par cu si et
seulement si, pour tout k > kg, on a

ar = chu;k

c’est-a-dire si et seulement s’il existe, pour tout k > kg, un réel r; tel que
—k
ap = ’I’ku2n

Ainsi, si a0 désigne un réel non nul, alors I’ensemble

E={Y" e TH"/ neN*, ko € Z, Yk > ko, 1, € R p C Puis(C)
k>ko

est un sous-corps réel clos de Puis(C) qui n’est pas un corps de séries de Puiseux.
Pour voir ce dernier point, il faut remarquer qu’étant donnés deux corps K et
L, on a lextension Puis(L)/Puis(K) si et seulement si on a 'extension L/K et

que, dans ces conditions, on a I’égalité [Puis(L) : Puis(K)] = [L : K].

Ainsi, si E était un corps de séries de Puiseux, il serait de la forme F = Puis(R)
avec R un sous-corps réel clos de C. Mais comme R est visiblement un sous-corps de
E, on devrait alors avoir R = R (sinon, on aurait R.R = C C E et donc v/—1 € E,
ce qui serait contraire avec le fait que E soit un corps ordonnable), et, par suite, on
aurait £ = Puis(R), ce qui n’est visiblement pas le cas.
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