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Abstract.— In this article we show that for a given commutative unitary finite ring A,
the units group of the ring A[[T]] of power series over A is isomorphic, as profinite group,
to the direct product A* x T x leﬁA Zl}f” where I' is a profinite abelian group of finite
exponent. We give a sufficient condition on A (including the case of direct products) to
have I' >~ N¥0 where N = \/@ is the group of nilpotent elements of A.

Abstract.— Dans cet article nous montrons que, pour un anneau commutatif unitaire
fini A donné, le groupe des unités de 'anneau A[[T]] des séries entieres & coefficients dans
A est isomorphe, en tant que groupe profini, & un produit direct A* x I" x Hﬁ\ﬁ A ZSO ol
T est un groupe profini abélien d’exposant. Nous donnons une condition suffisante sur A
(incluant le cas des produits directs) pour que I' ~ N¥ o N = \/{T} désigne le groupe
des éléments nilpotents de A.

1.— Introduction, notations et objectifs.

Considérons un anneau commutatif A et ’anneau A[[T]] des séries entiéres a
coefficients dans A. Sur A[[T]] 'application

v(ag +ay T+ ---) = inf{n € N/ a, # 0}

définit une presque-valuation (i.e. une application qui vérifie les axiomes d’une
valuation sauf 1’égalité v(PQ) = v(P) + v(Q) qui est remplacée par 'inégalité
v(PQ) > v(P) 4+ v(Q)). Pour n > 0, on considere 1'idéal

Iy ={f € A[[T)]/ v(f) Zn+1}

(lorsque A est unitaire, I,, est 'idéal (T"+1) = T A[[T]]). On voit que 'anneau

quotient A[[T]]/I, s’identifie & 'anneau A,[T] des polynémes de degré < n (le

produit considéré sur cet anneau étant le produit des polynémes tronqué au rang

n) et, par suite, que anneau A[[T]] s’identifie & la limite projective lim A[[T]]/L,.
—

En particulier, si A est fini alors A[[T]] est un anneau profini.

La presque-valuation v définit sur A[[T]] une topologie. Quand A est fini, on
voit que cette topologie correspond & celle de la structure profinie de A[[T]]. Cette
topologie est alors métrisable (cf [S, p.5 exercice 2]).

Lorsque A est unitaire, 'anneau A[[T]] I'est aussi et on sait alors qu’une série
f € A][[T]] est inversible si et seulement si f(0) est inversible dans A. Si A* désigne
le groupe des inversibles de A alors le groupe des inversibles de A[[T]], noté dans ce
texte U(A), s’identifie au produit cartésien A* x P(A) ou

P(A) = {f € A[[T]l/ f(0) =1}
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désigne le groupe des unités principales. Lorsque A est fini, les groupes U(A) et
P(A) sont des sous-ensembles fermés de A[[T]] pour la topologie profinie et ce sont
des groupes profinis pour cette topologie. En effet, de maniere générale si R = lim R;
—
est un anneau profini unitaire alors on a R* = lim R;. Les groupes R} étant finis,
—

on voit que R* est profini et que sa topologie profinie est bien celle induite par R.
Ainsi, U(A) s’identifie au groupe profini im(A[[T]]/I,,)*. On peut donner ex-
—

plicitement une bonne filtration de sous-groupes ouverts de P(A) : ce sont les sous-
groupes U, = 1+T" T A[[T]]. En effet, les U,, sont des ensembles ouverts dans A[[T]
(puisque ce sont les translatés par 1 des ouverts I,,), ce sont donc des sous-groupes

ouverts de P(A) et comme ﬂUn = {1} il s’ensuit que P(4) ~ l(iLnP(A)/Un. Ce

n
dernier point permet, en particulier, de justifier que P(A) est un groupe profini de
rang < Ng, puisqu’il est limite projective d’un systéme projectif indexé par N (cf
[FJ, p.188 example 15.13]).

Par ailleurs, pour tout entier n > 1, une famille de réprésentants dans P(A4) du
groupe quotient P(A)/U, est 'ensemble

E,.={14uT+ --+a,T"/ a1, -+ ,a, € A}

En effet, soit S(T) = 1+ MT+--- € P(A). Considérons P(T) = 14+MT+---+
MT" € E,, alors S(T) = P(T) + T Q(T) avec v(Q2) > 0 et par suite, puisque
v(P7Y) =0,ona

P YT).S(T)=1+T"'QT)PYT) € U,
et donc P est un représentant de S.

Soit maintenant G, H € E,, avec G # H. On a 1 < v(G — H) < n, mais par
ailleurs on a aussi

v(G — H) v((G—H)HH ') >v((G— H)H™ ') +v(H)
v((G-H)HY) =v(1-GH™)

; v(G—H)+v(H™ ') =v(G - H)

et donc v(1 — GH™') = v(G — H) < n. Ceci justifie donc que G et H ne sont pas
dans la méme classe modulo U,,.

On déduit en particulier de cette remarque que si A est un p-anneau (i.e. un
anneau qui est un p-groupe) alors P(A)/U, est un p-groupe pour tout n > 0 et
donc que P(A) est un pro-p-groupe (ce qui n’est pas le cas de U(A4)).

Le but de cet article est de donner une description de la structure profinie du
groupe U(A) lorsque A est un anneau commutatif unitaire fini. Pour ce faire,
remarquons préliminairement que, étant donné un anneau fini A (a priori non
nécessairement commutatif ni unitaire), le groupe (A, +) étant abélien, on sait qu’il
est isomorphe au produit de ses p-sous-groupes de Sylow (qui sont uniques pour p
donné)

(A7+):SP1 69@571 :Spl Xowes XSpn

Maintenant, du fait des théoréemes de Sylow, on voit facilement que
Sp. ={a € (A, +)/ 3a =0, o(a) =p;'}

On en déduit donc que S,, est un idéal bilatere de A et que I'on a S, NS, = {0}
pour tout ¢ # j. Considérons maintenant I'isomorphisme de groupe

0: Sp x--x8, — A
(a1, an) > a1+ +ap



Sii#jeta; €5, et aj €5y, comme Sy, et S sont deux idéaux bilateres, on a
a;a; € Sp, NSy, = {0}

et donc a;a; = 0. Cette relation implique en particulier que ¢ est un isomorphisme
d’anneau et donc que I’anneau A est isomorphe au produit direct des idéaux Sj,.
Par suite on a I'isomorphisme d’anneau

A[[T]) > Sp, [[T1) x -+ x Sp,, [[T]]
qui, lorsque A est commutatif et unitaire, induit les isomorphismes de groupes

U(A) 2 U(Sp,) x -+ xU(S,,) et P(A) ~P(S,,) x -+ x P(S,,)

Ainsi, pour déterminer la structure du groupe U(A) en toute généralité, il suffit
de savoir le faire lorsque A est un p-anneau.

Dans ce texte, nous montrons que, lorsque A est un p-anneau commutatif
fini unitaire, P(A) est isomorphe (en tant que groupe profini) au produit direct
Tors(P(A)) x F,, (Cab) on E, (caby = (Z,)" désigne le pro-p-groupe abélien libre
de rang R; (dans ce texte Cgb désigne la classe des p-groupes abéliens finis) et
Tors(P(A)) désigne le sous-groupe de torsion de P(A) (théoréme 7).

Ensuite nous étudions le groupe Tors(P(A)). Nous montrons qu'il est égal a
1+ T.N[[T]] oo N = /{0} désigne le nilradical de A (proposition 5) et que, sous
une certaine condition sur A, il est isomorphe au groupe produit N®¢ (proposition
9).

2.— A propos de la structure des groupes profinis abéliens.

On pourra trouver dans [RZ, p.133 Theorem 4.3.3] une preuve du fait qu’un
groupe profini abélien sans torsion est isomorphe a un produit cartésien de groupes
Z,, (p pouvant varier) (voir aussi [S, p.2 exercice 1]). En particulier, on en déduit ce
résultat fondamental : un pro-p-groupe abélien est libre si et seulement si il est sans
torsion. Ce résultat permet alors de décrire les groupes profinis abéliens a torsion
fermée :

Proposition 1.— Soit G un pro-p-groupe abélien et Tors(G) son sous-groupe de
torsion. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Tors(G) est fermé dans G,
i1) G est isomorphe (en tant que groupe profini) au produit cartésien ﬁa(Cgb) X

Tors(G) pour un certain cardinal a ot ﬁa(Cgb) = (Z,)" désigne le pro-p-groupe
abélien libre de rang a.

Preuve : ii) = i) est évident.

i) = 141) La suite exacte

G
1—>TOI'S(G)—>G—>TS(G)—>1

a des applications continues. Si Tors(G) est fermé dans G alors le groupe G /Tors(G)
est un groupe profini et sa topologie profinie correspond a la topologie quotient.

En vertu du rappel précédent, le groupe G/Tors(G) (étant sans torsion) est
pro—Cgb-libre. Maintenant, si C désigne une classe presque pleine (au sens de [FJ,



p.189]) de groupes finis alors le théoréeme de Gruenberg (cf [G], [FJ, p.290 lemma
20.8]) implique qu’un pro-C-groupe libre est C-projectif. En appliquant ce résultat
au Cgb—probléme de plongement suivant :

1 —— Tors(G) G G 1

on déduit que la suite exacte 1 — Tors(G) — G — G/Tors(G) — 1 est une
suite exacte scindée de groupes profinis abéliens ce qui permet d’affirmer que

G

G~ TOI‘S(G) X m

~ Tors(G) x ﬁa(C;b)

ova—re( G
Ha=re Tors(G) )’

La fermeture de Tors(G) dans G a donc une conséquence importante sur la
structure du pro-p-groupe abélien G. On peut, par ailleurs, caractériser cette pro-
priété topologique de maniere purement algébrique :

Proposition 2.— Soit G un pro-p-groupe abélien et Tors(G) son sous-groupe de
torsion. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Tors(G) est fermé dans G,
i1) Tors(G) est d’exposant.

Preuve : i) = ii) Le groupe Tors(G) (étant fermé dans G) est compact et un
groupe compact abélien de torsion est d’exposant (cf [RZ]). Rappelons une courte
et élégante preuve de ce dernier résultat : soit I' un groupe compact abélien de
torsion et pour tout n > 1, H, le noyau de l'application x — z™. Les sous-
groupes H,, sont fermés et de réunion égale a I'. Comme I" est compact, c’est un
espace de Baire et, par suite, il existe un entier ng tel que H,,, soit d’intérieur non
vide. Le sous-groupe H,, est donc ouvert et, par suite, d’indice fini. Si I’on note
x1,- -, 2k € I une classe de représentant dans I' du groupe quotient G/H,,, on voit
alors que p.p.c.m(ng,o(x1), - -,0(x,)) est un exposant pour le groupe I'.

1) = i) Sin > 1 est un exposant du groupe Tors(G) alors Tors(G) est le noyau
du morphisme continu z — x" et donc, par suite, est fermé dans G.

3.— Une décomposition de P(A).

3.1.— Le cas des corps. On considere un nombre entier ¢ = p” puissance non
nulle d’un nombre premier p et K = Fy le corps fini & g éléments. Comme K est
integre (ce qui est équivalent dans le cas fini a étre un corps), il est clair que P(K)



est sans torsion. En vertu de ce qui a été rappelé dans le paragraphe précédent,
puisque P(K) est un pro-p-groupe sans torsion il est libre. Reste & déterminer son
rang pour le décrire complétement. On a vu que rg(P(K)) < V.

On reprend les notations de l'introduction : pour tout entier n > 0, on note

U, =1+T""K[T]] ={S € K[[T]]/ v(S —1) >n+1}
E.={1+a/T+---+a,T"/ a1, --,a, € K}

La suite (U, ), forme alors une bonne filtration de P(K). La sous-suite (Up_1)
constitue également une bonne filtration de P(K) ce qui assure aussi que

P(K) ~ lim P(X)

— pk—l

Lemme 3.— Pour tout entier k > 1, on a

P K aq «@ @
Ty = # ~ (Z/p)™* x (Z/p*)™* x - x (Z/p")"™"
pk—1
avec )
a; =rp* " T p— 1% pouri=1,-- k—1letay=r(p—1)

Preuve : Si h est un entier tel que n < p”, alors pour tout 1+ \ T+ - -+\,,T™ € E,,,
on a X L o
(L+MT A+ AT =14+ A TP - X TP € U,

ce qui justifie que 'ordre d’un élément de Png) est toujours inférieur a p”.

e Prenons maintenant n = p* — 1, la remarque précédente justifie qu'il existe des
entiers ag, - -, ay tels que Ty ~ (Z/p)™* x (Z/p*)™ x -+ x (Z/p*)™

Fixons-nous un entier ¢ € {1,---,k} et dénombrons les éléments de T'y, d’ordre
< p'. Dans Z/p’, il y a p’ tels éléments si j < i et p’ sinon. Ainsi, dans (Z/p)*" x
(Z/pQ)a2 X e X (Z/pk)O“C il y a prat2azttiaiticiat-tior glaments d’ordre < p.

Maintenant, un élément S € FE, est d’ordre < p' si et seulement si on peut
écrire

S =14+ NI+ 4+ N\, T"

avec h = p*~i. Tl y a donc ¢? P~ éléments d’ordre < pi dans T,

On en déduit donc que les entiers aq, - - -, o sont solutions du systeme linéaire
suivant
a4 202 4 o+ (h—Dax1 + kap = r(p* 1)
a1+ 20 + -+ (k=1Dapr—1 + (k—1Dax = r@®* —p)

201+ 20
ag—1  + ag

r(p® — p"7?)
k

r(p® —p*71)

ar  +  2a2 +
+

+
ar + (o2} +

La résolution du systéme conduit alors au résultat annoncé.

Corollaire 4.— On a 1g(Tx) = r(p — 1)p*~ et, par conséquent, rg(P(K)) = No.

Preuve : L’égalité rg(l'y) = r(p — 1)p*~! est immédiate. On en déduit que
lilgn rg(l'x) = 400, ce qui justifie que rg(P(K)) = +oo puisque chaque I', est un quo-

tient continu de P(K). Par ailleurs, on a vu que rg(P(K)) < Ng, d’ott le résultat.



La conclusion de cette étude est donc que P(F,) ~ E, (Caby = (Z,,)N".

3.2.— Le cas général. Soit A un p-anneau commutatif unitaire fini (disons
gA = p9). Notons

N = {0} = \/pA (car {0} C pA C N)

I'idéal constitué des éléments nilpotents de A. On a

Proposition 5.— Soit f(T) = 1 + a1T + aT? + --- € P(A). Les propositions
suivantes sont équivalentes :

i) f € Tors(P(A4)),
ii) pour tout n > 1, ap, € N (i.e. f€1+T.N[[T]]).

Preuve : i) = ii) Considérons anneau quotient A/pA et I’épimorphisme naturel
s: A — A/pA que l'on étend & A[[T]] — (A/pA)[[T]]. Comme P(A) est un
pro-p-groupe, si f € Tors(P(A)) alors il existe o > 1 tel que f?* = 1. On a donc

a

L=s(f"") = s(f)P" = (1+s(a)T + s(ax) T+ ---)"

mais comme A/pA est de caractéristique p on en déduit que

1+ s(a)? TP + s(ag)?" T2 +... =1
et donc que pour tout n > 1, s(an)pa = 0 c’est-a-dire aﬁa € pA et, par suite,
an € /pA=N.
1) = i) Supposons que car(A) = p®. Comme A est fini, Uentier

B=inf{h>1/Vz € N, 2" € pA}

existe. On a donc, puisque A/pA est de caractéristique p,

s(7) = s = 1 s(@)p" 17 4 =1 s(@ )T =

et, par suite, fpﬁ — 1 est a coefficients dans pA et donc pour montrer que f est de
torsion, on peut supposer que f € 1+ T.pA[[T]]. Pour la suite de la preuve nous
allons avoir besoin du lemme suivant :

Lemme 6.— Notons v, la valuation p-adique. Pour toutr =1,--- ,p* on a

up(C) = k = v, (r)

Preuve du lemme : On a

PP —1)-(pF —r+1) :]i“pk—l pF —(r—1)

Cry =
P 1.2.---r ro1 r—1

Si r < p*, alors pour tout i =1,---,7 on a v,(p* — i) = v, (i) et donc
k .
pY—i
v =0

(€)= vy (B) = k= 0,00

Ainsi on a



La proposition est clairement vraie pour r = p*.

Supposons donc que ag,az,- - € pA, disons pour n > 1, a,, = pb,. On a

fpa71 :1+Z Z CLil"'ain71 ™

n>1 \i1ttija_1=n

en posant ag = 1. Pour tout n > 1 on a

pafl
Qi+ Qs — C’k Qi o Qs
“ tpa—1l T pa—t J1 ik
i1+ +ia—1=n k=1 Jitetig=n
P J1sadg 21
pa—l
= e bj, ---b
- P Cpa J1 Jk

or pour tout k = 1’...7pa—1 on a

et donc

it Fi,a—1=n

< a1
c’est-a-dire fP = 1.

Remarque : Dans la preuve de la proposition précédente on a, en particulier,
démontré que le groupe Tors(P(A)) est d’exposant < p®~ 7 avec

p® =car(A) et B =inf{h > 1/ Vz € N, 2" € pA}

(Un majorant possible de 3 est alors g (p9 = #A), compte tenu du fait que pour
tout @ € N on a a?’ = 0.)

On peut donc, par la proposition 2, en déduire que Tors(P(A)) est un sous-
groupe fermé de P(A) (fait que l'on aurait pu aussi remarquer a partir de la relation
Tors(P(A4)) =14 T.N[[T]).

Théoréme 7.— Soit A un p-anneau commutatif unitaire fini. Le groupe P(A) est
isomorphe en tant que groupe profini au produit direct Tors(P(A)) x F, (Cgb).

Preuve : La proposition 5 prouve que Tors(P(A)) est fermé dans P(A) et donc
la propriété 1 prouve que P(A) est isomorphe & un produit ﬁa (Cgb) x Tors(P(A)).
Il s’agit donc de déterminer le cardinal o pour conclure.

On sait déja que o < Vy. Considérons un idéal maximal M de A. Comme A est
unitaire, K = A/M est un corps fini. L’épimorphisme canonique s : A — A/M
induit un épimorphisme A[[T]] — K][[T]] et, par suite, un épimorphisme continu
5:P(A) — P(K). Dans la section 3.1. on a vu que P(K) = ﬁw(Cgb) et donc que
P(K) est sans torsion. Il s’ensuit que la restriction de § & Tors(P(A)) est triviale et
donc que § induit un épimorphisme continu de E, (Cgb) sur I, (Cgb). On en déduit
que a > Nq et, par suite, que a = Ng.



4.— Le groupe Tors(P(A4)).

On vient de montrer que si A est un p-anneau commutatif unitaire fini alors le
groupe Tors(P(A)) est un pro-p-groupe abélien d’exposant p®+t9=1 ot p® = car(A)
et p? = $A. Le théoréme de structure des groupes profinis abéliens de torsion (cf
[RZ, p.136 theorem 4.3.8]) montre qu’il existe une suite A1, - - -, Aq44—1 de cardinaux
au plus dénombrable dont au moins un est infini, telle que

Tors(P(A)) ~ aﬁl (pizzfi

i=1

Nous avons, par ailleurs, aussi vu que
Tors(P(A)) =1+ T.N[[T]]

(attention, écrire 1 + T.N[[T]] = P(N) ne serait pas pertinent car N n’est pas
unitaire!) et donc Tors(P(A)) s’identifie & la limite projective

o L+ T.N[T]]
T+ T N[[T]

11 est donc assez naturel d’essayer de faire le lien entre le groupe Tors(P(A)) =
1+ T.NJ[[T]] et le groupe N.

On note dans la suite V,, = 1 + T N[[T]], T, = 1 + T.N[[T]]/Vy, et F,, =
{1+a1 T+ - +a,T"/ a1, -,an, € N} (qui est une classe de représentants de Iy,
dans 14 T.N[[T]]). L’épimorphisme de groupe ¢,, : I',11 — I';, a pour noyau

Ker(p,) ={1+al™"'/ae N} ~ N

On est donc amené & comparer le systeme projectif (I, ¢y, ), au systéme (N™, 7, )p
ol T, : N™t1 — N™ est I’épimorphisme canonique qui ”oublie” le dernier facteur
du produit cartésien. Affirmer que ces deux systemes projectifs sont isomorphes
(c’est-a-dire affirmer pour tout n > 1 lexistence d’isomorphismes p,, : I';, — N™
tels que le diagramme suivant

Hn+1 Nn+1

y

'
Fn Hn N™

soit commutatif pour tout n > 1) revient a montrer que pour tout entier n > 1
et tout f € Iy, il existe un relevé f de f dans I';,11 de méme ordre que f. La
condition est visiblement nécessaire, elle est suffisante en vertu du lemme suivant :

Lemme 8.— Soit 1 — A — G — B — 1 une suite exacte de groupes abéliens
finis. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1) la suite est scindée,

it) tout €lément x de B admet un relevé dans G de méme ordre que x.
Preuve : i) = ii) Evident.

i) = i) Soit B = C1 @ --- @ C,, une décomposition en sous-groupes cycliques de
B et pour tout i = 1,---,n des éléments x; € B tels que < x; >= C;. Notons z;



un relevé de x; dans G et C; =< ©; >. Les sous-groupes C; sont alors en somme
directe, car si aq, - -+, o, sont des entiers tels que

LR

alors
(5] «
x{tapt =e

et donc z7* = e pour tout ¢ = 1,---,n, mais comme z; et £; sont de méme ordre,

on a ;% = e. Le sous-groupe C1 @ - - - @ C,, permet alors de définir une section &
la suite exacte.

On voit donc que si tout élément f € Ty, se reléve en un élément de Tors(P(A))
de méme ordre, alors les systémes projectifs (I'y,, ¢p)n et (N™, 1), sont isomorphes
et donc que, par suite, on a

Tors(P(A)) ~1limT,, ~ lim N ~ N%o
— —
En toute généralité sur A, un élément f € I',, ne se releve pas forcément en un

élément de Tors(P(A)) de méme ordre. En effet, considérons par exemple anneau

F,[X]
(Xr¥)

On voit que

XF,[X] [ Z\"
N=A-A*="_P_~ (=
(XP+) (pZ>
Dans I'1, ’élément f(T) = 1+ XT est d’ordre p. S’il existait un relevé de f dans
I, (de méme ordre que f) alors il existerait des éléments Py(X), -, Pp(X) € N
tels que (f(T) + Po(X)T? + -+ + P,(X)T?)? = 1 dans I',. Or, dans ', on a

(F(T) + Po(X)T2 + -+ By(X)TP)? = f(T)? + PY(X)T? + -+ PP(X)T"
1+ XPTP £ 1

Il existe donc des éléments d’ordre p?> dans Tors(P(A)), ce qui montre bien que
Tors(P(A)) ne peut étre isomorphe & N0 ~ (Z /p)No.

On a toutefois, pour le relevement, la condition suffisante suivante :
Proposition 9.— Si A est un p-anneau commutatif unitaire fini vérifiant la pro-
priété

(¥) YVae NNVa>1, pa=0=Vs=0,---,q, P %a? =0
alors les systéemes projectifs (Uy, on)n et (N™, ), sont isomorphes et, en parti-

culier, on a
Tors(P(A)) ~ N

Preuve : Remarquons que si A satisfait (%) alors pour tout a € N, tout a > 1 tel
que p®a=0et tout n > 1o0n a

hS]

(1+aT™)" =) ChdfTm =1
0

El
Il

Ne



car le lemme 6 permet d’assurer que pour tout k = 1,---,p® on a Ch.aF =
mp®~»*Fgk =0 (m > 1).

Considérons a1, - - -, ap une base du Z-module additif N. On sait que le noyau de
I’épimorphisme canonique ¢, : I',+1 — ', est isomorphe a N. Plus exactement,
on a

Ker(p,) =<1+ aT" ' >a. e <1l+a, T >

Puisque 1'élément (1 + aT™) € T',, se releve a ', 1 en un élément de méme ordre,
I'argument utilisé dans le lemme 8 permet alors de montrer par récurrence que pour
n > 1 on a la décomposition suivante :

i=h i=h
=P <i+aT7>0 o <i+aul">
=1

=1

Cette décomposition fournit alors des isomorphismes u, : I, — N™ qui font
commuter les diagrammes.

La condition () bien qu’a priori non nécéssaire couvre quand méme une classe
assez large d’anneaux. Elle englobe en particulier le cas des anneaux A vérifiant
v/{0} = pA, donc par exemple le cas des anneaux produits Z/p**Z X - -+ x Z/p*Z.

Elle englobe aussi le cas d’anneaux A ne vérifiant pas y/{0} = pA. Par exemple

F, (X
si 'on prend 'anneau A = (;’([n)] avec 2 < n < palors N = A — A* et donc

\/{0} # pA et, pour tout P € N, on a PP =0 ce qui justifie que A satisfait (x).

En combinant les remarques de structure de I'introduction ainsi que les résultats
établis précédemment, on trouve :

Théoréme 10.— Soit A un anneau commutatif unitaire fini et N = /{0} son
nilradical. Si A satisfait la condition

Ya € N, Vp premier, Va > 1, p®a=0=VYs=0,---,a, p* *a? =0

alors on a
)
U(A) ~ A x N x | ] 2,
pliA
Par exemple, si n = p{'.---.pp* est la décomposition en facteurs premiers de

I’entier n, on a :

[3)
U(Z/nZ)

12

k iz Ro k
d Z.,.
(%) (135) (1= )

Z *
n7
N Ro
Z\" Z 0
(z) < (z) < (TT=

pln

12
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