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Abs$tra.— Total groups are groups for which the dimension of the invariant algebra center of a cen-
tral simple algebra I\f associated to a 2-cocycle f € 72(Gal(L/k),L*) under a lifting of the Galois a&ion
to Ay is constant for all k and f. In this article, we show that the quasi-CC groups (groups with
cyclic center and for which all the centralizer of non-central elements are cyclic) are total. CC-groups,
which are quasi-CC groups with trivial center, are thus total. We give a complete classification of these
groups. We also describe a general family of quasi-CC groups which are not CC : the meta-dicyclic
groups.

Résumé.— Les «groupes totaux» sont les groupes pour lesquels la dimension du centre 1’algébre des
invariants d’une algebre simple centrale A¢ associée a un 2-cocycle f € 72(Gal(L/k),L*) sous I'a&ion
d’un relevé de l'action galoisienne a A est constante quels que soient k et f. Dans cet article, nous
montrons que les groupes quasi-CC (qui sont les groupes de centre cyclique et dont les centralisa-
teurs des éléments hors du centre sont cycliques) sont totaux. Les groupes de type CC qui sont les
groupes quasi-CC a centre trivial sont donc totaux. Nous en donnons une classification compléte.
Nous décrivons également une famille infinie de groupes quasi-CC qui ne sont pas de type CC : les

groupes méta-dicycliques.

Introduéion.

Dans ce texte, nous introduisons et étudions la notion de groupe total. La totalité et
une propriété arithmétique liée aux algébres simples centrales. Etant donné un groupe fini
G et une extension galoisienne finie L/k, de groupe de Galois G de neutre e, on se donne
un 2-cocyle f € Z%(G,L*) et I'on note Ay l'algebre muni du produit croisé relatif a f et
rapportée a une L-base {a;},¢g. Il existe un plongement tout a fait canonique du corps L
dans l'algebre A, donneé par l'application

prr L — ny;
A —  flee)la,

Dans cette situation, il se peut que le groupe G se releve en un sous-groupe de Aut(RAy).
Autrement dit, il peut exiSter un morphisme injectif ¢ : G — Auti(Ay) tel que pour tout
A € Lettout geG,onait

pr(A%)=@(g)ops(A)

Dans le cas ot un tel relevé exiSte, on peut considérer I'algebre des invariants de Ay par
G, notée ﬂ?, ainsi que son centre Z(l\?). On dit que le groupe G et total si la dimension

sur k de Z(l\?) est indépendante du choix de L/k et de f. Le but de cet article est d’étudier
cette notion et de donner une vaste série d’exemples de groupe totaux.

Bien que, de part sa définition, la totalité puisse apparaitre comme une notion a priori
improbable, les résultats établis dans ce texte montrent que de nombreuses familles clas-
siques de groupes finis la possédent. Parmi les plus connues, nous montrons que, pour tout
entier n, le groupe cyclique C,, (proposition 10), le groupe diédral Dy, (corollaire 22), le
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groupe dicyclique Qy,, (corollaire 24) et le groupe spécial linéaire projectif de dimension 2
sur le corps fini a 2" éléments PSL,(IF,x) (corollaire 22) sont des groupes totaux. D’autres
exemples plus exotiques de groupes totaux sont donnés et dans le cas de la non-totalité,
le texte donne des résultats numériques qui indiquent les dimensions possibles que peut
prendre Z(I\?) dans le cas de groupes G de petits ordres.

Cet article se compose de trois parties. Les deux premiéres sont assez élémentaires
et concernent la question du relevement de 'a&tion galoisienne et ’étude du centre de
l'algeébre des invariants. La troisiéme se consacre a I’étude des groupes totaux. Plus pré-
cisément :

Dans la premiére partie on s’intéresse a la question du relévement du groupe G a
Autp(RAy). Cette question, ainsi que les structures des algebres 7\? et Z(}\?), sont invari-

antes par cobordisme. Plus précisément, si f,g € Z%(G,L*) sont deux 2-cocycles cohomo-
logues, disons f = d(u)g avec p € C! (G, L), il exi$te un isomorphisme entre I\f et 7~\g, donné
par l'application
0: A —> R,

Y e Y Agplolas

oeG o0eG
Cet isomorphisme respecte les plongements de L dans A; et A, (i.e. p, = 0 0py), par
ailleurs il induit un isomorphisme

0: Autk(f\f) — AUtk(ﬂg)
a s Ooaof!

Puisque O(a) opg=0oao 07100 ops =6(aopy), on en déduit que 6 applique un relevé de
G dans Auty(Rf) a un relevé de G dans Auti(R,) et que les algebres ﬂg et ﬁg (resp. Z(}\g)
et Z(l\g)) sont k-isomorphes.

Ainsi, on peut reformuler plus globalement la problématique en la regardant sur le
groupe H?(G,L*) : étant donné un élément & € H?(G,L*) on dira que G se reléve a a, si le
groupe d’automorphismes G se releve dans Auty(Rf) ou f € Z%(G,L*) désigne n'importe
quel représentant de a. La colleCtion des relevés ainsi que les algebres invariantes et leurs
centres ne dépendent donc pas, a k-isomorphisme preés, du choix du représentant f de
a. Nous montrons dans cette partie que G se releve a Auti(RAy) si et seulement si f est
cohomologue a un 2-cocyle a valeurs dans k* (théoréeme 1) ce qui se traduit par le fait que
les éléments du H?(G,L*) pour lesquels G se reléve sont exactement ceux qui sont dans
I'image du morphisme canonique H2(G, k*) — H2(G, L*). Une fois f fixé, l'ensemble des
relevés de G dans Auty (R ) a naturellement une §tructure de groupe abélien.

La deuxiéme partie s’intéresse a I’algébre des invariants, f\?, de Z\f par un relevé de G.

Nous montrons que la dimension sur k de ﬂ? est toujours égale a l'ordre de G (théoreme

4) et nous montrons que la dimension sur k du centre Z(}\?) de l'algebre 3\? correspond

au cardinal d’un ensemble de classes de conjugaison de G pour lesquelles un certain mor-
phisme e$t trivial (théoréeme 7). Dans le cas des groupes non-abélien nous en déduisons
que l'algeébre des invariants 7\? n’e§t jamais commutative (corollaire 8). Dans le cas des

groupes abéliens, ce résultat eSt complété par le fait que la dimension sur k de Z(]-\?) est
un entier tel que o(G)/dime(}\?) soit un carré parfait (proposition g).
La troisieme partie est consacrée a la propriété de totalité a proprement dite. En vertu

des résultats établis dans les parties 1 et 2, un groupe fini G est total lorsque la dimension
de Z(]\?) est égale au nombre de classes de conjugaisons de G, quels que soient le corps k



et le 2-cocycle f. Cette notion et intrinséquement liée a 'arithmétique du groupe que l'on
étudie et ne reSte §table pour aucune des opérations usuelles sur les groupes (passage aux
quotients, au sous-groupes, au produit cartésiens ou encore aux extensions). Nous donnons
toutefois plusieurs critéres pour obtenir des groupes totaux. Nous montrons, par exemple,
que tout groupe dont l'ordre est un entier radicalaire e$t total (corollaire 14).

Nous nous intéressons, par ailleurs, a la notion de groupes de type CC, qui sont les
groupes pour lesquels les centralisateurs des éléments non triviaux sont cycliques. Ils sont
toujours totaux. Nous donnons une classification de ces groupes (théoreme 16) : ce sont
exaltement les groupes cycliques, les groupes spéciaux linéaires projectif PSL,(IF,«) et les
produits semi-dire¢t de deux groupes cycliques pour une ation ayant de "bonnes pro-
priétés". Cette classification permet d’exhiber plusieurs familles explicites de groupes to-
taux. Plus généralement, les groupes quasi-CC (méme définition que CC, mais 1’'on autorise
le centre a étre cyclique) sont totaux. Nous donnons un exemple de famille de groupes
quasi-CC qui ne sont pas de type CC : les groupes méta-dicycliques. Il s’agit d’une famille
obtenue en généralisant la construction des groupes dicycliques (paragraphe 3.3.). Elle
compte des groupes de centre d’ordres arbitrairement grands.

1.— Relévement de I’a&tion galoisienne.

On conserve les notations de 'introdution et pour ce qui et des objets cohomologiques,
nous utilisons les notations §tandards.

Théoreme 1.— Le groupe G se reléve d Auty(Ry) si et seulement si f est cohomologue a un

2-cocyle d valeurs dans k*. En particulier, I'ensemble des a € H*(G,L*) pour lesquelles G se
relévent d a est exactement 'image du morphisme canonique H*(G,k*) — H?(G, L").

Quand f est cohomologue a un 2-cocyle a valeurs dans k*, I'ensemble des relevés de G a
Auti(RAy) a alors une structure de groupe, isomorphe au groupe d~Y(Z?(G,k*))/CH(G, k*) (oix
d : CY(G,L*) — Z*(G,L") est 'application de cobord pour le G-groupe L*). Plus précisément,
si f est choisi normalisé (i.e. f(e,e)=1) et a valeurs dans k*, alors la correspondance annoncée
s’'obtient, pour p € CY(G, L") telle que d(p) € Z*(G, k*), par

G — Auty(Ry)

g r— conjugaison par p(g)ag
Preuve du théoréme : Commencons par montrer que si f e§t supposé normalisé et a
valeurs dans k* alors pour tout u € C'(G, L") telle que d(u) € Z*(G, k*), I'application

0 : g —> conjugaison par p(g)ag

est bien un relevé. En premier lieu, puisque f e§t normalisé, on a pour tout g€ G, f(e,g) =
f(g,e) = 1 etle plongement naturel de L dans Ay est donné par A +— Aa,. Ainsi, pour A €L,
ona

o1
/4( )ag/\aeﬂ )& f gg Ag-1
a

0(g)(Aa,) = M(g) Aa (ﬂ() ) =
= /\gf g, g
-

f gl
= ;4 2A%u(g) 1fg, 'f(g
= /\gae

et donc 'a&tion de 6(g) sur L coincide avec celle de g.

Reste a voir que O e$t bien un monomorphisme : pour tout g, € Gon a

w(g)agpu(h)ay, = p(g)u(h)® f (g h)ag, = p(gh) fo(g Magn



ou fy =d(p)f € Z*(G,k*). Comme fy(g, h) € k* = Z(RAy)*, la conjugaison par I’élément f,(g, h)
vaut l'identité. Ainsi, on a 0(gh) = 6(g) o O(h). Par ailleurs, 6 est bien injetive car g €
ker(0) = u(g)as ek* =g =e.

Venons-en maintenant a la preuve du coeur du théoréme. Puisque la propriété de
relévement reste vraie par isomorphisme, on peut supposer que f est déja normalisé (sous
cette hypothese le plongement de L dans Ay et canonique).

Supposons donc donné un relevement G — Auti(RAy) et notons alors x8 l'action de
I'élément g € G sur I'élément x € A via ce relevement. Le théoreme de Skolem-Noether
assure qu’il exiSte x, € Ay tel que l'action de g sur Ay soit la conjugaison par x,. Ainsi,
pour tout A € L, on a /\gxg = XgA. Cependant, pour tout A € L, on a /\agﬁl = a;/\g, donc

-1

ag

xq € Z(La,) = La,. Ainsi, il exiSte p, € L* tel que x4 = poay.

Maintenant, pour g, i € G donnés, la conjugaison par (pga,).(yay) doit etre égale a celle
par pgpagy. On en déduit qu’il exiSte un élément a(g, h) € k* = Z(RA )" tel que (pgay).(upan) =

a(g, h)pghagy. Ceci équivaut a ,ugy‘flf(g,h)agh = a(g, h)pghagn ou encore

Vg, heG, ppugpef () = a(g, h)

Cette derniére propriété exprime exaltement le fait que le 2-cocyle (g, h) — f(g, h) et
cohomologue (par le 2-cobord associé a I'application g > pg) au 2-cocyle (g, h) —> a(g, h)
qui e$t, par définition, a valeurs dans k*.

Si on suppose que f est déja a valeurs dans k*, alors les relevés sont paramétrés par
les applications y décrites précédemment. Leur ensemble correspond alors d~1(Z?(G, k")),
mais deux telles applications donnent le méme relevé si les conjugaisons associées sont les
mémes, c’e§t-a-dire si elles différent d’une 1-cochaine a valeurs dans k*.

O

Il et facile de décrire des situations ou le morphisme H?(G,k*) — H?(G, L") ne$t pas
surjeif et donc ou G ne se reléve pas. Par ailleurs, signalons que I'image de H?(G, k")
dans H?(G,L*) apparait dans d’autres questions relatives aux algébres simples centrales :
on trouvera, par exemple, dans [Ti, Th 3.3.] une caratérisation (sous certaines hypothéses)
de la décomposition en produit d’algebres cycliques d’une algebre simple centrale qui fait
intervenir cette image.

2.— Algebre des invariants.

On se fixe un 2-cocycle f € ZZ(G, k*) normalisé et on considere un relevé de G dans
Auti(Ay). Quitte a modifier f par un cobord on peut supposer que le relevé en question
est le relevé canonique g — conjugaison par 4,. En effet, considérons un relevé G dans
Auty(RAy) paramétré, d’apres ce qui précede, par une application p € C!(G,L*) telle que
d(u) € Z*(G,k*). Considérons alors le 2-cocycle fy = d(u)f € Z*(G,k*) (quitte & modifier u
par une 1-cochaine a valeurs dans k*, on peut supposer que f, e$t aussi normalisé). Comme
rappelé dans I'introduction de ce texte, l'application

0. j'\fo —

Ry
Y Aot — ) Agplo)a,

o

est alors un k-isomorphisme d’algebres qui respecte les plongements naturels de L dans A g
et Ay. Sic, désigne la conjugaison par I’élément A alors I'image par 0 de 'automorphisme



Cag e$t 'automorphisme 6 o Cag © 0~!. Pour x,y tel que y = 0(x), on a

-1

0o Cag © 6_1(})) = G(nga‘;l) = (V(g)ag)y(ﬂ(g)ag) = Cu(g)ag )

On en déduit que 67! envoie le relevé de G dans Auty(Ry) relatif a p sur le relevé canon-
ique de G dans Auti(Rg). On va s’intéresser a l'algebre 7\? des invariants de Ay par G.
Ce que l'on vient d’expliquer montre en particulier qu’a k-isomorphisme pres ’algebre I\?
ne dépend pas du relevé que l'on choisit pour G. Ainsi, pour ces questions, on peut tou-

jours se ramener au cas du relevé canonique, le parameétre d’étude devenant f, le 2-cocyle
normalisé a valeurs dans k*.

Caraétérisons maintenant les éléments de ﬁ? :

Proposition 2.— Un élément x =), A a, appartient a }\? si et seulement si on a

g _ flgog™.8)
(SG) Vg0 € G, AT = Agpgn =5
Preuve:
xel\? — VgeG, agxa, =x
= VYgeG, ) Aif(g0)f (887 )f (80,8 Jagagr =x
[0}
= VYgeG, ) Af(g0)f (087 8)agsg1 = ) Aot
o o
(car flg, g8 " f(gog™,1) = flgo,g ™) f (s087",8))
g _ flgog™'8)
— Vg0€G, A; = /\ggg_l W
O

Pour o € G fixé, on note w, € C'(G,k*) 'application définie par :

w;,: G — k*
¢ v flgoge)
f(g o)

Lemme 3.— Pour tout 0,g,h€ G, on a w;(gh) = wpep-1(g)we(h).
Preuve : Pour tout 0,g,h € Gon a
(1) flghE""s " f(ghoh™ g™ gh) = f(ghoh™", h)f (ghoh™ g7, g)

(2) flhoh ', W) f(g,ho) = f(ghah™\, b)f (g, hah™)
(3) flho)f(gho)=f(gho)f(gh)

En quotientant (1) et (2) on obtient
fighoh™'g™,g) _ f(ghoh™'g',gh) f(g,h)

flghoh™) —  f(gho)  f(hoh™',h)

On a donc f(ghoh g1, g) f(hoh™L,h)
B g o g ,g o »
Whon-1(§)ws(h) = f(g,hoh™1) f(h0)

_ -1, -1 f(gh)
= Shoh g8 e o) o)




f(gh)

1
Comme d’apres (3) on a = , on en déduit finalement que

f(gho)f(ho)  f(gho)

hoh g™t gh
s (gl ) = T8 — o o

s . . h
Cette propriété traduit simplement le fait que, pour tout g,h,0 € G, on a (a")$ = a5 .

O
Notations : Dans la suite de ce texte, pour ¢ € G, on notera

e Ceng(0), le centralisateur de ¢ dans G,

LCenG(a

e L., lecorps ) des invariants de L par Ceng(o),

e 0, une classe de représentants de I’ensemble quotient G/Ceng(0o),
e 7, la classe de conjugaisonde o : 0 = {gag’l/g € E} (description biunivoque),
® Gonj, une classe de représentants de 'ensemble des classes de conjugaison de G.

Une premiere conséquence du lemme 3 e§t que la re§triction de w, a Ceng(o) est un
morphisme de groupes et que si 0,0 € G sont deux éléments conjugués, alors les fon&tions
Wy et w, reStreintes aux centralisateurs de o et o sont égales. Plus précisément, si o =
gog™!, alors on a Ceng(c') = gCeng(c)g™! et, pour tout h € Ceng(c), si 'on considére
W =ghg,ona

wa/(h’) = Wgpg! (h’) _ wg(h g) _ wo(gh) _ Whoh! (g)wo”(h) = wy (h)

ws(8) ws(8) wy(8)

Cette propriété va étre importante pour 1’étude du centre Z(}\?) a venir. Mais com-

mencons par étudier l'algebre 3\? elle-méme : on considere, pour o € G donné, le sous-L-
espace vectoriel de Ay

E;,=qx= Z/\go-g—l Agsg-1
geo

On abiensur Ay = @ E,. Larelation (SG) montre que l'aétion de G laisse Stable chaque

GeG(‘onj
G _ G
Ri= DL

E;, on en déduit donc que
0E€G qn

ot E désigne I'ensemble des invariants de E, par G.
Théoreme 4.— Pour tout 0 € Gopj, l'ensemble ES et (non canoniquement) un sous-L,-espaces
vectoriels de Ay. On a dimp ES =1 et plus précisément,
/\g
E? = Vet (u)avecu = Z—Oagag—l
~ Wy (8)
g€o

ot Ay € L est un élément non nul qui vérifie A = Ayw,(g) pour tout g € Ceng(0o).

En conséquence de quoi on a dimkl\? =0(G).



Preuve : Le sous-groupe ES et un L, -espaces vectoriels, pour la loi de composition externe
suivante :

G G
L, x EG — EC
{/\,x = Z/\g(,gmgagl] — Ax= Z/\g/\go—g—laggg—l
geo g€a

En effet, il est clair que les axiomes définissant la §truture d’espace vetoriel sont bien
vérifiés, la seule chose a détailler est que la loi de composition et bien a valeurs dans ES.
Considérons A e L, et x =) 1 €ES, pourtouthe Get g€ ona

f(hgog™ ™!, h)
f(h,gog™)

Pour montrer que A.x € ES il faut donc montrer que pour tout i € G et tout g € 7, on a

g€T gag Agog

(A&) LD LINRIED L) P

a)h=
808 gog~

Ahg = A¢ on g €5 et le représentant de hg modulo Ceng (o). Or, il existe T € Ceng(o) tel
hg = g’T, et donc comme A€ L, on a A8 = 18T = )8 . Ainsi, l.x € Eg.

On remarque, au passage, qu’en considérant k comme sous-corps de L, alors la §truc-
ture induite par cette loi a k redonne la §truéture de k-espace vectoriel naturel de ES (c’est-
a-dire celle obtenue par la multiplication a gauche).

Six =) gegAgog1gogt €6V = Y geghgog1dg0q-1 SONt deux €léments non nuls de ES,
alors pour tout g € Ceng(o), on a

A5 = Ao, (8) et Hy = pow,(g)

et donc A,/p, est invariant par Ceng(o). Il existe donc a € L, tel que p, = a,. On a alors

- _ 8 -1
ax = Zag/\g(,gflag(,gfl—ZagAgwg(g) Aggg-1

gev geo

= Z(a/\o)ga)g(g)_lago_g,l = Z(’/l[7)gw(7(g)_lago—gfl
geq g€o

- Z”lgo-g—l wa(g)wﬁ(g)ilago'g‘l =V
geo

Ceci prouve que ES et au plus une droite L,-ve&orielle. Reste donc & montrer que ES #
{0}.

Commencons par regarder la condition (SG) quand g parcourt Ceng(o). Dans cette
situation, w, e§t un élément de Hom(Ceng(0),k*). Si d = o(Im(w,)), on a Im(w,) = pg C k*.
Considérons le sous-groupe H = ker(w,), on a alors Ceng(0)/H =~ py et 'extension LH/L,
est cyclique de degré d. Comme p; C k* et que d et premier a la caraltéristique de k
(puisque #p; = d), 'extension LH/L e§t kummérienne et il existe donc un élément a € k*
tel que € = {/a € LH soit un élément primitif. On considére alors I’épimorphisme canonique

¢: G=Gal(l/L,) — g4
8

<

Puisque w, et ¢ ont méme noyau H, il existe O € Aut(pu,) tel que w, =6 o @.
/ \U%;

\ / 3 0

g e

1—H



Comme Aut(py) = (Z/dZ)", il exi$te alors r € (Z/dZ)" tel que O(&) = &' pour tout & € py.
Posons Ag =¢", on a alors pour tout g € G,

A= () = (88) = 9(8)' " = B0 (g)Ag = w4 (8)Ao
Prenons maintenant un élément g € G quelconque et posons

8
— /\0
1 =

Aoo _Zo_
8987 we(g)

Cette définition et sans ambiguité, car si g,g € G sont tels que gog~"' = g,crg,_1 alors il
existe h € Ceng(o) tel que g = gh et donc

A8 A (s
w= = (d’apres le lemme 3)
we(g) wo(gh) ~ wo(g)wg(h) P 3
e wg(mE A
0

wy(g)ws(h) - ws(8)

Vérifions maintenant que x = ) 5 Agse-14
pour tout g€ o, on a

gog-! €St bien un élément de ES. Si gy € G, alors

808
8o = /\OO =2 " wa(gog)
gog” we(g) 28T W, (g)
Wegg-l (gO)wo(g) , .
= /\gogag’lgal gng (d’apres le lemme 3)
= Aggogigy! Vgog 1 (80)

et donc x vérifie bien la condition (SG). Ainsi, on a bien

/\g
ES = Ve&, (u)avec u = 0 g,

ou Ay € L est un élément non nul qui vérifie /\‘g = dws(g) pour tout g € Ceng(o). On
remarque que, réciproquement, pour n'importe quel choix de Ay € L non nul vérifiant que
A

pour tout g € Ceng(o) on ait /\‘g = Awy(g), I'élément u = degmaggg

-1 engendre bien
sur L, l'espace ES.

On déduit de cela que
dimg(E5) = dimy(Ly)dimo (ES) = [G : Ceng(0)]

et donc, I’équation des classes permet d’écrire

dim;AJ = dimy EB EC = Z [G: Ceng(o)] = 0o(G)

o chnni O'EGwnj

Abordons maintenant 1’étude du centre 7\? et établissons préalablement deux lemmes
a cette fin.



Lemme 5.— Posons n = o(G). 1l exiSte une L-base, (e1,--+,e,), de L" telle que si I'on pose pour
i=1,---,n¢ = ()\g))geG alors Z/\g)a(, € 7\?.

oeG
Preuve : Considérons Gonj = {07,-:+, 0/} et, pour tout i € {1,---r}, posons &; = {g;,1,"**, & i;}
(on convient que g; | = e). Pour i € {1,---r} fixé, on considére un élément non nul
hi
X = le/\gi:jgigi,]'l agi,jdig,fjl € Eg
=

On sait qu’aucun des A -1 n'e$t nul, et que pour tout j=1,---,h;, ona

8i,j0i8i

i
A o
A
§ij %18 W, (gl])

Comme h; =[G : Ceng(0)], on a h; = dim L, et 'on considére {ay,---,ay,} une k-base
de L,,. Pour tout s=1,---,h;, on pose

eLhi

( )_((065/\0,-)&"1 (asAg,)Sihi
TN we(gin) " wo, (i)

(asAg, )50

s (gif) agi.jffig,fjl
introduite dans le théoréme 4) et donc le vecteur (e,,); e$t a coordonnées dans ES. On a,
par ailleurs,

On remarque que 27;1 = a,.x € ES (§trutture de L,-espace vetoriel de ES

gl 8ihj
hi 8 ay” oAy
(oF] .
det({(e(r,-)sthShi): © (é ) : :
j=1 Voi'\8ij a‘sgi’l asgi,h,-

Ce dernier déterminant et certainement non nul, car si tel était le cas, il existerait une
équation de L-dépendance linéaire pour les g; ;,---,&; . € Isomy(L,,, L), ce qui est contraire
au lemme de Dedekind.

Ainsi, la famille {(ey;)s}1<s<n; €5t une L-base de L". On rajoute alors des zéros aux
coordonnées manquantes des vecteurs (e, )s,

o1 to;
(es.)s=|0,---,0,+, (asAq,)% (as/\"")gllhi ...... 0.---.0
o;/s s A s ’ wgi (gi’l) ’ ’ (Uo—l_ (gl’hz) ’ ’ » Yy ’

et {(ey,)s}1<s<h;, devient alors une famille L-libre de L".

La famille {(ey;)s}1<i<r,1<s<n; €8t visiblement une famille L-libre de L" satisfaisant aux
conditions demandées, mais comme cette derniére e§t de cardinal

ih,- = Z [G:Ceng(0)]=0(G)=n
i=1

0eG,

conj

on en déduit finalement qu'’il s’agit bien d’une base.

O



Notons maintenant R¢(k) = @k“ff (c’e$t une sous-algebre de Ay puisque f eét a

oeG
valeurs dans k*) et considérons, pour o € G,

ES (k)= ES N A (k)

Lemme 6.— Pour tout o € G, ES (k) est un k-espace vectoriel de dimension 0 ou 1 et l'on a

dimgEg (k) = 1 < w,|Ceng(o) = 1

Preuve : L'ensemble ES (k) e$t visiblement un k-espace vectoriel (intersection de deux k-
espaces ve&oriels). Un élément x € EG (k) s’écrit

A8 1
x= Z/\gggfl Agogl = Z—ag(,g—l =, Z—ﬂgog—l
2 = w(r(g) e wo(g)
ce qui prouve que ES(k) et au plus une droite veQorielle.

qui p q P p

Supposons que ES (k) # {0} et soit A, € k* tel que A, dea\w#(g)aggg—l € ES (k). Pour tout

geCeng(o),ona
Ao = A5 = Agog1@6(8) = A w4 (g)
et donc w,(g) =1.

Réciproquement, supposons que w,|Cen,(s) = 1. Le choix de Ay =1 dans le théoreme

4 montre que
18
ES = G 51/ AEL
’ {Z‘wa(g) 898 7

g€o

et dong, on en déduit que

O
Théoréme 7.— On a Z(l\?) = 7-\]9 N RA¢(k) = @ Eg(k). En conséquence de quoi, on a
O-EGconj

dimkzu.\f;‘) =4S 011 S = {0 € Geonj/ Wg(Ceng(o) = 1}

10



Preuve : Soit y = ZyTaT € ﬁ?, ona

1eG

ye Z(}\?’) = Vx= Z/\gag € ﬂ?, Xy = px

0eG

— Z Aaf/‘gf(arT)uar = Z Ag”‘rf('[:a)aro
o0,1eG o,7eG
— Z /\Uﬂgf(alT)uoT = Z /\rarfllle(TGT_liTW”m
o0,1eG o,1eG
— Z[Z/\aﬂglpf((f,a—lp)]ﬂp = Z[ZAprll’lrf(pT_llT)]ap
peG\oeG peG\teG
—=VpegG, Z/\Jyg,lpf(a,g—lp) = Z/\p,[—lll-[f(p/[_l,’f)
oeG TeG
e Vpegq, Z/\(,yg_lpf(a,o—lp) - ZAgygflpf(a,g—lp)

oeG 0eG
(On a effectué le changement de variables o = pt!)

—VpegG, Z/\gf(a,a_lp)(,ug,lp —;4[,_1()) =0

oeG

On en déduit que pour tout x = ) s Asa, € f\?, le velteur (A;)seq € L" e$t solution
du systeme linéaire défini par I’ensemble de con$tantes

{f (0,07"p) (Mj‘,fl - Vo‘lp)}glp

Le lemme 5 affirmant qu’il exi$te une L-base de L" constitué de veteurs (A, )sec € L”
tel que ) jcgAods € ﬁ?, on en déduit que toutes les con$tantes du sy$téme sont nulles.
Ainsi, on a

yE Z(}\?) = Vp,0€gG, f(a,a‘lp)(yg_lp —]/lo.flp) =0

ce qui équivaut, aprés le changement de variables t = 0~ !p, a

Y= Z”Tﬂf eZ(Z\?):)Va,Te G, ud =y,

1eG

ce qui prouve que Z(ﬂ?) = ]\? N Ag(k) = P

immeédiatement du lemme 6.

€Geun ES(k). La suite du théoréme découle

O
Corollaire 8.— Si G n’est pas abélien, alors I'algébre Z\? n’est pas commutative.
Preuve : Si G n’e$t pas abélien, alors G, compte strictement moins d’éléments que G

et donc dime(}\?) < 0(G). Le théoreme 4 affirme que dimkl\? = 0(G), ce qui prouve le
corollaire.

O

Cas ou G est abélien. Dans le cas ou G est abélien, I'application (o, g) — w,(g) est donc un
homomorphisme de groupes relativement a chaque variable o et g. On en déduit que cette
application e$t un élément de Z?(G,k*) ('a&tion de G sur k* étant triviale). En particulier,
l'application (g, h) > f(h, g) est aussi un élément de Z*(G, k*).

En appliquant ce qui précéde, pour o € G fixé, on peut écrire ES = Aja, avec A, =
{Ael/VgeG, A% =dw,(g)} qui e§t un k-espace veCtoriel de dimension 1 et 'on a 35\? =

11



@Aaag. Le noyau du morphisme w : 0 — w, et cons§titué des éléments o € G vérifiant

0eG
A, =k. Ainsi, on a ¢ € ker(w) si et seulement si A, = k. Dans le cas abélien, on a donc

2(Af)= P Avt= P ka,

aekel’(a)) Uekel‘(w)
En particulier, dime(}\?) divise 0o(G), mais on peut étre plus précis sur ce point :
Proposition 9.— Si G e$t un groupe abélien alors o(G)/dime(}\?) e$t un carré parfait.

Preuve : L'application w e§t une forme bilinéaire alternée et dime(}\?) est égale a l'ordre
dunoyau de w. La forme w induit sur le groupe quotient A = G/ker(w) une forme bilinéaire
alternée non dégénérée. On sait alors (voir par exemple [Da]) qu’il exiSte un sous-groupe
isotropique Ag tel que A = Aj x ZB, ou ZE désigne le groupe des caracteres de Ay. En
particulier, on a 0(A) = 0(A()? et notre proposition découle alors de cette propriété.

O

Lorsque G = C,, e&t cyclique, il est célébre que H?(G,L*) ~ k*/N(L*) et que tout 2-cocycle
est cohomologue a un cocycle paramétré par des éléments de k*/N(L*) et donc a valeurs
dans k*. Ces cocycles sont donc tous éléments de Z2(G,k*) si bien que l’application na-
turelle H?(G,k*) — H?(G,L*) et surje@ive. Par ailleurs, les éléments de Z?(G,k*) sont
symétriques (i.e. Vg,h e G, f(g,h) = f(h,g)). On en déduit que

Proposition 10.— Si G est cyclique, alors pour toute extension galoisienne L/k de groupe G et
pour tout f € Z*(G,L*), G se reléve a Auti(Ay)etlona

G _ Gy _
A =2(R§) = Pka,

Pour les groupes abéliens de rang > 2, les choses se compliquent. Le calcul machine
montre que, méme dans le cas non cyclique, les dimensions possibles pour Z(}\?) n'atteignent

pas nécessairement tous les entiers o(G)/d? pour les d2|o(G). Nous donnons ici quelques
résultats numériques :

G cs CyxCy c3 CyxCq | CpxCg
0(G) 4 8 9 12 16
dime(}\?) lou4 20ul lou9 3oul2 4oulé

G & C3xCg | CaxCpg | C2xCpa | CaxCq
o(G) 16 18 20 24 24
dime(f-\?) 1,40ul6 | 20ul8 | 50u220 6 ou 24 6 ou 24

G cz C3xCo | CaxCyy | C2xCrg | CaxCg
0(G) 25 27 28 32 32

dimkz(ﬂ?) 1ou?25 30u27 | 7o0u?28 8ou32 |2,80u32

2 3 2 2 3
G C2 C3 [ &xCy | CZxCe c3
0(G) 36 8 16 24 27

dime(}\?) 1,4,90u36 | 20u8 4o0ul6 6 ou 24 3ou 27
G CoxCx [ C3xCg C5 C5xCq 5
o(G) 32 32 16 32 32

dime(I\?) 2,80u32 |[8o0u32|1,40ul6|2,80u32| 280u32

12



On remarque que dans ce tableau, pour les groupes d’ordre 32, G = C, xCi4 et G =
C2 x Cg, la dimension 2 n’est pas atteinte (alors que 2 = 32/(4)%) et que pour le groupe
d’ordre 16, G = C% x Cy4, la dimension 1 n’est pas atteinte (alors que 1 = 16/(4)?).
Note : Dans le tableau ci dessus, ainsi que dans tous les tableaux numériques du méme
acabit que nous donnerons dans la suite de ce texte, les dimensions indiquées pour Z(}\?)

sont toutes atteintes pour un bon choix de f. Ces résultats numériques sont obtenus par
calcul formel sous le logiciel maxima.

3.— Totalite.

3.1.— Généralités. La dimension du centre de A¢ est intimement liée a I'arithmétique du

groupe G. Nous allons maintenant étudier les groupes pour lesquels cette dimension e$t
toujours maximale :

Définition 11.— Soit k un corps et G un groupe fini se réalisant comme groupe de Galois sur k.
On dit que G e$t total pour k si, pour toute extension galoisienne L/k de groupe G et tout élément
fe Im(HZ(G, k*) — H?(G, L*)), la dimension de Z(}\?) (pour n’importe quel relevé de G) est

maximale (i.e. égale au nombre de classes de conjugaison de G).

Par exemple, conséquemment a I’étude mené sur le groupe de Klein dans le paragraphe
1, on voit que si ce dernier se réalise sur un corps k alors il e$t total pour k si et seulement
si k est de caradtéristique 2.

La totalité équivaut donc a dire que I'application f +— dime(}\?) est conétante, puisque
le choix pour f du cocycle trivial donne pour dime(Ji\?) une valeur maximale. L'étude

précédente montre que la totalité d’un groupe G pour un corps k ne dépend pas du corps L
qui réalise G. Si G se réalise comme groupe de Galois sur k, la question de sa totalité pour
k e§t équivalente a (avec les notations des paragraphes précédents)

(T) VfeZ*Gk) Yo €G, wyiCeng(o) = 1

La propriété (T) exiSte indépendamment du fait que G se réalise sur k. Quand un
groupe G satisfera a la condition (T) pour tous les corps k, on dira que G est vraiment total.
Plus globalement, étant donné un groupe G et un élément o € G, on dira que o est vraiment
total si

Vk corps, Yf € Z*(G,k*), Vg € Ceng(0), wy(g) =1

On considérera alors 'ensemble de totalité de G :
T ={o € G/ o vraiment total}

Cet ensemble étant §table par I'action de conjugaison, on notera T le quotient de Tg par
cette action. Dire que G et vraiment total équivaut a dire que T = G et, sous cette condi-
tion, la dimension (toujours maximale) de Z(I\?) vaut exactement T = §G.onj. Ceci incite

a considérer, en toute généralité, I'entier #T; que nous appelons ordre de totalité du groupe
G.

Proposition 12.— Le groupe Aut(G) agit (par restriction) sur l'ensemble Tg et, par suite, le
groupe des automorphismes extérieurs de G, Out(G), agit naturellement sur l'ensemble Tg. En
conséquence de quoi, si G est abélien, Tg est un sous-groupe caractéristique de G.

Preuve : Commencons par remarquer que si f € Z%(G,k*) et ¢ € Aut(G) alors I'application

f?: GxG — Kk
(&h) —  fle(g) e(h)

13



e$t bien un élément de Z%(G, k*) (ce fait e§t immédiat, une fois pris en compte que I'a&ion
de G sur k* est triviale). Il s’agit de montrer que si 0 € G e$t vraiment total alors ¢(o) 'est

f

aussi pour tout ¢ € Aut(G). Pour f € Z?(G,k*), on notera w;, I'application w, relative au
choix de f. Comme Ceng(¢@(0)) = ¢ (Ceng(0)), pour tout h € Ceng(c), on a

W () = @) ()

f f

@
Si o e$t supposé vraiment total, alors w; =1 sur Ceng(c). On en déduit que W) = 1 sur

Ceng(¢(0)) et ce, en toute généralité sur f € Z%(G,k*). L'élément ¢(o) est donc lui aussi
vraiment total.

O

Nous avons vu (proposition 10) que les groupes cycliques étaient des groupes vraiment
totaux. Cette propriété va permettre de con$truire d’autres exemples.

Proposition 13.— Soit G un groupe fini de centre Z(G). Si Z(G) est vraiment total et si, pour
tout 0 € G—Z(G), le centralisateur Ceng(o) de o est vraiment total, alors G est vraiment total.

Preuve : Considérons un corps k, un 2-cocycle f € Z%(G,k*), un élément o € G et un sous-
groupe G contenant ¢. L'application de re§tri®ion Z?(G,k*) — Z%(G,k*) associe a f un
élément f € Z%(G ,k*) et les fonctions w,, associées a f eta f coincident sur G .

Prenons un élément 0 € G — Z(G) et posons G = Cen/ (o). Puisque G e§ vraiment
total par hypothése, on en déduit que w,, eét trivial sur G .

Prenons maintenant un élément o € Z(G) et un élément quelconque g € G. Et distin-
guons deux cas :

e g2 7(G),on o € Ceng(g) et alors

d’apres ce qui précede.

e g € Z(G), puisque Z(G) et supposé vraiment total, on a w,(g) = 1.
On en déduit finalement que G e$t vraiment total.

O

Corollaire 14.— Si n désigne un entier radicalaire (i.e. n est produit de nombres premiers
distinéts deux a deux) alors tout groupe d’ordre n et vraiment total.

Preuve : La preuve va s’effeCtuer par récurrence sur la longueur k de l'entier radicalaire
n= pl e pk

Pour k = 1, un groupe d’ordre n = p; est cyclique et donc, d’apreés la proposition 10, et
total.

Supposons la propriété vraie pour jusqu’au rang k > 1 et considérons un groupe G d’ordre
n=pi-- pxs1 radicalaire.

Le centre Z(G) de G e$§t d’ordre divisant # et e§t donc d’ordre un produit de nombres
premiers distinéts deux a deux. Le centre Z(G) étant abélien, il est donc cyclique et par
conséquent vraiment total.

Considérons maintenant un élément o € G —Z(G). Le centralisateur Ceng(o) de o est
un sous-groupe $trict de G d’ordre divisant n. Cet ordre est donc égal a un produit d’au

14



plus k nombres premiers di§tints deux a deux et, par hypothése de récurrence, c’e§t donc
un groupe vraiment total. La proposition 13 assure alors que G e$t vraiment total.

O

Ce corollaire fournit déja une vaste famille de groupes totaux. Nous allons nous in-
téresser dans la suite de ce texte a une autre famille de groupes totaux : les groupes quasi-
CC.

Définition 15.— Un groupe G sera dit de type CC (sigle pour "centralisateurs cycliques”) si
pour tout ¢ € G —{e}, le centralisateur Ceng(g) de g dans G est un groupe cyclique.

Plus généralement, on dira de G qu’il est quasi-CC si son centre, Z(G), est un groupe cyclique
et si pour tout g € G —Z(G), le centralisateur Ceng(g) de g dans G est un groupe cyclique.

Les groupes de type CC sont bien str quasi-CC. En effet, si G e§t un groupe de type CC
possédant un centre non-trivial, alors le centralisateur de n'importe quel élément = e de ce
centre vaut G et donc G et cyclique.

Les propositions 10 et 13 impliquent immédiatement qu'un groupe quasi-CC est vrai-
ment total. Tout groupe G d’ordre pgq, un produit de deux nombres premiers p = ¢, et
quasi-CC. En effet, si G et abélien alors il e§t cyclique et si G e$t non abélien, le centre
Z(G) de G et donc d’ordre 1,p ou g et donc dans tous les cas et cyclique. Si l'on prend
maintenant un élément g € G —Z(G), alors son centralisateur Ceng(g) n’e$t pas égal a G et
donc, son ordre vaut p ou g et est lui aussi cyclique.

3.2. Classification des groupes de type CC. La classification que nous allons établir re-
pose sur plusieurs résultats profonds de théorie des groupes, en particulier la classification
des groupes de type CA (méme définition que pour CC, mais l'on remplace la condition
"centralisateurs cyclique" par "centralisateurs abéliens").

Cette classification des groupes de type CA est due, en plusieurs étapes, a Brauer,
Suzuki et Wall (voir [BrSuWa] et [Su]) et a con$titué un préliminaire important au fameux
théoréme de Feit-Thompson sur la résolubilité des groupes d’ordre impair. Elle se résume
ainsi :

Théoreme.— (Brauer-Suzuki-Wall) Si G désigne un groupe de type CA, alors G satisfait une
des conditions suivantes :

o G ¢l abélien.

o G est isomorphe a PSLy(IFyn) pour un certain entier n > 1.

o G e$t un groupe de Frobenius.

Rappelons qu’un groupe de Frobenius G peut s’écrire comme produit semi-direét non
trivial H < K et donc qu’en particulier un groupe de Frobenius n’e$t jamais simple.

Nous aurons besoin dans la suite de ce texte de deux résultats sur I'arithmétique des
groupes de type CA :

1/ Un groupe de type CA e$t soit simple, soit résoluble (voir [We]).

2/ Un groupe G, fini, résoluble et de type CA est le produit semi-diret H < F ou F eét le
groupe de Fitting de G (qui dans cette situation et nécessairement abélien) et H e$t un
certain sous-groupe de Aut(F) (voir [Wu,Th g]).

Notations : Pour deux entiers n,m > 2 et a € C;,, d’ordre divisant n, on notera C,, <, C,, le
produit semi-dire&t de C,, par C,, ot 'adtion de A € C,, sur x € C,, et donnée par x* = a'x.

Théoreme 16.— La collettion des groupes de type CC est exaclement la réunion des trois classes
de groupes suivantes :
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e Les groupes cycliques.

e Les groupe spéciaux linéaires projectifs de dimension 2 sur les corps finis de caraétéristique 2,
PSL,(IEy).

e Les produits semi-direlts de deux groupes cycliques G = C,; <, C,, o1t a € C}, e$t d’'ordre n et
vérifieVx e C, —{0}, a* -1 €C;,.

Preuve : Si G et un groupe de type CC, il et alors de type CA. On est donc dans une des
trois situations suivantes :

1/ G e$t abélien. Sous cette hypothese, étre de type CC équivaut immédiatement a étre
cyclique.
2/ G et isomorphe a PSL;(IF;) pour g = 2". Montrons que, sous cette hypothese, G est de
type CC.

Remarquons pour commencer que, puisque [F, et un corps de caractéristique 2, le
groupe G s’identifie au groupe SL;(IF;). Prenons maintenant une matrice M € SL,(IF;) et
distinguons deux cas :

a) Le polynome caraltéristique P de M e$t séparable. Sous cette hypothese, il existe un entier m
tel que P se décompose dans [F,n et comme M e$t de déterminant 1, il existe a € Fjn—{1} tel

o 0

que M soit semblable dans SL,(IF;») a la matrice diagonale D = ( 0 al

). Maintenant,

. a
la matrlce( c 4

) € SLy(IF;m) commute avec D si et seulement si b = ¢ = 0, on en déduit

que
u 0 * *
CenSLz(Iqu)(D) = 0 M_l /u€ ]qu = ]qu

Comme M et D sont semblables, les groupes Ceng; . ,,\(D) et Cengy. () (M) sont con-
2( q ) 2( q )

jugués et donc CenSLZ(]qu)(M) est cyclique. Maintenant, le groupe CenSLz(H:q)(M) e$t un

sous-groupe de CenSLZ(IFq,,,)(M), il e§t par conséquent lui aussi cyclique.

b) Le polyndme caractéristique P de M est inséparable. 11 possede donc une racine double
dans ]Fq, mais puisque M e§t de déterminant 1, cette racine vaut nécessairement 1. Ainsi,

M e$t semblable a une matrice de SL,(IF;) de la forme T = ( (1) /1\ ) avec A € IF; (on suppose

e s . . . a b
que A = 0, car on s’intéresse au $§tabilisateur de M = I). Maintenant, la matrice ( e d ) €

SL,(IF;) commute avec T si et seulement si c =0 et a = d, on en déduit que

1 u
CeHSLZ(IFq)(T) = {( 0 1 )/ uec IFq} ~ H:q

qui e$t bien un groupe cyclique. Comme précédemment, on en déduit que le centralisateur
CenSLz(qu)(M) est bien cyclique.

3/ G e§t un groupe de Frobenius. Dans ces conditions, puisque G n’e§t pas simple, il e$t
résoluble d’apres [We]. Donc G est de type CA et est résoluble, ce qui implique d’apres
[Wu] qu’il eét le produit semi-dire&t H = F avec F abélien et H un sous-groupe de Aut(F).
Comme G eét de type CC, il en e§t de méme de F et donc F et cyclique. On en déduit
que Aut(F) et donc H sont abéliens, et comme H e$t de type CC, il est lui aussi cyclique.
Finalement, G e$t de la forme G = C,, x, C,, avec a € C}, d’ordre divisant n. Pour finir la
preuve, nous allons caradtériser les produits C,, »<, C,,, qui sont de type CC :

16



Lemme 17.— Soient n,m > 2 des entiers et a € C;, d’ordre divisant n. Les conditions suivantes
i) G=C,x,C,, est de type CC,

ii))VxeC,—-{0}, a*-1€C;,,

sont équivalentes. Dans ces conditions, on a nécessairement o(a) = n.

Preuve du lemme 17 : ii) = i) Il est clair que, sous I’hypotheése ii), a e§t d’ordre n. Soit
o =(x,y) € C,x, C,, non trivial, le centralisateur Ceng(c) est un groupe cyclique. En effet,
soit o = (x/,y’) eC,%x,C,,ona

= (y.¥)=y)xy)
= (x+x,p+ay)=(x"+x7 +a"y)
— y+a"y':y’+a"y

’

— yp(l-a)=y(l-a*)

o € Ceng(o)

Six=0alorsy=0etdonc x =0 et ainsi Ceng(o) =C,,.
Six=0alorsy =y(1-a*)"'(1- a"/) et donc

Ceng(o) = {()\,y(l —a) Y (1-a'))/ A e cn} ~C,

non ii) = non i) Soit xy € C,, — {0} tel que a* —1 ¢ C;,. Di§tinguons deux cas :

1/ a—1 ¢ C;,. Considérons alors un entier d = 0 divisant m tel que d(a—1) = 0 mod(m).
On a alors a = 1 mod(m/d) et donc pour tout x, a* = 1 mod(m/d), ce qui implique que
a*d = d mod(m). Pour tout (x,h) € C,, <, C,,, on a alors

(0,d)(x,h) = (x,d + h) = (x,a*d + h) = (x, h)(0,d)

et donc C,;<,C,, a un centre non trivial, ce qui rend impossible le fait qu’il soit de type CC.

2/ a-1€eC;j,. Onadonc xy # 1. Soit d Z 0 mod(m) un entier divisant m tel que d(a* —1) =
0 mod(m). Pour tout x € C,,, on a

(x0,0)(x,d) = (xo +x,a"°d) = (x + x0,d) = (x,d)(x¢,0)
et donc le centralisateur de (xo, 0) contient le sous-groupe < (x,d) >,.c, . Par ailleurs, on a
(1,d)(0,-d) = (1,d(1 —a)) = (1,0) = (0,—d)(1,4d)

ce qui montre que ce centralisateur n’est pas abélien et donc que C,, x,C,, n’est pas de type
CC.
O

Le lemme 17 acheve la preuve du théoreme 16.

On obtient alors comme corollaires :

Corollaire 18.— Pour n > 1, les groupes PSL,(IF,n) sont vraiment totaux. Sile groupe PSL(IFn)
se réalise sur un corps k alors, pour tout f € Z*(PSL, (1), k*), on a

PSL;(IFyn)

)=2"+1
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Preuve : La totalité de PSL,(IF,:) découle du fait qu’il est de type CC. La preuve de ce
corollaire va donc consister en un dénombrement de ses classes de conjugaisons.

Pour 1 = 1, on a PSL,(IF,) ~ S3 et 'on a vu que S3 contenait bien 3 = 2! + 1 classes de
conjugaisons. On va donc supposer maintenant que #n > 2 et ’'on va poser g = 2". Puisque
nous travaillons en caractéristique 2, on a PSLy(IF,) = SLy(IF,). Pour M € M;(IF;), on notera
IT)s son polynome caractéristique.

Etablissons préalablement deux résultats élémentaires d’algébre linéaire :

1/ Si M,N € M;(IF,;) sont semblables alors il existe Py € SLy(IF,) telle que M = PONPO_I.
Autrement dit, 'orbite de conjugaison d’une matrice de M;(IF,) est la méme sous l'action
de GL;,(IF,) que sous 'action de SLy(IF,).

Cette propriété découle du fait que, puisque IF; est de caractéristique 2, alors tous les

éléments de IF; sont des carrés. Si P € GLy(IF,) eét telle que M = PNP!alors Py = mp

est un élément de SL,(IF,) qui vérifie M = PONPO’1.
2/ Deux matrices M, N € M,(IF;) sont semblables dans M,(IF;) si et seulement si ITy; = Iy.

Pour cette propriété, le sens diret et évident. Pour la réciproque, si IT =11y, =TTy est
inséparable alors en notant A € Mz(quz) la racine double de I, on a que, soit M = N = AI,

soit M et N sont semblables a la matrice ( /0\ /1\ ) Si IT e$t séparable, comme c’est un

polynoéme de degré 2, M et N sont diagonalisables dans M(IF2) et toutes deux semblables
a une méme matrice diagonale de My (IF;2). Dans tous les cas, M et N sont semblables dans
Mz(quz).

Montrons que cela implique qu’elles le sont aussi dans M;(IF;). Notons a € F,> un
élément primitif et considérons une matrice P € GLy(IF;2) tel que PM = NP. 1l exiSte
R,Q € M;(IF;) tels que P = R+aQ et par suite ona RM = NRet QM = NQ et donc pour tout
x € Fp2,ona (R+xQ)M = N(R+xQ). L'application x —> det(R +xQ) est alors un polynome
de degré au plus 2 qui n’e$§t pas nul (puisque non nul en x = @), il posséde au plus deux
racines, mais comme g > 4, il existe donc x € IF, tel que (R+xQ) € GL,(IF)).

Dénombrons maintenant les classes de conjugaison et considérons une matrice M €
SL,(IFy). Distinguons deux cas :

a) Le polynome Iy et inséparable. Dans ces conditions, puisque det(M) =1, on a Il (X) =
0 1

classes de conjugaison correspondant a des matrices a polyndmes caraltéristiques insé-
parables.

X2 -1 et dong, soit M = I, soit M e&t semblable a la matrice ( 11 ) Il y a donc deux

b) Le polyndome IT,; est séparable. Puisque d°Il); = 2 et que det(M) = 1, il exiSte un
élément a € F2 — {0, 1} tel que +ale IF, et tel que [Ty (X) = X?—(a+a HX+1.

Réciproquement, pour tout a € F2 —{0,1} tel que a + ale I, il existe M € SL,(IF,)
tel que ITj(X) = X% — (@ + @~')X + 1. Pour voir ce fait, il suffit de considérer la matrice

de Frobenius M = (1) “ ;;_1 ) Ainsi, 'ensemble des classes de conjugaison des ma-
trices de SLy(IF;) a polynomes caractéristiques séparables est biunivoquement décrit par

I'ensemble E; constitué des éléments a + a~! € I, avec a € F2 — {0, 1}.

Onaa+a!=p+p!sietseulementsi @ =poua=p"'. Comme a =1, on en déduit
que le cardinal de E; vaut exaltement la moitié du cardinal de I'ensemble E, constitué des
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¢léments a € IF,2 —{0, 1} tels que a+ale [F;. Dénombrons ce dernier ensemble : il contient

IF, - {0, 1}, ce qui fait déja g — 2 éléments. Soit maintenant a € E; — IF,. Puisque a e$t racine

de Iy, on en déduit que a~! est le conjugué de a, ce qui équivaut a dire que a? = a~! ou

encore que a9*! = 1. Réciproquement, tout a € IF,2 — {1} vérifiant a?*! = 1 e§t un élément
de E; —IF,. Puisque IFq*2 est cyclique d’ordre g2 —1 = (g —1)(g + 1), il exi$te un sous-groupe
d’ordre g + 1 dans IFq*2 etdonc,ily a g+1 éléments de > vérifiant a?*! = 1. Ainsi E, - I,
compte g éléments et, par suite, E, compte 2g — 2 éléments.

Il'y a donc q -1 classes de conjugaison de matrices de SL,(IF,) a polynoémes caractéris-
tiques séparables, ce qui, ajouté au 2 autres classes trouvées dans le cas inséparable, donne
finalement q + 1 classes de conjugaison dans SL;(IF,).

O
Corollaire 19.— Soient n,m > 2 des entiers et a € C;,, d’ordre o(a) = n. Si la condition
YxeC,—{0}, a*-1€C;,
est vérifiée, alors le groupe G = C,, =, C,, e$t vraiment total.
Dans cette situation, si G se réalise sur un corps k alors, pour tout f € ZZ(G,k*), ona

m—1

dimyZ(AF) = n+

Preuve : La totalité de G découle du fait qu’il e§t de type CC. La preuve de ce corollaire va
donc consister en un dénombrement des classes de conjugaison dans G.

e0 =(x0),x=0: pourtoutyeC,,ona

(0,)(x,0)(0,~y) = (x, (1 —a"))

—~—

Comme (1 - a*) e§t inversible dans C,,, on en déduit que {(x,A)/ A €C,,} C (x,0). Mais
comme C,, C Ceng(0), on a f(x,0) = [G : Ceng(0)] < m et, par suite, on a finalement que

(x,0) = {(x, A)/ A€ C,}

Ceci détermine n — 1 classes de conjugaisons paramétrées par les x € C,, non nuls.

e0=(0,9),y=0: pourtout xeC,,ona

(x,0)(0,)(-x,0) = (0,a"y)
Soient x,x/ € C, tels que a*y = a"/y, ce équivaut a (1 — a"’x/) = 0. Si on avait x # x’ alors,
comme (1 —a*™*) et inversible, on aurait y = 0, ce qui e§t absurde. On en déduit que
{(0,a*y)/ x € C,;} € (0,y) et que cet ensemble compte exactement n éléments. Puisque C,, C
Ceng(0), on a #§(0,7) = [G : Ceng(o)] < n. Il s’ensuit que

—~—

(0,9) ={(0,a%y)/ x € Cy}

Il yadonc ’”T_l classes de conjugaisons paramétrées par les y € C,,, non nuls. En rajoutant a
ce décompte la classe neutre, on obtient bien pour nombre de classes de conjugaison n+’”7_1

dans G.

Remarques : a) Le fait que 'entier n divise l'entier m — 1 n’e§t pas du tout naturel, cette
propriété découle bien sur du fait que Vx € C,, — {0}, a* -1 € C},.
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b) La condition Yx € C, — {0}, a* — 1 € C;, implique que m est un entier impair, car dans
le cas contraire, on con$tate que si a et impair alors a — 1 ne I'e§t pas et n’e§t donc pas
inversible modulo m. On peut préciser un peu la condition, en regardant la décomposition
en fateurs premiers de m :

Lemme 20.— Sim = ]_[p:’ est la décomposition en produit de faéteurs premiers d’un entier
impair m > 3, et si a € C;, est un élément d’ordre multiplicatif o(a) = n, alors les propriétés
suivantes

i) pour tout x € C,, — {0}, a* -1 € C},,

ii) pour tout indice i, Uordre multiplicatif de a modulo p:i vaut net nlp; — 1,

sont équivalentes.

Preuve : i) = ii) L'isomorphisme C;, =~ ]_[C;_,i assure que l'ordre de a modulo p.' vaut

bien n pour tout i. En effet, pour tout x € C,, — {0}, on a a* — 1 € C;, et donc a* — 1 e$t
. . 1i .. . N
inversible modulo p;' et donc non nul. On peut donc se limiter maintenant au cas ou
m = p". Les éléments de C;, d’ordre une puissance de p sont exatement les éléments
congrus a 1 modulo p et aucun d’eux ne vérifie la condition i). Donc, aucun élément non
trivial de < a > n’est d’ordre une puissance de p. Comme C;, =~ Cp_1 XCpr1, on en déduit
que a appartient au facteur C,_; et donc que n|p - 1.

ii) = 1) En utilisant a nouveau I'isomorphisme C;, = Cp_1 xCpr-1, on voit que la condition

nlp —1 implique que l'ordre de a modulo p” est le méme que l'ordre de 2 modulo p et donc

pour tout x € C,, — {0}, on a a* # 1. L'isomorphisme C;, ~[[C*,, implique finalement le i).
Pi

O

Cette remarque permet d’exhiber plus efficacement des produits C,, <, C,, de type CC.
Pour m = 341 = 11-31 ou 8281 = 72-132 on trouve C; 244 Cs41, C10%277C341, C10 <46 C341,
C1o><178 C341, Ce <3020 Cg281, C <2175 Cgog1 comme exemples possibles.

¢) La question de la classe d’isomorphisme d’un produit C, <, C,, se pose. Dans le cas ou
ils sont de type CC, on peut caraltériser simplement cette classe.

Lemme 21.— Soient n, m,n/,m, > 2 des entiers, a € C;,, un élément d’ordre n vérifiant, pour
tout xe€ C,—{0},a*-1€C;,etbe C;, un élément d'ordre n vérifiant, pour tout x € C,y — {0},
b*-1e€ C’:ﬂ,. Les conditions suivantes

i) les groupes C,, %<, C,, et C s =}, C, » sont isomorphes,
ii)n=n', m=m et aetbengendrent le méme sous-groupe de C%,,
sont équivalentes.
Preuve: ii) = i) Par hypothése, il existe un entier k premier a 1 tel que b* = a. L'application
CuxaC — Cup Cyy
(x, ) —  (kx,a)
et alors un isomorphisme de groupes.
i) = ii) Rappelons deux propriétés classiques sur les groupes de Frobenius :

e Un produit semi-dire&t G = H < K e$t un groupe de Frobenius de complément de Frobe-
nius H si et seulement si pour tout k € K —{e} on a Ceng (k) = {e}.

e Le noyau de Frobenius d’un groupe de Frobenius G et égal au sous-groupe de Fitting
F(G) de G, c’e§t-a-dire au plus grand sous-groupe normal nilpotent de G.
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A cause des hypothéses faites et de ce qui précéde, le groupe G = C,, <, C,, (resp. G =
C,’ =, C,) est un groupe de Frobenius. Soit a € C,,, - {0} et x€C,, on a

(x%,0)(0,a) =(0,a)(x,0) = ad*a=a = a(a*-1)=0

Puisque, pour tout x € C,, — {0}, I'’élément a* - 1 est inversible, on en déduit que Cenc (a)=
{0} et donc que C,, (resp. C,/) est le complément de Frobenius de G (resp. G).

Le groupe C,, étant abélien, c’est un sous-groupe de G qui est distingué et nilpotent.
On a donc C,, C F(G), mais comme le complément de Frobenius de G e§t C,;, on a que
G =~ C,, < F(G) et, pour des raisons évidentes de cardinalité, on en déduit que C,, = F(G)
(resp. C,/ = F(G)).

C0n31derons un 1somorphlsme p:G— G. Puisque P envoie isomorphiquement F(G)
sur F(G'), on en déduit que m = m’ et, par suite, que n = . L'application ¢ définit alors, par
restri¢tion, un automorphisme de C,, et il exiSte donc un élément u € C;, tel que ¢(0,1) =
(0,u). Posons formellement ¢(1,0) = (v,w), on a alors

(w+b"u) = (v,w).(0,u)=¢(1,0).9(0,1) =@ ((1,0).(
¢(1,a) = ¢((0,a).(1,0)) = ¢(0,a).¢(1,0) = (0,au).(v, )
(v,w+au)

et donc au = b"u, ce qui implique (puisque u e$t inversible) que a = b” e< b >. Le méme
raisonnement effetué sur ¢! montre finalement que <a >=<b >.

O

Un cas pratique d’application du corollaire 19 e§t celui ou m = p > 3 e$t un nombre
premier, n > 2 un entier divisant p — 1 et a un générateur du sous-groupe d’ordre n de Cj,.
Par exemple G = C; <, C3, Cy x4 Cg, Cyxy Cs, Cy ¢ C7, C3 x5 Cy, Cgx3 C7 -+, Un autre cas
intéressant concerne le groupe diédral :

Corollaire 22.— a) Pour tout n > 1, le groupe diédral Dy, ., e$t vraiment total et quand il se
réalise sur un corps k, on a pour tout f € Z>(D gy, k*),

dime(}\?‘*”*z) =n+2

b) Pour tout n > 1, si le groupe diédral G = Dy, se réalise sur un corps k, alors pour tout
f € Z*(Dy,, k*), on a
dime(}\?‘*”) =noun+3

Preuve : Le a) découle du corollaire 19 pour le choixn=2,m=2n+1eta=-1.
b) Pour ce qui e$t du groupe diédral

D4n = Cz >X_1 C2n = {e, 0, ’pZH—I,O_, op,- ,crpz"_l}

on a Z(Dy,) = {e, p"} et les classes de conjugaisons et centralisateurs dans Dy, sont :
e ¢ ={e}, Cenp, (¢) =Dy,

o p" = {p"), Cenp,, (p") = D3,

° p~k = {pk,p‘k}, CenD4n(pk) =C,, pourtoutk=1,---,n-1

2n—2}

oG ={0,0p%,0p , Cenp, (0)={e,p",0,0p"} =2Cy;xC,
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° (fj\é = {o“p,o*p3,... ’szn_l}, CenDM(a) = {C,pn,O'p,O’pn+1} ~ C2 XCz
Posons Dyy, i = le.p,--+,p" 0,0p}etS={o € D4nc0nj/ Dg|Ceny, (o) = 1}. Comme pour

toutk=1,---,n-1, CenDZn(pk) est cyclique on en déduit que p¥ € S et donc que S compte
au moins n éléments. La fin de la preuve va consiSter a montrer que les trois éléments
p", o et op sont, soit simultanément dans S, soit simultanément hors de S. Remarquons

préalablement que comme p" € Cy,;, on a wpyn iy, = 1.
2n

Posons A = wy(p"). Comme 1 = w,(e) = wy(p"p") = wy(p")? = A? on en déduit que
A==1.
e Si A =1 alors
® Wone = 1 et, pour toutk =0,---,2n-1, wpn(apk) = wpn(cr)wpn(pk) = wpn(o) = Al =1,
Ainsi, wn =1etdoncp”eS.
P |D4n

ews(e)=1, ws(0) =1, ws(p") =A =1, ws(0p") = ws(0)w,(p") =A=1. Donc o €S.

e wop(e) =1, wep(0p) =1, Wap(p") = Wpn(0p) ™! = Wen(0) M wpn(p) ™t = A =1, wgp(op™) =

Wsp(opp") = Wep(op)we,(p") = (upn(crp)‘1 =1.Doncop€S.
e Si A =-1 alors

—_1-1 _ _ fnad n
o wpn(o)=A"" = leta1n51a)pn|D4nzl.Doncp Z8S.

e w,(p") =—1 et ainsi Wo|Cenp,, (o) & 1. Donc o ¢S.

° wop(p") = wo(p")wp(p") =—1 et ainsi a)gplc‘m%l(ap) z1.DoncopgsS.

Pour le cas du groupe Dy, nous n‘affirmons pas qu’il n’e§t pas vraiment total. Pour
autant, le calcul numérique montre que les groupes Dy, ne sont pas vraiment totaux pour
n=1,---,8.

Si l'on exclut le cas du groupe diédral et celui ou m et un nombre premier, les cas
possibles rentrant dans le cadre du corollaire 19 et restants pour m < 100 sont alors

CyxyCrs CyxgCos C3xgCyg Cei9Cyh9 C3x30Cyo Coxzp Cyo
CymgCgs  CyrxgCos CymyrCos CyxsyCos Cyrxgz3Cgs Cymzg Cys
CyyrCgs CyxzpCgs C3mgCyp CexpCo1 C3xqCo1 Coxq7 Coy
Cyx74Cop Cgxy5Co1 Caxgr Cop  Cgixgr Cop

Pour compléter ces résultats, nous donnons quelques autres exemples pour des pro-
duits semi-directs de groupe cycliques. Nous rappelons que dans ces tableaux, les dimen-
sions dime(Z\?) données, quand il y en a plus d’une, sont toutes atteintes pour un bon

choix de corps k et de cocycle f.

a) Exemples de produits semi-dire¢ls de deux groupes cycliques qui ne sont pas des groupes to-
taux.
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G Cox5Crp | CaxyCrp | Cq3Cyq | Cqx5Cq
o(G) 24 24 16 24
#Gcon; 12 15 10 12
dime(}\?) 6oul2 | 6oul5 | 4oul0d | 60ul2
G Cg3Cyq | Cgx3zCy | Ce5Cq
o(G) 24 32 36
#Geon; 15 20 18
dime(}\J?) 6oul5 | 8ou20 | 9oul$

b) Exemples de produits semi-direCts de deux groupes cycliques qui ne sont pas de type CC mais
qui sont totaux.

G Cyrx3Cg | Cax5Cg | C3xgCo | C3xyCy
o(G) 16 16 27 27
BGeon; 7 10 11 11
dime(]-\fﬁ) 7 10 11 11
G CyxpC3 | CyxqCs | CyxgCy | CopC3
o(G) 12 20 28 18
BGeonj 6 8 10 9
dime(l\?) 6 8 10 9

3.3. Les groupes méta-dicycliques. Dans ce paragraphe nous présentons I'exemple d’une
famille de groupes finis quasi-CC qui ne sont pas de type CC.

On se donne deux entiers n,m > 1 et 'on considere le groupe I' = Cy4,,, x_; C;,. On
considere le sous-groupe d'ordre 2, H =< (2m,n) > qui e§t visiblement distingué dans T
puisque contenu dans le centre de T

On consideére alors le groupe quotient d’ordre 4mn, A}, = I'/H. On appelle les groupes
A}, les groupes méta-dicycliques. Cette terminologie provient du fait que pour m = 1, le
groupe Al est égal au groupe dicyclique Qg,,.
Proposition 23.— Si n et m sont premiers entre eux, alors le groupe méta-dicyclique A, e$t un
groupe quasi-CC. Par ailleurs, si en plus n > 2 alors le groupe A};, n'est pas de type CC.

Preuve : Posons G = A?,. Lorsque n =1, on a I = Cy,, x C, et, par suite, A}, ~ Cy,, qui est
bien de type CC, donc quasi-CC. Supposons maintenant que n > 1.

Le premier point a observer e$t que, si 'on note s : I' — G la surjection canonique, on
a Z(T) = s7(Z(G)) et pour tout a € T, Cenr(a) = s~ (Ceng(s(a))). En effet, si h,h € G ont
pour représentants a = (x,g) et @« =(x,g ) dans T, alors la condition hhi = h h équivaut a

, ’

(x+x,,g+(—1)"g )= (x +x,g' +(-1)* g) modH

mais du fait de I’égalité x +x = x +x, 1’égalité modulo H ci-dessus équivaut a I’égalité tout
court, c’est-a-dire a @a = a a. On en déduit que Z(G) = Z(I')/H et que pour tout a €T,
Ceng(s(a)) = Cenr(a)/H.

Un élément (x,g) € T e§t dans le centre de T si et seulement si, pour tout (x, '), on a

4 ’

(I-(-1)")g=(1-(-1)")g

Le choix ¢ =0 et x =1 montre que 2g = 0 et donc que g = 0 ou 7. Le choix x =0etg =1
montre que x € 2Cy4,,,. On en déduit que le centre de T e$t égal a Z(I') = 2Cy,,, x nC,,.. On
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a donc Z(G) = Z(I')/H = 2Cy,, X nC,,,/(2m,n) = s(2Cy,,) = Cy,,, et le centre de G et bien
cyclique non-trivial. En particulier, G n’e§t pas de type CC.

Etudions maintenant les centralisateurs. Soit a = (x,g) € T, alors a = (x,,g,) € Cenr(a)

si et seulement si ,
(C) (1-(=1)")g=(1-(=1))g

Distinguons deux cas :
1/ x ¢ 2Cy,, : la condition (C) équivaut alors a 2g’ =(1- (—1)", )g-

e Si x €2Cy,, alors g, =0 ou n et les éléments a’ correspondent alors a 2Cy,,, x nC,,, =
Z(T).

e Si x' &2Cy, alors 2¢’ = 2g, ce qui équivaut 4 ¢ = g ou g+ 1.

k

Ainsi, 'ordre de Cenr(a) vaut 8m. Pour tout entier k, on a (1,g)k = (k, #g), on en
déduit que, modulo H, I’élément (1,g) eSt d’ordre 4m. Par ailleurs, puisque Ceng(s(a)) =
Cenr(a)/H, 'ordre de Ceng(s(«)) vaut 4m et donc, on en déduit finalement que

Ceng(s(a)) =< s(L,g) >~ Cap
est cyclique.

2/ x € 2Cy,, : la condition (C) équivaut alors a (1 —(—1)* )¢ = 0. On s’intéresse aux central-
isateurs des éléments qui ne sont pas dans le centre, on peut donc exclure le cas g = 0 ou #.
Dans cette situation on a nécessairement x € 2Cy,, et, par suite, on a Cenp(a) = 2Cy,,, xCy,,.

e Si n et m sont impairs, puisqu’ils sont premiers entre eux, on a

2C C C C CrxCyhxC C
= 4”}; n ZmCXZ 2n 22X 222"1)( " ~CyxC,xCp=Copn

Ceng(s(a))

qui e$t bien cyclique.

e Si un des deux entiers n ou m e$§t pair alors étudions l'ordre modulo H de 1’élément
(2,1) € Cenr(a). On a, pour tout entier k, (2, 1)k = (2k, k) et donc

< k =0 mod(2mn)

(2,1)F = (0,0) = { 2k = 0 mod(4m) — { k =0 mod(2m)

k =0 mod(2n) k =0 mod(2n)

21)f = (2mn) e 2k = 2m mod(4m)

k =n mod(2n)
— k = m mod(2m)

k =n mod(2n)

Ah e Z/ k = m(1 + 2h)
—

AteZ/ k=n(1+2t)

Comme 7 et m sont des entiers premiers entre eux, les derniéres relations montrent qu’ils
divisent tous deux des entiers impairs, ce qui e§t contradiétoire avec I’hypothése. On
en déduit donc que (2,1) est d’ordre 2nm modulo H, ce qui e§t exatement 'ordre de
Ceng(s(a)) = 2Cy,, xC,,,/H. Ainsi, Ceng(s(a)) = Cy,,, €St cyclique, ce qui acheve la preuve.

O

Corollaire 24.— Les groupes méta-dicycliques A}, sont vraiment totaux dés que n et m sont
premiers entre eux. Dans cette situation, si A}, se réalise sur un corps k, alors pour tout f €
Z2(AL,k*), on a
. Al
dlme(]-\f'”) =m(n+3)
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En particulier, pour tout n > 1, le groupe dicyclique Qy,, est vraiment total et, si Qg, se
réalise sur un corps k, alors pour tout f € Z*(Qq,,, k*), on a

dimZ(R7*) = +3

Preuve: Il s’agit de dénombrer les classes de conjugaisons de AJl,. On reprend les notations
précédentes et I'on commence par décrire les classes de conjugaison de I'. Soit (x,g) €T,
pour tout (y,h) eI, on a

@ M) g)h) ™ = (p+xh+(=1)?g) (=3, ~(=1)h) = (x, (1) g + h(1 - (-1)"))

1/ Si x € 2Cy,,,, alors le produit précédent vaut (x,(—1)”g) et on en déduit que

—~—

(x,8) ={(x,8), (x,-¢)}

L'ensemble de classes correspondantes e§t donc
{(/JTg/)/x €2Cyy, =0, ,n}

ensemble qui compte 2m(n + 1) éléments.

2/ Six ¢ 2Cy,,, alors le produit précédent vaut (x,(—1)?g+2h) et on en déduit que si g € 2C,,,
alors

—~—

(x,8) ={(x,0),(x,2),---, (x,2n - 2)}
et si g ¢ 2C,, alors

—~—

(x,8) ={(x,1),(x,3),---, (x,2n - 1)}
L'ensemble de classes correspondantes e§t donc
{(0), (T x € 2Cy,
ensemble qui compte 4m éléments.

En conclusion, il y a 2m(n+3) classes de conjugaison dans I'. Par passage au quotient, on
en déduit que les classes de conjugaisons de G sont la réunion des deux ensembles suivants
{s/(x\,:g;)/x: 0,2,---,2m-2, g= 0,---,n}

et — —

{s(x0),s(x 1)/ x=1,3,--,2m -1}
Iy a donc m(n + 3) classes de conjugaison dans G, ce qui achéve la preuve.
O

3.4. Totalité et opérations sur les groupes. L'ensemble des groupes vraiment totaux n’est
Stable par aucune opération usuelle sur les groupes. Plus précisément :

e Si G et vraiment total et si H eSt un sous-groupe de G, alors H n’e$§t pas forcément
vraiment total. Par exemple, le groupe G = C; x5 Cg est vraiment total, mais l’ation de C,
sur le sous-groupe d’ordre 2 de Cg étant trivial, on en déduit que G posséde un sous-groupe
isomorphe a C, x C, qui n’e$t pas vraiment total.

e Si G et vraiment total et H e§t un sous-groupe distingué de G, alors le groupe quotient
G/H n’e§t pas forcément vraiment total. Par exemple G = Qg posséde un quotient isomor-
phe a C; xC,.
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e Si G est extension de deux groupes vraiment totaux H et N, alors G n’e$t pas forcément
vraiment total. Par exemple, H = Qg et N = C; sont vraiment totaux, mais G = C4x_; Cy
qui et extension de N par H ne l’eét pas.

e Si G et H sont vraiment totaux, le produit cartésien G x H ne l'e§t pas forcément. Par
exemple, pour G = H = C,, le groupe C, x C, n’est pas vraiment total.

On peut toutefois obtenir des résultats sur la totalité si 'on impose quelques hypotheses.
Pour les produits cartésiens, on a :

Proposition 25.— Soit G et H deux groupes vraiment totaux. Si o(G) et o(H) sont des entiers
premiers entre eux, alors le groupe produit G x H est vraiment total.

Preuve: On identifie G et H a leurs images canoniques dans GxH. Considérons un élément
oc=apeGxHavecaeGetfeH. Ona Cengyy(o) =Ceng(a)x Ceny(B) et il s’agit de
montrer que pour tout x € Ceng,y(0), on a wy(x) = 1. Ecrivons x = gh avec g € Ceng(a) et
h € Ceng(f), remarquons que «a, 8, g, h commutent deux a deux et donc
wo(X) = wap(gh) = wap(g )waﬁ(h) wg'(ap)w, ' (ap)
! Ha)w §l(ﬁ)= a(g)wa(Mwp(g)wp(h)
(hwp(g) (cara,g€G, B,he H et G, H sont totaux.)

Comme h € H, w,(h) e§t une racine o(H)-éme de 'unité, mais comme wy(a) = w,(h)~! et
que a € G, on en déduit que w,(h) e§t aussi une racine o(G)-eme de I'unité, et comme o(H)
et 0(G) sont premiers entre eux, on en déduit finalement que w,(h) = 1. On montre de la
méme fagon que wg(g) =1 et ainsi, wy(x) = 1.

|

Complétons le cas des produits par quelques résultats obtenus sur machine :

G C2><S3 C3><S3 CQXQ& C2><A4 C2><D8 C3><D8
o(G) 12 18 16 24 16 24
HGeoni 6 9 10 8 10 15

dime(}\j(,;) 30u6 9 40ul0 6ou8 | 1,40ul0| 60ul5

G CyxQpp | CgxS3 | CaxCyxS3 | CaxDig | CaxDyy | CaxDyyg
o(G) 24 24 24 20 24 28
ﬁGconj 12 12 12 8 12 10

dime(I\?) 6oul2 |60ul2| 3,60ul2 50u8 |3,60ul2| 70ul0

Le cas du groupe G = C3 x S3 et intéressant puisqu’il con§titue un contre-exemple,
dans le cas non-abélien, a la réciproque de la proposition 25. Par ailleurs, puisque le cen-
tralisateur du couple (1,p) est isomorphe & C3 x C3, ce groupe constitue un exemple de
groupe total qui n’est pas quasi-CC.

La proposition 25 couplée a I’étude des groupes quasi-CC permet d’exhiber une large
famille de groupes totaux dont aucun n’e§t quasi-CC : on prend les produits cartésiens
G x H ou G et H sont des groupes quasi-CC non cycliques d’ordre premier entre eux (les
éléments non centraux des facteurs G et H n'ont alors pas de centralisateurs cycliques).
Par exemple, les groupes PSL,(IF,1) x (C;q <4 Cy3) sont totaux mais pas quasi-CC dés que
nz 11 mod(23) et n 25 mod(11).

Le fait que la totalité ne soit pas Stable par passage au quotient et 1ié au fait que les Sta-
bilisateurs d’un groupe quotient peuvent "grossir". Si l’on peut controler ces Stabilisateurs,
on peut alors conclure :
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Proposition 26.— Soit G un groupe vraiment total, H un sous-groupe distingué de G et s :
G — G/H la surjeftion canonique. Si, pour tout a € G—H on a

s(Ceng(a)) = Ceng/p(s(a))

alors le groupe quotient G/H est vraiment total.

Preuve : Considérons un 2-cocyle f € Z*(G/H,k*) et f I'image de f par I'application
d’inflation Z?(G/H,k*) — Z*(G,k*). On a, par définition, pour tout g,h € G, f (g,h) =

f (g, h). Soit donc 0 € G—H, par hypothéese quand g parcourt Ceng(c), g parcourt Ceng,g(0)
et doncona
w5(8) = ws(g) =1
ce qui prouve que G/H est vraiment total.
]
Une illu$tration pertinente de cette propriété consiste a regarder I’épimorphisme Q,, —
D,,,. Sil'on présente ces groupes de la maniére suivante :
Qu,=<a,pla*=e p*=a", papt=at>

Dy, =<p,0|p" =e¢, a’=e¢, cfpo:p_1 >

alors Z(Qy,) =< a” >=< % > e§t d’ordre 2 et l'on a la suite exaéte

1—Z(Qy,) Qg ——= Dy, 1

ous(a)=pets(f)=o.

Si n = 2m e$t pair, alors Ceng, (a™) =< a > puisque pa™Bt = a™™ = a™. Cepen-
dant, Cenp, (s(a™)) = Cenp, (p") = Dy, # s(Cenp,, (a™)) =< p >, ce qui montre que les
hypotheses de la proposition 26 ne sont pas vérifiées lorsque 1 e$t pair.

Sin=2m+1 et impair, les classes de conjugaison et les centralisateurs sont :
e e={e}, Cen%l(e) =Qy,» CenDzn(e) =Dy, = S(Qéln)
o ol = {a™), Cen%(a”) =Qq,, CenDz,,(S(“”)) — S(Cen%((x"))

k

. af= {a¥,a™y, Cen%l(ak) =<a>pourtoutk=1,---,n-1

. (7‘ = {p*, 07}, CenDzn(s(ak)) =<p>= s(Cen%1(ak)) = s(CenQ‘m(ak*m)) pour tout k =
1’...,m

* B=1p.pa’, -, pa’?), Ceng,, (B) =< >

* Ba={pa,pa’---,pa’*1}, Ceny, (Ba)=< pa > d'ordre 4

s G=|{o,0p,---,0p>™}, Cenp, (0) =<0 >=s(Ceng,, (B)) = s(CenQén(ﬁ3))

et nous sommes la en pleine application de la proposition 26, ce qui donne une autre
preuve de la proposition 22.a).
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