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Résumé.— Dans cet article, nous montrons que le Problème Inverse de la théorie de Galois admet

une réponse positive sur certains corps de fractions tordus H(t, α, δ) non triviaux.

Abstract.— In this article, we show that the Inverse Galois Problem has a positive answer over

some non-trivial skew fields of fractions H(t, α, δ).

1.— Introduction. Cet article s’inscrit dans la continuité de plusieurs travaux récents sur la problématique

inverse de la théorie de Galois pour les corps gauches. Un des résultats les plus significatifs de la théorie

inverse de Galois classique, du à Pop (voir [Pop]), affirme que si un corps commutatif H contient un corps

ample
1
, alors le Problème Inverse de Galois Régulier admet une réponse positive sur le corps H (i.e. tout

groupe fini est groupe de Galois d’une extension régulière du corps des fractions H(t)). Lorsque le corps

H n’est plus nécessairement commutatif, les analogues naturels du corps de fractions H(t) ont été décrits

et étudiés par Ore (voir [Ore]). Il s’agit des corps H(t, α, δ) de fractions d’anneaux de polynômes en la

variable t, tordus par la multiplication induite par la relation ta = α(a)t + δ(a) où α est un automorphisme

de H et δ est une α-dérivation2
de H. La théorie de Galois, dans le cas des corps gauches, a notamment

été développée par Jacobson (voir [Jac]) et autorise la problématique de Galois inverse. Dans un premier

article (voir [DL]), l’auteur et Legrand ont montré que si H était un corps gauche de dimension finie sur

son centre C, alors le Problème Inverse de Galois possédait une réponse positive sur le corps des fractions

tordu à indéterminée centrale H(t) = H(t, Id, 0) dès que C contenait un corps ample. L’idée arithmétique

utilisée pour ce résultat consistait en un contrôle efficace de la norme réduite de l’extension des scalaires.

Telle quelle, leur méthode ne pouvait s’appliquer à autre chose que α = Id et uniquement sous l’hypothèse

[H : k] < +∞. Dans l’article [Beh], Behajaina a repris la stratégie de l’extension des scalaires introduite

dans [DL] et a proposé une idée astucieuse et très efficace de plongement dans un corps de séries tordu,

pour montrer que le résultat restait vrai sur le corps H(t, α, 0) lorsque α était d’ordre fini et surtout en ne

faisant aucune hypothèse de finitude de H sur son centre C.

Dans cet article, nous adaptons cette idée de Behajaina pour s’attaquer au cas où δ , 0. Dans [Beh],

on utilise un plongement du corps H(t, α) dans le corps des séries tordu H((t, α))3, mais ce plongement

n’existe que pour δ = 0. Pour le cas δ , 0, nous exploitons une idée de Schur (voir [Sch]) qui permet

de plonger H(t, α, δ) dans un corps de séries tordu plus "compliqué" que H((t, α)), noté Hα,δ((z)), et qui

correspond moralement en une complétion en t−1 de H(t, α, δ) (un analogue non commutatif du corps de

séries de Laurent k((1/t))). L’étude du corps Hα,δ((z)) et du plongement de H(t, α) associé est l’objet de la

partie 2 de ce texte. La méthode Behajaina, que nous formalisons dans la partie 3, s’avère alors payante

dans cette situation plus générale et permet de montrer le

Théorème Principal.— Soient H un corps de centre C, α ∈ Aut(H) un automorphisme de H, δ ∈ Derα(H)
une α-dérivation, C

cste(δ) le corps des δ-constantes de C et H(t, α, δ) le corps des fractions tordu par α et δ. S’il
existe un entier m ≥ 1 tel que tm ∈ Z(H(t, α, δ)) et si le sous-corps de C

cste(δ) laissé invariant par α

C0 = C<α>
cste(δ) = {x ∈ C/ δ(x) = 0, α(x) = x}

0
Classification AMS 2010 : 12E15, 12F12.

1
Notion introduite par Pop, qui appelle ces corps "large". Il s’agit des corps commutatifs K qui vérifient que, toute courbe courbe

lisse définie sur K et géométriquement irréductible possède une infinité de points K-rationnels dès qu’elle en possède un.

2δ : H −→ H est un morphisme additif qui vérifie de plus δ(ab) = δ(a)b + α(a)δ(b). Lorsque α =Id, δ est une dérivation au sens

classique du terme.

3H((t, α)) est le complété en t de H(t, α) et correspond au corps des séries de Laurent tordu par la multiplication induite par la

relation ta = α(a)t.
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contient un corps ample, alors le Problème Inverse de la théorie de Galois admet une réponse positive sur
H(t, α, δ).

Ce théorème généralise bien [Beh,Théorème A] puisque, si δ = 0 et o(α) = m, alors tm
est central

dans H(t, α). Il est remarquable (voir [Coh]) que, si δ est intérieure
4
(e.g. lorsque C , C<α>

), alors le

corps H(t, α, δ) est en fait isomorphe à H(t, α). De même, si l’on suppose maintenant que α est intérieur

(e.g. lorsque C = C<α>
et δ|C , 0), alors le corps H(t, α, δ) est en fait isomorphe à un corps de fractions

tordu H(t, Id, δ
′

) où δ
′

est alors une simple dérivation du corps H. Ainsi, l’étude de H(t, α, δ) se ramène

uniquement à trois situations : H(t, α), H(t, Id, δ) avec δ non intérieure et H(t, α, δ) avec α et δ non intérieurs.

Le Théorème Principal étend donc [Beh,Théorème A] aux deux dernières situations. C’est dans ces deux

situations que nous donnons des exemples d’application, en fin d’article.

Pour le lecteur non familiarisé à la théorie de Galois sur les corps gauches, nous le renvoyons aux

livres [Jac] et [Coh], ainsi qu’à l’article [DL] où les éléments essentiels de cette théorie sont introduits de

manière ad hoc. Pour la problématique inverse de Galois sur les corps gauches, et notamment sur les corps

de fractions tordus, nous renvoyons à [Des], [DL], [Beh] et [BDL].

Cet article s’inscrit dans les travaux du projet RIN "TIGaNoCo" (Théorie Inverse de Galois Non Com-

mutative), financé par l’Union Européenne dans le cadre du programme opérationnel FEDER/FSE.

2.— Plongement sériel d’un corps de fractions tordu. On considère un corps H, un automorphisme

α ∈ Aut(H) et une α-dérivation δ ∈ Derα(H). La définition du classique corps des séries de Laurent tordu

H((t, α)) n’a pas de sens si l’on rajoute δ , 0. Pour contourner cette difficulté, Schur a introduit une idée

qui va permettre de plonger le corps H(t, α, δ) dans un autre corps de séries tordu en complétant, non pas

H[t, α, δ] comme pour le cas δ = 0, mais plutôt le sous-anneau Hα,δ[t−1] =< H, t−1 > de H(t, α, δ), engendré
par H et t−1. Cette idée, introduite dans [Sch], consiste à considérer la variable z = t−1 et à remarquer que,

puisque ta = α(a)t + δ(a) alors on a, par récurrence sur l’entier n ≥ 1,

(F) az = zα(a) + zδ(a)z = zα(a) + z2α ◦ δ(a) + z2δ2(a)z = · · · = zα(a) + z2α ◦ δ(a) + · · · + znα ◦ δn−1(a) + znδn(a)z

Une première conséquence de cette égalité (F) est que, si δ est localement nilpotente (i.e. pour tout a ∈ H,

il existe na ≥ 0 tel que δna (a) = 0), alors on a

az =
∑
n≥1

znα ◦ δn−1(a) =

na+1∑
n=1

znα ◦ δn−1(a)

Dans cette situation, l’anneau Hα,δ[t−1] est donc plus simplement égal à l’ensemble des polynômes à coeffi-

cients à droite, en la variable t−1 :

Hα,δ[t−1]0 =
{
t−na0 + · · · + tan−1 + an/ n ≥ 0, a0, · · · , an ∈ H

}
Cette remarque permet d’établir une propriété forte de l’anneau Hα,δ[t−1] :

Lemme 1.— Si δ est localement nilpotente alors l’anneau Hα,δ[t−1] est un anneau de Ore et H(t, α, δ) est son
corps de fractions.

Preuve : Commeno̧ns par remarquer que, dans H(t, α, δ), la conjugaison par l’élément t−1 (resp. t) laisse

stable Hα,δ[t−1]. En effet, pour tout a ∈ H, on a :

t−1at = t−1(tα−1(a) − δ ◦ α−1(a)) = α−1(a) − t−1δ ◦ α−1(a) ∈ Hα,δ[t−1]

et, respectivement, si n ≥ 1 est tel que δn(a) = 0 alors, par la formule (F), on a :

tat−1 = α(a) + t−1α ◦ δ(a) + · · · + t−nα ◦ δn−1(a) ∈ Hα,δ[t−1]

ce qui prouve bien la propriété, puisque la conjugaison est un morphisme.

4
C’est-à-dire, s’il existe λ ∈ H tel que δ(x) = λx − α(x)λ, pour tout x ∈ H.
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Si l’on considère maintenant p = antn + · · · + a0 ∈ H[t, α, δ], en posant

p̂ = t−n p = (t−nantn) + t−1(t−(n−1)antn−1) + · · · + t−na0 ∈ Hα,δ[t−1]

et p̃ = tn p̂t−n ∈ Hα,δ[t−1], on voit que,

Pour tout p ∈ H[t, α, δ], il existe un entier n ≥ 0 et p̃, p̂ ∈ Hα,δ[t−1] tels que p = p̃tn = tn p̂

Une fois cette propriété remarquée, si l’on considère deux éléments a, b ∈ Hα,δ[t−1] alors dans H(t, α, δ),
on peut écrire a = paq−1a et b = pbq−1b avec pa, pb, qa, qb ∈ H[t, α, δ] (l’anneau H[t, α, δ] étant de Ore et

H(t, α, δ) étant, par définition, son corps de fractions). Avec les notations précédentes, on peut écrire

pa = aq̃atna
et pb = bq̃btnb

avec na, nb ≥ 0 et q̃a, q̃b ∈ Hα,δ[t−1]. Comme H[t, α, δ] est un anneau de Ore, il

existe A, B ∈ H[t, α, δ] non nuls tels que paA = pbB. On pose A = tnA p̂A et B = tnA p̂A et, en considérant les

entiers positifs h = na + nA et g = nb + nB (avec, par exemple, h ≥ g), on a alors

paA = pbB =⇒ aq̃ath p̂A = bq̃btg p̂B

=⇒ aq̃a(th p̂At−h)th = bq̃b(tg p̂Bt−g)tg

=⇒ a
(
q̃a(th p̂At−h)

)
= b

(
q̃b(tg p̂Bt−g)tg−h

)
Les éléments q̃a, q̃b et tg−h

sont des éléments non nuls de Hα,δ[t−1] et, d’après ce qui précède, les conjugués

th p̂At−h
et tg p̂Bt−g

restent dans l’anneau Hα,δ[t−1]. On a donc trouvé u, v ∈ Hα,δ[t−1], non nuls, tels que

au = bv. Ainsi, Hα,δ[t−1] est un anneau de Ore à droite. La même stratégie montre qu’il est aussi de Ore à

gauche.

Le plus petit sous-corps de H(t, α, δ) qui contient Hα,δ[t−1] contient nécessairement H et t = (t−1)−1. Il

est donc égal à H(t, α, δ) tout entier et H(t, α, δ) est donc bien un corps de fractions de Hα,δ[t−1]. Il est

unique à isomorphisme près, puisque nous venons de montrer que Hα,δ[t−1] est un anneau de Ore.

�

Lorsque δ est localement nilpotente on a donc Hα,δ[t−1] = Hα,δ[t−1]0, mais lorsque δ n’est pas localement

nilpotente, l’ensemble Hα,δ[t−1]0 est a priori juste un sous-groupe additif de Hα,δ[t−1] et la somme infinie

az =
∑

n≥1 znα ◦ δn−1(a) n’a pas de sens dans Hα,δ[z]. Elle peut cependant en prendre un dans un certain

anneau de séries : on introduit, à cet effet, l’anneau Hα,δ[[z]] des séries entières formelles (à coefficients

à droite) muni du produit induit par la relation az =
∑

n≥1 znα ◦ δn−1(a). Le produit a bien un sens, car la

valuation de azn
vaut n. On démontre (voir [Coh, Theorem 2.3.1.]) que Hα,δ[[z]] est un anneau de Ore et

qu’il possède un corps de fractions composé des séries formelles à coefficients à droite

Hα,δ((z)) =
{
z−na−n + · · · + a0 + za1 + z2a2 + · · ·

}
(avec az−1 = z−1α−1(a) − δ ◦ α−1(a)). Une fois ce corps décrit, on dispose alors d’un plongement naturel de

l’anneau Hα,δ[t−1] dans Hα,δ((z)) (par la correspondance a 7−→ a pour a ∈ H et t−1 7−→ z). D’après le Lemme

1, si δ est localement nilpotente alors l’anneau Hα,δ[t−1] est de Ore, et donc le plongement se relève d’une

unique manière à son corps de fractions H(t, α, δ)5. On a ainsi montré la

Proposition 2.— Si δ est localement nilpotente, alors il existe un unique plongement Φ : H(t, α, δ) −→ Hα,δ((z))
qui vérifie Φ(a) = a pour tout a ∈ H et Φ(t−1) = z.

Remarque : La Proposition 2 est en fait vraie sans l’hypothèse de locale nilpotence faite sur δ. En effet,

puisque az−1 = z−1α−1(a) − δ ◦ α−1(a), on voit que la correspondance a 7−→ a et t 7−→ z−1, plonge l’anneau

H[t, α, δ] dans Hα,δ((z)) et comme H[t, α, δ] est un anneau de Ore en toute généralité, ce plongement se

prolonge au corps H(t, α, δ) tout entier. Nous nous sommes restreint au cas où δ était localement nilpotente

car, dans la suite de cet article, la dérivation δ sera nécessairement nilpotente et ce fait nous permettra

d’exploiter la propriété de Ore pour l’anneau Hα,δ[t−1].

En vue de démontrer le Théorème Principal, on va maintenant supposer qu’il existe un entier m ≥ 0 tel

que tm
soit central dans H(t, α, δ). C’est une hypothèse qui a des conséquences très fortes sur α et δ. En

5
C’est bien la qualité d’anneau de Ore qui permet ce relèvement. Dans le cas général, on peut trouver des anneaux ayant plusieurs

corps de fractions non isomorphes.
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effet, dire que tm ∈ Z(H(t, α, δ)) équivaut à dire que tma = atm
pour tout a ∈ H. Or, si l’on applique m fois, à

a ∈ H, le produit à gauche par t on voit que

tma = fm(a)tm + fm−1(a)tm−1(a) + · · · + f0(a)

où les fi sont des fonctions de H dans H obtenues par sommes de compositions des fonctions α et δ.
Si l’expression de ces sommes de compositions est un peu pénible à écrire, on voit tout de même, par

récurrence sur m, que fm(a) = αm(a) et f0(a) = δm(a). Ainsi, si tm
est central alors nécessairement o(α)|m et

δm ≡ 0. En particulier, α est d’ordre fini et δ est nilpotente, ce qui nous place dans le cadre d’application

de la Proposition 2.

Il est clair que le corps C0 = C<α>
cste(δ) est contenu dans le centre de H(t, α, δ), puisque par définitions ses

éléments commutent avec t et tous les éléments de H. Il en est ainsi de même pour le corps de fractions

C0(tm). Pareillement, l’élément zm
et le corps C0 sont contenus dans le corps de séries Hα,δ((z)), ce qui

implique que le corps (commutatif) de séries C0((zm)) est inclus dans le centre de Hα,δ((z)). Puisque C0((zm))
contient C0(zm) = C0(tm), on peut considérer l’extension des scalaires H(t, α, δ)⊗C0(zm)C0((zm)). Maintenant, le

corps C0((zm)) est central dans Hα,δ((z)) et c’est donc une algèbre incluse dans le commutant de Φ(H(t, α, δ))
dans Hα,δ((z)). Ainsi, par propriété universelle du produit tensoriel d’algèbres, le plongement Φ définit un

unique morphisme de C0(zm)-algèbres

Θ : H(t, α, δ) ⊗C0(zm) C0((zm)) −→ Hα,δ((z))

vérifiant Θ(x ⊗ s) = Φ(x)s. Le point capital de ce paragraphe est la

Proposition 3.— Le morphisme Θ est injectif. En particulier, l’algèbre H(t, α, δ) ⊗C0(zm) C0((zm)) est intègre.

Preuve : Comme nous l’avons remarqué plus haut, la nilpotence de δ implique que l’anneau Hα,δ[t−1] est

égal à Hα,δ[t−1]0. On peut donc décrire les éléments de Hα,δ[t−1] comme des polynômes en la variable z à

coefficients à droite. Nous reprenons ici la trame de la preuve de [Beh, Proposition 2.1.2].

Fixons une C0-base (e j) j∈J de H et prenons h1, · · · , hs ∈ H(t, α, δ) non nuls et u1, · · · , us ∈ C0((zm)) non

nuls tels que x =
∑s

m=1 hi ⊗ ui ∈ ker(Θ). Puisque Hα,δ[t−1]0 est un anneau de Ore de corps des fractions

H(t, α, δ) (Lemme 1), tout élément de H(t, α, δ) s’écrit sous la forme pq−1 avec p, q ∈ Hα,δ[t−1]. En appliquant

s fois la possible écriture pq−1 = q
′−1p

′

, on voit qu’il existe un élément non nul u ∈ Hα,δ[z] tel que

uhi ∈ Hα,δ[z] pour tout i = 1, · · · , s. Puisque ϕ(u) = Θ(u ⊗ 1) , 0 et que Θ(
∑s

m=1 uhi ⊗ ui) = Θ(u ⊗ 1)Θ(x), on
voit que pour montrer que x = 0 on peut supposer que hi = hi(z) ∈ Hα,δ[z] pour tout i = 1, · · · , s. Le même

type de manipulation montre que l’on peut aussi supposer que ui ∈ C0[[zm]] pour tout i = 1, · · · , s.

En utilisant la centralité de C0(zm), on peut écrire chacun des hi sous la forme d’une somme finie

hi(z) =

ni∑
n=0

znm
m−1∑
k=0

zkan,k =

ni∑
n=0

znm
m−1∑
k=0

zk
∑
j∈Ji

e jλn,k, j =

m−1∑
k=0

∑
j∈Ji

zke jPk, j,i(zm)

avec Ji ⊂ J fini choisi uniformément pour n et k variant, ak ∈ H, λn,k, j ∈ C0 et Pk, j,i(zm) ∈ C0[zm]. On a alors

hi ⊗ ui =

m−1∑
k=0

∑
j∈Ji

zke jPk, j(zm) ⊗ ui =

m−1∑
k=0

∑
j∈Ji

zke j ⊗ Pk, j,i(zm)ui

et comme Pk, j,i(zm)ui ∈ C0[[zm]], en sommant pour i = 1, · · · , s, on trouve finalement qu’il existe une partie

J0 =
⋃

i Ji ⊂ J finie et des séries

uk, j =

s∑
i=1

Pk, j,i(zm)ui ∈ C0[[zm]]

(en ayant pris soin de poser Pk, j,i(zm) = 0 si j < Ji) tels que

x =

s∑
i=1

hi ⊗ ui =

m−1∑
k=0

∑
j∈J0

zke j ⊗ uk, j
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En posant formellement uk, j =
∑
h≥0

zhmα j,k,h et en utilisant la centralité, on trouve alors

Θ(x) =
∑
j∈J0

m−1∑
k=0

zke j

∑
h≥0

zhmα j,k,h =
∑
h≥0

m−1∑
k=0

zhm+k
∑
j∈J0

e jα j,k,h

On en déduit que, pour tout j ∈ J0, tout k = 0, · · ·m − 1 et tout h ≥ 0, α j,k,h = 0. Ainsi, toutes les séries uk, j

sont nulles et donc x = 0.

�

3.— Application au Problème Inverse de Galois sur H(t, α, δ). La stratégie galoisienne de l’extension

des scalaires, présentée dans [DL], est la suivante : si K désigne un corps, k un sous-corps de Z(K) et

L/k une extension galoisienne de groupe G telle que K ⊗k L soit un corps, alors K ⊗k L est une extension

galoisienne de K de groupe G. Dans la pratique on considère K = H(t, α, δ) un corps de fractions tordu

et un corps commutatif k et tel que k(tn) soit inclus dans Z(K), pour un certain entier n ≥ 1. On cherche

alors un moyen de contrôler le fait que H(t, α, δ) ⊗k(tn) L reste un corps quand L/k(tn) désigne une certaine

extension galoisienne finie. La première approche, celle de [DL], a consisté à prendre α = Id, δ = 0, n = 1 et

à supposer que H était de dimension finie sur son centre. Dans ces conditions, si le corps L se plonge dans

k((t)), on peut alors contrôler la norme réduite par extension des scalaires à L et assurer que H(t, Id, 0)⊗k(t) L
reste bien un corps. L’approche de [Beh] étend astucieusement la stratégie de l’extension des scalaires au

cas où α , Id est d’ordre n et H est de dimension quelconque sur son centre : l’idée pour assurer que

H(t, α, 0) ⊗k(tn) L reste un corps, consiste à plonger cette algèbre dans le corps de séries tordu H((t, α)) et

à remarquer que, puisque H(t, α, 0) ⊗k(tn) L est alors un anneau intègre et qu’en tant que H(t, α, 0)-espace
vectoriel à gauche il est de dimension finie, alors H(t, α, 0) ⊗k(tn) L est nécessairement un corps. C’est cette

stratégie de Behajaina que nous allons appliquer, mais en considérant Hα,δ((z)) à la place de H((t, α)). Tout
comme dans [DL] et [Beh], il est ici essentiel que L se plonge dans k((tn)). Ceci amène à considérer, dans

le cas commutatif, une problématique inverse de Galois qui généralise le traditionnel Problème Inverse de

Galois Régulier :

Problème Inverse de Galois Sérié sur k : Pour tout groupe fini G, existe-t-il une extension galoisienne
finie L/k(t) de groupe G qui se plonge dans le corps des séries de Laurent k((t)) ?

Ce problème se traduit de manière géométrique sous la forme : "pour tout groupe fini G, existe-t-il un G-
revêtement X −→ P1, défini sur k, tel que X possède un point k-rationnel non ramifié ?". Nous avons rappelé

dans l’introduction ce résultat fameux de Pop qui affirme que le Problème Inverse de Galois Régulier
6
admet

une réponse positive dès que k contient un corps ample. Des travaux ultérieurs de Colliot-Thélène et de

Moret-Bailly (voir [Col, Theorem 1] et [Mor, Théorème 1.1]) montrent qu’en fait, si k contient un corps

ample, c’est alors le Problème Inverse de Galois Sérié qui admet une réponse positive sur k. Résumons en

toute généralité les choses en la

Proposition 4.— (Méthode Behajaina) Soient K un corps et k un corps commutatif tel que k(x) soit inclus
dans le centre de K. Si l’algèbre K ⊗k(x) k((x)) se plonge dans un corps M, alors le Problème Inverse de la
théorie de Galois admet une réponse positive sur le corps K dès que le Problème Inverse de Galois Sérié
admet une réponse positive sur le corps k (ce qui est le cas, par exemple, lorsque k contient un corps ample).

Preuve : Si G désigne un groupe fini, on se donne une extension galoisienne L/k(x) de groupe G telle que

L ⊂ k((x)). L’algèbre tensorisée K ⊗k(x) k((x)) est un anneau intègre puisque, par hypothèse, elle se plonge

dans le corps M. Il en est donc de même de K ⊗k(x) L. La dimension de K ⊗k(x) L en tant que K-espace

vectoriel à gauche vaut [L : k(x)] et est donc finie. Le Lemme 2.1.3. de [Beh] assure alors que K ⊗k(x) L
est un corps. Par propriété générale de l’extension des scalaires (voir [Beh, Lemme 2.1.1.] et [DL]), le corps

K ⊗k(x) L est alors extension galoisienne de K de groupe G.

�

6
La version géométrique du Problème de Galois Inverse Régulier est celle obtenue en retirant au problème sérié l’hypothèse

d’existence d’un point rationnel non ramifié.
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Preuve du Théorème Principal : Sous les hypothèses, grâce à la Proposition 3, on peut appliquer la

Proposition 4 à K = H(t, α, δ), k(x) = C0(tm) et M = Hα,δ((z)) pour conclure.

�

Remarque : Comme on pourra le constater, le Théorème Principal est en fait un corollaire de l’énoncé plus

général (mais moins fluide) où l’on remplace l’hypothèse "k contient un corps ample" par l’hypothèse moins

forte "le Problème Inverse de Galois Sérié admet une réponse positive sur k".

Exemples d’application : Comme nous l’avons expliqué dans l’introduction, les exemples intéressants

d’application du Théorème Principal sont les corps de la forme H(t, Id, δ) avec δ non intérieure et H(t, α, δ)
avec α et δ non intérieurs. Nous donnons ici un exemple pour chacune de ces deux situations.

a) On prend un corps commutatif C de caractéristique p , 0 et l’on considère le corps commutatif H =

C((u))(x), l’automorphisme α = Id et la dérivation naturelle δ en la variable x (qui est bien une α-dérivation).
Il s’agit d’une dérivation nilpotente d’indice p. En effet, on a δp(xn) = n(n − 1) · · · (n − p + 1)xn−p

et, parmi

les p entiers consécutifs n, (n − 1), · · · , (n − p + 1) un est congru à 0 modulo p. On a donc δp(xn) = 0

pour tout entier n ≥ 0 et, par suite, δ est d’indice de nilpotence p sur l’anneau de polynômes C((u))[x]. Si

a ∈ C((u))[x], la formule de Leibniz donne alors

0 = δp(1) = δp(aa−1) =

p∑
k=0

Ck
pδ

k(a)δp−k(a−1) = δp(a) + δp(a−1) = δp(a−1)

(où Ck
p désigne le traditionnel coefficient binomial) et enfin, une nouvelle application de la formule de

Leibniz à la fraction ab−1, montre que δp(ab−1) = 0. Une récurrence sur l’entier m montre, par ailleurs, que

dans le corps H(t, Id, δ) on a

tma =

m∑
k=0

Ck
mδ

m−k(a)tk

pour tout a ∈ H, si bien que pour le choix m = p, on a tpa = atp
. Ainsi, tp

est central dans H(t, Id, δ).
Il ne reste plus qu’à constater que le corps C((u)) est inclus dans C0 et qu’étant complet, il s’agit d’un

corps ample (voir [Jar, example 5.6.2]). Le Théorème Principal s’applique alors et assure que le Problème

Inverse de la théorie de Galois admet une réponse positive sur le corps H(t, Id, δ). Cet exemple sort bien du

cadre d’application de [Beh], puisque H étant un corps commutatif et l’automorphisme α étant l’identité, la

dérivation δ ne peut être intérieure (sinon elle serait nulle).

b) Pour donner un exemple d’application où, ni α, ni δ, ne sont intérieurs, commençons par établir le

résultat générique suivant :

Lemme 5.— Soient n ≥ 2 un entier, H un corps de caractéristique ne divisant pas n, α un automorphisme de
H et ξn une racine primitive n-ième de l’unité (dans la clôture algébrique de Z(H)). Si les hypothèses

(H0) ξn ∈ Z(H)<α>,

(H1) o(α) = n,

(H2) il existe λ ∈ H∗ tel que α(λ) = ξnλ et λn ∈ Z(H),

sont vérifiées alors,

A/ Si l’on considère la α-dérivation intérieure δ : a 7−→ λa − α(a)λ, alors on a :

(P1) α ◦ δ = ξn.δ ◦ α,

(P2) δ est non nulle et nilpotente d’indice n.

B/ Si l’on considère le corps H̃ = H(t, α, δ), alors on a :

1/ Il existe un unique automorphisme α̃ ∈ Aut(H̃) tel que α̃(t) = ξnt et α̃(a) = α(a), pour tout a ∈ H (α̃ prolonge
α à H̃).

2/ Si l’on pose λ̃ = t alors, le corps H̃, l’automorphisme α̃ et l’élément λ̃ ∈ H̃∗ satisfont aux hypothèses (H0,1,2)
et la α̃-dérivation intérieure δ̃ : x 7−→ λ̃x − α̃(x)̃λ de H̃ prolonge la α-dérivation δ.
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3/ On a les implications suivantes :

a) α ∈ Int(H) =⇒ il existe c̃ ∈ Z(H̃) tel que α̃(̃c) = ξnc̃ =⇒ α̃ < Int(H̃).

b) Il existe c ∈ Z(H) tel que α(c) = ξnc =⇒ α̃ ∈ Int(H̃).

Preuve : A/ (P1) Pour tout a ∈ H, on a α ◦ δ(a) = α(λ)α(a) − α2(a)α(λ) = ξnλα(a) + α2(a)ξnλ = ξnδ ◦ α(a).

(P2) Dans un premier temps, une récurrence sur l’entier m ≥ 0 permet de montrer que, pour tout x ∈ H, on

a

δm(x) =

m∑
i=0

ri(m)λm−iαi(x)λi

où r0(m), · · · , rm(m) sont des éléments de Z(K) invariants par α, qui ne dépendent que de m ≥ 0 et qui

vérifient :

r0(m + 1) = r0(m) = 1

rm+1(m + 1) = −ξm
n rm(m) = (−1)m+1ξ

m(m+1)
2

n
ri(m + 1) = ri(m) − ξm

n ri−1(m) pour tout i = 1, · · · ,m

On en déduit alors, par récurrence double sur m = 0, · · · , n et i = 1, · · · ,m − 1, que l’on a

ri(m) = (−1)iξ
i(i−1)
2

n
(ξm

n − 1)(ξm−1
n − 1) · · · (ξm+1−i

n − 1)
(ξn − 1)(ξ2n − 1) · · · (ξi

n − 1)

Il s’ensuit, pour le choix m = n, que r1(n) = · · · = rn−1(n) = 0 et donc que

δn(x) = r0(n)λnx + rn(n)αn(x)λn = λnx(1 + (−1)nξ
n(n−1)

2

n ) = 0

Ainsi, δ est bien nilpotente d’indice n. La α-dérivation δ ne peut être nulle compte-tenu du fait que

δ(λ) = λ2 − α(λ)λ = (1 − ξn)λ2 , 0.

B.1/ Pour tout a ∈ H, on a

(ξnt)α(a) = α2(a)ξnt + ξnδ ◦ α(a) = α(α(a))(ξnt) + α(δ(a))

et ainsi, par propriété universelle de l’anneau H[t, α, δ] (voir [GW, Proposition 2.4.]), il existe un unique

endomorphisme α̃ : H[t, α, δ] −→ H[t, α, δ] vérifiant α̃(a) = α(a), pour a ∈ H, et α̃(t) = ξnt. Le même

argument montre que la correspondance a 7−→ α−1(a) et t 7−→ ξ−1n t définit un endomorphisme de H[t, α, δ]
qui, étant visiblement réciproque à α̃, assure que α̃ est bien un automorphisme. Maintenant, H[t, α, δ] est

un anneau de Ore, et α̃ se prolonge donc de manière unique en un automorphisme de H(t, α, δ). Il est alors
clair que la restriction de α̃ à H vaut α.

B.2/ On a tξn = α(ξn)t + δ(ξn) = ξnt + λξn − ξnλ = ξnt et donc ξn ∈ Z(H̃). Par ailleurs, α̃(ξn) = α(ξn) = ξn et

donc (H0) est bien vérifiée.

On a o(α) = n et α̃n(t) = ξn
nt = t et donc o(α̃) ≤ n, mais comme α̃k(t) = ξk

nt , t pour 1 ≤ k < n, on a

o(α̃) = n et l’hypothèse (H1) est donc aussi vérifiée.

Pour tout a ∈ H, on a δ̃(a) = ta − α̃(a)t = α(a)t + δ(a) − α(a)t = δ(a), ce qui montre bien que δ̃ prolonge

δ. Par ailleurs, on a α̃(̃λ) = α̃(t) = ξnt = ξnλ̃. Pour finir de vérifier (H2), on montre d’abord par récurrence

sur m ≥ 2 en utilisant la propriété (P1) que, pour tout a ∈ H, on a

tma = δm(a) +

m−1∑
i=1

si(m)δm−i ◦ αi(a)ti + αm(a)tm

où s1(m), · · · , sm−1(m) sont des éléments de Z(K) qui ne dépendent que de m et qui vérifient :

s1(m) = s1(m − 1) + ξm−1
n = 1 + ξn + · · · + ξm−1

n =
ξm

n − 1

ξn − 1

si(m) = si(m − 1) + ξm−i
n si−1(m − 1) pour tout i = 2, · · · ,m − 1
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On en déduit alors, par récurrence double sur m = 2, · · · , n et i = 1, · · · ,m − 1, que l’on a

si(m) =
(ξm

n − 1)(ξm−1
n − 1) · · · (ξm−i+1

n − 1)
(ξn − 1)(ξ2n − 1) · · · (ξi

n − 1)

Il s’ensuit, pour le choix m = n, que s1(n) = · · · = sn−1(n) = 0 et donc que

tna = δn(a) + αn(a)tn = atn

ce qui assure finalement que λ̃n = tn ∈ Z(H̃).

B.3/ a) Soit ω0 ∈ H tel que, pour tout a ∈ H, α(a) = ω0aω−1
0
. On a

tω−1
0

(t − λ) = α(ω−1
0

)t2 + (δ(ω−1
0

) − α(ω−1
0
λ))t − δ(ω−1

0
λ)

= ω−1
0

t2 + (λω−1
0
− ω−1

0
λ − ξnω

−1
0
λ)t − (λω−1

0
λ − ξnω

−1
0
λ2)

= ω−1
0

t2 + ω−1
0

(ω0λω
−1
0
− λ − ξnλ)t − ω−1

0
(ωλω−1

0
λ − ξnλ

2) = ω−1
0

t2 − ω−1
0
λt

= ω−1
0

(t − λ)t

(i.e. t est invariant par la conjugaison par ω−1
0

(t − λ)) et, pour tout a ∈ H,

ω−1
0

(t − λ)a = ω−1
0

(α(a)t + δ(a) − λa) = ω−1
0

(α(a)t + λa − α(a)λ − λa) = ω−1
0
α(a)(t − λ) = aω−1

0
(t − λ)

(i.e. a est invariant par la conjugaison par ω−1
0

(t − λ)) si bien que c̃ = ω−1
0

(t − λ) ∈ Z(H̃). On a alors

α̃(̃c) = α(ω−1
0

)(α̃(t) − α(λ)) = ω−1
0

(ξnt − ξnλ) = ξnc̃

et donc α̃ ne fixe pas Z(H̃), ce qui implique finalement que α̃ < Int(H̃).

b) Pour tout a ∈ H, on a

(t − λ)a = ta − λa = α(a)t + δ(a) − λa = α(a)t − α(a)λ = α(a)(t − λ)

(i.e. la conjugaison par (t − λ) induit α sur H) et l’on a aussi

(t − (1 − ξn)λ)(t − λ) = t2 − ((1 − ξn)λ + α(λ))t − δ(λ) + (1 − ξn)λ2 = (t − λ)t

(i.e. la conjugaison par (t − λ) envoie t sur (t − (1 − ξn)λ)). Si l’on pose ω = c−1(t − λ) alors on a

∀a ∈ H, ωaω−1 = c−1(t − λ)a(t − λ)−1c = c−1α(a)c = α(a) = α̃(a)

ωtω−1 = c−1(t − (1 − ξn)λ)c = c−1tc − (1 − ξn)λ = ξnt + c−1δ(c) − (1 − ξn)λ = ξnt = α̃(t)

ce qui montre que α̃ est égal à l’automorphisme intérieur associé à ω.

�

Une fois ce lemme établi, on construit une suite croissante de corps de la manière suivante : on prend un

entier n ≥ 2 et un corps commutatif C de caractéristique ne divisant pas n et contenant une racine primitive

n-ième de l’unité ξn. On considère le corps commutatif H0 = C((u))(y) et le C((u))-automorphisme α0 de H0

défini par la correspondance y 7−→ ξny. Si l’on pose λ0 = y alors toutes ces données vérifient les hypothèses

(H0,1,2) du Lemme 5. On pose alors δ0(x) = λ0x−α0(x)λ0 et l’on considère le corps H1 = H0(t0, α0, δ0). Avec

les notations du Lemme 5, on pose α1 = α̃0, λ1 = t0 et δ1 = δ̃0 et l’on considère le corps H2 = H1(t1, α1, δ1).
On construit ainsi, par récurrence sur m ≥ 0, la suite croissante

H1 = H0(t0, α0, δ0) ⊂ H2 = H1(t1, α1, δ1) ⊂ · · · ⊂ Hm+1 = Hm(tm, αm, δm) ⊂ · · ·

où, toujours avec les notations du Lemme 5, on pose αm+1 = α̃m, λm+1 = tm et δm+1 = δ̃m. On peut alors

considérer la réunion, Ω =
⋃

m Hm(tm, αm, δm) qui, étant une réunion croissante de corps, reste un corps.

Puisque, pour tout m ≥ 0, αm+1 (resp. δm+1) relève αm (resp. δm), la suite (αm)m (resp. (δm)m) définit un

automorphisme α (resp. une α-dérivation δ) vérifiant α|Hm = αm (resp. δ|Hm = δm). Comme pour tout m ≥ 0,

αm (resp. δm) est d’ordre n (resp. est nilpotente d’indice n) et que αm ◦ δm = ξnδm ◦ αm, on voit que
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• o(α) = n,
• δ est nilpotente d’indice n,
• α ◦ δ = ξn.δ ◦ α.

En reprenant alors la preuve du B.2/ du Lemme 5 (qui n’utilise en fait que ces trois propriétés), on en

déduit que l’élément tn
est central dans le corps Ω(t, α, δ). Maintenant, comme α0 |C((u)) = Id et δ0 |C((u)) = 0,

on voit que, d’une part, C((u))<α>
cste(δ) = C((u)) et, d’autre part, les éléments de C((u)) commutent avec toutes

les indéterminées tm ce qui assure, par récurrence, que C((u)) est central dans chaque Hm et donc dans Ω.

Ainsi, on a C((u)) ⊂ Z(Ω)<α>
cste(δ). Le corps C((u)) est ample, car complet, et l’on peut finalement appliquer le

Théorème Principal : le Problème Inverse de la théorie de Galois possède une réponse positive sur le corps

Ω(t, α, δ).

L’intérêt de ce nouvel exemple réside dans le fait que, ni α, ni δ, ne sont intérieurs. En effet, les

propriétés du B.3/ du Lemme 5 montrent, par récurrence, que α2m < Int(H2m) et α2m+1 ∈ Int(H2m+1). Ainsi,

si α était l’automorphisme intérieur associé à l’élément ω ∈ Ω∗, alors on aurait ω ∈ H2m pour un certain

entier m ≥ 0 et α2m serait alors intérieur. De même, bien que toutes les δm soient intérieures, si δ était

intérieure il existerait m ≥ 0 et λ ∈ Hm tels que δ(x) = λx − α(x)λ, pour tout x ∈ Ω, et dans Hm+1 on aurait

alors :

(1 − ξn)t2m = tm.tm − αm(tm).tm = δm+1(tm) = δ(tm) = λtm − α(tm)λ = λtm − ξntmλ = (λ − ξnα(λ))tm − ξnδ(λ)

ce qui serait aussi absurde, puisque (λ−ξnα(λ)), ξnδ(λ) ∈ Hm et (1−ξn) , 0 et qu’il y aurait donc un problème

de degré en tm dans l’égalité.
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