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Résumé.— Dans cet article, nous étudions l’arithmétique des extensions galoisiennes in-
térieures finies de corps gauches et nous généralisons plusieurs des propriétés bien connues
des algèbres à division telles que le célèbre théorème de Skolem-Noether ou encore la car-
a�érisation d’être un produit croisé. Nous décrivons aussi, pour un corps K quelconque,
l’analogue du groupe de Brauer pour K : il s’agit d’un certain sous-ensemble du groupe de
Brauer du centre de K , Br(Z(K)), qui décrit biunivoquement l’ensemble des extensions ga-
loisiennes intérieures finies et centrales de K .

Abra�.— In this article, we udy the ru�ure of finite inner Galois extensions and gener-
alize several well-known properties of division algebras such as the Skolem-Noether theorem
or the chara�erization to be a crossed produ�. We also describe, for any field K , the ana-
loguous of the Brauer group for K : it is a certain subset of the Brauer group of the center of
K , Br(Z(K)), which gives a one-to-one correspondance with the set of finite innner Galois and
central extensions of K .

.— Introdu�ion.

(La le�ure préalable des notations et conventions prescrites dans le §. de ce texte peut être utile à la bonne
compréhension de cette introdu�ion.)

Dans l’océan des corps gauches, la première et la plus calme des mers à avoir été parcourue, fut
celle des algèbres à division (i.e. des corps de dimension finie sur leurs centres). Ces corps présentent
d’importantes propriétés arithmétiques, ils vérifient notamment le célèbre théorème de Skolem-Noether
sur le relèvement des isomorphismes. Une conséquence capitale de ce théorème e que, si H désigne
une k-algèbre à division alors, l’extension H/k e galoisienne, finie et l’on a Gal(H/k) = Int(H) (i.e.
l’extension H/k e intérieure). L’objet de ce texte e de voguer un peu plus loin que la mer des algèbres
à division et de tenter d’explorer celle des extensions galoisiennes intérieures finies sans l’hypothèse de
finitude sur leurs centres. On cherche en particulier à comprendre si l’on peut étendre à cette situation,
plus générale, plusieurs des principales propriétés arithmétiques connues pour les k-algèbres à division.
Pour une k-algèbre à division H donnée, citons parmi ces propriétés :

/ La bicommutation (i.e. l’application L 7−→ L = CH (L) qui à un corps intermédiaire H/L/k associe son
commutant dans H) e une involution. Autrement dit, le bicommutant de L dans H e égal à L (on dit
que L bicommute).

/ Le degré [H : k] e un carré parfait.

/ L’extension H/k satisfait au théorème de Skolem-Noether : si σ : L −→ H désigne un k-plongement
d’une extension intermédiaire H/L/k, alors σ se relève en un k-automorphisme (intérieur) de H .

/ Si L/k e une extension centrale incluse dans H , alors L et son commutant L décomposent H de la
manière suivante : H ' L⊗k L.

/ Les extensions commutatives maximales sont de degré
√

[H : k] sur k.

/ Le corps H e une extension croisée de k si et seulement si il exie une sous-extension commutative
maximale de H/k qui e galoisienne sur k.

Classification AMS  : E, E, K, K.





/ L’ensemble des k-algèbres à division (à k-isomorphisme près) e biunivoquement décrit par le groupe
de Brauer, Br(k) =H2(Gal(ksep/k), ksep∗), du corps k.

La propriété / se généralise telle quelle à notre situation (proposition ). En fait, cette propriété
e cara�ériique : une extension finie e galoisienne intérieure si et seulement si toutes ses extensions
intermédiaires bicommutent (corollaire ).

Pour l’étude des autres propriétés, nous allons voir dans ce texte qu’une extension galoisienne in-
térieure finie H/K peut être découpée de manière unique par un corps H/Ω/K tel que Ω/K e une
extension centrale (i.e. Z(Ω) = Z(K)) et H/Ω e une extension purement intérieure (i.e. il n’exie au-
cune extension intermédiaire non triviale deH/Ω qui soit extérieure) (proposition ). L’extensionΩ/K
e elle aussi galoisienne intérieure et on peut lui associer une certaine Z(K)-algèbre à division dont
l’arithmétique galoisienne e la même que celle de Ω/K (théorème ). C’e en fait pour l’extension
Ω/K que nous allons généraliser les propriétés ,,,,,/ et comme Ω = H si et seulement si H/K e
centrale, c’e donc finalement dans la situation où H/K e une extension galoisienne intérieure finie et
centrale que nous les étudierons. Dans cette situation :

La propriété / se généralise telle quelle (proposition ). La propriété / aussi et il e remarquable que
le théorème de Skolem-Noether cara�érise, pour les extensions galoisiennes, finies et centrales, le fait
d’être intérieure (théorème  et corollaire ). La propriété / se généralise aussi telle quelle, mais
nous montrons en plus que cette notion de "décomposition" cara�érise presque la situation : pour une
extension finieH/K donnée, H/K e galoisienne intérieure finie et centrale si et seulement si K et K̃ ont
même centre et H ' K ⊗Z(K) K̃ (corollaire ). On peut alors résumer ces propriétés cara�ériiques par
le schéma implicatif suivant : si H/K désigne une extension finie de corps, alors
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Pour la propriété /, il faut une généralisation de la notion de "sous-extension commutative maximale".
Elle e tenue par celle de "sous-extension extérieure maximale". La propriété se généralise alors en
remplaçant la première notion par la deuxième (corollaire ).

Pour la propriété /, nous généralisons préalablement la notion de produit croisé : on part d’une ex-

Les éléments du groupe de Brauer de k sont en fait les classes de similitude de k-algèbres simples centrales. La théorie montre
que dans chacune de ces classes il exie une unique classe d’isomorphisme de k-algèbres à division et réciproquement.





tension galoisienne L/K de corps non nécessairement commutatifs, mais tels que l’extension L/K soit
extérieure et l’on se donne un syème de fa�eurs à valeurs dans le centre de L. On définit alors le
produit croisé de L/K par f , comme dans le cas commutatif (début du §), et l’on s’intéresse au cas où
l’anneau H obtenu e un corps. Au contraire du cas rereint des algèbres à division sur leurs centres,
certaines pathologies peuvent se produire. La principale e que l’extension H/K n’e pas forcément
intérieure (un exemple explicite d’une telle situation e donné dans ce §). Le théorème montre com-
ment on peut mesurer le défaut d’intériorité de l’extension H/K en regardant la trivialité de certains
1-cocyles, déduits de f , dans un module de cohomologie non abélienne. Dans cet article, c’e proba-
blement en examinant cette queion que l’on mesure combien l’océan des corps gauches e bien plus
délicat à naviguer dans sa globalité que sa tranquille mer des algèbres à division. Nonobant cette
pathologie, on obtient tout de même la généralisation attendue pour notre propriété : une extension
galoisienne extérieure finie et centrale H/K e croisée si et seulement si il exie une sous-extension
extérieure maximale dans H/K qui e galoisienne sur K (corollaire ).

Pour la propriété /, à un corps K quelconque, nous montrons dans le § que l’ensemble des extensions
galoisiennes intérieures finies et centrales de K (à K-isomorphisme près) e biunivoquement décrit par
une certaine partie du groupe de Brauer Br(Z(K)) du centre de K , cette description étant explicite par
extension des scalaires à K . Nous montrons aussi, par un exemple, que cette partie n’e pas toujours un
sous-groupe (exemple .b).

Ce travail s’inscrit dans le projet RIN "TIGaNoCo" (Théorie Inverse de Galois Non Commutative), fi-
nancé par l’Union Européenne dans le cadre du programme opérationnel FEDER/FSE. Il e dans la con-
tinuité des travaux [Beh], [BDL], [Des] et [DL] où l’on étudiait des propriétés galoisiennes d’extensions
extérieures, en lien avec la théorie inverse de Galois pour les corps gauches. Plusieurs idées présentées
ici se préfiguraient déjà dans ces articles.

.— Notations, conventions et propriétés générales d’arithmétique des corps gauches.

..— Notations et conventions. Au contraire du cas commutatif, la terminologie utilisée en théorie
générale des corps varie souvent d’un auteur à l’autre et d’une langue à l’autre. Cet article s’inscrivant
dans le cadre des précédents travaux de l’auteur et alii sur l’arithmétique des corps gauches, il e néces-
saire que la terminologie soit cohérente avec celle introduite, au fur et à mesure, dans ces travaux. Pour
éviter toute ambiguité, nous consacrons le début de ce § à préciser celles que nous allons utiliser, ainsi
que les notations génériques s’y rapportant. De manière générale, dans tout cet article, lorsqu’elle sera
utilisée comme objet mathématique, la lettre k désignera toujours un corps commutatif.

Corps et algèbre à division. Quand on parlera de corps, ce sera au sens large : un corps e un ensemble
H muni de deux lois de composition internes, addition et produit, notées + et . telles que (H,+) et
(H − {0}, .) soient des groupes et telles que . soit diributive à gauche et à droite par rapport à +.

On montre que l’addition e alors nécessairement commutative. Lorsque le produit e aussi une
loi commutative on précise que H e un corps commutatif et dans le cas contraire on dit que H e un
corps gauche.

On appelle algèbre à division tout corps de dimension finie sur son centre. On précisera parfois k-
algèbre à division ou algèbre à division sur k pour indiquer que k e le centre de l’algèbre à division
considérée. La théorie des algèbres simples montre qu’une k-algèbre à division n’e rien d’autre qu’une
k-algèbre simple centrale sans diviseur de zéro. C’e cette cara�érisation qui nous pousse à limiter la
terminologie d’algèbre à division au cas des corps de dimension finie sur leur centre.

Un certain usage anglo-saxon réserve la terminologie de "corps" (field) au cas commutatif et celle "d’algèbre à division" (divi-
sion algebra) au cas non commutatif, mais cet usage n’e pas syématique chez tous les auteurs de langue anglaise. Ainsi, chez
certains d’entre eux, le mot "field" correspond bien à la notion de corps au sens large et ces gens appellent alors "skew field" les
corps non commutatifs (corps gauches en bon français). Dans cette situation, la terminologie "division algebra" n’apporte aucune
précision supplémentaire. C’e aussi pour cette raison que, dans ce texte, nous fixons cette reri�ion à la définition d’algèbre à
division.





Commutant. Pour un anneau A et une partie E de A, on notera

CA(E) = {a ∈ A/ ∀x ∈ E, xa = ax}

le centralisateur de E dans A. On notera Z(A) =CA(A) le centre de l’anneau A.

Lorsque pour A nous utiliserons la lettre H pour désigner un corps, on notera Ẽ à la place de CH (E) et
l’on appellera parfois ce centralisateur le commutant de E (dans H).

Groupe de Brauer. Pour une k-algèbre simple centrale A , on notera [A ] sa classe dans le groupe de
Brauer Br(k) de k, exp(A ) son exposant (c’e-à-dire l’ordre de [A ] dans Br(k)) et ind(A ) son indice
(c’e-à-dire l’entier

√
[HA : k] où HA désigne l’unique corps élément de [A ]).

Pour un nombre premier p, on notera Br(k){p}, la p-partie du groupe de Brauer du corps commutatif k,
c’e-à-dire l’ensemble des éléments de Br(k) d’ordre une puissance de p.

Automorphisme intérieur. Pour un anneau A et un élément inversible a ∈ A∗ donnés, on notera IA(a)
l’automorphisme intérieur de A associé à l’élément a : x 7−→ axa−1.

Extension intérieure, extérieure. Pour une extension de corpsH/K , on notera Aut(H/K) (resp. Int(H/K))
le groupe des K-automorphismes (resp. des K-automorphismes intérieurs) de H . On dira de l’extension
H/K qu’elle e intérieure si Aut(H/K) = Int(H/K) et qu’elle e extérieure si Int(H/K) = 1.

Il convient de remarquer que, siH/K e extérieure, alors pour toute extension intermédiaireH/L/K , les
extensionsH/L et L/K sont aussi extérieures. La réciproque de cette propriété n’e pas vraie en général.

De même, si H/K e intérieure, alors pour toute extension intermédiaire H/L/K , l’extension H/L e
aussi intérieure mais L/K ne l’e pas nécessairement.

Extension centrale. On dira d’une extension de corps H/K qu’elle e centrale ou que c’e une Z-
extension si Z(H) = Z(K).

Extension galoisienne. On dira d’une extension de corpsH/K qu’elle e galoisienne si le corpsHAut(H/K)

des invariants de H par l’a�ion de Aut(H/K) e égal à K . Par exemple, tout corps K e galoisien sur
son centre Z(K), car Z(K) e le corps des invariants du sous-groupe Int(K) de Aut(K/Z(K)).

Degré. Pour la majorité des extensions H/K que nous allons rencontrer dans ce texte (notamment
lorsqu’il s’agira d’extensions galoisiennes finies) les dimensions de H en tant que K-espace ve�oriel
droite ou gauche coïncident. Quand ce ne sera pas le cas, on considérera toujours la ru�ure à gauche
et l’on notera [H : K] la dimension associée. Ce sera le degré (gauche) de l’extension H/K .

N -groupe et théorie de Galois finie. Etant donné un corps H et un groupe G d’automorphismes de H ,
on note

AH (G) = {a ∈H ∗/ IH (a) ∈ G} ∪ {0}

C’e l’ensemble associé au groupe G (relativement à H). On dit alors du groupe G que c’e un N -groupe
si AH (G) e un corps. On rappelle que le groupe de Galois G d’une extension galoisienne H/K e
toujours un N -groupe (puisque AH (G) = K̃) et réciproquement que, si G e un N -groupe tel que H/K
(avec K =HG) soit finie, alorsH/K e galoisienne de groupe G (généralisation du lemme d’Artin) et que

[H : K] = o(G/Int(H/K)).[AH (G) : Z(H)]

Cet entier e appelé l’ordre réduit de G. Dans cette situation de finitude de l’extension H/K , les corre-
spondances galoisiennes s’établissent entre les corps intermédiaires de l’extension et les sous-N -groupes
de G. Pour tout H/L/K , l’extension H/L e galoisienne et le groupe Aut(L/K) s’identifie au quotient du
normalisateur NGal(H/K)(Gal(H/L)) par le sous-groupe Gal(H/L). L’extension L/K e galoisienne si et
seulement si Gal(H/L) e N -invariant, c’e-à-dire si le plus petit sous-N -groupe de Gal(H/K) qui con-
tientNGal(H/K)(Gal(H/L)) e égal à Gal(H/L) tout entier. On remarquera que si Gal(H/L) e diingué
dans Gal(H/K) il s’agit bien sur d’un sous-groupe N -invariant, mais la réciproque de cette propriété





n’e pas vraie en général (au contraire du cas commutatif) : on peut tout à fait avoir une extension
galoisienne L/K qui n’e pas laissée globalement invariante par certains éléments de Gal(H/K).

Pour un exposé complet de la théorie de Galois des corps gauches, à laquelle nous ne cessons de
faire référence dans ce texte, nous renvoyons le le�eur à [Coh] et [Jac].

K-anneau. Etant donné un corps K , on appelle K-anneau, tout anneau A muni d’un plongement de K
dans A. On peut donc considérer A comme K-espace ve�oriel à gauche via la multiplication (à gauche)
dans A. Il e remarquable que lorsque qu’un K-anneau A e de dimension finie sur K , alors A e un
corps si et seulement si A e intègre. En effet, la multiplication à droite par un élément non nul a ∈ A
e visiblement un K-endomorphisme de A et comme A e intègre, c’e un monomorphisme. Puisque
A e un K-espace ve�oriel de dimension finie, c’e finalement un isomorphisme, ce qui implique que
a e inversible à droite. Ceci étant valable pour tout a , 0 et, puisque 1 ∈ K e un neutre bilatère, on en
déduit finalement que A e bien un corps.

Après ces quelques points de terminologie, la suite du § e consacrée à l’établissement de résultats
plus ou moins élémentaires et qui seront utiles dans toute la suite du texte. Pour les résultats classiques
relatifs aux produits tensoriels d’algèbres que nous utilisons, notamment pour les queions de centralité
et de commutant, nous renvoyons le le�eur à [Bou].

..— Multi-commutants.

Lemme .— Soient H un corps et K,L deux sous-corps de H .

a) K ⊂ L =⇒ L̃ ⊂ K̃ .

b) K ⊂ ˜̃K .

c) Pour tout n ≥ 0, les itérées successives du commutant vérifient K̃ [2n+ 2] = ˜̃K et K̃ [2n+ 3] = K̃ . En particulier,˜̃̃
K = K̃ .

Preuve : a) et b) sont immédiats.

c) En appliquant les propriétés a) et b), on a K̃ ⊂
˜̃(
K̃
)

=
˜̃̃
K =

(̃˜̃K)
⊂ K̃ et donc

˜̃̃
K = K̃ . Ceci implique, par

récurrence, que K̃ [2n+ 3] = K̃ pour tout n ≥ 0 et, par suite, que K̃ [2n+ 2] = ˜̃K [2n+ 1] = ˜̃K
�

..— Morphismes de reri�ion aux commutants.

Lemme .— Soit σ :H1 −→H2 un isomorphisme de corps. Pour tout sous-corps L ⊂H1, on a

σ (CH1
(L)) =CH2

(σ (L))

En conséquence de quoi, si H/L désigne une extension, alors pour tout automorphisme σ ∈ Aut(H) on a
σ (̃L) = �σ (L).

Preuve : Soit a ∈H2, on a

a ∈CH2
(σ (L)) ⇐⇒ ∀x ∈ L, aσ (x) = σ (x)a⇐⇒∀x ∈ L, σ−1(a)x = xσ−1(a)⇐⇒ σ−1(a) ∈CH1

(L)
⇐⇒ a ∈ σ (CH1

(L))

Si l’on prend H1 =H et H2 =H on obtient σ (̃L) = �σ (L) .

�

Pour une extension quelconque H/L, on déduit de ce lemme l’exience d’une application

ΛrH/L : Aut(H/L) −→ Aut(̃L/Z(L))
σ 7−→ σ|̃L





qui e visiblement un morphisme de groupes. Dans la suite de ce texte, on la notera génériquement
ΛrH/L et on l’appellera le morphisme de reri�ion au commutant (pour l’extension H/L).

..— Queions de centralité.

Lemme .— Soit H un corps.

a) Si A et B sont des sous-corps de H , alors Ã∩ B̃ = Ã∪B = Ã.B.

b) Pour tout sous-corps L de H on a Z(H).Z(L) ⊂ Z (̃L) = L̃.̃L.

Preuve : a) L’égalité Ã ∩ B̃ = Ã∪B e immédiate. Maintenant, comme A ∪ B ⊂ A.B, par le lemme ,
on a Ã.B ⊂ Ã∪B. Pour l’inclusion réciproque, commençons par décrire récursivement le compositum
A.B. De manière générale, étant donnés un sous-anneau Ω de H et une partie E ⊂ H , on note Ω[E] le
sous-anneau engendré sur Ω par E. Cet anneau se décrit de la manière suivante :

Ω[E] =


∑
f inie

n∏
i=1

ω1ε1 · · ·ωnεnωn+1/ n ≥ 1, ωi ∈Ω, εi ∈ E


On conate au passage que si x ∈ ˜Ω∪E alors x ∈ ˜Ω[E]. Introduisons la suite croissante d’anneaux :
R1 = A[B], et pour tout k ≥ 1, Rk+1 = Rk[R

∗−1
k ] où R∗−1

k désigne l’ensemble des inverses des éléments de
Rk −{0}. Il e clair que chaque anneaux Rk e inclus dans A.B et, comme tout élément non nul de Rk e
inversible dans Rk+1, on voit que

⋃
kRk e un corps contenant A et B. On en déduit que

⋃
kRk = A.B. Si

x ∈ Ã∪B, alors x commute avec tout élément de R1 et donc tout élément de R∗−1
1 . Il commute donc avec

tout élément de R2 et, par récurrence immédiate, avec tout élément de Rk et donc finalement avec tout
élément de A.B, ainsi x ∈ Ã.B.

b) Puisque Z(H) ⊂ L̃, il e immédiat que Z(H) ⊂ Z (̃L). Par ailleurs, par le lemme , on a Z(L) = L∩ L̃ ⊂˜̃L∩ L̃ = Z (̃L) et donc Z(H).Z(L) ⊂ Z (̃L). Enfin, d’après le a), on a L̃.̃L = L̃∩˜̃L = Z (̃L).

�

..— Extensions décomposables. Etant donnés trois k-algèbres A1,A2,B et ϕi : Ai −→ B deux mor-
phismes de k-algèbres, pour que l’application k-linéaire ϕ : A1 ⊗k A2 −→ B déduite des applications ϕi
par propriété universelle du produit tensoriel soit un morphisme de k-algèbre, il faut et il suffit que
chaque image ϕi(Ai) soit dans le commutant dans B de l’autre image. En particulier, si K désigne un
sous-corps d’un corps H tel que Z(K) ⊂ Z(H), alors il exie un morphisme naturel de Z(K)-algèbres
entre K ⊗Z(K) K̃ et H .

Définition .— Etant donnée une extension de corps H/K , on dira que "K décompose H" si Z(K) ⊂ Z(H) et
si le morphisme naturel K ⊗Z(K) K̃ −→H e un isomorphisme.

Lemme .— On considère une extension H/K telle que K décompose H .

a) On a Z(K) ⊂ Z(K̃) = Z(H) et si K bicommute (i.e. ˜̃K = K) alors Z(K) = Z(K̃) = Z(H).

b) Si H/K e de degré fini alors K̃ e une Z(K̃)-algèbre à division de dimension
[H : K]

[Z(K̃) : Z(K)]
.

Preuve : a) Le lemme  assure que Z(K) ⊂ Z(K̃) ⊂ Z(˜̃K) et donc, si K bicommute il y a bien égalité.
Maintenant les propriétés générales sur les algèbres tensorielles assurent que

Z(K ⊗Z(K) K̃) = Z(K)⊗Z(K) Z(K̃)

et donc, par Z(K)-isomorphisme, Z(H) = Z(K̃).





b) En tant que K-espaces ve�oriels à gauche, on a

[H : K] = dimK (H) = dimK (K ⊗Z(K) K̃) = [K̃ : Z(K)] = [K̃ : Z(K̃)].[Z(K̃) : Z(K)]

Il s’ensuit que K̃ e un corps de dimension finie sur son centre. Le calcul de la dimension [K̃ : Z(K̃)]
découle alors de l’égalité.

�

..— Extensions extérieures. Comme nous le verrons dans la proposition  à venir, lorsque H/K e
une extension galoisienne intérieure finie, on dispose d’une extension Z(K)/Z(H). Lorsque l’extension
e extérieure, c’e le phénomène inverse qui se produit :

Proposition .— Une extension L/K e extérieure si et seulement si CL(K) = Z(L). En particulier, si L/K
désigne une extension extérieure alors

/ On a une extension Z(L)/Z(K) et, en particulier, K ∩Z(L) = Z(K).

/ Si, de plus, l’extension L/K e galoisienne alors

a) L’extension Z(L)/Z(K) e galoisienne et la reri�ion des automorphismes au corps Z(L) induit un mor-
phisme naturel π : Gal(L/K) −→Gal(Z(L)/Z(K)).

b) Si [L : K] < +∞ alors π e un épimorphisme et, dans ces conditions, π e un isomorphisme si et seulement
si [Z(L) : Z(K)] = [L : K]. Par ailleurs, on a Z(Lker(π)) = Z(L).

Preuve : Puisque Int(L/K) s’identifie au groupe quotient CL(K)/Z(L), l’équivalence e immédiate.

/ On a Z(K) = CK (K) ⊂ CL(K) = Z(L), d’où l’extension. Puisque K ⊂ L, il e clair que K ∩Z(L) ⊂ Z(K)
et, comme Z(K) ⊂ Z(L), on a aussi Z(K) ⊂ K ∩Z(L).

.a) Puisque le centre d’un corps e globalement invariant par les automorphismes du corps, il exie,
par reri�ion, un morphisme π : Gal(L/K) −→ Aut(Z(L)/Z(K)). On a Z(L)π(Gal(L/K)) ⊂ LGal(L/K) = K et
Z(L)π(Gal(L/K)) ⊂ Z(L), et ainsi,

Z(K) ⊂ Z(L)π(Gal(L/K)) ⊂ K ∩Z(L) = Z(K)

On en déduit que Z(L)π(Gal(L/K)) = Z(K) : l’extension Z(L)/Z(K) e bien galoisienne.

.b) Si [L : K] < +∞, comme L/K e galoisienne extérieure, on a ]Gal(L/K) = [L : K] et, en particulier,
π(Gal(L/K)) e un groupe fini. D’après ce qui précède, Z(L)π(Gal(L/K)) = Z(K) et le lemme d’Artin (dans
le cas commutatif) prouve alors que Gal(Z(L)/Z(K)) = π(Gal(L/K)). L’épimorphisme π e alors bije�if
si et seulement si [Z(L) : Z(K)] = ]π(Gal(L/K)) = ]Gal(L/K) = [L : K].

L’extension L/Lker(π) e galoisienne extérieure de groupe ker(π) (lemme d’Artin dans le cas non commu-
tatif) et, par application de ce qui précède à cette extension, on déduit que Z(L)/Z(Lker(π)) e galoisienne
de groupe trivial. On a donc Z(L) = Z(Lker(π)).

�

.— Stru�ure.

..— Algèbre à division associée à une extension intérieure. Nous commençons par établir quelques
propriétés ru�urelles, généralisant celles des algèbres à division, pour les extensions galoisiennes
intérieures finies :

Proposition .— Si H/K e une extension galoisienne intérieure finie alors pour toute extension intermédi-
aire H/L/K , H/L e une extension galoisienne intérieure finie et l’on a :

a) L = ˜̃L (L bicommute).





b) Z(L) = L∩ L̃ = Z (̃L).

c) Z(H) ⊂ Z(L).

d) [̃L : Z(H)] = [H : L], en particulier, [H : L] e divisible par [Z(L) : Z(H)] et
[H : L]

[Z(L) : Z(H)]
= [̃L : Z(L)] e

un carré parfait.

H
n=md2

L̃

d2

n

L

Z(L)

m

Z(H)

e) [K̃ : L̃] = [L : K]

H

m

nK̃

n

L

L̃

m

K

Z(L)

Z(H)

Preuve : Puisque H/K e galoisienne finie, la théorie de Galois assure que H/L e galoisienne (finie) et
comme Gal(H/L) ⊂Gal(H/K) = Int(H/K), on a Gal(H/L) = Int(H/L).

a) On a K ⊂ L ⊂ ˜̃L ⊂H et comme l’extension H/K e supposée galoisienne intérieure finie, on a grâce au
lemme .c) :

Gal(H/˜̃L) =
{
IH (a)/ a ∈

˜̃̃
L
∗}

=
{
IH (a)/ a ∈ L̃∗

}
= Gal(H/L)

ce qui prouve que L = ˜̃L.

b) L’égalité Z(L) = L∩ L̃ e immédiate et e en fait valable pour tout sous-corps L de H (indépendam-

ment du fait que L soit une extension de K). On a donc Z (̃L) = L̃∩ ˜̃L = L̃∩ L (d’après le lemme .a)) et
donc Z(L) = Z (̃L)

c) On a Z(H) ⊂ L̃ ⊂H et donc Z(H) ⊂ Z (̃L) = Z(L) d’après le b).

d) On a AH (Gal(H/L)) = L̃ et, puisque Gal(H/L) = Int(H/L), l’ordre réduit de Gal(H/L) vaut donc

[H : L] = o(Gal(H/L)/Gal(H/L)).[AH (Gal(H/L)) : Z(H)] = [̃L : Z(H)]





Puisque L̃ e de dimension finie sur Z(H), il l’e aussi sur Z (̃L) = Z(L) (d’après c)). Ainsi L̃ e une
Z(L)-algèbre à division et [̃L : Z (̃L)] e donc un carré parfait (propriété générale des algèbres simples
centrales). Le ree de l’énoncé découle alors de la transitivité des degrés.

e) D’après le d), on a [K̃ : L̃] =
[K̃ : Z(H)]

[̃L : Z(H)]
=

[H : K]
[H : L]

= [L : K].

�

Cette proposition permet de cara�ériser les extensions intérieures en termes de bicommutation :

Corollaire .— Si H/K désigne une extension finie, alors les propositions suivantes

i) l’extension H/K e galoisienne intérieure,

ii) toute extension intermédiaire H/L/K bicommute (i.e. ˜̃L = L),

iii) K bicommute (i.e. ˜̃K = K),

sont équivalentes.

Preuve : i)⇒ ii) : c’e la proposition .a).

ii)⇒ iii) : évident.

iii)⇒ i) : le groupe d’automorphismes G = Int(H/K) =
{
IH (a)/ a ∈ K̃∗

}
e visiblement un sous-groupe

de Aut(H/K) et le corps des invariants de H par l’a�ion de G vaut ˜̃K = K . Ainsi, l’extension H/K e
galoisienne. Pour tout α ∈H ∗, on a

IH (α) ∈ G⇐⇒∃a ∈ K̃∗, IH (α) = IH (a)⇐⇒∃a ∈ K̃∗,λ ∈ Z(H), α = λa⇐⇒ α ∈ K̃∗

et donc AH (G) = K̃ e un corps, c’e-à-dire que G e un N -groupe. La théorie de Galois assure alors
que Gal(H/K) = G = Int(H/K).

�

Il découle aussi de la proposition  que, lorsque H/K désigne une extension galoisienne intérieure
finie, le corps K̃ e une Z(K)-algèbre à division.

Définition-Notation .— Si H/K désigne une extension galoisienne intérieure finie, le corps K̃ e appelé
"l’algèbre à division associée à l’extension H/K".

Pour toute extension intermédiaire K̃/L0/Z(K), on notera L0 le commutant de L0 dans K̃ , c’e-à-dire
L0 =CK̃ (L0) = K̃ ∩ L̃0.

Théorème .— Soit H/K une extension galoisienne intérieure finie.

/ La sous-extension ˜Z(K)/K e galoisienne intérieure finie et le morphisme Λ = Λr
˜Z(K)/K

de reri�ion au
commutant,

Λ : Gal(˜Z(K)/K) −→Gal(K̃/Z(K))

e un isomorphisme, pour lequel la bije�ion induite entre les ensembles de sous-groupes préserve les qualités
d’être un N -groupe et d’être N -invariant (i.e. pour tout G0 ≤ Gal(˜Z(K)/K), G0 e un N -groupe (resp. e
N -invariant) si et seulement si Λ(G0) l’e aussi).

/ a) L’application
Φ :

{
˜Z(K)/L/K

}
−→

{
K̃/L0/Z(K)

}
L 7−→ L0 = K̃Λ(Gal(˜Z(K)/L))

e bije�ive et respe�e les qualités galoisiennes, i.e. L/K e galoisienne si et seulement si L0/Z(K) l’e aussi,
et dans ces conditions Gal(L/K) 'Gal(L0/Z(K)).





b) Pour tout ˜Z(K)/L/K , on a Φ(L) = L̃ = L∩ K̃ .

c) La commutation induit des applications

Ψ ,Ψ −1 :
{
˜Z(K)/L/K

}
←→

{
K̃/L0/Z(K)

}
L 7−→ L0 = L̃

L = L̃0 ←− [ L0

qui sont bije�ive et réciproques l’une de l’autre.

d) Pour tout K̃/L0/Z(K), on a ˜̃L0 = L0. En particulier, pour tout ˜Z(K)/L/K , on a [˜Z(K) : L] = [̃L : Z(K)].

Preuve : / Par hypothèse, on a Gal(H/K) =
{
IH (a)/ a ∈ K̃∗

}
et, puisque K̃ ⊂ ˜Z(K), on a, par reri�ion,

un morphisme
res : Gal(H/K) −→ Int(˜Z(K)/K)

IH (a) 7−→ I˜Z(K)(a)

Comme K ⊂˜Z(K)
Int(˜Z(K)/K)

⊂˜Z(K)
res(Gal(H/K))

⊂ HGal(H/K) = K , on en déduit que ˜Z(K)/K e galoisienne
de groupe Int(˜Z(K)/K) et donc intérieure. On remarque que le morphisme res e en fait un épimor-
phisme, ce qui prouve au passage que Gal(H/˜Z(K)) n’e pas seulement N -invariant mais bien diingué
dans Gal(H/K).

Toujours parce que K̃ ⊂˜Z(K), le morphisme de reri�ion au commutant

Λ : Gal(˜Z(K)/K) =
{
I˜Z(K)(a)/ a ∈ K̃

∗
}
−→ Gal(K̃/Z(K)) =

{
IK̃ (a)/ a ∈ K̃∗

}
I˜Z(K)(a) 7−→ IK̃ (a)

e un épimorphisme. Si a ∈ K̃∗ e tel que IK̃ (a) = IdK̃ alors a ∈ Z(K̃) = Z(K) et donc I˜Z(K)(a) = Id˜Z(K).
L’épimorphisme Λ e donc aussi inje�if.

Considérons un sous-groupe G0 ≤Gal(˜Z(K)/K). On a les égalités d’ensembles

A˜Z(K)(G0) =
{
a ∈˜Z(K)

∗
/ I˜Z(K)(a) ∈ G0

}
=

{
a ∈ K̃∗/ I˜Z(K)(a) ∈ G0

}
=

{
a ∈ K̃∗/ IK̃ (a) ∈Λ(G0)

}
=AK̃ (Λ(G0))

et ainsi, A˜Z(K)(G0) e un corps si et seulement si AK̃ (Λ(G0)) en e un, c’e-à-dire que G0 e un N -
groupe si et seulement si Λ(G0) en e un aussi.

De manière générale, un isomorphisme de groupes envoie le normalisateur d’un sous-groupe sur
le normalisateur de l’image de ce sous-groupe. Pour un N -sous groupe G0 ≤ Gal(˜Z(K)/K), la bije�ion
induite par Λ sur les ensembles de sous-groupes e visiblement croissante. On vient de voir que cette
bije�ion respe�ait la qualité d’être unN -groupe. Dire queG0 eN -invariant veut dire que le plus petit
sous-N -groupe de Gal(˜Z(K)/K) contenantNGal(˜Z(K)/K)(G0) vaut Gal(˜Z(K)/K). Ceci équivaut donc à dire

que le plus petit sous-N -groupe de Gal(K̃/Z(K)) contenant Λ
(
NGal(˜Z(K)/K)(G0)

)
= NGal(K̃/Z(K))(Λ(G0))

vaut Λ(Gal(˜Z(K)/K)) = Gal(K̃/Z(K)), c’e-à-dire que Λ(G0) e N -invariant dans Gal(K̃/Z(K)).

/ a) Il s’agit d’une conséquence immédiate du / et de la théorie des correspondances galoisiennes en
dimension finie rappelée au début de cet article.

b) Puisque L̃ ⊂ ˜Z(K), on a Gal(˜Z(K)/L) =
{
I˜Z(K)(a)/ a ∈ L̃

∗
}
. Ainsi, Φ(L) e le sous-corps de K̃ laissé fixe

par tous les IK̃ (a) avec a ∈ L̃∗, c’e-donc le commutant de L̃ dans K̃ et ainsi, Φ(L) = L̃ = L∩ K̃ .





c) L’application Ψ e la composée de la commutation L0 7−→ L0 dans K̃ , qui e bije�ive, avec Φ qui

e bije�ive, c’e donc une application bije�ive. Puisque ˜̃L = L (proposition .a)) on en déduit que
Ψ −1 : L0 7−→ L̃0 e son application réciproque.

d) L’égalité ˜̃L0 = L0 e une conséquence immédiate du c) et comme H/L e une extension galoisienne

intérieure finie, la proposition .e) assure que [˜Z(K) : L] = [̃L : ˜˜Z(K)] = [̃L : Z(K)].

�

..— Extensions extérieures maximales. Dans la suite de ce § on considérera une extension galoisi-
enne intérieure finie H/K et son algèbre à division associée K̃ .

Lemme-Définition .— Pour tout corps intermédiaire H/L/K , les propositions suivantes

i) L̃ = Z(L) (i.e. l’algèbre à division associée à H/L e triviale),

ii) L̃ ⊂ L,

iii) L̃ e commutatif,

iv) [Z(L) : Z(H)] = [H : L],

v) [K̃ : Z(L)] = [L : K],

vi) il n’exie aucune extension intermédiaire non triviale H/M/L telle que M/L soit extérieure,

sont équivalentes.

Lorsque le corps L atisfera l’une de ces conditions, on dira de l’extension H/L qu’elle e "purement
intérieure".

Preuve : i)⇐⇒ ii) On a Z(L) = L∩ L̃, d’où l’équivalence.

i)⇐⇒ iii) On a L̃ commutatif⇐⇒ L̃ = Z (̃L) (= Z(L) d’après la proposition .b).

i)⇐⇒ iv) D’après la proposition .c,d), on a [H : L] = [̃L : Z(H)] = [̃L : Z(L)].[Z(L) : Z(H)], et l’équivalence
en découle.

i)⇐⇒ v) D’après la proposition .c,e), on a [K̃ : Z(L)] = [K̃ : L̃].[̃L : Z(L)] = [L : K].[̃L : Z(L)], et l’équivalence
en découle.

i) =⇒ vi) On considère une extension extérieure M/L incluse dans H . La proposition  montre que
Z(L) ⊂ Z(M). On a donc une tour d’extensions L̃/M̃/Z(M)/Z(L) et l’hypothèse i) fournit alors l’égalité

L̃ = M̃ = Z(M) = Z(L). En utilisant la proposition .a., on trouve M = ˜̃M = �Z(L) et le théorème ..
dit alors que M/L e galoisienne intérieure. Ainsi, M/L e une extension galoisienne qui e à la fois
intérieure et extérieure, on a donc nécessairement Gal(M/L) = 1 et, par suite, M = L.

non i) =⇒ non vi) La Z(L)-algèbre à division L̃ étant non triviale, il exie une extension commutative
maximale et non triviale L0/Z(L) incluse dans L̃. La proposition  ci-dessous montre (indépendamment
de l’équivalence i)⇐⇒ vi) de ce lemme) que L̃0/L e une extension extérieure non triviale.

�

On considère maintenant les ensembles d’extensions intermédiaires suivants :

I (H/K) =
{
˜Z(K)/L/K tel que L̃ = Z(L)

}
E (H/K) =

{
˜Z(K)/L/K tel que L/K extérieure

}
I0(H/K) =

{
K̃/L0/Z(K) tel que L0 commutatif

}
E0(H/K) =

{
K̃/L0/Z(K) tel que L0 commutatif

}





que l’on notera plus simplement I ,E ,I0,E0 et que l’on considérera comme ensemble ordonnés pour
l’inclusion.

Proposition .— La bije�ion décroissante de la proposition .c), Ψ :
{
˜Z(K)/L/K

}
−→

{
K̃/L0/Z(K)

}
, donnée

par Ψ (L) = L̃, induit, par reri�ion aux ensembles, une bije�ion entre I et I0 et une bije�ion entre E et E0.

En conséquence de quoi, les chaines maximales des ensembles I et E sont des intervalles fermés (i.e.
possèdent chacune un plus petit et un plus grand élément) et l’on a

I ∩E = minI = maxE

où minI (resp. maxE ) désigne l’ensemble des éléments minimaux de I (resp. des éléments maximaux de
E ). Cet ensemble, que nous noteronsM (H/K), e en bije�ion par Ψ avec l’ensemble

M0(H/K) =
{
K̃/L0/Z(K) tel que L0 soit commutatif maximal

}
En particulier,M (H/K) , ∅.

Preuve : Il e clair que Ψ envoie I dans I0. Si l’on prend maintenant L0 ∈ I0 alors, d’après la
proposition .d), on a

Z(L̃0) = L̃0 ∩
˜̃L0 = L̃0 ∩L0 = Z(L0) = L0 = ˜̃L0

et donc Ψ −1(L0) = L̃0 ∈I .

Pour un corps intermédiaire K̃/L0/Z(K) et L = Ψ −1(L0) = L̃0, on a

Z(L) = Z(L̃0) = Z(L0) = Z(L0) ⊂ L0 = L̃0 ∩ K̃ = L∩ K̃

et, comme par ailleurs, on a

Int(L/K) 'CL(K)∗/Z(L)∗ = (K̃ ∩L)∗/Z(L)∗

on en déduit que

L ∈ E ⇐⇒ Int(L/K) = 1⇐⇒ K̃ ∩L = Z(L)⇐⇒ Z(L0) = L0⇐⇒ L0 ∈ E0

Puisque l’extension K̃/Z(K) e finie, les chaines maximales de I0 et E0 sont des intervalles fer-
més et comme Ψ e monotone, il en e de même des chaines maximales de I et E . Puisque l’on a
l’équivalence

L0 commutative maximale ⇐⇒ L0 = L0

on voit immédiatement que I0 ∩ E0 =M0 = maxI0. Pour voir que M0 = minE0, il suffit de conater
que la commutation L0 −→ L0 e une bije�ion décroissante de l’ensemble

{
K̃/L0/Z(K)

}
dans lui-même

et qu’elle applique I0 sur E0.

La bije�ivité de Ψ prouve alors que

Ψ (M0) = Ψ (I0 ∩E0) = Ψ (I0)∩Ψ (E0) =I ∩E

et sa décroissance que I ∩E = minI = maxE .

�

Le rôle analogue des sous-extensions commutative maximale de l’algèbre à division associée e donc
rempli par celui des sous-extensions extérieures maximales de ˜Z(K)/K . On en déduit, en particulier,

Corollaire .— Pour tout L ∈M (H/K), on a

[˜Z(K) : K] = [L : K]2 = [˜Z(K) : L]2 = [Z(L) : Z(K)]2 = [K̃ : Z(L)]2 = [K̃ : Z(K)]





Preuve : D’après la proposition .d), on a ˜
˜Z(K) = Z(K) et comme L̃ ∈M0, on a

[L : K]2 = [K̃ : L̃]2 = [K̃ : Z(K)] = [K̃ : ˜˜Z(K)] = [˜Z(K) : L]

�

..— Décomposition pure/centrale d’une extension intérieure. Nous finissons le §. en cara�érisant
de deux manières le corps intermédiaire ˜Z(K) d’une extension galoisienne intérieure finie H/K :

Proposition .— Si H/K désigne une extension galoisienne intérieure finie alors le corps ˜Z(K) e la plus
grande Z-extension de K incluse dans H .

En conséquence de quoi, le corps L = ˜Z(K) e l’unique extension intermédiaire H/L/K qui vérifie les deux
conditions suivantes :

a) L/K e centrale,

b) H/L e purement intérieure.

Preuve : On a Z(˜Z(K)) = Z(Z(K)) = Z(K) (Proposition .a)) et donc ˜Z(K) e bien une Z-extension de K .
On a

Gal(H/˜Z(K)) = Int(H/˜Z(K)) =
{
IH (a)/ a ∈˜

˜Z(K)
∗}

= {IH (a)/ a ∈ Z(K)∗}

et ainsi, si H/L/K vérifie Z(L) = Z(K), alors pour tout a ∈ Z(K)∗ et tout x ∈ L, IH (a)(x) = x. Ceci montre

que L ⊂HGal(H/˜Z(K)) = ˜Z(K).

Si L/K e centrale, on a donc L ⊂ ˜Z(K). Si l’on suppose, de plus, que H/L e purement intérieure
alors on a [Z(L) : Z(H)] = [H : L] (lemme ) et donc

[H : ˜Z(K)] = [˜Z(H) : ˜Z(K)] = [Z(K) : Z(H)] = [Z(L) : Z(H)] = [H : L]

(la deuxième égalité provenant de la proposition .e.) ce qui prouve que L = ˜Z(K).

�

Remarques.— / La première cara�érisation de ˜Z(K)/K concerne sa maximalité dans l’ensemble des
Z-extensions intermédiaires deH/K . Une cara�érisation duale en terme de minimalité dans l’ensemble
des sous-extensions purement intérieures n’e pas possible : siH désigne une k-algèbre à division, alors
pour toute extension commutative maximale H/L/k on a H/L purement intérieure alors que H = k̃ 1 L.

/ Pour une extension galoisienne intérieure finie H/K les notions "être centrale" et "être purement
intérieure" sont aux antipodes : la première équivaut à [Z(K) : Z(H)] = 1 et la deuxième à [Z(K) : Z(H)] =
[H : K]. La deuxième cara�érisation de ˜Z(K) montre que ce corps mesure les degrés d’éloignement de
l’extension H/K par rapport aux deux notions considérées : ˜Z(K) e le pivot central/pur de l’extension
H/K .

.— Extension des scalaires.

Une conséquence tout à fait significative du théorème  e le

Corollaire .— Si H/K désigne une extension galoisienne intérieure finie alors :

a) Pour tout ˜Z(K)/L/K , on a

L = K.̃L ' K ⊗Z(K) L̃





b) Pour toute Z-extensionM/K incluse dansH , on a ˜Z(K) =M.M̃ 'M⊗Z(K)M̃. En particulier,M décompose
˜Z(K).

Preuve : a) Comme rappelé en fin de §, les Z(K)-plongements K ↪→˜Z(K) et L̃ ↪→ K̃ ↪→˜Z(K) fournissent

un morphisme naturel de Z(K)-algèbres ϕ : K ⊗Z(K) L̃ −→ ˜Z(K). L’image de ϕ e visiblement incluse

dans le compositum K.̃L et, comme L̃ = ˜̃L∩ K̃ = L∩ K̃ , on a donc

Im(ϕ) ⊂ K.̃L ⊂ L

En tant que K-espace ve�oriel à gauche, on a dimKK ⊗Z(K) L̃ = [̃L : Z(K)]. Maintenant, comme K̃ e une
Z(K)-algèbre à division, on a [K̃ : Z(K)] = [Ω : Z(K)].[Ω : Z(K)] pour tout corps intermédiaire K̃/Ω/Z(K).
En prenant Ω = L̃ et en appliquant la proposition .e), on trouve alors

dimKK ⊗Z(K) L̃ = [̃L : Z(K)] = [K̃ : L̃] = [L : K]

Ainsi, pour montrer que ϕ e un isomorphisme, il suffit de prouver que Im(ϕ) = L. Montrons ce dernier
point :

Notons M = Im(ϕ) ⊂ L. L’anneau M e un K-anneau par le plongement ϕ|K⊗Z(K)Z(K). Puisqu’il e inclus
dans un corps, il e intègre et comme il e de dimension finie en tant que K-espace ve�oriel, c’e un

corps. Le corps M contient les corps K et L̃ et, en vertu de ce que l’on vient de voir, on a donc M = K.̃L.
Par application du lemme , on a

M̃ = K̃ .̃L = K̃ ∩
˜̃
L = L̃ = L̃

et, en appliquant la proposition .a), on en déduit que M = L.

b) En appliquant le a) à L = ˜Z(K), on a donc

˜Z(K) = K.˜˜Z(K) = K.Z(K) = K.K̃ ' K ⊗Z(K) K̃

Si M désigne une Z-extension de K alors elle e incluse dans ˜Z(K) (proposition ) et l’extension H/M
e galoisienne intérieure finie (théorème .). En appliquant ce qui précède à H/M, on obtient ˜Z(K) =
˜Z(M) = M.M̃ 'M ⊗Z(K) M̃. Pour voir que M décompose bien ˜Z(K) il suffit de conater qu’en utilisant
le lemme , on a

C˜Z(K)(M) = ˜Z(K)∩ M̃ = ˜Z(K).M = ˜Z(M).M = M̃

et donc que ˜Z(K) =M.C˜Z(K)(M) 'M ⊗Z(K)C˜Z(K)(M).

�

LorsqueH/K e une Z-extension galoisienne intérieure finie, on a alorsH = ˜Z(K) et tout ce qui a été
démontré jusqu’ici s’applique donc dire�ement à H . Une première conséquence de taille du corollaire
 e le

Théorème .— (Généralisation de Skolem-Noether) Soit H/K une Z-extension galoisienne intérieure
finie. Si σ : L1 −→ L2 désigne un K-isomorphisme entre deux extensions intermédiaires de H/K , alors σ
se relève en un K-automorphisme intérieur de H .

Preuve : Par application du corollaire  on peut écrire Li = K.L̃i ' K ⊗Z(K) L̃i pour i = 1,2. Il s’ensuit

que l’on a CLi (K) = L̃i et, par application du lemme , on en déduit que la reri�ion de σ à L̃1 e un

Z(K)-isomorphisme à valeurs dans L̃2. Le théorème de Skolem-Noether assure alors qu’il exie a ∈ K∗

tel que IK̃ (a)|L̃1
= σ|L̃1

. Puisque a ∈ K̃ , on a IH (a)|K = Id et donc IH (a) ∈ Int(H/K) relève σ .
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On en déduit la cara�érisation suivante :

Corollaire .— Si H/K désigne une Z-extension galoisienne finie, alors les proposition suivantes

i) H/K e intérieure,

ii) H/K vérifie le théorème de Skolem-Noether,

sont équivalentes.

Le corollaire .b) montre que toute Z-extension galoisienne intérieure finie H/K provient d’une
extension des scalaires de K par une algèbre à division sur Z(K). Réciproquement :

Proposition .— Soient K un corps de centre k, H0 une k-algèbre à division et H = K ⊗k H0.

a) Le centre de la k-algèbre H e k.

b) On a K̃ =H0.

c) Si H e un corps, alors H/K e une Z-extension galoisienne intérieure finie de groupe de Galois isomorphe
au groupe Gal(H0/k).

Preuve : a) On a Z(H) = Z(K)⊗k Z(H0) = k ⊗k k = k.

b) On a K̃ = ˜K ⊗k k =CK (K)⊗k CH0
(k) = k ⊗k H0 =H0.

c) L’a�ion sur le fa�eur droite des tenseurs σ (x⊗h) = x⊗σ (h) fournit un monomorphisme Gal(H0/k) −→
Gal(H/K) dont on note Γ l’image. On a donc

Γ =
{
IH (1⊗α)/ α ∈H ∗0

}
Il e clair que H Γ = K , ce qui montre déjà que l’extension H/K e galoisienne. Puisque [H : K] = [H0 :
k] < +∞, cela prouve aussi qu’il s’agit d’une extension intérieure (car Int(H/K) e un N -groupe).

Considérons un élément x ∈ H ∗ tel que IH (x) ∈ Γ . Par définition de Γ , il exie α ∈ H0 tel que
IH (x) = IH (1⊗α). On a alors (1⊗α)x−1 ∈ Z(H) = k et donc x ∈ H0. Ceci prouve que AH (Γ ) = H et donc
que Γ e un N -groupe. Puisque H/K e finie, cela prouve finalement que Gal(H/K) = Γ .

�

La conjon�ion du corollaire .b), de la proposition  et du lemme  donne alors le

Corollaire .— Si H/K désigne une extension finie, alors les propositions suivantes

i) H/K e une Z-extension galoisienne intérieure finie,

ii) Z(K̃) = Z(K) et K décompose H ,

sont équivalentes.

Remarque : Si l’on considère une extension de corps commutatifs H/K , alors K ⊗Z(K) K̃ = K ⊗K H =H et
l’on voit donc que la condition Z(K̃) = Z(K) du ii) e indispensable à notre caratérisation.

.— Ensemble de Brauer d’un corps gauche.

..— Définition. Soient H1 et H2 deux extensions galoisiennes intérieures finies d’un même corps K .
Si H1 et H2 sont K-isomorphes, alors on voit que les commutants respe�ifs CH1

(K) et CH2
(K) sont des

Z(K)-algèbres à division isomorphes. Ainsi, étant donnée un corps K fixé, à partir de l’ensemble Ext (K)
des extensions galoisiennes intérieures et finies de K , on peut définir l’application

Ext (K)
/
K-isom. −→ Br(Z(K))

H mod(K-isom.) 7−→ [CH (K)]





entre l’ensemble des extensions galoisiennes intérieures finies de K , modulo la relation d’équivalence
"être K-isomorphes à", et le groupe de Brauer du centre Z(K) de K . Une conséquence du corollaire
 et de la proposition  e que la reri�ion CK de cette application à l’ensemble Z− Ext (K) des
Z-extensions galoisiennes intérieures finies fournit des bije�ions

CK : Z−Ext (K)
/
K-isom. ←→ Im(CK ) ⊂ Br(Z(K))

H mod(K-isom.) 7−→ [CH (K)]

K ⊗Z(K)H0 mod(K-isom.) ←− [ [H0]

réciproque l’une de l’autre. Lorsque K et commutatif, la théorie du groupe de Brauer montre que
l’application CK e bije�ive sur Br(Z(K)) tout entier. Pour cette raison, on définit de manière générale :

Définition .— Etant donné un corps K , on appelle "ensemble de Brauer" ou plus simplement "Brauer" de
K , l’image de CK dans Br(Z(K)) et l’on note cet ensemble Br(K).

Cette image, Br(K), étant a priori jue un ensemble, on se gardera de parler du "groupe de Brauer" de K .
Nous allons d’ailleurs donner, un peu plus loin, un exemple explicite où Br(K) n’e pas un sous-groupe
de Br(k) (exemple.b). Le Brauer d’un corps gauche joue alors le parfait analogue du groupe de Brauer
d’un corps commutatif : il paramètre biunivoquement les extensions galoisiennes intérieures finies et
centrale de ce corps, à isomorphisme près.

..— Cas des algèbres à division. Fixons une k-algèbre à division K . Pour tout α ∈ Br(k), on note Kα
l’unique k-algèbre à division dans α. La k-algèbre simple centrale K ⊗k Kα e un corps si et seulement
si [K⊗kKα : k] = Ind(K⊗kKα)2 et comme, [K⊗kKα : k] = [K : k].[Kα : k] = Ind([K])2.Ind(α)2, on en déduit
donc que

Br(K) =
{
α ∈ Br(k)/ Ind([K] +α) = Ind([K]).Ind(α)

}
Exemples .— a) Comme nous l’avons déjà remarqué, pour un corps commutatif K , Br(K) e bien le
groupe de Brauer de K .

b) On considère le corps de séries de Laurent en cascade à deux variables k = R((x))((y)). Un petit calcul
arithmético-cohomologique (dont on pourra trouver le détail dans [Des]) montre que

• le groupe Br(k) e isomorphe à (Z/2)4,

• il exie un sous-groupe Ω ≤ Br(k) d’ordre 8 et tel que tout élément de Ω soit d’indice ≤ 2,

• l’ensemble Br(k)−Ω e composé de quatre éléments d’indice 2 et de quatre autres d’indice 4.

Considérons alors un élément α < Ω d’indice 2 et notons K la k-algèbre à division telle que [K] = α.
L’ensemble {α + β/ β ∈ Ω} compte exa�ement huit éléments dont aucun n’e dans Ω. Il exie donc
exa�ement quatre éléments β1, · · · ,β4 ∈Ω non nuls tels que α + β1, · · · ,α + β4 soient les quatre éléments
d’indice 4 de Br(k). Puisque que, pour tout γ ∈ Br(k) − {β1, · · · ,β4}, l’indice de α + γ vaut au plus 2, on
déduit finalement que

Br(K) = {[k],β1, · · · ,β4}

Puisque ]Br(K) = 5, l’ensemble Br(K) ne saurait être un sous-groupe de Br(k).

c) On considère un corps H de quaternion sur un corps réel clos R. Puisque Br(R) = {[R], [H]} et que
H ⊗k H 'M4(R) n’e pas un corps, on voit que Br(H) = 1 et que Z−Ext (H) = {H mod(H-isom.)}. Dans
cette situation, on a aussi Ext (H) = {H mod(H-isom.)}. En effet, d’après [Des,corollaire ..], tout corps
gauche de degré fini sur R e un corps de quaternion sur un sous corps réel clos R

′
et R et, en particulier,

un tel corps e de degré 4 sur R.

Plus généralement, on a la proposition suivante :





Proposition .— Si k désigne un corps commutatif, alors pour toute k-algèbre à division K , on a⊕
p |/ exp(K)

Br(k){p} ⊂ Br(K)

où Br(k){p} désigne la composante p-primaire du groupe de Brauer de k.

Si l’on suppose, en outre, que le groupe de Brauer de k possède la propriété suivante : pour tout entier
n ≥ 1, Br(k) possède au plus un sous-groupe d’ordre n (e.g. Br(k) = Z/2,Q/Z), alors on a⊕

p |/ exp(K)

Br(k){p} = Br(K)

Preuve : Rappelons que si K et H sont deux k-algèbres à division d’indices premiers entre eux, alors
K⊗kH e une k-algèbre à division. En particulier, toute k-algèbre à divisionH se décompose de manière
unique sous la forme H =

⊗
pHp où Hp e l’unique k-algèbre à division représentant la composante

p-primaire de [H] dans Br(k) (ce que nous appellerons la décomposition p-primaire de H).

Si H e une k-algèbre à division qui représente un élément de
⊕

p |/ exp(K)

Br(k){p} alors son indice e

premier à ind(K) (car l’indice et l’exposant sont des entiers ayant même radicaux). Il s’ensuit que K⊗kH
e un corps et la proposition  prouve alors que [H] ∈ Br(K).

Plaçons nous sous l’hypothèse faite sur Br(k). Soit K =
⊗

pKp la décomposition p-primaire de K et

H =
⊗

pHp celle d’une k-algèbre à division quelconque. Si l’on suppose que K ⊗k H e un corps, alors
Kq⊗kHp en e aussi un pour tout premiers p et q. En effet, Kq⊗kHp s’inje�e dans K⊗kH et e donc une
k-algèbre intègre de dimension finie, c’e donc un corps. Fixons un premier p et notons M = Kp ⊗k Hp
qui e donc une k-algèbre à division. Dans Br(k), on a [M] = [Kp]+[Hp], mais puisqu’il s’agit d’éléments
d’ordres une puissance de p, on en déduit que exp(M)|max(exp(Kp),exp(Hp)).

Si max(exp(Kp),exp(Hp)) = exp(Hp) alors comme Br(k) ne compte qu’un seul sous-groupe d’ordre exp(Hp),
il exie un entier d ≥ 1 tel que [M] = d[Hp] et, en examinant les indices, on a ind(M) = ind(H⊗dp ) ≤
ind(Hp). Ceci implique que [Hp : k] ≤ [M : k] = ind(M)2 ≤ ind(Hp)2 = [Hp : k] et donc M = Hp, c’e-à-
dire Kp = k.

Si max(exp(Kp),exp(Hp)) = exp(Kp) alors, le même raisonnement que précédemment prouve queHp = k.

En conclusion, si [H] ∈ Br(K), alors pour tout p|exp(K) on aHp = k et par conséquent, [H] ∈
⊕

p |/ exp(K)

Br(k){p}.

�

Le corps K de l’exemple b) montre que l’égalité
⊕

p |/ exp(K)

Br(k){p} = Br(K) e fausse en général.

..— Cas des Z-extensions intérieures filtrées. Une Z-extension intérieure filtrée d’un corps K e un
corps H obtenu par réunion d’une suite croissante (Hn)n de Z-extensions galoisiennes intérieures finies
de K . Pour une telle extension, on a Z(H) = Z(K) et

Br(H) =
⋂
n

Br(Hn)

En effet, si x ∈ Z(H), il exie n ≥ 0 tel que x ∈Hn et donc, x ∈ Z(Hn) = Z(K). Réciproquement, si x ∈ Z(K)
alors x commute avec tous les éléments deHn pour tout n ≥ 0 et donc x ∈ Z(H). Par ailleurs, siΩ désigne
une Z(K)-algèbre à division, on voit que la Z(K)-algèbreΩ⊗Z(K)H s’identifie à la réunion croissante des





Z(K)-algèbres Ω⊗Z(K)Hn. Puisque Ω⊗Z(K)Hn e un Hn-anneau de dimension finie, c’e un corps si et
seulement si il e intègre. On a ainsi

Ω⊗Z(K)H e un corps⇐⇒∀n ≥ 0, Ω⊗Z(K)Hn e un corps

ce qui permet de voir que

[Ω] ∈ Br(H) ⇐⇒ Ω⊗Z(K)H e un corps
⇐⇒ ∀n ≥ 0, Ω⊗Z(K)Hn e un corps
⇐⇒ ∀n ≥ 0, [Ω] ∈ Br(Hn)

Exemple.— Considérons un corps commutatif k dont le groupe de Brauer possède au plus un sous-
groupe d’ordre n pour tout n ≥ 1 et, pour tout premier p, un élément [Kp] ∈ Br(k){p}. Comme nous
l’avons vu précédemment, la k-algèbre Hn =

⊗
p≤nKp e un corps et l’on peut donc considérer la Z-

extension intérieure filtrée H =
⋃
nHn. Par application de la proposition  et de ce qui précède, on voit

que
Br(H) =

⋂
n

Br(Hn) =
⋂
n

⊕
p>n

Br(k){p} = 0

.— Produit croisé.

..— Généralités. On considère une extension galoisienne extérieure L/K de groupe fini G (de neutre
noté e) et un syème de fa�eurs f : G × G −→ Z(L)∗ à valeurs dans le centre de L. On se donne un
L-espace ve�oriel à gauche A de dimension ]G que l’on rapporte à une base {aσ }σ∈G. Sur A, on définit
une loi de composition interne (dite produit croisé), par la formule suivante :∑

σ∈G
xσaσ

 .
∑
τ∈G

yτaτ

 =
∑
σ,τ∈G

f (σ,τ)xσy
σ
τ aστ

Il s’agit de la même définition que dans le cas commutatif et le fait que l’on prenne un syème de
fa�eurs à valeurs dans le centre de L va permettre de conférer à A une ru�ure de L-anneau (à gauche).
En effet, il e déjà clair que cette multiplication e diributive à gauche et à droite par rapport à +.
Montrons qu’elle e associative. Il suffit de vérifier la relation d’associativité pour les éléments de A de
la forme xσaσ . Soient donc σ,τ,ρ ∈ G et xσ , yτ , zρ ∈ L, on a

(xσaσ .yτaτ ).zρaρ = (f (σ,τ)xσyστ aστ ).zρaρ = f (στ,ρ)f (σ,τ)xσyστ z
στ
ρ aστρ

= f (σ,τρ)f (τ,ρ)σxσyστ z
στ
ρ aστρ = f (σ,τρ)xσ

(
f (τ,ρ)yτzτρ

)σ
aστρ

= xσaσ .(f (τ,ρ)yτzτρaτρ) = aσxσ .(aτyτ .aρzρ)

Cet anneau e unitaire, son neutre étant ωae où ω = f (e,e)−1. L’application x 7−→ ωx plonge alors L dans
cet anneau et lui confère ainsi sa ru�ure de L-anneau.

Définition .— Le L-anneauA ainsi conruit s’appelle le "produit croisé de L parG relativement au syème
de fa�eurs f ". On le note A (L/K,f ).

On dira d’une extension finie de corpsH/K qu’elle e "croisée" s’il exie une extension intermédiaire L/K
galoisienne extérieure telle que H 'A (L/K,f ) pour un certain syème de fa�eurs f à valeurs dans Z(L)∗.

Proposition .— Avec les notations précédentes,

a) Si f et f
′

sont deux syèmes de fa�eurs différant d’un cobord alors A (L/K,f ) ' A (L/K,f
′
) en tant que

L-anneaux.

b) Le L-anneau A (L/K,f ) e un K-espace ve�oriel à gauche de dimension n2 où n = ]G.





c) Le commutant L̃ de L dans A (L/K,f ) vaut L̃ = Z(L) et celui de K vaut K̃ =
⊕
σ∈G

Z(L)aσ .

d) On a Z(A (L/K,f )) = Z(K).

Preuve : a) Soit h : G −→ Z(L)∗ une application telle que pour tout σ,τ ∈ G, on ait

f (σ,τ)h(στ) = f
′
(σ,τ)h(τ)σh(σ )

Considérons l’application L-linéaire θ :A (L/k,f ) −→A (L/k,f
′
) définie pour tout σ ∈ G, par

θ(aσ ) = h(σ )aσ

Pour tout σ,τ ∈ G et tout xσ , yτ ∈ L, on a

θ(xσaσyτaτ ) = f (σ,τ)h(στ)xσyστ aστ = f
′
(σ,τ)h(τ)σh(σ )xσyστ aστ

= f
′
(σ,τ)xσh(σ )(yτh(τ))σaστ = (xσh(σ )aσ )(yτh(τ)aτ )

= θ(xσaσ )θ(yτaτ )

et ainsi, θ e un isomorphisme de L-anneaux. Quitte à multiplier par un cobord bien choisi, on peut
donc supposer dans la suite que f e unitaire (i.e. f (e,e) = 1). Dans cette situation, on a ae = 1 et, pour
tout σ ∈ G, f (e,σ ) = f (σ,e) = 1.

b) dimK (A (L/k,f )) = dimL(A (L/k,f ))[L : K] = n2.

c) On a x =
∑
τ∈G

xτaτ ∈ L̃ si et seulement si

∀λ ∈ L,
∑
τ∈G

λxτaτ =
∑
τ∈G

xτλ
τaτ ⇐⇒∀τ ∈ G,∀λ ∈ L,λxτ = xτλ

τ

Si xτ , 0 alors, pour tout λ ∈ L, λτ = IL(xτ )(λ) = IdL(λ) = λ (car L/K e extérieur) et donc τ = e. Ainsi
x = xe mais comme λx = xλ pour tout λ ∈ L, on a finalement x ∈ Z(L).

De même, on a x =
∑
τ∈G

xτaτ ∈ K̃ si et seulement si

∀λ ∈ K,
∑
τ∈G

λxτaτ =
∑
τ∈G

xτλaτ ⇐⇒∀τ ∈ G, ∀λ ∈ K,λxτ = xτλ⇐⇒∀τ ∈ G, xτ ∈CL(K) = Z(L)

(la dernière égalité venant à nouveau du fait que L/K e extérieur, cf. proposition ).

d) D’après le c), on a Z(A (L/K,f )) = ˜A (L/K,f ) ⊂ L̃ = Z(L). Soit x ∈ Z(A (L/K,f )) ⊂ Z(L), pour tout τ ∈ G,
on a xaτ = aτx = xτaτ et donc x e laissé able par G, c’e-à-dire x ∈ K . Ainsi, x ∈ K∩Z(L) = Z(K) (cette
égalité venant du fait que, puisque L/K e extérieure, Z(K) ⊂ Z(L), cf. proposition ..).

�

..— Intériorité. Examinons à présent la queion de l’intériorité de l’extension A (L/K,f )/K lorsque
A (L/K,f ) e un corps. Toute extension croisée H/Z(H) e évidemment galoisienne intérieure (d’après
le théorème de Skolem-Noether), mais quand K , Z(H) des pathologies peuvent apparaitre :

Exemple .— (Une extension croisée qui n’e pas galoisienne intérieure) Examinons le cas où Gal(L/K) =
{1,σ } = Z/2 et f e le syème de fa�eurs défini par f (1,1) = f (1,σ ) = f (σ,1) = 1 et f (σ,σ ) = −1. Dans
cette situation, un petit calcul classique montre que l’anneau H = L+L.aσ =A (L/K,f ) e un corps si et
seulement si

∀λ ∈ L, λλσ , −1

Plaçons-nous dans cette situation et supposons que Z(L) = Z(K). Pour λ,µ ∈ L, en étudiant la commuta-
tion avec les éléments de K , on voit que IH (λ+ µaσ ) ∈ Int(H/K) si et seulement si λ,µ ∈ CL(K) = Z(L) =





Z(K) ⊂ K . Il s’ensuit que aσ ∈ H Int(H/K) et par suite, pour des raison de dimension, que H Int(H/K) =
K +Kaσ , K . L’extension H/K n’e donc pas intérieure. Pourtant, elle e bien galoisienne et l’on a le
diagramme suivant :

H
gal.int. K̃∗/Z(H)∗

22

gal.ext. Z/2

L
2

gal.ext. Z/2

K +K.aσ

gal.ext. Z/2

2

K

En effet, remarquons pour commencer que l’application τ : a + b.aσ 7−→ a − b.aσ e un élément de
Aut(H/L) d’ordre 2 et que τ n’e pas un automorphisme intérieur (sinon il fixerait H Int(H/K) = K +Kσ ,
ce qui n’e visiblement pas le cas).

Puisque τ n’e pas intérieur, le groupe G =< τ >= {1, τ} e visiblement un N -groupe (son algèbre asso-
ciée étant tout simplement Z(H)). La théorie de Galois assure alors queH/HG e galoisienne extérieure
de groupe G, et comme visiblement HG = L, on a bien H/L galoisienne extérieure de groupe de Galois
Z/2.

La reri�ion de τ àK+Kσ =H Int(H/K) e visiblement unK-automorphisme qui vérifie (K+Kaσ )<τ> = K .
Ainsi, H<τ,Int(H/K)> = K et donc H/K e galoisienne. Il e alors clair que H/H Int(H/K) e galoisienne in-
térieure et queH Int(H/K)/K e galoisienne extérieure (puisque Int(H/K) e un sous-N -groupe diingué
de Gal(H/K), donc N -invariant). Comme visiblement K , K +K.aσ , H et que [H : K] = 4, l’extension
K +K.σ/K e galoisienne extérieure de groupe Z/2 (engendré par la reri�ion de τ).

On voit en passant que, bien que H/L et L/K soient extérieures, ce n’e pas le cas de H/K . Par
ailleurs, puisque Int(H/K) = K̃∗/Z(H)∗ e diingué dans Gal(H/K), on a une suite exa�e scindée

1 // Int(H/K) // Gal(H/K) // Gal(K +K.aσ /K) //

τ 7→τ
tt

1

(puisque le générateur de Gal(K +K.aσ /K) se relève sur τ) et donc

Gal(H/K) = K̃∗/Z(H)∗ oZ/2

Pour conruire un exemple se plaçant dans cette situation, on considère Ωp, la Zp-extension de Q

(avec p , 2), α un générateur de Gal(Ωp/Q) et les corps de fra�ions tordus (voir [GW], [Ore] ou [Coh])

K = Ωp(t2,α2) et L = Ωp(t,α). Un petit calcul montre que Z(L) = Ω<α>
p = Q = Ω<α2>

p = Z(K) (car p , 2
et donc α2 e aussi générateur de Zp) et que L/K e galoisienne extérieure de groupe de Galois Z/2
(engendré par l’automorphisme σ induit par la correspondance t 7−→ −t).

En plongeant le corps L dans le corps des séries de Laurent tordu Ωp((t,α)), on voit que si un élément
λ ∈ L vérifiait λλσ = −1 alors, via le plongement, λ s’écrirait λ = a0 + a1t + · · · avec a0 ∈ Ωp vérifiant
a2

0 = −1. Compte-tenue du fait que Ωp ⊂Q
tr ⊂ R, ceci e impossible et donc H = A (L/K,f ) e bien un

corps.

Venons-en maintenant à l’étude du corps des invariants par les automorphismes intérieurs d’une
extension croisée en toute généralité. Pour mener à bien cette étude, nous allons avoir besoin d’une
généralisation du théorème  d’Hilbert

Proposition .— Soit L/K une extension extérieure.

/ (Généralisation du lemme de Dedekind) L’ensemble Aut(L/K) forme une famille libre du L-espace ve�o-
riel (droite ou gauche) des fon�ions de L dans L.





/ (Généralisation du théorème  d’Hilbert) Pour tout sous-groupe fini G ⊂ Aut(L/K), l’ensemble de coho-
mologie (non abélienne si L e un corps gauche) H1(G,L∗) e trivial.

Preuve : / Supposons le contraire et considérons une famille L-liée {f1, · · · , fn} ⊂ Aut(L/K) de cardinal n
minimal. On a n ≥ 2 et par hypothèse de minimalité de n, il exie a1, · · · , an ∈ L∗ tel que, pour tout x ∈ L,

n∑
i=1

aifi(x) = 0

Pour tout z ∈ L, on a donc

n∑
i=1

aifi(zx) =
n∑
i=1

aifi(z)fi(x) =
n−1∑
i=1

aifi(z)fi(x) + anfn(z)fn(x) = 0

anfn(z)a−1
n

 n∑
i=1

aifi(x)

 =
n∑
i=1

anfn(z)a−1
n aifi(x) =

n−1∑
i=1

anfn(z)a−1
n aifi(x) + anfn(z)fn(x) = 0

En effe�uant la différence, on trouve que

n−1∑
i=1

(
anfn(z)a−1

n ai − aifi(z)
)
fi(x)

pour tout x ∈ L et donc, par minimalité de n, on a pour tout i = 1, · · · ,n− 1 et tout z ∈ L,

anfn(z)a−1
n = aifi(z)a

−1
i

ce qui implique que fn ◦ f −1
i = IL(a−1

n ai) ∈ Aut(L/K). Puisque L/K e supposée extérieure, on en dé-
duit finalement que fn = fi , ce qui e absurde. Pour la ru�ure d’espace ve�oriel à droite, le preuve
s’obtient de la même façon.

/ La preuve s’obtient grâce au lemme de Dedekind, exa�ement comme dans le cas abélien : on con-
sidère un 1-cocyle f , c’e-à-dire une application f : G −→ L∗ qui vérifie pour tout σ,ρ ∈ G, f (σρ) =
f (σ )f (ρ)σ , et l’on veut montrer que f e cohomologue au cocycle trivial, c’e-à-dire qu’il exie a ∈ L∗
tel que f (σ ) = a−1aσ . Pour ce faire, on utilise le lemme de Dedekind généralisé qui assure l’exience
d’un élément c ∈ L∗ tel que

b =
∑
ρ∈G

f (ρ)cρ , 0

On a alors

bσ =
∑
ρ∈G

f (ρ)σ cσρ =
∑
ρ∈G

f (σ )−1f (σρ)cσρ = f (σ )−1

∑
ρ∈G

f (σρ)cσρ
 = f (σ )−1.b

et l’on en déduit que f (σ ) = a−1aσ pour le choix a = b−1.

�

(Il exie une version encore plus générale du lemme de Dedekind, / de cet énoncé, dans le cas où L/K
e quelconque. Voir [Coh, Th....]).

Théorème .— Soient L/K une extension galoisienne extérieure finie de groupe G et f un syème de fac-
teurs à valeurs dans Z(L)∗ (supposé unitaire) tel que H = A (L/K,f ) soit un corps. On note N le noyau de
l’épimorphisme G = Gal(L/K)�Gal(Z(L)/Z(K)) de la proposition  sur lequel on fait agir G par conjugaison.
On note Ñ l’ensemble des G-orbites de N sous cette a�ion.

/ Pour tout τ ∈N ,





a) L’application
rτ : CG(τ) −→ L∗

µ 7−→ f (τ,µ)f (µ,τ)−1

e un 1-cocycle.

b) L’ensemble
Jτ =

{
xτ ∈ L∗/ ∀µ ∈CG(τ), rτ (µ) = x−1

τ .x
µ
τ

}
∪ {0}

e un K-espace ve�oriel isomorphe au K-espace ve�oriel LCG(τ). Sa dimension sur K e donc égale à [LCG(τ) :
K] = ]G/]CG(τ).

c) Pour tout σ ∈ G l’application
ωτ,σ : Jτ −→ Jστσ−1

xτ 7−→ xστσ−1

où
xστσ−1 =ωτ,σ (xτ ) = xστ f (σ,τ)f (στσ−1,σ )−1

e un isomorphisme de K-espaces ve�oriels.

d) Pour tout xτ ∈ Jτ et tout µ ∈CG(τ) on a

xστ f (σ,τ)f (στσ−1,σ )−1 = x
σµ
τ f (σµ,τ)f ((σµ)τ(σµ)−1,σµ)−1

En conséquence de quoi, la somme ∑
σ̂∈G/CG(τ)

xστ f (σ,τ)f (στσ−1,σ )−1aστσ−1 ∈H

e définie de manière non équivoque.

e) L’ensemble

Eτ =


∑

σ̂∈G/CG(τ)

xστ f (σ,τ)f (στσ−1,σ )−1aστσ−1 / xτ ∈ Jτ


e un K-espace ve�oriel isomorphe au K-espace ve�oriel Jτ et si τ

′ ∈ N e tel que τ̃ = τ̃ ′ alors Eτ = Eτ ′ . En
conséquence de quoi, on peut considérer le K-espace ve�oriel Eτ̃ = Eτ dont la définition ne dépend que de la
classe de τ .

/ Le corps des invariants de H par l’a�ion de Int(H/K) vaut alors

H Int(H/K) =
⊕
τ̃∈Ñ

Eτ̃

et l’on a [H Int(H/K) : K] = ]N . En conséquence de quoi, on a l’équivalence

H/K e galoisienne intérieure⇐⇒N = {Id} ⇐⇒ [Z(L) : Z(K)] = [L : K]

Preuve : .a) Pour tous µ,µ
′ ∈CG(τ), on a par cocyclicité

rτ (µ
′
)µrτ (µ) = f (τ,µ

′
)µf (µ

′
, τ)−µf (τ,µ)f (µ,τ)−1 = [f (τ,µ

′
)µf (µ,τ)−1].[f (µ

′
, τ)−µ].f (τ,µ)

= [f (µτ,µ
′
)f (µ,τµ

′
)−1].[f (µ,µ

′
τ)f (µµ

′
, τ)−1f (µ,µ

′
)−1].f (τ,µ)

= f (µτ,µ
′
)f (µµ

′
, τ)−1f (µ,µ

′
)−1f (τ,µ)

(car τµ
′

= µ
′
τ)

= f (µτ,µ
′
)f (µµ

′
, τ)−1f (µ,µ

′
)−τf (τ,µ) = [f (τµ,µ

′
)f (µ,µ

′
)−τf (τ,µ)].f (µµ

′
, τ)−1

(car τ ∈N et f (µ,µ
′
) ∈ Z(L)) (car τµ = µτ)

= f (τ,µµ
′
)f (µµ

′
, τ)−1

= rτ (µµ
′
)





.b) La généralisation du théorème  d’Hilbert, vue dans la proposition , montre qu’il exie un
élément xτ ∈ Jτ non nul. Pour yτ ∈ L∗, on a

yτ ∈ Jτ ⇐⇒∀µ ∈CG(τ), y−1
τ .y

µ
τ = rτ (µ) = x−1

τ .x
µ
τ ⇐⇒∀µ ∈CG(τ), xτy

−1
τ = (xτy

−1
τ )µ⇐⇒ yτ ∈ LCG(τ).xτ

L’application λ 7−→ λ.xτ e donc un isomorphisme de K-espaces ve�oriels.

Le calcul de la dimension découle de la théorie de Galois : puisque L/K e galoisienne extérieure et
finie, on a [L : K] = ]G et [L : LCG(τ)] = ]CG(τ), ce qui montre bien que

dimK Jτ = [LCG(τ) : K] = [L : K]/[L : LCG(τ)] = ]G/]CG(τ)

.c) Il s’agit, en premier lieu, de montrer que l’applicationωτ,σ e bien à valeurs dans Jστσ−1 , c’e-à-dire
de montrer que, si x

µ
τ f (µ,τ) = xτf (τ,µ) pour tout µ ∈CG(τ), alors xν

στσ−1f (ν,στσ−1) = xστσ−1f (στσ−1,ν)
pour tout ν ∈CG(στσ−1) = σCG(τ)σ−1, autrement dit,

x
σµσ−1

στσ−1 f (σµσ−1,στσ−1) = xστσ−1f (στσ−1,σµσ−1)

pour tout µ ∈CG(τ). Ceci e vrai puisque, par cocyclicité, on a

x
σµσ−1

στσ−1 f (σµσ−1,στσ−1) = [x
σµ
τ ].f (σ,τ)σµσ

−1
.[f (στσ−1,σ )−σµσ

−1
f (σµσ−1,στσ−1)]

= xστ .[f (τ,µ)σ ].[f (µ,τ)−σ ].[f (σ,τ)σµσ
−1

].[f (σµσ−1,στ)f (σµτσ−1,σ )−1]
= xστ .[f (στ,µ)f (σ,τ)f (σ,τµ)−1].[f (σµ,τ)−1f (σ,µ)−1f (σ,µτ)]

.[f (σµ,τ)f (σµσ−1,σ )f (σµσ−1,στ)−1].[f (σµσ−1,στ)f (σµτσ−1,σ )−1]
= xστ f (στ,µ)f (σ,τ)f (σ,µ)−1f (σµσ−1,σ )f (σµτσ−1,σ )−1

(car τµ = µτ)

= xστ f (στ,µ)f (σ,τ)f (σ,µ)−στσ
−1
f (σµσ−1,σ )f (σµτσ−1,σ )−1

(car στσ−1 ∈N et f (σ,µ) ∈ Z(L))

= xστ f (σ,τ).[f (στ,µ)f (σ,µ)−στσ
−1

].f (σµσ−1,σ )f (σµτσ−1,σ )−1

= xστ f (σ,τ).[f (στσ−1,σµ)f (στσ−1,σ )−1].f (σµσ−1,σ )f (σµτσ−1,σ )−1

= xστ [f (σ,τ)f (στσ−1,σ )−1f (στσ−1,σµσ−1)]
.[f (στσ−1,σµσ−1)−1f (στσ−1,σµ).f (σµσ−1,σ )f (σµτσ−1,σ )−1]

= xστ [f (σ,τ)f (στσ−1,σ )−1f (στσ−1,σµσ−1)]
.[f (στσ−1,σµσ−1)−1f (στσ−1,σµ).f (σµσ−1,σ )στσ

−1
f (στµσ−1,σ )−1]

(car τµ = µτ et, στσ−1 ∈N et f (σµσ−1,σ ) ∈ Z(L))
= xστ f (σ,τ)f (στσ−1,σ )−1f (στσ−1,σµσ−1)
= xστσ−1f (στσ−1,σµσ−1)

Comme on peut s’y attendre, ωτ,σ e bije�ive et admet ωστσ−1,σ−1 pour réciproque :

ωστσ−1,σ−1 ◦ωτ,σ (xτ ) = ωστσ−1,σ−1(xστσ−1 ) = xσ
−1

στσ−1f (σ−1,στσ−1)f (τ,σ−1)−1

= xτ .[f (σ,τ)σ
−1

].[f (στσ−1,σ )−σ
−1
f (σ−1,στσ−1)]f (τ,σ−1)−1

= xτ .[f (σ−1,σ )f (σ−1,στ)−1].[f (σ−1,στ)f (τσ−1,σ )−1].f (τ,σ−1)−1

= xτ .f (σ−1,σ )τf (τ,1)f (τσ−1,σ )−1.f (τ,σ−1)−1

(car τ ∈N et f (σ−1,σ ) ∈ Z(L))
= xτ

L’application ωτ,σ e visiblement K-linéaire et son noyau e certainement réduit à {0}. Puisque les
espaces considérés sont de dimensions finies, on en déduit bien que ωτ,σ e un isomorphisme.

.d) Il s’agit de montrer que

f (σ,τ)f (στσ−1,σ )−1 = f (τ,µ)σ f (µ,τ)−σ f (σµ,τ)f (στσ−1,σµ)−1





pour tout σ ∈ G et tout µ ∈CG(τ). A cet effet, on a

[f (τ,µ)σ ].[f (µ,τ)−σ ].f (σµ,τ)f (στσ−1,σµ)−1 = [f (στ,µ)f (σ,τ)f (σ,τµ)−1].[f (σµ,τ)−1f (σ,µ)−1f (σ,µτ)]
.f (σµ,τ)f (στσ−1,σµ)−1

= f (στ,µ)f (σ,τ)f (σ,µ)−1f (στσ−1,σµ)−1

(car τµ = µτ)
= f (στ,µ)f (σ,τ)f (σ,µ)−1f (στσ−1,σµ)−1

(car τµ = µτ)

= f (σ,τ).[f (στ,µ)f (σ,µ)−στσ
−1
f (στσ−1,σµ)−1]

(car στσ−1 ∈N et f (σ,µ) ∈ Z(L))
= f (σ,τ)f (στσ−1,σ )−1

.e) L’application
Jτ −→ H

xτ 7−→
∑

σ̂∈G/CG(τ)

xστ f (σ,τ)f (στσ−1,σ )−1aστσ−1

e visiblement K-linéaire et comme son image vaut Eτ , ceci assure que ce dernier ensemble e bien
un K-espace ve�oriel. Par ailleurs, les éléments aστσ−1 formant une famille L-libre, notre application a
donc un noyau trivial, ce qui montre qu’il s’agit d’un K-isomorphisme entre Jτ et Eτ .

Pour tout ρ ∈ G, puisque ωτ,ρ e une bije�ion entre les ensembles Jτ et Jρτρ−1 , on a

Eρτρ−1 =


∑

σ̂∈G/CG(ρτρ−1)

xσ
ρτρ−1f (σ,ρτρ−1)f (σρτρ−1σ−1,σ )−1aσρτρ−1σ−1 / xρτρ−1 =ωτ,ρ(xτ ), xτ ∈ Jτ


Maintenant, pour xρτρ−1 =ωτ,ρ(xτ ) = xστ f (σ,τ)f (στσ−1,σ )−1, on a pour tout σ ∈ G,∑

σ̂∈G/CG(ρτρ−1)

xσ
ρτρ−1f (σ,ρτρ−1)f (σρτρ−1σ−1,σ )−1aσρτρ−1σ−1

=
∑

σ̂∈G/CG(τ)

x
ρσρ−1

ρτρ−1 f (ρσρ−1,ρτρ−1)f (ρστσ−1ρ−1,ρσρ−1)−1aρστσ−1ρ−1

=
∑

σ̂∈G/CG(τ)

x
ρσ
τ f (ρ,τ)ρσρ

−1
f (ρτρ−1,ρ)−ρσρ

−1
f (ρσρ−1,ρτρ−1)f (ρστσ−1ρ−1,ρσρ−1)−1aρστσ−1ρ−1

=
∑

σ̂∈G/CG(τ)

xστ f (ρ,τ)σρ
−1
f (ρτρ−1,ρ)−σρ

−1
f (σρ−1,ρτρ−1)f (στσ−1,σρ−1)−1aστσ−1

=
∑

σ̂∈G/CG(τ)

xστ f (σ,τ)f (στσ−1,σ )−1aστσ−1

la dernière égalité étant assurée si l’on montre que

f (ρ,τ)σρ
−1
f (ρτρ−1,ρ)−σρ

−1
f (σρ−1,ρτρ−1)f (στσ−1,σρ−1)−1 = f (σ,τ)f (στσ−1,σ )−1

or

f (σ,τ).[f (στσ−1,σ )−1] = f (σ,τ).[f (σρ−1,ρ)στσ
−1
f (στρ−1,ρ)−1f (στσ−1,σρ−1)−1]

= f (σ,τ)f (σρ−1,ρ)f (στρ−1,ρ)−1f (στσ−1,σρ−1)−1

(car στσ−1 ∈N et f (σρ−1,ρ) ∈ Z(L))

= f (σ,τ)f (σρ−1,ρ)
(
f (σρ−1,ρτ)−1f (σρ−1,ρτ)

)
f (στρ−1,ρ)−1(

f (σρ−1,ρτρ−1)−1f (σρ−1,ρτρ−1)
)
f (στσ−1,σρ−1)−1

= [f (σ,τ)f (σρ−1,ρ)f (σρ−1,ρτ)−1].[f (σρ−1,ρτ)f (στρ−1,ρ)−1f (σρ−1,ρτρ−1)−1]
.f (σρ−1,ρτρ−1)f (στσ−1,σρ−1)−1

= f (ρ,τ)σρ
−1
f (ρτρ−1,ρ)−σρ

−1
f (σρ−1,ρτρ−1)f (στσ−1,σρ−1)−1





On en déduit que

Eρτρ−1 =


∑

σ̂∈G/CG(ρτρ−1)

xσ
ρτρ−1f (σ,ρτρ−1)f (σρτρ−1σ−1,σ )−1aσρτρ−1σ−1 / xρτρ−1 ∈ Jρτρ−1


=


∑

σ̂∈G/CG(τ)

xστ f (σ,τ)f (στσ−1,σ )−1aστσ−1 / xτ ∈ Jτ

 = Eτ

/ On a x =
∑
τ∈G

xτaτ ∈H Int si et seulement si x ∈ ˜̃K , c’e-à-dire d’après la proposition .c),

(1) ∀λ ∈ Z(L), λx = xλ ⇐⇒
∑
τ∈G

λxτaτ =
∑
τ∈G

xτλ
τaτ =

∑
τ∈G

λτxτaτ

(2) ∀σ ∈ G, aσx = xaσ ⇐⇒
∑
τ∈G

xστ f (σ,τ)aστ =
∑
τ∈G

xστσ−1f (στσ−1,σ )aστ

Si xτ , 0, la condition (1) implique alors λτ = λ pour tout λ ∈ Z(L), c’e-à-dire τ ∈ N . On voit alors que
(1)⇐⇒ x =

∑
τ∈N

xτaτ . Sous la condition (1), la condition (2) équivaut alors à

∀τ ∈N ∀σ ∈ G, xστ f (σ,τ) = xστσ−1f (στσ−1,σ )

Ceci montre, en particulier, que
⊕
τ̃∈Ñ

Eτ̃ ⊂H Int(H/K).

Réciproquement, considérons x =
∑
τ∈N

xτaτ ∈ H Int et fixons un élément τ ∈ N pour lequel xτ , 0.

Pour tout µ ∈CG(τ), on a donc
x
µ
τ f (µ,τ) = xτf (τ,µ)

ce qui assure que xτ ∈ Jτ . On en déduit que

x =
∑
τ̃∈Ñ

∑
σ̂∈G/CG(τ)

xστσ−1aστσ−1 =
∑
τ̃∈Ñ

∑
σ̂∈G/CG(τ)

xστ f (σ,τ)f (στσ−1,σ )−1aστσ−1 ∈
⊕
τ̃∈Ñ

Eτ̃

Les énoncés .b,e) et l’équation des classes permettent alors d’écrire

[H Int(H/K) : K] = dimK

⊕
τ̃∈Ñ

Eτ̃ =
∑
τ̃∈Ñ

dimKEτ̃ =
∑
τ̃∈Ñ

dimK Jτ =
∑
τ̃∈Ñ

]G/]CG(τ) = ]N

L’équivalence finale découle alors immédiatement de cette dernière égalité.

�

Une queion légitime e celle de la qualité galoisienne de l’extension H Int(H/K)/K (et plus générale-
ment de l’extension H/K) et du lien qui pourrait exier entre N et le groupe Gal(H Int(H/K)/K) lorsque
l’extension e effe�ivement galoisienne. A moindres frais, on peut répondre à cette queion lorsque N
e central dans G :

Proposition .— On garde les notations du théorème  et l’on note n = ]N et µn le groupe des racines
n-ième de l’unité. Si N ⊂ Z(G) et que le corps Z(K) e de cara�ériique première à n et vérifie µn ⊂ Z(K),
alors l’extension H Int(H/K)/K e galoisienne extérieure de groupe de Galois isomorphe à N .





Preuve : Avec l’hypothèse N ⊂ Z(G), le théorème  montre qu’il exie une famille {xτ }τ∈N d’élément
de L∗ telle que

H Int(H/K) =
⊕
τ∈N

K.xτaτ

Avec les hypothèses, on peut faire agir Hom(N,µn), le dual de N , sur le corps H Int(H/K) en posant,
pour tout ϕ ∈Hom(N,µn), ∑

τ∈N
λτ .xτaτ

ϕ =
∑
τ∈N

ϕ(τ)λτ .xτaτ

Cette a�ion e visiblement fidèle et chaque élément de Hom(N,µn) fixe les éléments de K . On en dé-
duit que Aut(H Int(H/K)/K) contient un sous-groupe isomorphe à Hom(N,µn). Comme N e abélien, il
e isomorphe à son dual et donc Aut(H Int(H/K)/K) contient un sous-groupe isomorphe à N . Puisque
l’extension H Int(H/K)/K e extérieure de degré n = ]N , la théorie de Galois assure alors qu’elle e ga-
loisienne et que Gal(H Int(H/K)/K) 'N .

�

Remarque : Sous les hypothèses de l’énoncé précédent, on remarque que le dual de G agit aussi, de la
même manière, surH tout entier (si l’on rajoute l’hypothèse que µm ⊂ Z(K) avecm = ]G). Le morphisme
de reri�ion e alors compatible avec les a�ions de Hom(G,µm) sur H et de Hom(N,µn) sur H Int(H/K),
c’e-à-dire que le diagramme suivant

Hom(G,µm)

��

res // Hom(N,µn)

��
Aut(H/K) res // IsomK (H Int(H/K),H)

e commutatif. Ainsi, dés que le morphisme de reri�ion Hom(G,µm) res // Hom(N,µn) e sur-

je�ive, le groupe Gal(H Int(H/K)/K) se relève à Aut(H/K) et donc l’extension H/K e galoisienne. La
classique suite exa�e de cohomologie montre que cette condition de surje�ivité e équivalente à dire
que le morphisme de transgression Hom(N,µn) −→H2(G/N,µm) e trivial.

..— Cara�érisation des produits croisés. On considère à présent une extension galoisienne in-
térieure finie H/K et l’on considère les deux ensembles

M gal

0 (H/K) = {L0 ∈M0(H/K) tel que L0/Z(K) soit galoisienne}
M gal(H/K) = {L ∈M (H/K) tel que L/K soit galoisienne}

Par application du théorème  et de la proposition , on voit que la commutation définit une bije�ion
entre les ensembles M gal

0 et M gal. La théorie du groupe de Brauer assure que K̃/Z(K) e une extension
croisée si et seulement si M gal

0 , ∅. Plus précisément, pour tout L0 ∈ M
gal

0 , il exie un 2-cocyle f ∈
H2(L0/Z(K)) tel que K̃ ' A (L0/Z(K), f ). L’extension ˜Z(K)/K hérite de cette propriété relativement à
M gal :

Théorème .— Pour tout L ∈M gal, il exie un 2-cocyle f ∈H2(Gal(L/K),Z(L)∗) tel que

˜Z(K) 'A (L/K,f )

et l’on a en outre K̃ 'A (Z(L)/Z(K), f ).

Réciproquement, pour tout L0 ∈M
gal

0 , si l’on pose L = L̃0, alors

˜Z(K) 'A (L/K,f )





pour tout 2-cocyle f ∈H2(L0/Z(K)) vérifiant K̃ 'A (L0/Z(K), f ).

Preuve : Considérons un corps L ∈ M gal. Puisque ˜Z(K)/K e une Z-extension galoisienne intérieure
(propositions  et ), d’après la généralisation du théorème de Skolem-Noether (théorème ) tout
élément σ ∈ G = Gal(L/K) se relève en un automorphisme intérieur I˜Z(K)(aσ ) de ˜Z(K). Puisque I˜Z(K)(aσ )

laisse fixe K , on a aσ ∈ K̃ ⊂˜Z(K). On suppose maintenant s’être donné, pour tout σ ∈ G, un élément aσ
tel que précédemment. Si σ,τ sont des éléments de G, alors pour tout x ∈ L,

I˜Z(K)(aστ )(x) = σ ◦ τ(x) = I˜Z(K)(aσ ) ◦ I˜Z(K)(aτ )(x) = I˜Z(K)(aσaτ )(x)

on en déduit que l’élément aσaτa−1
στ e dans L̃ = Z(L). Ainsi, il exie f (σ,τ) ∈ Z(L)∗ tel que

aσaτ = f (σ,τ)aστ

Pour tout σ,τ,ρ ∈ G, on a

(aσaτ )aρ = f (σ,τ)aστaρ = f (σ,τ)f (στ,ρ)aστρ
aσ (aτaρ) = aσ f (τ,ρ)aτρ = aσ f (τ,ρ)a−1

σ aσaτρ = f (τ,ρ)σ f (σ,τρ)aστρ

et comme la multiplication e associative, on en déduit que f e un syème de fa�eurs à valeurs dans
Z(L)∗.

Montrons maintenant que la famille {aσ }σ∈G e une famille libre de ˜Z(K) considéré comme L-espace
ve�oriel à gauche. A cet effet, supposons qu’il exie une équation de dépendance linéaire

∑
σ∈G

xσaσ = 0

et supposons l’avoir choisie pour qu’elle possède le moins possible de coefficients non nuls. Deux au
moins de ces coefficients, xσ1

, xσ2
sont non nuls. Considérons alors un élément z ∈ Z(L) tel que zσ1 , zσ2 .

Une telle chose e possible car, d’après le corollaire , on a [Z(L) : Z(K)] = [L : K] et l’épimorphisme
canonique Gal(L/K) −→Gal(Z(L)/Z(K)) e alors un isomorphisme (proposition ). On a alors

0 = zσ1

∑
σ∈G

xσaσ

 =
∑
σ∈G

zσ1xσaσ et

∑
σ∈G

xσaσ

z =
∑
σ∈G

zσxσaσ

et, en sourayant, on obtient ∑
σ∈G

(zσ1 − zσ )xσaσ = 0

et il s’agit là d’une équation de dépendance linéaire non triviale (car le coefficient en aσ2
e non nul)

qui compte moins de coefficients non nuls que celle dont on e partis. Ceci étant absurde, on en déduit
bien que la famille e libre.

Le L-espace ve�oriel gauche A engendré par les aσ e donc un sous-anneau de ˜Z(K) isomorphe à
A (L/K,f ). On a dimK (A) = dimL(A).[L : K] = ]G.[L : K] = [L : K]2 = [˜Z(K) : K] (corollaire ) et donc
A = ˜Z(K).

Comme on l’a remarqué, les éléments aσ sont dans K̃ et les groupes de Galois, Gal(L/K) et Gal(Z(L)/Z(K)),
sont canoniquement isomorphes. Les mêmes arguments montrent alors que K̃ 'A (Z(L)/Z(K), f ).

La réciproque se montre de la même manière.

�

Corollaire .— Pour qu’une extension galoisienne intérieure finie H/K soit croisée, il faut et il suffit qu’elle
soit centrale et qu’elle vérifie l’une des conditions équivalentes suivantes :

i) son algèbre à division associée e croisée,





ii)M gal

0 (H/K) , ∅ (i.e. il exie une extension commutative maximale de Z(K) dans K̃ qui e galoisienne),

iii)M gal(H/K) , ∅ (i.e. il exie une extension extérieure maximale de K dans H qui e galoisienne).

Preuve : Les conditions sont clairement suffisantes par le théorème  car siZ(H) = Z(K) alorsH = ˜Z(K).
Elles sont aussi suffisantes à cause de la proposition .d) et du théorème .

�

L’énoncé dual de ce corollaire e déjà formulé dans le théorème  :

Corollaire .— Pour qu’une extension croisée A (L/K,f )/K soit galoisienne intérieure, il faut et il suffit que
[Z(L) : Z(K)] = [L : K].
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