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Résumé.— Dans la perspective de conStruire une théorie de Galois infinie pour les extensions
non extérieures, nous montrons dans ce texte que le monoide des endomorphismes d’une
Z-extension intérieure filtrée s’identifie a la complétion procentrale du groupe de ses auto-
morphismes intérieurs. En particulier, ce monoide a une §tructure topologique naturelle qui
fait de lui un espace complet et totalement discontinu.

Abs$traét.— In order to build an infinite Galois theory for non-outer extensions, we show that
the monoid of endomorphisms of a filtered inner Z-extension identifies with the procentral
completion of the group of its inner automorphisms. In particular, this monoid has a natural
topological Struture for which it is a complete and totally discontinuous space.

1.— Introdu&ion.

En théorie des corps, le théoréme le plus général dont on dispose sur la §tructure du groupe des au-
tomorphismes d’une extension e$t du a Krull (pour le cas commutatif) et Jacobson (pour le cas général).
Il affirme, entre autre, que si une extension de corps H/K eét a la fois

e galoisienne (i.e. le corps des invariants de H, sous I'action du groupe Aut(H/K) des K-automorphismes
de H, e$t égal a K),

e algébrique (i.e. pour tout a € H, les dimensions droite et gauche de K(a) sur K sont finies),

o extérieure (i.e. le groupe Int(H/K) des K-automorphisme intérieur de H e$t trivial, ce qui équivaut
encore a dire que le centralisateur éx(H) de K dans H et égal au centre Z(H) de H),

alors le groupe Gal(H/K) = Aut(H/K) s’identifie a la limite projeltive liilGal(L/K) ou L/K parcourt
I’ensemble des sous-extensions galoisiennes finies de H/K. En particulier, le groupe Gal(H/K) et donc
profini (et sa topologie afférente permet alors de caratériser les fameuses correspondances galoisi-
ennes entre extensions intermédiaires et sous-groupes fermés). La condition d’extériorité de I'extension
H/K e$t absolument nécessaire dans ce théoreme, car la présence d’automorphismes intérieurs perturbe
fortement les choses dans une extension de corps.

Dans l'article [Des] on s’est intéressé a I’arithmétique des extensions galoisiennes intérieures finies,
c’est-a-dire aux extensions galoisiennes finies H/K pour lesquelles Gal(H/K) = Int(H/K). Dans cet arti-
cle, l'auteur a introduit la notion de Z-extensions intérieures filtrées qui sont, par définition, les corps H
obtenus comme réunion croissante d’extensions galoisiennes intérieures finies et centrales H,/K d’un
méme corps K. Ces extensions sont elles aussi algébriques et galoisiennes. Si, pour les extensions H,/K,
on remplace la condition "intérieure et centrale” par la condition "extérieure", on retombe sur Krull-
Jacobson et I'on peut donc se demander si I'on dispose d’un théoréme analogue pour les Z-extensions
intérieures filtrées ?

Le présent article vise a unifier la partie §tru¢turelle du théoréeme de Krull-Jacobson pour les deux
cas, intérieur et extérieur. Dans le cas extérieur, le groupe de Galois Gal(H/K) e§t égal au monoide
Endg(H) des K-endomorphismes de H (voir Exemples 6 et Proposition 7) et c’est la Structure de ce
monoide que nous allons étudier plus généralement pour unifier les deux situations. Pour effeCtuer cette
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unification, nous nous placons dans un cadre plus général : celui des extensions Steiniziennes filtrées
(voir §2). Pour une telle extension H/K, nous montrons aux §3&4 que le monoide Endg(H) peut étre
décrit a la fois comme une complétion projeétive ab$traite et comme la complétion d’un certain groupe
topologique ultramétrique (théorémes 13 et 15). Il en ressort notamment qu’il existe sur Endg (H) une
topologie tout a fait naturelle qui fait de cet ensemble un espace complet et totalement discontinu.
Dans le cas extérieur, on retombe exactement sur la §tructure compacte (et donc profinie) de Gal(K/H)
du théoréme de Krull-Jacobson et 'on voit ainsi que la §tructure dans le cas extérieur s’affaiblit au
cas général par un passage compaélt—complet. Pour le cas d’application aux Z-extensions intérieures
filtrées, on obtient quelque chose de plus précis que dans le cas général : le résultat principal de ce texte
(théoréme 19) est que, si H/K désigne une Z-extension intérieure filtrée, alors le monoide Endg(H)
est la complétion procentrale (voir §2.3. pour la définition) du groupe Int(H/K) . Ces résultats se
veulent étre une premiére pierre a ’édification d’une théorie de Galois des extensions algébriques non
nécessairement extérieures.

Dans ce texte, les corps considérés ne seront pas nécessairement commutatifs. Lorsque 'on parlera
d’une extension finie de corps H/K ce sera pour indiquer que le K-espace vectoriel a gauche H et de
dimension finie. Pour toute notion relative a la théorie de Galois sur les corps gauches que 'on utilise
ici nous renvoyons a [Des], [Coh, Chapter 3] et [Jac, Chapters 6&7] pour de plus amples précisions.

2.— Complétion procentrale d’un groupe.
Dans ce § on considére un groupe abstrait G filtré par une suite décroissante (G,),, de sous-groupes

de G vérifiant ﬂ G,=1.
n

2.1.— Complétion topologique filtrée. Si la condition

(Co) Yo eG, ¥Yn>0,Am>n, G, C0G,0"

et vérifiée alors on sait (voir [Bou]) qu’il existe une et une seule topologie sur G qui confére a ce groupe
la §tructure de groupe topologique et pour laquelle (G,,),, e$t une base de filtre de voisinages de 'unité.
La condition ), G, = 1 assure alors que cette topologie est séparée. Elle est en fait (ultra)métrisable,
une distance compatible étant donnée par ’application

d(o,7) =exp(—max(n >0/ o lteG,))

La §truture uniforme sous-jacente de G e§t donnée par d et 'on peut considérer le complété (G,d) de
G pour cette topologie, que 'on regardera comme l’ensemble des suites de Cauchy a valeurs dans G
quotienté par la relation d’équivalence

(Gn)n ~ (Tn)n — limd(onf Tn) =0
n

La composition dans G se prolonge naturellement a G, par la loi de composition interne
(0)y mod(~).(t,), mod(~) = (0,,7,) mod(~)

lui conférant ainsi une §truture de monoide. La seule difficulté pour établir cette derniére propriété

réside dans le fait de montrer que la loi de composition interne sur G e§t bien définie : si (0)n et (1)
désignent deux suites de Cauchy, alors pour n,m, h > 0 donnés, on peut écrire

(00Tn) " (O T) = (T ) (77, [0 o)) (T, )

Pour N fixé, il existe un indice & tel que pour tout n,m > h, 7, 7,, € Gy et, en particulier, T,jlrh,rglrm €
Gyn. La propriété (Cy) assure l'existe d’un indice N > N tel que T;lGNfTh C Gy. Or, il existe un



indice b’ > h, tel que n,m > ", o lo, € Gy et l'on a donc finalement (0,7,) N (0,yT) € Gy. La suite
(0,7,), €St bien de Cauchy. On montre avec le méme type d’argument que si (0,), = (0,;),1 mod(~) et
(Tu)n = (1) mod(~) alors (0, 7,), = (0,7,,), mod(~).

De maniere générale, les sous-groupes G, n’étant pas forcément normaux dans G, si (0,,), e$t de Cauchy
rien n’assure que (0;,!), le soit : la composition ne confére pas forcément & G une §tru&ture de groupe
(voir [Bou] pour un contre-exemple). Dans la suite, on notera

m: G — G
o + (0), mod(~)
le plongement canonique de G dans son complété.

2.2.— Complétion proje&ive. Les applications sur les ensembles de classes a gauches

(G/Gp1 )g - (G/Gn)g

xmodg(G,y1) F—  xmody(Gy)
sont surjectives et définissent un sy$téme projectif d’ensembles dont on peut considérer la limite inverse
1(G) = 1im (G/Gy)g
n

Sur I’ensemble I'T(G) on cherche a définir une §tru¢ture de monoide. Pour cela, on consideére la
condition suivante

(C1) Pour tout o € G, il exi$te une infinité d’indices n > 0 tel que o € #5(G,)

ou J;(G,) désigne le normalisateur de G, dans G. Cette condition est par exemple vérifiée lorsque la
suite (croissante) des centralisateurs (65(G,)), des G, dans G vérifie |J,65(G,) = G. 1l convient de
remarquer que la condition (C;) et plus forte que (Cy) : en effet, sil'on fixe G, et 0 € G, par (Cy) il existe
m > n tel que o € #5(G,,) et 'on peut donc écrire 071 G,,0 = G,, C G,, ce qui donne bien (C).

On suppose désormais que (Cy) et vérifiée et I'on définit une loi de composition interne * sur I'l(G)
de la maniere suivante : pour A = (1, modg(G,)), et p = (p, mod,(G,)), deux éléments de I1(G), on pose

Axp=p=(py mOdg(Gn))n

ou, pour n > 0 et my = my(p,) > n tel que u, € #5(G,,,), I'on a posé p,, = A, u, pour un indice arbitraire
m = my.

1/ La loi = e§t définie de maniére non équivoque.

e Fixons un indice n > 0 et prenons un indice m tel que p, € #;(G,,,). Pour tout m > my, la classe de
Amiy modulo gauche G, ne dépend pas de m. En effet, si m >m>my > n, alors /\;11, Am € Gy, C Gy, et
donc (/\mryn)‘l(Amyn) = ;4;1(/\;11, Am)pn € Gy C G, et 'on a donc bien A, py, = A, py mody(Gy).

On voit donc que, pour les suites (1,), et (k,), fixées, I'élément p,, mody(G,) ne dépend pas du choix

de m et donc de facto du choix de m vérifiant p, € #5(G,,,)-

e On se donne deux autres suites (/\;)n et (Iu;)n telles que A = (/\;1 mod,(Gy)), et p = (pt;, modg(Gy))y

et 'on considére la suite (p,, mod(G,)), ou On = Ampt, pour m > mo(p,). D’aprés ce qui précéde et la
condition (C;), pour tout n > 0, il exi$te un indice m > n assez grand tel que A,,p, = p, mod,(G,) et

Aoty = p; mod,(G,) et p, € #5(Gy,). On a alors

ot o) = (i T AT i) (i 1) € (4 Gonptn)-Gy = GGy = Gy

Ainsi, p,, = p; mod,(G,,) et la définition de A » y ne dépend donc pas du choix des suites (A,), et (p);-



2/ L’élément p est bien élément de I1(G). Posons

Pn = /\mlﬂn avec p, € /VG(Gml)
Pn+1 = /\mzﬂn+1 avec puy4q € /VG(sz)

en ayant choisi m, > my (ce qui et possible d’apres ce qui précéde). On a /\,‘nlz Am, € Gy, et donc

p;ilpn = /’[;Jlrl(A;}z/\ml)l’ln = (.ur_lill"n)(/’l;l(/\%lz/\ml)ﬂn) € GnGml = Gn

3/ Laloi = e§t associative. Soient A, y, v € I1(G). Ce qui précéde montre que, pour tout n > 0, il existe des
indices I et m assez grands et tels que

[(A=p)*v], mOdg(Gn) =M pmVn mOdg(Gn) =[Ax(p*v)]y mOdg(Gn)

4/ La suite (1 modg(G,)), € I1(G) eét visiblement un neutre bilatere pour *.

Le magma (I'1(G), =) e§t donc un monoide que l'on appellera par la suite la complétion projective du
groupe G relativement d la filtration (G,),,.

Lapplication naturel G — I1(G) qui a a € G associe (a mody(G,)), et visiblement un morphisme
de monoides, donc de groupes si on le considére a valeurs dans son image. Le noyau de ce morphisme
est égal a (N, G,, = 1. On dispose ainsi d’un plongement canonique du groupe G dans I'l(G) :

Ty G — H(G)
x > (xmodgy(Gy))y

Du point de vue topologique, si I'on muni chaque ensemble (G/G,), de la topologie discrete alors
I1(G) et un sous-espace fermé de [],(G/G,), muni de la topologie produit. Pour cette topologie,
I'ensemble I'(G) eét en fait métrisable’, par exemple pour la distance 6 définie pour A = (1, mod,(G,)),
et p=(py mOdg(Gn))n par

0(A, ) = exp(-max{n/ A, = p, mOdg(Gn)})
Théoréme 1.— Lapplication

—

W T1(G) — G
(An mOdg(Gn))n — (A,), mod(~)

est un isomorphisme de monoides qui est, par ailleurs, une isométrie d'espaces métriques et qui fait commuter

le diagramme
G
>N
neG) —~r— -G

Preuve : Considérons un élément A = (1, mod,(Gy)), € II(G). Puisque, par définition, pour tout n > 1
et tout m>mn,ona A,;' 1, € G,, on voit que

d(/\nx /\m) < eXP(—”)

!De maniére générale, si l'on considere un sy§teme proje&tif (E;, ¢;,)neN d’espaces topologiques discrets avec des applications
@y, surjetives, alors E; étant séparé et ¢, continue pour tout n > 0, la limite projeétive E = h(_mn E,, e$t alors un sous-espace
fermé non vide de l'espace [],, E;, muni de la topologie produit. La topologie induite sur E est alors métrisable, par I'application
d((an)n, (by)n) = exp(-max{n/ a, = by}). En effet, la boule ouverte B((a;),,e”") eSt égale a 'ouvert fondamental {ag} x --- x {a,,} x
[Ty Em N E et, réciproquement, si U = Ug X -+ x Uy X [ 1,5, E; N E désigne un ouvert fondamental alors U e$t la réunion des
boules B((ay),, e ™) ou (ay,), € E vérifie a; € U; pour tout i = 0,---,n.



et donc que la suite (1), et de Cauchy. Si 'on écrit maintenant A = (1, mod(Gy)),, on a alors AT e

G,, pour tout n > 1, si bien que d(/\n,/\;) (< exp(—n)) tend vers 0 avec n et donc (A,), = (/\;1),1 mod(~).
L'application

WV I1(G) — G
(An mOdg(Gn))n L (/\n)n mOd(~)

est donc définie de maniére non équivoque. Montrons qu’elle et bijective :

Injectivité de W : soient (A, modg(Gy))y (1, modg(G,)), € II(G) telles que les suites (A,), et (p,),
soient équivalentes dans G (i.e. lim,d(A,,p,) = 0). Pour tout n > 1, il existe un indice m, > n tel
que d(Ay, , pm,) < exp(-n) et I'on a donc /\;11”;4,,1” € G,,. Puisque l'on a pris le soin de prendre m, > n,
ceci implique que A;'y, = (/\;1/\m”)(/\;liymn)(y%yn) € G, pour tout n > 1 et ainsi, (1, mod,(G,)), =
(P‘n mOdg(Gn))n-

Surjectivité de W : Considérons un élément (1A,),, mod(~) € G. Puisque la suite (1,), eSt de Cauchy, on
peut conétruire une suite d’indices n; < n, <--- < 1 < --- telle que, pour tout k > 1 et tout n,m > n;
on ait d(A,, A,,) < exp(=k). La suite (1, ); est alors suite extraite de la suite de Cauchy (A,),. Elle
e$t donc elle aussi Cauchy et vérifie (1,), mod(~) = (A, ) mod(~). Puisque, pour tout p > k, on a
d(/\nk,Anp) < exp(—k), on a /\;]} /\np € Gy et donc on a (A, modg(Gy))k € TI(G). L'image par W de cette
derniere suite étant égale a (A, )y mod(~) = (1), mod(~), on en déduit que ) est surjective.

Montrons maintenant que W et bien un morphisme de monoides. Si a = (a, mody(G,)), et b =
(b, modg(G,)), sont deux éléments de I1(G) alors, par définition de la loi de composition interne *, il
existe une suite extraite (a,, ), telle que ab = (a,, b, mod,(G,)),. Comme la suite (a,), est de Cauchy,
la suite extraite (a,, ), lui est équivalente et 'on a donc

W(axb) = (am,by), mod(~) = (ay, ), mod(~)(by), mod(~) = (a,), mod(~)(by), mod(~) =¥ (a)¥(b)

Le fait que le diagramme du théoréme soit commutatif découle immédiatement des définitions de
101, et W.

Reste finalement a montrer que W eét une isométrie. Si A = (1, mody(G,)), et p = (u, mody(G,)),

alors

5(, i) = exp(~max{n/ A, = , modg(G,)}) = exp(~max{n/ ;" A, € G,}) = d(W(A), W(y))

O

Corollaire 2.— Les espaces métriques isométres (6, c/l\) et (I1(G), 8) sont totalement discontinus et complets et
Von a I'équivalence

I1(G) et G sont compalts (G/Gy)q e$t fini pour tout n

Preuve : L'ensemble I'1(G) e§t un fermé de ’espace topologique produit [],, (G/Gn)g. Si chaque (G/Gn)g
est fini, en tant qu’espaces discrets ils sont donc tous compacts. Il en est donc de méme du produit
cartésien (théoreme de Tykhonov) et finalement de I'l(G).

Réciproquement, chaque projection canonique I(G) — (G/G,,), étant surjective (ceci vient du fait
que x modg(Gy41) > x modg(G,,) est surjective pour tout n) et continue (conséquence de la propriété
caratéristique de la topologie produit), si I1(G) et compact alors (G/G,), €St un espace topologique a
la fois discret et compact, il est donc fini.

O



Remarque 3.— Il n’y a aucune raison a priori que la condition (Cy) entraine la condition (C;). Pour
autant, juste sous la condition (Cy), 'application W continue d’exiSter entre les §tructures d’ensembles
de I'T(G) et 5, ce qui veut dire que l'on peut, dans tous les cas, conférer a I[1(G) une struture de monoide
méme si de maniere générale la loi de composition interne obtenue e§t moins évidente a décrire.

2.3.— Complétion procentrale. Lorsque le groupe G e$t de centre trivial et qu’on le filtre par une suite
croissante (P,), de sous-groupes vérifiant G = | J,, P,, on peut alors considérer la suite (G,,),, définie pour
n >0 par G, = 65(P,). Puisque Z(G) e§t supposé trivial, on a bien ), G, = 1. Par ailleurs, la condition
G =, P, montre que la condition (C;) e§t vérifiée. On peut donc considérer la complétion projetive
du groupe G relativement a la filtration (G,,),,. Le monoide (I1(G), #) ainsi obtenu et appelé la complétion
procentrale de G relativement a la filtration croissante de sous-groupes (P,),,.

Remarque 4.— Dans ce §2, la condition initiale (), G, = 1 e§t imposée pour des raisons topologiques :
cette hypothese permet de conférer aux objets algébriques une §tructure d’espace métrique. Pour autant,
la définition de complétion projetive a bien un sens lorsque I = (), G, # 1, ainsi que la §tru&ture
de monoide que l'on y définit. Dans cette situation plus générale, le noyau de l'application naturelle
G — T1(G) vaut précisément I et l'on voit donc que c’e$t G/I qui se plonge canoniquement dans I1(G).
On remarque qu’alors I e§t nécessairement normal dans G, ce qui montre que la condition (Cy) ne peut
pas a elle seule entrainer (C;). Dans ce cadre plus général, la notion de complétion procentrale existe
bien et I'on voit que I = Z(G). Ceci explique le choix de cette terminologie.

3.— Extensions §teiniziennes filtrées.
3.1.— Généralités.

Définition 5.— On dira d’une extension de corps H/K qu’elle posséde la "propriété de relevement des iso-
morphismes”, ou "propriété de Steiniz", ou encore qu’elle est "Sleinizienne” si pour tout corps intermédiaire
H/L/K et tout K-isomorphisme o € Isomg (L, H) il exi$te un relevé 6 € Endg(H) de o a H.

Exemples 6.— a) Pour tout corps commutatif k, 'extension k/k et §teinizienne. Ce résultat n'e§t rien
d’autre que le théoréme éponyme de Steiniz.

b) Si H désigne une k-algebre a division?, alors ’extension H/k est §teinizienne. C’e$t une conséquence
du théoreme de Skolem-Noether.

c) Les extensions extérieures, algébriques et galoisiennes de corps sont §teiniziennes. C’e§t un des points
clés de la théorie de Galois et du théoréeme de Krull-Jacobson.

d) Une extension galoisienne (au sens général d’Artin), méme dans le cas commutatif, n’e§t pas toujours
Steinizienne. Par exemple, I’extension k(t)/k avec k commutatif infini, bien que galoisienne, ne vérifie
pas la propriété de Steiniz en vertu de la proposition qui suit.

Proposition 7.— Si une extension H/K est Steinizienne alors Endg (H) = Aut(H/K).

Preuve : Soit 0 € Endg(H) et L = o(H). La réciproque 6~! : L — H e$t un K-isomorphisme et se reléve
donc a H tout entier en un élément 7 € Endg(H). Puisque 6~'(L) = H, on en déduit que t(H) = H = 7(L)
et si L # H alors 7 ne peut plus étre injeltif. Ainsi, L = H et 0 € Aut(H/K).

O

e) Une extension §teinizienne, méme finie, n’est pas nécessairement galoisienne. C’e§t, par exemple, le

cas de I’extension Q(V2)/Q.

Définition 8.— On appellera "extension $leinizienne filtrée” toute extension H/K telle qu’il existe une suite

2En accord avec la terminologie introduite dans [Des], on rappelle qu’une k-algebre a division et un corps de dimension finie
sur son centre k. Autrement dit, les k-algebres a division sont les k-algebres simples centrales qui sont des corps.



croissante (H,), d’extensions intermédiaires vérifiant les hypothéses suivantes :
(PO) H= Un Hn

(P1) H,/K eét de type fini.

(P,) H,/K veérifie la propriété de Steiniz.

(P5) Il existe un sous-groupe I' du groupe Aut(H/K) relevant les groupes I,, = Aut(H,/K) de la maniére
suivante :

a) Pour tout n > 0 et tout o, € T, il existe o €T tel que oy, = 0y,
b) Pour tout o €T, il existe une infinité d’indices n > 0 tels oy, € L.
On pourra préciser que H/K est I'extension $teinizienne filtrée par la suite (H,), et le sous-groupe I'.

Remarque 9.— La propriété (P,) permet de construire des applications ¢,, : Aut(H,/K) — Aut(H,,,/K)
telles que res, o ¢, =1d, ou res,, : Aut(H,,1/K) — Isomg(H,, H) désigne la re§tri¢tion des applications
a H,. Le sy$§teme inductif (I, ¢,), produit, par passage a la limite direte, un ensemble T’ = lim F

qui s’injeéte dans le groupe Aut(H/K) de la maniére suivante : un élément de o € hmT = |_|F / ~

est représenté par un certain élément de I, pour un certain indice n > 0. On note abuswement o ce
représentant. Pour tout x € H, il exi$te m > n tel que x € H,, et l'on pose alors o(x) = @, ,,(0)(x) ou
Pum = Pm—1© Pm—n 0-+- 0 @,. On voit que la définition de o(x) ne dépend que de x (et non de m ou du
représentant de o) et que G e$t bien un élément de Aut(H/K). Cette correspondance e$t bien injetive,
carsi 0 €[}, et T € [}, (avec m > n) sont tels que 0 = T alors, en particulier, pour tout x € H,,, on a
T(x) = @pm(0)(x), c’est-a-dire @, ,,(0) = T et donc o ~ 7.

L'ensemble I' vérifie visiblement les conditions (P5.a,b). Nonob$tant, rien n’assure que I soit un sous-
groupe. Une maniéere de palier a cela consiste a considérer la propriété

Pour tout n > 0, il existe un monomorphisme de groupes @,, : I;, — T, tel que res, o @, =1d.

propriété qui implique bien la propriété (P;) puisqu’alors li_r)nn I}, devient naturellement un sous-groupe
de Aut(H/K). Pour autant, le caraétére morphique des applications ¢, n’est pas forcément nécessaire au
fait que I' soit un sous-groupe3.

Exemples 10.— a) On considére une extension algébrique galoisienne extérieure H/K de corps telle que
H soit filtrée par une suite croissante d’extensions galoisiennes finies H,/K. L'extension H/K est alors
une extension $§teinizienne filtrée par la suite (H,), et n'importe quel sous-groupe I' C Gal(H/K) qui
soit dense pour la topologie de Krull-Jacobson. En effet, dans cette situation, la théorie de Galois et
exaltement la méme que lorsque les corps sont supposés commutatifs. On sait donc que Gal(H/K) est
un groupe profini qui s’identifie a la limite inverse li(_mn Gal(H,/K) et ’'hypothese de densité faite sur I
assure alors que la projection I' — Gal(H,,/K) e$§t un épimorphisme de groupes pour tout n > 0.

b) (Z-extensions intérieures filtrées) On fixe un corps commutatif k et I'on considére une suite crois-
sante (H,), de k-algébres a division. Si 'on pose H = |J,, H,, alors, I'extension H/k a une §tru&ture
naturelle d’extension $§teinizienne filtrée en considérant le sous-groupe I' = Int(H/k) < Aut(H/k). En ef-
fet, comme nous l’avons rappelé, l'extension H,,/k et bien Steinizienne. Par ailleurs, d’apres le théoreme
de Skolem-Noether, pour tout n > 0 on a Aut(H,/K) = Gal(H,/K) = Int(H,/K) et ce groupe se plonge
tout a fait naturellement dans Aut(H/K) et 'on voit alors que le groupe I' = Int(H/K) = |, Int(H,/K)

3Par exemple, on considére pour un nombre premier p > 3 fix¢é, la Z,-extension H/Q que 'on filtre par la suite H,, = H"Zp.
Onaly, =2Z,/p"Z, =Z/p"Z et Gal(H/Q) = lim Z/p”Z Pour n > 0, on consideére l'application de relevement ¢,, : Gal(H,,/Q) =

Z/p"Z — Gal(H,,1/Q) = Z/p"*1 Z définie, pour a =0,---,(p" —1)/2, par ¢, (a mod(p™)) = a mod(p"*!) et @, ((p" —a) mod(p")) =
(p”+1 —a) mod(p’1+1 ). On constate que la limite dlre&e, = hm Z/p Z, du sy$teme indultif (I, ¢y,),, s'injecte dans Gal(H/Q) =
li<_mn Z/p"Z et que 'image de cette injeCtion e§t un sous- groupe (dense) isomorphe a Z. (On pourra consulter [DS] pour plus de

détails sur les systéemes inductifs extraits de syStemes projectifs.)



joue le rdle attendu dans la définition d’extension Steinizienne filtrée. Plus généralement, il a été dé-
montré dans [Des] la généralisation du théoréme de Skolem-Noether au cas des extensions galoisiennes,
intérieures, finies et centrales. Ainsi, si K désigne un corps commutatif ou non et (H,,), une suite crois-
sante d’extensions galoisiennes, intérieures, finies et centrales de K, alors I’extension H/K a une §truc-
ture naturelle d’extension $teinizienne filtrée en considérant le sous-groupe I' = Int(H/K) < Aut(H/K).

3.2.— Monoide des endomorphismes. Dans toute la suite de ce texte, on reprend les notations des
§ précédents et I'on considere H/K une extension $teinizienne filtrée par une suite (H,,), et un sous-
groupe I' C Aut(H/K). Pour tout indice n > 0, on considére le sous-groupe I, = I' N Aut(H/H,)). On a
alors

Lemme 11.— La suite (T,), est décroissante et vérifie ﬂ T, =1 et l'on a, en outre, la propriété suivante

n

Yoel,¥n>0,dm>n, ﬁcaf‘;a‘l

Preuve : La propriété (Ps.b) assure qu’il existe m > n tel que oy, € I},,. On a alors 0_11";,;0 C ﬁ; cT,.
O

Le choix G =T dans le §2.1 assure qu’il exiSte une et une seule topologie sur I' qui confére a ce groupe
la Struéture de groupe topologique et pour laquelle (T},),, e$t une base de filtre de voisinages de 'unité.
Cette topologie et (ultra)métrisable, par I’application

d(o,7)=exp(—max(n >0/ o ltre 1::1))

o~ o~

pour laquelle on peut donc considérer le complété (I',d) de I' pour d.

Lemme 12.— On considére un élément o € Endg (H).

a) Pour tout n >0, il existe 0, € T tel que oy, = oy, -

b) Si (0,,), désigne une suite d’éléments de I vérifiant oy, = 0,y pour tout n, alors cette suite e$t de Cauchy.
c) Si(0,), et (o,’l)n désignent deux suites vérifiant oy, = oy, = ‘71;|H,, pour tout n, alors (o), ~ (a,;)n.

Preuve : a) Par ’hypothese P, I'extension H,/K et de type fini, il en est donc de méme de o(H,)/K.
Puisque H e$t la réunion des H,,, il exiSte donc m > n tel que H,, U o(H,,) C H,,. La propriété de Steiniz
montre alors qu'il existe o, € [, tel que oy, = 0y, - La propriété (P;.a) fournit alors un relevé a I de
Oy-

b) Puisque 041y, = Opjp, ON @ o, 01 € 1:,; et donc d(0,,,0,41) < e7". La suite (d(0,,0,,1)), converge
donc vers 0 ce qui assure que (0,), eSt de Cauchy (puisque d et ultramétrique).

A <12 ’ — ’ =~ ’ — .. .o .
¢) De méme, si l'on a oy, = 0y, alors o, 1o, €T, et donc d(0,,0,) < e ™ —> 0 ce qui justifie bien que
7
(00)n ~ (0p)n-
O

Le lemme 12 permet alors de définir de maniére non équivoque une application

—

©: Endgx(H) — r
o L (Gn)and("')

ou (0,), est un représentant de la classe (0,,), mod(~) qui vérifie que 0y, = oy, pour tout n > 0.

Théoréme 13.— Lapplication © est un isomorphisme de monoides.



Preuve : Injectivité. Considérons 0,7 € Endg(H) tels que O(c) = O(t) et fixons un indice my > 0.
Puisque (0,,), mod(~) = (1), mod(~) il existe un indice m > mq tel que d(o,,, T,;) < €™ et I'on a alors
OH,y = OmlH,y = TmlH,yy = THy, - Puisque m est quelconque et que H = Umy Hiny» on en déduit finale-
ment que o = T.

Surjedtivité. Etant donné (o,), mod(~) € T, la propriété de Cauchy permet d’affirmer que, pour tout
= Oy, On
!

peut bien sur choisir une suite d’indice (1) qui soit §trictement croissante quand k varie. Etant donné
un élément x € H, il existe k tel que x € Hy et I'on pose alors

entier k, il existe un rang ny tel que, pour tout n > ny, d(oy,,0,,) < ek, c’est-a-dire que On|H,

0o (x) = 0y, (x)

Cette définition e$t non équivoque car si x € Hps avec k' > k alors, puisque 1, > 1, on a O (x) = 0y, (x).
Puisque chaque o0, e$t un K-automorphisme, on voit sans mal que o e$t un K-endomorphisme. On
a alors ©(0) = (0y, )y mod(~) et, comme (0, )k e$t une suite extraite de (0,), et que cette suite e$t de
Cauchy, on a (0y,, )x ~ (0,)y,, c’e$t-a-dire que O (o) = (0,),, mod(~).

Caraltére morphique : posons ©(o) = (0,), mod(~), ©(t) = (), mod(~) et O(o7) = ((07);,), mod(~).
Pour un indice h > 0 quelconque fixé, la propriété (P;.b) assure qu'il existe N > h tel que 7y, € Iy.
Pour n > N et x € Hy, puisque x € H, C Hy C H,,, on a 7(x) € Hy et l'on peut donc écrire

0u(Tu(x)) = 0 (T (x)) = 0, (T(x)) = 0(7(x)) = (0T), ()

Ainsi, pour tout k& > 0, il exi§te un rang N tel que pour tout n > N, d(0,7,,(07),) < e¢™". On a donc
(0,T)n = ((0T),), mod(~), c’est-a-dire O(ot) = O(0)O(7).

O

L'isomorphisme © confére donc a Endg (H) une §tructure d’espace (ultra)métrique complet pour la

diftance A obtenue par O-isométrie 4 la di§tance d induite par complétion sur . La diftance A et en
fait définie, pour o, t € Endg(H), par

A(o,7) = exp(-max{n 2 0/ oy, = 1H,})

Proposition 14.— Si les extensions H,/K sont finies et si le monoide Endg (H) e$t compa(l, alors I'extension
H/K a la propriété de Steiniz. En particulier, dans cette situation, on a Endg (H) = Aut(H/K).

Preuve : On considere un corps intermédiaire H/L/K et, pour tout n > 0, on pose L, = LN H,. Puisque
H, /K et supposée finie, il en es§t de méme#* de L,/K et, par suite, si l'on se donne un o € Isomg(L, H)
alors il exiSte m > n tel que o(L,) C H,,. Puisque H,,/K a la propriété de Steiniz, le K-isomorphisme
o, € Isomg(L,, H) se releve dans Aut(H,,/K) et donc finalement dans I' C Endg(H). Ainsi, pour tout
n >0, 'ensemble

Fn = {T € El’ldK(H)/ T|Ln = O’|L”}

est non vide. Il s’agit d’'un ensemble fermé : si 7y ¢ F,, alors t ¢ F,, pour tout t € Endg(H) tel que
TH, = Tojy,- Ona donc F,NB(tp,e™") = 0 et le complémentaire de F,, voisine donc tous ses points. Si l’on
suppose Endg(H) compadt alors le théoréme des fermés emboités montre que (), F, est un ensemble
non vide. Tout élément de cette intersection e$t alors un relevé de o a H tout entier.

O

Pour pouvoir utiliser les théorémes 1 et 13 et confondre (Endg(H),0,A) et (I,.,d) a la complétion

projective (I1(T'), %, 6) relative a la filtration (I},),, il faut vérifier que la condition (C;) et satisfaite. C’est
bien le cas : si, pour n > 0, on consideére le sous-groupe

Q,={o€el/opy, €L}

4Cet argument ne fonctionne a priori pas si l'on suppose juste H,/K de type fini.



et, d’apres (Ps ), tout élément o € I' appartient a une infinité de Q,, C /Vr(fn) En conclusion, nous
venons de montrer que

Théoreme 15.— Le monoide Endg (H) des K-endomorphismes d’une extension H/K Steinizienne filtrée par
une suite (H,), et un sous-groupe I s’identifie a la complétion projeétive de T relativement a la filtration
(T'NAut(H/H,)),.

3.3.— Le théoreme de Krull-Jacobson. On considére une extension algébrique galoisienne extérieure
H/K qui eét filtrée par une suite croissante d’extensions galoisiennes finies H,,/K (le fait d’étre dénom-
brablement filtré e§t équivalent a dire que le groupe profini Gal(H/K) est de rang topologique dénom-
brable). Si I désigne n'importe quel sous-groupe de Gal(H/K) dense pour la topologie Krull-Jacobson
alors la théorie de Galois assure que l'extension H/K e$t §teinizienne filtrée. La topologie induite sur
I' par le §2.1 est exactement la topologie de Krull-Jacobson et ce qui précede montre que Endg(H)
s’identifie au complété de I'. La proposition 7 assure que 'on a 1'égalité Endg (H) = Gal(H/K) puisque
I'extension H/K e$t elle aussi §teinizienne. On retrouve ainsi la partie §tructurelle du théoréme de
Krull-Jacobson : le groupe topologique Gal(H/K) s’identifie au complété de I' qui s’identifie a la limite
projective liLnn Gal(H,/K). On remarquera que le corollaire 2 prédisait déja que le groupe Gal(H/K)
était profini.

La conclusion de ce § est que la théorie des extensions Steiniziennes filtrées appliquée aux classiques
extensions algébriques galoisiennes extérieures permet de redonner la struture du groupe de Galois
établie dans le théoréeme de Krull-Jacobson.

3.4.— Application aux Z-extensions intérieures filtrées. Nous allons maintenant mettre a profit les
travaux présentés dans [Des] a la situation suivante :

Définition 16.— On dira d’une extension de corps H/K que c’e§t une "Z-extension intérieure filtrée” si H
est la réunion d’une suite croissante de sous-extensions H,, telles que H,/K soit une extension galoisienne
intérieure finie et centrale pour tout n > 0.

Comme esquissé dans I'introduction, ces extensions jouent un role analogue, dans le cas intérieur,
au role tenu par les extensions algébriques galoisiennes extérieures du théoreme de Krull-Jacobson. Du
point de vue arithmétique, on a en effet

Proposition 17.— Toute Z-extension intérieure filtrée H/K est algébrique, galoisienne et centrale (i.e. Z(H) =
Z(K)). Le sous-groupe Int(H/K) est "dense” dans Gal(H/K) (i.e. H™H/K) = K),

Preuve : Si x € H, alors il exi$te un indice n > 0 tel que x € H,,. Puisque [H,, : K] et finie, il en e$t de
méme de [K(x) : K] (les dimensions droite et gauche coincident ici car ’extension H,/K est supposée
galoisienne). Ceci montre que H/K est algébrique.

Le cara&tére galoisien de H/K découle du fait (plus fort) que H™#/K) = K : si x € H e§t invariant par
Int(H/K) il I'e§t par Int(H,,/K) pour tout n > 0. Comme x € H,, pour un certain indice # et que H,,/K e$t
galoisienne intérieure, on a donc x € K.

Si x € Z(H) alors, comme x € H,, pour un certain indice n, on a x € Z(H,,) = Z(K) et donc Z(H) C Z(K).
Réciproquement, comme tout élément de Z(K) commute avec tout élément de H,, pour tout n > 0 et que
H =, H, on en déduit que Z(K) Cc Z(H).

O

Les Z-extension intérieure filtrée peuvent se décomposer grace a une suite de Z(K)-algebres a divi-
sion :

Proposition 18.— (Décomposition en produit d’algebres a division) Soit H/K une Z-extension intérieure
filtrée par une suite (H,),. Il existe une suite (K,), de Z(K)-algébres a division et, pour tout n > 1, des
K-isomorphismes ¢, : H, — K ®z k) K ®z(k) - ®z(x) Ky, faisant commuter les diagrammes
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Pn+1
Hyp1 ——K®z(k) K1 ®z(k) - ®z(k) Kins1

C T
Pn

H, —— K®zk) K1 ®z(x) - ®z(k) Ky,

Txl ®®x, X1 Q- ®x,®1

de sorte que, pour tout m > 0, H est K-isomorphe au corps H_n)anm Hpy ®zk) Kin ®z(k) - ®z (k) K-

Preuve : D’apres [Des, corollaire 15.b] on sait que H,_; décompose H, et que 'on dispose d’un K-
isomorphismes ¢, : H, — H,_; ®z) €y, (H,-1) naturel. Les corps K, = €y, (H,_1), qui sont bien
des Z(K)-algebres a division (cf [Des, proposition 7 et définition-notation 9]), fournissent alors la suite
recherchée.

O

Théoréme 19.— Si H/K désigne une Z-extension intérieure filtrée par une suite (H,),, alors l'extension H/K
est une extension Steinizienne filtrée par la suite (H,,), et le sous-groupe Int(H/K).

En particulier, le monoide Endy (H) est isomorphe a la complétion procentrale du groupe Int(H/K) rela-
tivement d la filtration (Int(H,/K)),, :

Endg(H) ~ h(_m (Int(H/K)/Int(H/H,)),

n

Preuve : Les propriétés (P ) sont immédiatement vérifiées. La propriété (P,) découle de la générali-
sation du théoreme de Skolem-Noether [Des, théoreme 14] et enfin, (P3) découle du fait que Int(H,/K)
s’injete canoniquement dans Int(H/K). L'extension H/K e§t donc bien $teinizienne filtrée par la suite
(H,), et le sous-groupe Int(H/K).

Avec les notations des § précédents, on pose
e G=T=1Int(H/K)={I(x)/ x € 64(K)*},

e P, =T, = Int(H,/K) = {I(a)/ ae CgH,Z(K)*} (on identifie canoniquement Int(H,/K) dans Int(H/K) en
regardant I'automorphisme intérieur I(«) de H, comme automorphisme intérieur de H),

e G, =T, = Int(H/K) N Aut(H/H,,) = Int(H/H,,) = {I(x)/ B € € (H,)"},

Puisque la suite (P,), e$t croissante, que | J, P, =T et que P, C /Vr(lj), on voit que la condition (C;) e$t
satisfaite. Le théoréme 15 assure alors que Endg (H) e§t isomorphe a la complétion projective du groupe
Int(H/K) relativement a la filtration (Int(H/H,)),,. Pour voir que cette complétion e$t la complétion
procentrale de Int(H/K) relativement a la filtration (Int(H,/K)),, il faut montrer en plus les deux points
suivants :

o Int(H/H,) = C,ux)(Int(H,/K)) : 'inclusion Int(H/H,,) C Gk (Int(H,/K)) eét claire : si a € €y, (K)*
et f € 6y(H,)" alors af = Ba et donc, pour tout x € H, I(a) o I(B)(x) = apxp~la! = paxa™1p! =
I(B) o I{a)(x).

Réciproquement, considérons un élément a € 6 (K)* tel que I(a) € G/« (Int(H,/K)). Pour tout a €
H, (K)* on a donc I(aaa~'a™!) = 1d et il exi$te ainsi A(a) € Z(H) tel que aaa™! = A(a)a. Pour a # -1, on
peut alors écrire

AMa+Daa+Aa+1)a=AMa+1)a+)a=ala+1)=aa+a = Aa)aa +a

ce qui assure que (AM(a+1)—A(a))a=(1—-A(a+1)). Sia¢ Z(H), on a nécessairement (A(a+1)— A(a)) =
(1-A(a+1)) = 0 c’e§t-a-dire A(a) = A(a+1) = 1. Sia € Z(H) alors ’égalité aaa™' = A(a)a implique que dans
ce cas aussi A(a) = 1. Ceci montre finalement que aa = aa, pour tout a € 6y (K)"UK. Maintenant, comme
rappelé dans la preuve de la proposition 18, K décompose H,, c’e§t-a-dire que H, = K ®z(x) €p, (K) et
l'on en déduit finalement que aa = aa, pour toutae H,, : I(a) € Int(H/H,,).
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e Z(Int(H/K)) =1: ce point découle immédiatement du précédent car Int(H/K) = | J,, Int(H,/K) et donc

Z(nt(H/K)) = oy [U Int(H,/K)

= ﬂ%qm(,m (Int(H,/K)) = ﬂlnt(H/Hn) =Int(H/H) = 1
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