Quelques considérations galoisiennes relatives a ’extension
des constantes d’un corps de fractions tordu
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Résumé.— Dans cet article, nous établissons plusieurs résultats relatifs a 'arith-
métique d’une extension des con$tantes d’un corps de fractions tordu K[t,0,6]. En
guise d’application, nous montrons une version non commutative du théoreme de
Leptin-Waterhouse : pour tout groupe profini I', il existe un corps gauche K et une
extension algébrique, extérieure et galoisienne L/K telle que Gal(L/K) ~T.

Abstra&t.— In this article, we State several results relating to the arithmetic of a
constants extension of a skew fractions field K[t,0,8]. As an application, we show
a non-commutative version of the Leptin-Waterhouse theorem : for any profinite
group I', there exi$ts a skew field K and an algebraic, outer and Galois extension L/K
such that Gal(L/K) ~T.

1.— Introdu&ion et notations.

On rappelle qu’étant donné un corps K (non nécessairement commutatif) et un automor-
phisme o de K, on appelle o-dérivation toute application ¢ : K — K additive qui vérifie
de plus : Vx,y € K, o(xy) = 0(x)y + 0(x)0(y). Quand o = Id, on retrouve la définition clas-
sique de dérivation. Les travaux de Ore (cf. [Ore]) montrent que le K-espace vectoriel gauche
K[t,0,0] = @ Kt", muni de la loi de composition interne défini par linéarité par les relations

n>0
ta = o(a)t+0(a) et t".t" = t"*" conferent a K[t,0,6] une §truCture d’anneau de Ore. C’est 1’an-

neau des polynomes tordu par o et 0 et a coefficients dans le corps K. Le corps des fractions
K(t,0,0)de K[t,0,9], con§titue ainsi une généralisation du corps des fractions rationnelles K(t)
lorsque K e$§t commutatif, 0 =Id et 0 = 0. Pour le leteur non familiarisé aux fractions tordues
ni a la théorie de Galois sur les corps gauches, nous le renvoyons aux livres [Coh], [Jac], [GW].

Lorsque H/K désigne une extension finie (et plus généralement algébrique) de corps com-
mutatifs, I’arithmétique de I’extension H(t)/K(t) e$t entiérement portée par celle de H/K. Ceci
provient du fait que, l’algebre tensorisée H Qg K(t) e§t un corps (car H est linéairement dis-
joint de K(t) et H/K e$t algébrique) qui se plonge, par propriété universelle, dans le corps
H(t). Ce plongement est alors visiblement un K(t)-isomorphisme, puisque H et ¢ sont éléments
de I'image de H ®k K(t). Lorsque H/K e$t transcendante 'argument ne fonctionne plus. Par
exemple, ’algebre tensorielle K(x) ®k K(t) e$t un anneau, certes intégre, mais qui n’e$t pas un
corps (par exemple, 1 — xt n’est pas inversible). Lorsque H et K ne sont plus et que 1’on consi-
dere des extensions de corps de frations tordus H(t,0,9)/K(t,0,0), on ne peut plus tensoriser
et l'argument que l'on vient de donner n’a plus de sens, méme lorsque H/K e$t finie. Pour cette
raison, plutot que de parler d’extension des scalaires comme il est d’usage de le faire dans le cas
commutatif, on parlera d’extension des constantes pour ’étude de I'arithmétique des extensions
H(t,0,0)/K(t,0,0).
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Ces derniéres années, plusieurs travaux ont étudié le Probleme Inverse de Galois sur ces
corps de frations tordus (voir, par exemple, [Des], [DL], [Beh], [BDL]). Jusqu’a maintenant,
I’étude du Probleme Inverse de Galois sur un corps de fractions tordus K(t,0,0) a surtout
consisté a utiliser la méthode « géométrique » de I'extension des scalaire : I'idée consistait a
prendre des extensions régulieres galoisiennes E/k(t) pour un certain corps commutatif k C K
qui fournissait, par produit tensoriel, un corps K(t,0,0) ® () E extension galoisienne a groupe
de Galois prescrit. Cette méthode présente certaines limites, par exemple elle ne s’applique que
si o e§t d’ordre fini et si 6 est localement nilpotente. Dans cet article, on s’intéresse a I’étude du
Probléme Inverse de Galois sur un corps de fra&tions tordu du point de vue de l’extension des
constantes.

2.— Arithmétique d’une extension des constantes de corps de frac-
tions tordu.

Dans tout ce §, I'on fixe une extension de corps H/K, un automorphisme o € Aut(H) et une
o-dérivation o € o-Der(H) tels que ojx € Aut(K) et 6| € o-Der(K) et 'on considere I'extension
des constantes H(t,0,0)/K(t,0,0).

2.1.— Permanence du degré.

La premiere question a se poser est de savoir si, a I'in§tar du cas commutatif fini, les di-
mensions des extensions H/K et H(t,0,0)/K(t,0,0) reStent les méme. Cette propriété est en fait
reliée a une propriété «ala Ore» :

Proposition 1.— Les propositions suivantes
i) il existe une K-base a droite de H qui e$t une K(t,0,0)-base de H(t,,0),
ii) toute K-base a droite de H es$t une K(t,0,0)-base de H(t,0,0),
iii) 'anneau H|[t, o, 6] vérifie la propriété (Q,, ) suivante :
(Qux) Yp(t) e H[t,0,0], Aq(t) € H[t,0,0] — {0} tel que p(t)q(t) € K[t,0,9],
iv) anneau R = H[t,0,9] vérifie la propriété « a la Ore » (relativement d la partie multiplicative
S =K][t,0,0]—{0}) suivante : Va,b € R—{0}, aRNbS = {0} *,
sont équivalentes.
Preuve : iv) = iii) On choisit a = p(t) et b = 1.
iii) = ii) Si (e;);e désigne une K-base a droite de H, il e$t alors clair qu’elle forme aussi une
base a droite du K[t, 0, 6]-module a droite H[t,0,0] :
H[t,0,8] = (P eiK[t,0,0]
iel
Considérée dans H(t,0,0), la famille (e;);c; reste aussi K(t,0,9)-libre. En effet, si 'on dispose

d’une équation de dépendance linéaire

e p1()g1 ()" + e, pa(H)qa(t) ™+ +e; pr(t)gn(t) ™ =0

1. Cette propriété et plus forte que la traditionnelle condition de Ore : Ya € S — {0}, Vb € R—{0}, aRNbS = {0}



(avec pi(t),---,pu(t) = 0) alors en multipliant a droite par g;(¢) et en utilisant la propriété de

Ore
2287 1 (5) = 42,1 (D2,0(8) -+, qn() 7 g1 (1) = qu1 ()qn 2 ()7

(ou 42,1 (t),92,2(t), -+, qn1(t), qn,2(t) sont des éléments de K[t, 0, 0] tous non nuls), on trouve que

e;,p1(t)+ eizpz(t)%,l(t)(h,z(t)_l ot eihpé(t)%,l(f)%,z(f)_l =0
En réitérant le procédé avec g, (t), puis avec tous polynomes obtenus en utilisant la propriété
de Ore, on finit par obtenir une équation de K[t, 0, 0]-dépendance linéaire pour (e;,---,e;,) qui
implique in fine que py(t) = --- = pe(t), car chaque polynéome qui apparait quand on utilise la
propriété de Ore e§t non nul.
Considérons maintenant p(t),q(t) € H[t,0,0], par (Qx), il existe go(t) € H[t, 0, 6] tel que g(t)go(t) =

/)
r(t) € K[t,0,0] et ’on alors p( )q( )~ = [p(t)qo(t)]r(t)~L. Puisque p(t)qo(t) € H[t, 0,8] = @IGI K|[t,0,0],
on voit finalement que p(t Ye@.  eiK(t,0,0).

i) = iv) On peut écrire

a(t)'b(t) = e; p1 ()1 (t) "+ + e, pi, (g, (1)

avec pi(t),q1(t), -+, pu(t),qu(t) € K[t,0,0]. Comme dans la preuve précédente, en fatorisant

successivement les dénominateurs, on peut écrire a(t) ' b(t) = eilp;(t)r(t)‘l et eihp;l(zf)r(t)‘1

avec p’l( )+, py, (), 7(t) € K[t,0,8]. On a finalement a(t)q(t) = b(t)r(t) = 0 avec q(t) = e; p (1) +
+elhph )€ H[t,0,0].

O

Remarque : Lorsque H est commutatif, on sait que si H/K e$t algébrique, alors toute K-base
de H e§t une K(t)-base de H(t). Mais lorsque H/K e$t transcendante ce n’e$t plus le cas : si
x € H désigne un élément transcendant sur K alors le polynome p(t) = 1 — tx ne vérifie pas la
condition iii) de la proposition 1.

Théoréme 2.— Si I'extension H/K a une dimension droite [H : K]; = € finie et si 0 e$t une applica-
tion K-linéaire d droite (i.e. K C Hs-o = {x € H, 6(x) = 0}) 2, alors les p?priétés équivalentes de la
proposition 1 sont vérifiées. Plus précisément, en ce qui concerne la propriété (Qy k), on a que pour
tout polynome p(t) € H[t,0,0] de degré d, il existe un polynome non nul q(t) € H[t,0,9] de degré
n<d(l—1)tel que p(t)q(t) € K[t,o].

Ainsi, toute K-base a droite de H est une K(t,0,0)-base a droite de H(t,0,0) et I'on a, en parti-
culier, [H(t,0,6): K(t,0,0)]; = [H : K] .

Preuve:Siae€ H,ona

tlta = o(a)t+o(a)
t?a = o?(a)t’+(cod(a)+doo(a))t+6*(a)
Ba = o3a)3+(000*(a)+00do0(a)+0?0d(a))t?

+(0%00(a)+ 000 0d(a)+0 0% (a))t+63(a)

n
t"a = Zl“k,(n,k)(a)tk
k=0

2. On remarquera que (9 lineaire a droite) & K C Hy_.q et (6 lineaire a gauche) & K C H5_.¢ N H®.

et, par récurrence pour n > 1,




ou I (y_r)(a) = Z fi oo fu(a). Puisque o et 6 sont des applications additives, il en

(fl,--~,f,,)e{o,6}”
t.q. §{i/ fi=0)=k
e$t de méme de I, :

Va,p € H, Ty (n-ry(a@ + B) = Ti (n-ky(@) + Ti (n—k)(B)

Par ailleurs, puisque o e$t supposée K-linéaire a droite et que ¢ e§t un automorphisme de K,
on voit que [} (,_x) vérifie la relation de pseudo-linéarité suivante :

(P) Yae HVYAeK, I‘kl(,,_k)(a/\) = Fk,(n_k)(a).ok(/\)

On pose p(t) =ag+ajt+---+ ayt? avec ay # 0 et on considére un polynome q(t) = yo+y1t+
-+ y,t" avec n > d. On exprime formellement le produit p(t)q(t) a I’aide des fonctions Iy ()
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En calculant explicitement le coefficient de degré h =0, ---,n+d du polyndme ainsi obtenu, on
voit que ¢q(t) e§t un polynome non nul qui vérifie p(t)q(t) € K[t, 0, 0] si et seulement si, il existe
Ao, Apusg € K tels que (Ag, -+, A,04) # (0,---0) et tels que

(Ep) Ao = aglyo(y,) (degré n+d)

(Eq) A= aglyo(Vn-1) +aa—1la-1,0(¥n) + agla—1,1(yn) (degré n+d—1)
d

(Ep) An = aglyo(yo) +(aa-1T-1,0(1) + aala—1,1(y1)) +[Za Lo,i(va ] (degre d)
-0

d d d 1
(Ene1) A = ) alipio)+ ) alagi(n)++ ) aloi(ya) (degréd—1)
i=a-1 i=d—2 i=0

d
(En+d-1) Apsa—1 = a;T1 i (yo +Zﬂiro,i(71) (degré 1)

M’*‘“

1;1 i=0
(Eptd) Apsd = Zu rOz 7’0 degré 0)
i=0

(on voit, en effet, que g(t) = 0 <= (yo,-**, V) = (0,---0) &= (Ag,---, A;;)) = (0,---0) == (Ag, -+, A,1q) =

((); e 0))

Examinons, pour commencer, les 1+ 1 premieres équations :

(Eo) = aq0(y,) = Ao = yu =0 (az").07(Ap)



Sous (Eg), on a alors
(E1) &= a40% (vy1) +ag1Ta-1,0(07(a;").07 (X)) + agly_11 (07 (a;").o ™ (Ao) = A

La propriété (P) assure que Fd_l,o(a‘d(agl .o~ (A,)) = l"d_llo(a‘d(agl ).0"1(Ag) et Ty 4 (a‘d(a;1 ).07%(Ap)) =
Fd_l,l(a‘d(agl)).a‘l (Ag), de sorte que, il existe u,v € H tels que

(E1) &= pu1 = o (M) +vo~ 1 (Ap)

Par récurrence, on en déduit qu’il existe des constantes 7t; ; dans H, ne dépendant que des
con$tantes ag,---,a, et telles que le sySteme (E;),---,(E,) équivaut a

Vn = nn,O-G_d(/\O)
Vet = 1,00 (A1) + 01,1077 ()
(S)
i = 0.0 Y A) + 1.0 T (A e Ty g0 (L)
Yo = To0.0 N(Ay)+701.07 T (Ayly) + e g g0 (AY) + 110 .0 (M)

A ce §tade, la donnée d’un (n + 1)-uplet (Ag,---,A,) € K**! fixe de maniére définitive le poly-
nome ¢(t). Le polynome g(t) ainsi obtenu vérifiera donc p(t)q(t) € K[t,0,0] si, en plus, on peut
choisir (A,41,+, Apra) € K9 tels que les équations (E,, 1), -+, (E,.q) soient satisfaites. Puisque o
est bije&tif, les équations (E,;,1), -, (E,44) équivalent au syStéme

d d
(F) o™ () = ) oM apo M Tnilyo) + ) o a)o Ty i() + -
i=d-1 i=d-2
d
) o @) (T (yan))
i=0
d-h d
(Fi) o™ (Nyn) = Y o Ma) e M Ty i ()
k=0 i=d-h-k
d d
(Fat) 07 Apeam) = ) 0 M@)o (Ti(yo)) + ) o (a)o ™ (Toi(01))
i=1 i=0
d
(Fa)  Ania = Zﬂiro,i(yo)
i=0

En fait, ce sy§téme e§t linéaire relativement aux variables x = 07%7"(A), -, x, = 07%(1,),
Xn+l = U_d+1(/\n+1)r"':xn+d—1 = U_l(/\nwl—l)f Xnid = Apyd (X = U_d_n+i(/\i))- En effet, pour mon-
trer que I’équation (Fj) e$t bien linéaire a droite en les variables xq, -, x,,,4, il s’agit de remar-
quer d’une part que 0~%*"(1,,1,) = X, et, d’autre part, que 07d+h(rd—h—k,i(7/k)) e$t combinaison
linéaire a droite des xg,---,x,,4 pour tout k et tout i : puisque

_d -1 —d-n+k
Vi =T0,0-0 (Ayop) + 70100 (A1) + oo+ T k-0 (Ag)



en utilisant la propriété (P), on trouve que

h—k-1

Tionki(yk) = ap.0 "KL + a0 R L)+ e T ()

ou ay =TIy p_yi(m ) pour h=0,---,n—k et, finalement, on a

oML kin) = o7 (ag).o TR (A k) + o ay) o TR (A )+ + 0T (@) 07 (M)
= o M (ag).x, g + oMM ay)x, g o+ 0T ag).xg

Les (n+d+1)-uplets (xg,-++,Xx,.4) € K"*+4+1 solutions de I’équation (Fj) forment un sous-K-
espace veCtoriel Vj, du K-espace veétoriel a droite K"*4*1. Puisque les coefficients de (F;,) sont
des éléments de H et que [H : K]; = ¢, on voit que dim(V},) > n+d+1—¢. On a alors dim(V;NV,) =
dim(Vy)+dim(V,) —dim(V; + V) > (n+d+1-€)+(n+d+1-€)—(n+d+1)=(n+d+1)-2¢,
puis, par récurrence, dim(V; N---NV;) > (n+d+1)—d{. Sil’'on considere un entier n > d(¢—1),
on a alors V; N---N V; = {0} et il existe donc une solution non nulle (xg, -, X,.4) € K1 au
sySteme (Ey),---, (Ey), (F1), -+, (Fq).

Tout (n + d)-uplet (xg,---,x,,4) solution fournit, par bijetivité de ¢, un (n + 1)-uplet non nul
(Ag,-+-,Ay) qui permet, grace au systeme (S), d’expliciter un polynome q(t) vérifiant p(t)q(t) €
K[t,0,0]. Ce polyndome e$t alors de degré < n et I’'on a vu que 'on pouvait choisir n = (d — 1)¢.

La conclusion finale du théoreme e$t alors une conséquence immédiate de la proposition
1.

O
2.2.— Ation galoisienne sur les coefficients.

Si, comme dans le cas commutatif, on souhaite fait agir Aut(H/K) sur I’anneau H|t, o, 0] par
action sur les coefficients des polynomes :

©: Aut(H/K) — Aut(H|[t,0,0)/K[t,0,0])

g — ©O(g): HJ[t,0,0] — Hl[t,0,0]
ag+---+aut™ —  glag)+---+g(a,)t"

on voit qu’une telle chose e$§t possible si et seulement si les éléments de Aut(H/K) commutent
tous avec o et 6. Sous cette hypothese, 'ation © se releve alors a Aut(H(t,0,0)/K(t,0,0)) de
maniére unique puisque H[t,0,0] e§t un anneau de Ore et que tout monomorphisme d’un an-
neau de Ore se releve de maniére unique a son corps de fradtions (voir [Coh, Corollary 1.3.5.]).
Dans la suite de ce §, nous supposerons désormais que les applications ¢ et 0 commutent avec
tous les éléments de Aut(H/K). L'ation sur les coefficients des éléments de H(t,0,0), que nous
continuerons a noter ©, vérifiera donc :

O(g)((ag + -+ +ayt")(bo + -+ byt™) ") = (8(ag) + -+ + g(an)t")(8(bo) + -+ + g(by)t™) ™!
Cette ation es$t visiblement e$t clairement fidéle.

Dans cette partie, nous souhaitons étudier I'arithmétique de ’extension H(t, o,9)/K(t,0,0)
lorsque ’extension H/K est supposée algébrique 3, extérieure et galoisienne Ce qui va nous pré-
occuper dans la suite et le cas ou H/K e$t finie, extérieure et galoisienne. Dans cette situation,

3. On rappelle qu’une extension H/K e$t dite algébrique (a gauche) si, pour tout a € H, le degré (gauche) [K(a):
K], et fini.



le groupe Gal(H/K) s’identifie donc, par ©, a un sous-groupe de Aut(H(t,0,0)/K(t,0,9)) et 'on
va rechercher des situations pour lesquelles H(t, g, 0)/K(t,0,9) est galoisienne de groupe O(G).

Lemme 3.— Avec les notations précédentes, pour tout g € Aut(H/K) on a
©(g) € Int(H(t,0,0)/K(t,0,0))=3IA e H’, AneZ, g=1 00"

Par ailleurs, dans les situations particuliéres suivantes, on a plus précisément :

a) Si6=0, alors

O(g) e Int(H(t,0)/K(t,0)) = 3IAeH’, AneZ, g=1,00"

b) Si o =1d, alors
O(g) € Int(H(t,1d, 6)/K(t,1d,9)) == IV € Hs. 4, g =1,

Preuve : &< :on a ©(g) = I,;» compte-tenu du fait que
(At A L= A" AT = AT = Ao (A= AT = = O (g)(1)

et du fait que, pour touta € H,

(AtMa(At") L = At"ar " A7 = Ao (a)t"t " A = Ao™M(@) At =1, 0 6"(a) = g(a) = O(g)(a)
— :si ©(g) = Iy() avec s(t) € H(t,0), alors en se placant dans H((t,0)), on peut écrire s(t) =
At + A1t 4o avec A, # 0. Puisque ©(g)(t) = ¢, on a donc s(t)t = ts(t), c’est-a-dire

At A "2 = A A T e = e (AT o (A ) 4
et, en particulier, 0(A,) = A,,. Par ailleurs, pour tout a € H, on a s(t)a = g(a)s(t), c’e§t-a-dire
Apo™(@)t" + Ay 0" @)t 4 = g(a) At + g(a) Ay T

et en particulier, g(a) =1 oo™".

O

Puisque les éléments de Int(H?) (vu comme sous-groupe de Aut(H)) commutent avec ¢, on
voit que le sous groupe < o,Int(H?) > s’identifie au produit cartésien < ¢ > xInt(H?). Le lemme
3 se réécrit alors de la maniére suivante :

©(Aut(H/K)) N Int(H(t,1d,8)/K(t,1d,8)) < ©(Aut(H/K)N (<o >xInt(H"))) en toute généralité

O(Aut(H/K) N (< o > xInt(H))) si =0
O(Intq(H/K)) sio=1Id

ou Int (H/K) ={I, € Int(H/K)/ a € H}.

Théoréme 4.— Avec les notations et hypothéses précédentes, si H/K est galoisienne extérieure de
groupe fini G et que Gal(H/K) N (< o > xInt(HY)) = {Id}, alors I'extension H(t,0,0)/K(t,0,0) est
aussi galoisienne extérieure de groupe ©(G) ~ G.



Preuve : Les hypotheses assurent, par le lemme 3, que le groupe d’automorphismes O(G) du
corps H(t,0,0) ne contient aucun automorphisme intérieur non trivial. La généralisation du
lemme d’Artin pour théorie de Galois assure alors que l’extension H(t,o,06)/H(t, O‘,é)G(G) est
galoisienne extérieure de groupe ©(G). Puisque H/K e$t aussi galoisienne extérieure, par le
théoréme 2, on botient la relation sur les degrés

[H(t,0,8): H(t,0,6)°9] = |0(G)| = |G| = [H : K] = [H(t, 0,8) : K(t, 0,8)]

et comme K(t,0,0) C H(t, U,é)@(G), on en déduit finalement que K(t,0,0) = H(t, 0, 6)®(G).
O

Corollaire 5.— Soient H/K une extension algébrique extérieure et galoisienne de groupe de Galois
(profini) I', 0 € Aut(H) et 6 € 0-Der(H) tels que o et 6 commute avec tous les éléments de I'. S’il
existe une filtration & de H/K composée d’extensions intermédiaires H/L/K finies et galoisiennes
sur K, telle que, pour tout L € &, les deux conditions suivantes

a) oy et o sont a valeurs dans L,
b) Gal(L/K)N (< o > xInt(L?)) = {Id},

sont vérifiées, alors l'extension H(t,0,0)/K(t,0,06) est aussi algébrique extérieure et galoisienne de
groupe de Galois T

Preuve : Si L/K e$t galoisienne finie, alors elle e§t extérieure et le corollaire 4 avec les hypo-
theses a,b) montrent que L(t,0,0)/K(t,0,0) eSt aussi extérieure finie et galoisienne. Puisque
H = U L,onaH(to,0) = U L(t,0,0) et donc H(t,0,6)/K(t,0,6) et bien une extension al-

LeZ LeZ
gébrique, extérieure et galoisienne, qui est, par ailleurs, filtrée par la famille {L(t,0,0)};c . Si,

maintenant, 'on considére une extension L,/L; avec L,L, € &£, on voit que le diagramme

—0
Gal(L/K) $20) Gal(Ly(t, 0, 8)/K(t,0,5))
88, O(8)—0O ()L, (t0.5)
g—0(g)
Gal(L{/K) — Gal(L(t,0,0)/K(t,0,0))

est commutatif. Il s’ensuit que les syStemes projeCtifs de groupes considérés sont isomorphes
et donc que

Gal(H(t,0,0)/K(t,0,0)) ~ m Gal(L(t,0,0)/K(t,0,0)) ~ h(_m Gal(L/K) ~ Gal(H/K)
LeZ Le&Z

O

2.3.— Application au probléme inverse de Galois



Une conséquence immédiate du corollaire 5 est le

Théoreme 6.— Tout groupe profini réalisable comme groupe de Galois d’une extension galoisienne
algébrique et extérieur d'un corps K est aussi réalisable sur le corps K(x)*. En particulier, si K
satisfait au probléme inverse de Galois alors il en est de méme de K(x).

Le corollaire 5 permet aussi de donner une version du théoréme de Leptin-Waterhouse sur
les corps gauches (voir [F]] pour la version commutative) :

Théoreme 7.— Pour tout groupe profini I, il existe une extension algébrique extérieure et galoisienne
de corps gauches ayant I pour groupe de Galois.

Preuve : Soient I' un groupe profini de rang topologique a et f = max(a, ). On considére Q
un corps algébriquement clos de caractéristique 0 et de cardinal g (par exemple, une cloture
algébrique du corps Q(y;)icp) et k = Q(u) son corps de fractions rationnelles. Le groupe de

Galois absolu Gy = Gal(k/k) et alors prolibre de rang g (ce résultat profond et dt a Douady
[Dou] en caraltéristique nulle et a été généralisé par Harbater et Pop en toute généralité [Pop]).
Par proliberté, on dispose d’un épimorphisme G, — I et, par suite, d’'une extension algébrique
galoisienne E/k de groupe de Galois I'. On considere alors le corps K = Puis(k) des séries de
Puiseux a coefficients dans k, qui e§t une extension algébrique du corps de séries de Laurent

k((x)). Le corps Puis(k) e$t algébriquement clos et, dans Puis(k), la cloture algébrique k((x)) = K

est égale au corps
U Puis(L) = U U L((x"))

L/k finie n>1L/k finie
Par ailleurs, I'extension H = U Puis(L) est galoisienne sur K de groupe I'. On a alors le

E/L/k finie
diagramme suivant :

Puis(k)
k((x)) =K
Gy /
H Z
/ GkXZ
K = Puis(k) U L((x))
L/k finie

On considére un élément non trivial o € {Id} x Z C Gal(k((x))/k((x))). Il e§t d’ordre infini et

4. Le corps K(x) des frattions a indéterminée centrale et a coefficients dans le corps K e$t, par définition, le corps
de fradtions tordu K(x) = K(x,1d, 0)



induit par re§tri¢tion un élément de Aut(K) (resp. de Aut(H)) d’ordre infini. Comme le montre
le diagramme, dans Aut(H), on a < ¢ > N Gal(H/K) = {Id} et comme H est un corps commutatif,
on a Int(H?) = {Id}. On peut donc appliquer le corollaire 5 et en déduire que H(t,0)/K(t,0) est
galoisienne extérieure de groupe I'. Puisque o # Id, le corps K(t,0) e$t bien gauche.
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