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Abstract.— In this article, we show that if A denotes a basis set of order h ≥ 2 and
if A∗ denotes the set of elements a ∈ A such that A − {a} remains a basis set, then

](A− A∗) ≤ 5.7
√

h
log h

. Moreover, thanks to an example, we show that this estimate

in O
(√

h
log h

)
is best possible.

Résumé.— On montre dans cet article que si A désigne un ensemble de base d’ordre

h ≥ 2 et si A∗ désigne l’ensemble des éléments a ∈ A tels que A−{a} reste un ensemble

de base, alors ](A − A∗) ≤ 5.7
√

h
log h

. On montre de plus, grâce à un exemple, que

cette estimation en O
(√

h
log h

)
est la meilleure possible.

1.— Introduction et résultats.

Si A désigne une partie de N et h ≥ 1 un entier, on note hA l’ensemble
{x1 + · · ·+ xh / x1, · · · , xh ∈ A}. Si A et B sont deux parties de N, on note
A ∼ B, si la différence symétrique A∆B est finie. On dit qu’une partie A de N
est un ensemble de base, s’il existe h ∈ N∗ tel que hA ∼ N. Le plus petit h ∈ N∗
vérifiant hA ∼ N est alors appelé ordre de A. Si A est un ensemble de base,
on note A∗ l’ensemble des éléments a ∈ A tel que A− {a} soit un ensemble de
base.

Pour un ensemble A de base d’ordre h, l’étude de l’ordre de A−{a} lorsque
a ∈ A∗ a été entreprise dans une série de travaux, notamment [Nas] et [Gre1]

où il est démontré que l’ordre de A − {a} ne dépasse pas
h2 + 3h

2
et que pour

tout h, il existe un ensemble de base Ah d’ordre h et un élément a ∈ A∗h tel

que l’ordre de Ah −{a} dépasse
h2 − 3h

3
. L’étude de A−A∗ a été abordé dans

[Gre2], où il est montré que pour un ensemble de base A d’ordre h, le cardinal
de A−A∗ est majoré par h−1. L’objet de cet article est de montrer le théorème
suivant:

Théorème 1.— Si A est un ensemble de base d’ordre h ≥ 2, alors

](A−A∗) ≤ C

√
h

log h
, avec C =

√
4e2.0769 + e−1 ' 5.6822
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Le cardinal de (A−A∗) est donc un O
(√

h
log h

)
. Cette estimation est en

fait la meilleure possible comme le montre le

Théorème 2.— Il existe une constante K > 0 et une suite d’ensembles de base
(An)n d’ordre hn ≥ 2 telle que:

• limn hn = +∞,

• ](An −A∗n) ≥ K
√

hn

log hn
.

que nous montrons dans la dernière partie de cet article.

2.— Preuves des théorèmes.

2.1.— Preuve du théorème 1.

Si d désigne un entier non nul, on note φd la surjection canonique de N
dans Z/dZ. Pour n ∈ N∗, on note pn le n-ième nombre premier. Dans ce qui
suit, A désigne un ensemble de base d’ordre h.

Lemme 1.— Soit a ∈ A. Les propositions suivantes sont équivalentes:

i) A− {a} est un ensemble de base,

ii) p.g.c.d.{b− b′/ b, b′ ∈ A− {a}} = 1.

Preuve: non ii) ⇒ non i) Si p.g.c.d.{b − b
′
/ b, b

′ ∈ A − {a}} = d > 1,
alors φd(A − {a}) = {α} et par suite, pour tout h ∈ N, φd(h(A − {a})) =
hφd(A− {a}) = {hα} 6= Z/dZ, ce qui prouve que l’on n’a pas h(A− {a}) ∼ N.

ii)⇒ i) (Les idées essentielles de cette preuve viennent de l’article [EG] d’Erdös
et Graham.)

Posons A = {a0 < a1 < · · · } et notons A1 = A − a (translaté de A par
l’entier a). On a donc

A1 = {x− a/ x ∈ A}
L’ensemble A1 est alors un sous-ensemble de Z qui contient 0. Comme hA ∼ N,
on a hA1 ∼ N car hA1 = hA − ha (translaté de hA par l’entier ha). Posons
B = A−{a} et B1 = A1−{0}. On a alors B1 = B− a, il s’ensuit que B est un
ensemble de base si et seulement si B1 en est un. Nous allons montrer que B1

est bien un ensemble de base.

Puisque B1 est le translaté de B, on a

p.g.c.d.{b− b
′
/ b, b

′
∈ B1} = p.g.c.d.{b− b

′
/ b, b

′
∈ B} = 1

Si l’on pose B1 = {b0 < b1 < · · · }, on remarque alors que

p.g.c.d.{b− b
′
/ b, b

′
∈ B1} = p.g.c.d.{bk+1 − bk/ k ∈ N}

Comme p.g.c.d.{bk+1 − bk/ k ∈ N} = 1, il existe un entier t ∈ N tel que
p.g.c.d.{bk+1 − bk/ k ≤ t} = 1. En effet, la fonction

f(n) = p.g.c.d.{bk+1 − bk/ k ≤ n}
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est une suite d’entiers décroissante et de limite 1. Elle est donc stationnaire.
Par application du théorème de Bézout, il existe des entiers c0, · · · , ct ∈ Z tels
que:

t∑
k=0

ck(bk+1 − bk) = 1

Posons alors

pk =
{
bk+1 si ck ≥ 0
bk si ck < 0

qk =
{
bk si ck ≥ 0
bk+1 si ck < 0

on a alors
t∑

k=0

|ck|(pk − qk) = 1

c’est-à-dire
∑t
k=0 |ck|pk = 1 +

∑t
k=0 |ck|qk. Prenons un élément q ∈ B1 ∩ N et

posons

M =
t∑

k=0

q|ck|pk = q +
t∑

k=0

q|ck|qk

On a alors M ∈ nB1 ∩ (n+ 1)B1 avec n = q
∑t
k=0 |ck|. On en déduit donc que

2M ∈ 2nB1 ∩ (2n+ 1)B1 ∩ (2n+ 2)B1 et par récurrence que pour tout w ∈ N∗,

wM ∈
w⋂
k=0

(wn+ k)B1

On prend w = h − 1, on a alors wM ∈
⋂h−1
k=0((h − 1)n + k)B1. Pour tout

r = 1, · · · , h, on a 0 ≤ h− r ≤ h− 1 et donc (h− 1)M ∈ [(h− 1)n+ (h− r)]B1.
Ainsi,

(h− 1)M + rB1 ⊂ [(h− 1)n+ (h− r) + r]B1 = [(h− 1)n+ h]B1

et par suite
h⋃
r=1

[(h− 1)M + rB1] ⊂ [(h− 1)n+ h]B1

Maintenant, hA1 ∼ N et puisque 0 ∈ A1, on a

hA1 =
h⋃
r=1

rB1 ∼ N

Mais comme rB1 ∼ (h−1)M+rB1, on en déduit que
⋃h
r=1[(h−1)M+rB1] ∼ N

et par suite que B1 est un ensemble de base d’ordre ≤ (h− 1)n+ h.
——–

Lemme 2.— L’ensemble A−A∗ est fini.
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Preuve: Enumérons les éléments deA en une suite (xn)n strictement croissante.
Considérons la fonction f : N −→ N définie par:

f(n) = p.g.c.d.{xi − xj / i, j ≤ n}

La fonction f est décroissante et vérifie limn f(n) = 1. Donc il existe n0 ∈ N tel
que f(n0) = 1. Soit A1 = {x0, · · · , xn0}. Il est clair que pour tout a ∈ A−A1,
p.g.c.d.{b − b′ ; b, b′ ∈ A − {a}} = 1 (puisque A1 ⊂ A − {a}). Donc d’après le
lemme 1, A−A∗ ⊂ A1.

——–

Notons alors A−A∗ = {x1, · · · , xs} et pour tout i = 1, · · · , s posons

di = p.g.c.d.{b− b
′
/ b, b

′
∈ A− {xi}}

Lemme 3.— On a pour tout i = 1, · · · , s, 2 ≤ di ≤ h.

Preuve: Le fait que di ≥ 2 provient directement du lemme 1. Puisque di =
p.g.c.d.{b− b′/ b, b′ ∈ A−{xi}}, on en déduit que φdi(A−{xi}) n’a qu’un seul
élément. Soit ai un représentant dans N de cet élément. On a φdi

(ai) 6= φdi
(xi)

car sinon φdi
(A) ne contient qu’un seul élément et par suite A n’est plus de

base. Il est clair que φdi
(hA) = hφdi

(A) et par suite, comme h est l’ordre de A,
on a

hφdi(A) = Z/diZ

Posons ω1 = φdi
(ai) et ω2 = φdi

(xi). On a:

hφdi
(A) = {iω1 + jω2/ i+ j = h} = Z/diZ

Cet ensemble a h + 1 éléments (non nécessairement distincts), on en déduit
donc que di ≤ h + 1. Si di = h + 1, alors quel que soit k = 1, · · · , h, on a
kω1 + (h − k)ω2 6= hω2. Prenons un entier n assez grand tel que n ∈ hA et
n ≡ hxi(di), alors il existe un entier k ≤ h tel que n = kxi + αk+1 + · · · + αh
avec αk+1, · · · , αh ∈ A − {xi}. On a alors φdi(n) = hω2 = (h − k)ω1 + kω2

ce qui n’est possible que si k = h. En prenant n > hxi, on obtient alors une
absurdité. Ainsi, di ≤ h.

——–

Lemme 4.— Pour tout i et tout j distincts, on a p.g.c.d.(di, dj) = 1.

Preuve: Soit i 6= j et d > 1 un diviseur commun de di et dj . D’après le lemme
1, on a ]φdi

(A − {xi}) = 1 et ]φdj
(A − {xj}) = 1. On a, puisque d|di et d|dj ,

]φd(A− {xi}) = 1 et ]φd(A− {xj}) = 1. Comme A est infini, on en déduit que
φd(A−{xi}) = φd(A−{xj}) et par suite ]φd(A) = 1, ce qui est en contradiction
avec le fait que A est un ensemble de base.

——–

Lemme 5.— Pour tout entier n ≥ 2, on a n! ≥ nne−n.
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Preuve: Pour n = 2, on a bien
2!

22e−2
≥ 1. Posons pour tout n ≥ 2,

un = log
(

n!
nne−n

)
On veut montrer que un ≥ 0. C’est vrai pour n = 2. Calculons un+1 − un:

un+1 − un = log(n+ 1) + 1 + n log(n)− (n+ 1) log(n+ 1)
= 1− n log(1 + 1/n)

Par ailleurs, on a toujours log(1+x) ≤ x pour x ≥ 0, donc 1−n log(1+1/n) ≥ 0.
La suite (un)n est donc croissante, ce qui prouve le lemme.

——–

Lemme 6.— Soient n et k deux entiers de N∗. Le nombre An(k) de n-uplets

(α1, · · · , αn) ∈ Nn tels que
n∑
i=1

αi = k vaut

An(k) = Ckk+n−1 =
(k + 1)(k + 2) · · · (k + n− 1)

(n− 1)!

Preuve: On a A1(k) = 1, A2(k) = k + 1. Supposons qu’au rang n ≥ 2, on ait
An(k) = Ckk+n−1. Alors, au rang n+ 1:

An+1(k) =
k∑
i=0

An(i) = C0
n−1 + C1

n + C2
n+1 + · · ·+ Ckk+n−1 = Ckk+n

——–

Lemme 7.— Pour tout n ≥ 2, on a:

p1 · · · pn ≥ nn (logn n)α−n

avec α = e1.0769.

Preuve: Voir [Rob].

Lemme 8.— On a s2 log s ≤ 2eαh.

Preuve: D’après le lemme 1, on ]φdi
(A − {x1, · · · , xs}) = 1 pour tout i =

1, · · · , s. Le lemme 4 affirme que les di sont premiers deux à deux, donc par le
théorème des restes chinois, on en déduit que ]φq(A − {x1, · · · , xs}) = 1 pour
q = d1 · · · ds. Soit λ = φq(A − {x1, · · · , xs}), λ1 = φq(x1), · · · , λs = φq(xs).
Comme hA ∼ N, on en déduit que

Z/qZ =

{
α0λ+ α1λ1 + · · ·+ αsλs/ (α0, · · · , αs) ∈ Ns+1,

s∑
k=0

αk = h

}
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Ce dernier ensemble compte au plus Chh+s =
(h+ 1) · · · (h+ s)

s!
éléments (lemme

6). On en déduit donc que:

d1 · · · ds ≤
(h+ 1) · · · (h+ s)

s!

Par ailleurs, le lemme 4 permet d’affirmer que p1 · · · ps ≤ d1 · · · ds et comme
s ≤ h (lemme 3 et 4), on en déduit que:

s!ss(logs s)α−s ≤ (2h)s

Par le lemme 5, on a s! ≥ sse−s et par suite:

s2 log s ≤ 2eαh

Preuve du théorème 1: Supposons que s > C
√

h
log h , on a alors:{

s2 > C2 h
log h

log s > logC + 1
2 log h− 1

2 log log h

et par suite

s2 log s >
C2

2
h− C2

2
h

log log h
log h

+ C2 logC
h

log h

On en déduit, par le lemme 8, que:

2eαh >
C2

2
h− C2

2
h

log log h
log h

+ C2 logC
h

log h

c’est-à-dire, après simplification, que:(
4eα
C2
− 1
)

log h+ log log h− 2 logC > 0

Considérons la fonction f :]1,+∞[→ R définie par:

f(x) =
(

4eα
C2
− 1
)

log x+ log log x− 2 logC

On a

f
′
(x) =

(
4eα− C2

C2

)
1
x

+
1

x log x

La fonction f
′

s’annule en x0 = exp
(

C2

C2−4eα

)
. La fonction f est croissante sur

]1, x0] et décroissante sur [x0,+∞[, elle présente donc un maximum absolu en
x0, mais comme f

(
exp

(
C2

C2−4eα

))
= 0, on obtient alors une absurdité.

——–

6



2.2.— Preuve du théorème 2.

Soit n ≥ 2 un entier. On considère l’ensemble

An = p1 · · · pnN ∪ {qi =
∏
j 6=i

pj/i = 1, · · · , n}

(A2 = 6N ∪ {2, 3}, A3 = 30N ∪ {6, 10, 15}, A4 = 210N ∪ {30, 42, 70, 105}, etc.)

Proposition 1.— L’ensemble An est de base d’ordre 1− n+
∑n
k=1 pk et

An −A∗n = {q1, · · · , qn}

Preuve: Soit q = q1 + · · · + qn. L’entier q est premier avec p1 · · · pn, sinon il
existerait un indice i tel que pi divise q. Comme pi divise qj pour tout j 6= i,
pi diviserait qi ce qui est absurde. L’entier q engendre donc Z/p1 · · · pnZ ce qui
justifie que An est de base et que son ordre est ≤ n.p1 · · · pn + 1.
Soit maintenant un indice i0 ∈ {1, · · · , n}. Pour tout i 6= i0, qi est divisible par
pi0 donc pour tout h, les éléments de h(An − {qi0}) sont divisibles par pi0 ce
qui prouve que An − {qi0} n’est pas un ensemble de base. Reste maintenant à
calculer l’ordre de An.
Pour tout entier h, posons

Ωh = φp1···pn

{
n∑
k=1

αkqk/ (α1, · · · , αn) ∈ Nn et
n∑
k=1

αk ≤ h

}

Si hn désigne l’ordre de An, il est alors clair que hn = h + 1 avec h le plus
petit entier tel que Ωh = Z/p1 · · · pnZ, c’est-à-dire tel que ]Ωh = p1 · · · pn.
Considérons alors l’ensemble

E =

{
(α1, · · · , αn) ∈ Nn /

n∑
k=1

αk ≤ h

}

et sur E définissons la relation d’équivalence ∼ suivante:

(α1, · · · , αn) ∼ (β1, · · · , βn)⇐⇒
n∑
k=1

αkqk ≡
n∑
k=1

βkqk mod(p1 · · · pn)

Il est alors clair que ]Ωh = ]E/ ∼.

Lemme.— Soient (α1, · · · , αn) et (β1, · · · , βn) deux éléments de E. Les propo-
sitions suivantes sont équivalentes:

i) (α1, · · · , αn) ∼ (β1, · · · , βn),

ii) ∀i = 1, · · · , n, αi ≡ βi mod(pi).

Preuve du lemme: ii) ⇒ i): si αi − βi est divisible par pi, alors (αi − βi)qi
est divisible par p1 · · · pn et par suite

∑n
k=1(αk − βk)qk ≡ 0 mod(p1 · · · pn).

i) ⇒ ii): Supposons que
∑n
k=1(αk − βk)qk ≡ 0 mod(p1 · · · pn), on a donc
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∑n
k=1(αk − βk)qk ≡ 0 mod(pi) pour tout i = 1, · · · , n. Mais comme qk est

divisible par pi pour tout k 6= i, on en déduit que (αi − βi)qi ≡ 0 mod(pi).
Maintenant qi est premier avec pi donc (αi − βi) ≡ 0 mod(pi).

——–

Par conséquent une classe de représentants de E/ ∼ est donnée par les n-uplets
(α1, · · · , αn) vérifiants

0 ≤ αi ≤ pi − 1 ∀i = 1, · · · , n;
n∑
k=1

αk ≤ h

On en déduit donc que si

Eh =

{
(α1, · · · , αn)/

n∑
k=1

αk ≤ h et 0 ≤ αi ≤ pi − 1 ∀i = 1, · · · , n

}

alors ]Ωh = ]Eh. Notons Nn(h) le cardinal de Eh. Si h ≥
∑n
k=1 pk − n alors

Nn(h) = ] {(α1, · · · , αn)/ 0 ≤ αi ≤ pi − 1∀i = 1, · · · , n} = p1 · · · pn

Maintenant si h <
∑n
k=1 pk−n, au moins un des n-uplets (α1, · · · , αn) assujetis

aux conditions 0 ≤ αi ≤ pi − 1 ∀i = 1, · · · , n ne figure pas dans Eh, c’est-à-dire
que Nn(h) < p1 · · · pn. On en déduit donc que le plus petit entier h tel que
]Ωh = p1 · · · pn vaut

∑n
k=1 pk − n et ainsi hn =

∑n
k=1 pk − n+ 1.

——–

Le théorème des nombres premiers a comme conséquence l’équivalence suiv-
ante:

pn 'n n log n

Il existe donc une constante ω > 1 telle que:

∀n ≥ 2, pn ≤ ωn log n

et par suite on a la majoration

hn ≤
n∑
k=1

pk ≤ ωn2 log n

Si l’on note sn = ](An − A∗n) on a alors sn = n et ce qui précède assure alors
que

hn ≤ ωs2n log sn

On choisit la constante ω telle que ω > 2
log 2 et on pose K =

√
2
ω . Supposons

qu’il existe un n ≥ 1 tel que sn < K
√

hn

log hn
, alors on a

s2n log sn <
K2

2
hn −

K2

2
hn

log log hn
log hn

+K2 logK
hn

log hn
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Compte tenu du fait que 1
ωhn ≤ s

2
n log sn, on en déduit que

− log log hn + logK2 > 0

ce qui implique que hn < eK
2 ≤ 2, ce qui, étant absurde, montre le théorème

2.
——–
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