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 Convexité

. Généralités.

On considère un R-espace ve�oriel E.

Définition .— Si x,y ∈ E, on appelle "segment" d’extrémités x et y, l’ensemble

[x,y] = {t.x+ (1− t).y/ t ∈ [0,1]}

On dit d’une partie A ⊂ E qu’elle e convexe si pour tout x,y ∈ A, [x,y] ⊂ A.

Théorème .— (Généralisation) Soit A ⊂ E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) A e convexe,

ii) pour tout entier p ≥ 2, toute suite finie x1, · · · ,xp ∈ A et toute suite finie α1, · · · ,αp ∈ R+ telle

que
p∑
i=1

αi = 1, on a
p∑
i=1

αi .xi ∈ A.

Preuve : Pour p = 2, l’énoncé ii) équivaut à i) : il suffit de considérer t = α1, on a alors
α2 = 1− t. Ainsi, on a ii)⇒ i)

i) ⇒ ii) On va montrer ii) par récurrence sur p ≥ 2. Comme on vient de le remarquer,
le cas p = 2 e exa�ement i). Supposons la propriété vraie pour p ≥ 2 et considérons

x1, · · · ,xp+1 ∈ A et α1, · · · ,αp+1 ∈R+ telle que
p+1∑
i=1

αi = 1.

• Si αp+1 = 1 alors α1 = · · · = αp = 0 et donc
p∑
i=1

αi .xi = xp+1 ∈ A.

• Si αp+1 , 1 alors on peut diviser par 1−αp+1 et l’on a alors

α1

1−αp+1
+ · · ·+

αp
1−αp+1

= 1

En utilisant l’hypothèse de récurrence, on a donc

y =
α1

1−αp+1
.x1 + · · ·+

αp
1−αp+1

.xp ∈ A

mais comme xp+1, y ∈ A et αp+1 + (1−αp+1) = 1, en appliquant le i), on trouve finalement

(1−αp+1).y +αp+1.xp+1 = α1.x1 + · · ·+αp.xp +αp+1.xp+1 ∈ A

�

Exemples : / Cas E = R. Si l’on considère deux réel x < y et le segment (au sens réel du
terme) [x,y] = {u ∈R/ x ≤ u ≤ y} alors on conate que

[x,y] = {tx+ (1− t)y/ t ∈ [0,1]}
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En effet, si t ∈ [0,1] et u = tx + (1− t)y alors u − x = (1− t)(y − x) ≥ 0 et y − u = t(y − x) ≥ 0 et

donc x ≤ u ≤ y. Réciproquement, si x ≤ u ≤ y on pose t =
y −u
y − x

et l’on voit immédiatement

que u = tx+ (1− t)y et que t ∈ [0,1]. On voit donc que, dans R, la notion usuelle de segment
correspond exa�ement à la notion de segment au sens de la définition  (ce qui juifie la
terminologie). On fera attention toutefois au fait que la notion usuelle de segment [x,y]
exige que x ≤ y, alors qu’au sens de la définition  on a [x,y] = [y,x].

Rappel : Intervalles.

Définition.— Un intervalle e une partie I de R qui vérifie la propriété suivante :

∀x,y ∈ I, ∀t ∈R, x < t < y =⇒ t ∈ I

En considérant, dans la droite numérique achevée R, les bornes inférieure et supérieure de I , on montre que
I a l’une des  formes suivantes :

• ]−∞,+∞[= R,

• ]−∞, a[= {x ∈R/ x < a} pour un certain a ∈R,

• ]−∞, a] = {x ∈R/ x ≤ a},
• ]a,+∞[= {x ∈R/ x > a},
• [a,+∞[= {x ∈R/ x ≥ a},
• ]a,b[= {x ∈R/ a < x < b}, pour certains a,b ∈R vérifiant a < b,

• ]a,b] = {x ∈R/ a < x ≤ b}, pour certains a,b ∈R vérifiant a < b,

• [a,b[= {x ∈R/ a ≤ x < b}, pour certains a,b ∈R vérifiant a < b,

• [a,b] = {x ∈R/ a ≤ x ≤ b}, pour certains a,b ∈R vérifiant a < b,

et réciproquement.

Théorème .— Les parties non vides et convexes de R sont exa�ement les intervalles.

Preuve : Si I e un intervalle, alors pour tous x,y ∈ I avec x < y et tout x ≤ u ≤ y, on a
par définition u ∈ I . On vient de voir que [x,y] = {u/ x ≤ u ≤ y}, ainsi on a bien [x,y] ⊂ I .
Réciproquement, si I e convexe et si x,y ∈ I avec x < y alors on a [x,y] ⊂ I . Mais comme
[x,y] = {u/ x ≤ u ≤ y}, on voit donc que x ≤ u ≤ y =⇒ u ∈ I : I e un intervalle.

�

/ Tout segment de E e convexe. Si u,v ∈ [x,y], alors il exie α,β ∈ [0,1] tels que u =
α.x+ (1−α).y et v = β.x+ (1− β).y. Si t ∈ [0,1], on alors

t.u + (1− t).v = (tα + (1− t)β).x+ (t(1−α) + (1− t)(1− β)).y

or, (tα + (1 − t)β) ≤ 0 et (tα + (1 − t)β) + (t(1 − α) + (1 − t)(1 − β)) = t + (1 − t) = 1, et donc
t.u + (1 − t).v ∈ [x,y]. Ceci prouve finalement que [u,v] ⊂ [x,y] et donc que [x,y] e bien
convexe.

/ Tout sous-espace ve�oriel de E e convexe. En effet, si F e un s.e.v. de E alors, pour
tout x,y ∈ E et tout λ,µ ∈R, on a λ.x +µ.y ∈ F. En particulier, si l’on choisit λ = t et µ = 1− t
pour t ∈ [0,1] on a t.x+ (1− t).y ∈ F.

/ Si E e en plus normé, alors toute boule de E e une partie convexe de E. Considérons
une boule ouverte B = B(u,ε) = {x ∈ E/ ||x−u|| < ε}. Si x,y ∈ B et t ∈ [0,1], on a (t.x+(1− t).y)−
u = (t.x+ (1− t).y)− (t + (1− t)).u = t.(x −u) + (1− t).(y −u) et donc

||(t.x+ (1− t).y)−u|| = ||t.(x −u) + (1− t).(y −u)|| ≤ t||(x −u)||+ (1− t)||(y −u)|| < tε+ (1− t)ε = ε
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et donc t.x + (1 − t).y ∈ B. La boule B e convexe. Le même raisonnement marche pour les
boules fermées.

. Enveloppe convexe.

Proposition .— Si (Ai)i∈I désigne une famille finie et non vide de parties convexes de E alors
l’interse�ion

A =
⋂
i∈I
Ai

e une partie convexe de E.

Preuve : Si x,y ∈ A alors, pour tout i ∈ I , x,y ∈ Ai et donc [x,y] ⊂ Ai . Ceci étant valable pour
tout i ∈ I , on a finalement [x,y] ⊂

⋂
i∈I Ai = A.

�

Théorème-Définition .— Si A ⊂ E, alors parmi toutes les parties convexe de E qui contiennent
A il en exie une plus petite. On l’appelle "l’enveloppe convexe" de la partie A et on la note
Env(A).

Preuve : On considère la famille (Ai)i∈I des parties convexe de E qui contiennent A. Cette
famille e non vide car la partie E y appartient. Par la proposition , la partie Env(A) =⋂
i∈I Ai e une partie convexe et elle contient visiblement la partie A. C’e nécessairement

la plus petite car elle appartient de fa�o à la famille (Ai)i∈I .

�

Théorème .— Si A e une partie de E alors Env(A) e égale à l’ensemble des barycentres de
syèmes pondérés d’éléments de A et de somme des poids 1 :

Env(A) =

α1.x1 + · · ·+αn.xn/ n ≥ 2, x1, · · · ,xn ∈ A, α1, · · · ,αn ∈R+ avec
n∑
i=1

αi = 1


Preuve : NotonsΩ l’ensemble décrit dans l’énoncé. Le théorème montre queΩ e incluse
dans toute partie convexe de E qui contient A, donc en particulier dans Env(A). Puisque
Env(A) e la plus petite d’entre elle, pour montrer que Env(A) = Ω il suffit de montrer que
Ω e convexe. Considérons deux élément u,v ∈ Ω. Quitte à rajouter des xi et des poids
αi et βi nuls, on peut supposer qu’il exie n ≥ 2, x1, · · · ,xn ∈ A, α1,β1, · · · ,αn,βn ∈ R+ avec
n∑
i=1

αi =
n∑
i=1

βi = 1 et tels que

u = α1.x1 + · · ·+αn.xn
v = β1.x1 + · · ·+ βn.xn

Considérons un réel t ∈ [0,1] et posons w = t.u + (1− t).v ∈ [u,v] :

w = (tα1 + (1− t)β1).x1 + · · ·+ (tαn + (1− t)βn).xn = γ1.x1 + · · ·+γn.xn
où γi = tαi + (1− t)βi . On a

n∑
i=1

γi = t
n∑
i=1

αi + (1− t)
n∑
i=1

βi = t + (1− t) = 1
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et il s’ensuit que w ∈Ω. On a donc [u,v] ⊂Ω et, par suite, Ω e convexe.

�

 Fon�ions convexes

. Définition et cara�érisations.

Dans ce qui suit, I désigne un intervalle de R d’intérieur non vide et f : I −→ R une
application.

Définition .— On appelle graphe (resp. épigraphe) de f l’ensemble des couples (x,y) ∈ I ×R tels
que y = f (x) (resp. y ≥ f (x)). On dit que la fon�ion f e convexe si son épigraphe e une partie
convexe de R2.

Théorème .— (Cara�érisation de la convexité d’une fon�ion) Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

i) f e convexe,

ii) pour tout x,y ∈ I et tout t ∈ [0,1], f (tx+ (1− t)y) ≤ tf (x) + (1− t)f (y),

iii) pour tout x,y ∈ I (x < y) et tout u ∈ [x,y], on a f (u) ≤ a(u), où a e l’unique fon�ion affine
qui coïncide avec f en x et en y.

|
x

|
y

|
u

|
f (u)

|
a(u)

(la corde e "au dessus" de la courbe.)

Preuve : i) ⇒ ii) Les points A = (x,f (x)) et B = (y,f (y)) sont dans le graphe de f , donc
dans son épigraphe. Par convexité, le segment [A,B] e donc inclus dans l’épigraphe de f ,
c’e-à-dire que pour tout t ∈ [0,1], le point t.A + (1 − t).B = (tx + (1 − t)y, tf (x) + (1 − t)f (y))
appartient à l’épigraphe : f (tx+ (1− t)y) ≤ tf (x) + (1− t)f (y).

ii) ⇔ iii) La fon�ion affine a a pour équation cartésienne a(u) = f (y)−f (x)
y−x (x − u) + f (x).

Puisque [x,y] = {tx+ (1− t)y/ t ∈ [0,1]}, on a donc

∀u ∈ [x,y], f (u) ≤ a(u)⇐⇒∀t ∈ [0,1], f (tx+ (1− t)y) ≤ a(tx+ (1− t)y) = tf (x) + (1− t)f (y)

ii)⇒ i) Soient A = (x,α) et B = (y,β) deux points de l’épigraphe de f . Pour tout t ∈ [0,1], on
a

f (tx+ (1− t)y) ≤ tf (x) + (1− t)f (y) ≤ tα + (1− t)β

et donc t.A+ (1− t).B e aussi dans l’épigraphe. L’épigraphe de f e donc convexe.
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Corollaire .— Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) f e convexe,

ii) pour tout entier p ≥ 2, toute suite finie x1, · · · ,xp ∈ I et toute suite finie α1, · · · ,αp ∈ R+ telle

que
p∑
i=1

αi = 1, on a f

 p∑
i=1

αixi

 ≤ p∑
i=1

αif (xi).

Preuve : La preuve s’effe�ue exa�ement comme celle du théorème . On conate i) équiv-
aut au ii) avec p = 2 et sous i), on montre ii) par récurrence sur p ≥ 2 : la propriété e vraie
pour p = 2 et, si l’on suppose que la propriété e vraie pour p ≥ 2, alors au rang p + 1 on

considère x1, · · · ,xp+1 ∈ I et α1, · · · ,αp+1 ∈R+ telle que
p+1∑
i=1

αi = 1.

• Si αp+1 = 1 alors α1 = · · · = αp = 0 et donc

f

 p∑
i=1

αi .xi

 = f (xp+1) =
p∑
i=1

αif (xi)

• Si αp+1 , 1 alors on peut diviser par 1−αp+1 et l’on a alors

α1

1−αp+1
+ · · ·+

αp
1−αp+1

= 1

Par convexité de I , on en déduit que

y =
α1

1−αp+1
.x1 + · · ·+

αp
1−αp+1

.xp ∈ I

et, en utilisant l’hypothèse de récurrence, on a donc

f

 p∑
i=1

αi
1−αp+1

xi

 ≤ p∑
i=1

αi
1−αp+1

f (xi)

Puisque xp+1, y ∈ I et αp+1 + (1−αp+1) = 1, en appliquant le i), on trouve finalement

f


p+1∑
i=1

αixi

 = f
(
(1−αp+1)y +αp+1xp+1

)
≤ (1−αp+1)f (y) +αp+1f (xp+1)

≤ (1−αp+1)
p∑
i=1

αi
1−αp+1

f (xi) +αp+1f (xp+1) =
p+1∑
i=1

αif (xi)

�

Corollaire .— / Si f ,g : I −→ R sont des applications convexes alors, pour tous λ,µ ∈ R+,
l’application λf +µg e convexe.
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/ Si (fn)n désigne une suite de fon�ions convexes sur I qui converge simplement vers une fon�ion
f , alors f e une application convexe. En particulier, la somme d’une série de fon�ions convexes
convergente e convexe.

/ Soit f : I −→ J une bije�ion continue (J e alors un intervalle et f e nécessairement ri�e-
ment monotone). Si f e convexe alors sa réciproque f −1 : J −→ I e une fon�ion convexe (si f
e décroissante) ou concave (si f e croissante).

Preuve : / Pour tous x,y ∈ I et tout t ∈ [0,1], on a

(λf +µg)(tx+ (1− t)y) = λf (tx+ (1− t)y) +µg(tx+ (1− t)y)
≤ λtf (x) +λ(1− t)f (y) +µtg(x) +µ(1− t)g(y)
= t(λf +µg)(x) + (1− t)(λf +µg)(y)

/ Pour tous x,y ∈ I , tout t ∈ [0,1] et tout n ≥ 0, on a

fn(tx+ (1− t)y) ≤ tfn(x) + (1− t)fn(y)

Les réels x,y, t étant fixés, par passage à la limite en n on trouve alors

f (tx+ (1− t)y) ≤ tf (x) + (1− t)f (y)

Par application du /, on voit que, pour tout n ≥ 0, Sn(x) =
n∑
k=0

fk(x) e une fon�ion

convexe. La fon�ion
∑
k≥0

fk(x) = lim
n
Sn(x) e donc convexe d’après ce qui précède.

/ Si u,v ∈ J et t ∈ [0,1], puisque f −1(u), f −1(v) ∈ I et que f e convexe, on a

f (tf −1(u) + (1− t)f −1(v)) ≤ tf (f −1(u)) + (1− t)f (f −1(v)) = tu + (1− t)v

Les fon�ions f et f −1 ont même sens de monotonie, donc si f e décroissante, on a

tf −1(u) + (1− t)f −1(v) = f −1(f (tf −1(u) + (1− t)f −1(v))) ≥ f −1(tu + (1− t)v)

et donc f −1 e convexe, et si f e croissante, on a

tf −1(u) + (1− t)f −1(v) = f −1(f (tf −1(u) + (1− t)f −1(v))) ≤ f −1(tu + (1− t)v)

et donc f −1 e concave.

�

Théorème .— (Inégalité des pentes) Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) f e convexe,

ii) pour tout x,y,z ∈ I tels que x < y < z on a

f (y)− f (x)
y − x

≤
f (z)− f (x)
z − x

≤
f (z)− f (y)
z − y





Fon�ions convexes
Définition et cara�érisations

|
x

|
y

|
z

iii) pour tout u ∈ I , la fon�ion pu : I − {u} −→R définie par

pu(x) =
f (x)− f (u)
x −u

e croissante.

Preuve : i)⇒ ii) Considérons la fon�ion affine a qui coïncide avec f en x et en z. Puisque f
e convexe et que y e compris entre x et z, on a donc f (y) ≤ a(y). Ainsi on a

f (y)− f (x)
y − x

≤
a(y)− f (x)
y − x

=
a(y)− a(x)
y − x

=
a(z)− a(x)
z − x

=
f (z)− f (x)
z − x

De même, on a
f (z)− f (x)
z − x

=
a(z)− a(x)
z − x

=
a(z)− a(y)
z − y

≤
f (z)− f (y)
z − y

ii)⇒ iii) Se déduit du ii) en remplaçant le triplet (x,y,z) par (t1, t2,u), (t1,u, t2) et (u,t1, t2).
Dans tous les cas on obtient t1 < t2⇒ pu(t1) ≤ pu(t2).

iii)⇒ i) Considérons x,y,z tels que x < y < z. En choisissant u = x, on obtient

f (y)− f (x)
y − x

≤
f (z)− f (x)
z − x

Considérons la fon�ion affine a qui coïncide avec f en x et z. On a donc

f (z)− f (x)
z − x

=
a(z)− a(x)
z − x

=
a(y)− a(x)
y − x

et donc f (y) − f (x) ≤ a(y) − a(x). Comme a(x) = f (x), on en déduit que pour tout y ∈]x,z[,
f (y) ≤ a(y). La fon�ion f e donc convexe.

�

Les trois inégalités incriminées dans le ii) de ce théorème sont en fait équivalentes :

Proposition .— Pour tout x,y,z ∈ I tels que x < y < z on a

f (y)− f (x)
y − x

≤
f (z)− f (y)
z − y

⇐⇒
f (y)− f (x)
y − x

≤
f (z)− f (x)
z − x

⇐⇒
f (z)− f (x)
z − x

≤
f (z)− f (y)
z − y





Fon�ions convexes
Convexité et monotonie

Preuve : Puisque y ∈]x,z[, il exie t ∈]0,1[ tel que y = tx+ (1− t)z et l’on a alors{
(y − x) = (1− t)(z − x)
(z − y) = t(z − x)

Il s’ensuit que

f (y)− f (x)
y − x

≤
f (z)− f (y)
z − y

⇐⇒
f (y)− f (x)

(1− t)(z − x)
≤
f (z)− f (y)
t(z − x)

⇐⇒ t(f (y)− f (x)) ≤ (1− t)(f (z)− f (y))

⇐⇒ t(f (z)− f (x)) ≤ (f (z)− f (y))⇐⇒
t(f (z)− f (x))
t(z − x)

≤
f (z)− f (y)
t(z − x)

⇐⇒
f (z)− f (x)
z − x

≤
f (z)− f (y)
z − y

⇐⇒

f (z)− f (x)
z − x

≤
f (z)− f (y)
z − y

⇐⇒ t(f (z)− f (x)) ≤ (f (z)− f (y))⇐⇒ f (y)− f (x) ≤ (1− t)(f (z)− f (x))

⇐⇒
f (y)− f (x)
y − x

≤
f (z)− f (x)
z − x

⇐⇒
f (y)− f (x)

(1− t)(z − x)
≤
f (z)− f (x)
z − x

⇐⇒
f (y)− f (x)
y − x

≤
f (z)− f (x)
z − x

�

La convexité de f e donc équivalente à chacune des trois inégalités du ii) du théorème
.

. Convexité et monotonie.

Théorème .— On considère une fon�ion f : I −→ R définie sur un intervalle ouvert I . Si f
e convexe alors

• soit f possède un minimum local en un point x0 et, dans ces conditions, x0 e un minimum
global et f e décroissante à gauche de x0 et croissante à droite de x0,

|
x0

• soit f ne possède pas de minimum local sur I et, dans ces conditions, f e monotone.
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Preuve : • Si x0 désigne un minimum local de f alors il exie donc ε > 0 tel que, pour
tout x ∈]x0 − ε,x0 + ε[, f (x) ≥ f (x0). Supposons que x0 ne soit pas un minimum global, il
exie donc x1 ∈ I tel que f (x1) < f (x0). Sans perte de généralité, supposons que x0 < x1. La

pente
f (x1)− f (x0)
x1 − x0

de l’application affine a qui passe par f (x0) en x0 et f (x1) en x1 e alors

ri�ement négative, si bien que, pour tout x > x0, a(x) < a(x0). Puisque f e convexe, on
a alors f (x) ≤ a(x) < a(x0) = f (x0), ce qui e impossible pour x ∈]x0,x0 + ε[. Ainsi, x0 e un
minimum global.

Considérons maintenant x,y ∈ I tels que x < y < x0. L’inégalité des pentes assure que

f (y)− f (x)
y − x

≤
f (x0)− f (x)
x0 − x

≤ 0 (car f (x) ≥ f (x0))

et donc f (y) ≤ f (x) : f e décroissante à gauche de x0. On montre de la même manière que
f e croissante à droite de x0.

• Supposons maintenant que f ne possède aucun minimum local. Si f n’e pas monotone,
alors on peut trouver x < y < z dans I tels que f (x), f (z) < f (y) ou f (x), f (z) > f (y). La
première hypothèse e exclue, car l’inégalité des pentes impliquerait alors

0 <
f (y)− f (x)
y − x

≤
f (z)− f (y)
z − y

< 0

ce qui e absurde. Ainsi, on a f (x), f (z) > f (y). D’après le corollaire  à venir, f e continue
sur [x,z] et elle présente donc un minimum absolu sur [x,z]. Ce dernier ne peut être ni en x
ni en z puisque f (x), f (z) > f (y). Il e donc dans ]x,z[ et e donc minimum local de f sur I ,
ce qui e contraire aux hypothèses.

Remarque : Le sens dire� de l’équivalence

f n’e pas monotone ⇐⇒ ∃x,y,z ∈ I, x < y < z, f (x), f (z) < f (y) ou f (x), f (z) > f (y)

s’obtient en conant que "f n’e pas monotone ⇐⇒ f n’e pas croissante et f n’e pas
décroissante⇐⇒ ∃a < b, f (a) > f (b) et ∃c < d, f (d) > f (c)" et à regarder comme se position-
nent a,b,c,d et f (a), f (b), f (c), f (d) les uns par rapport aux autres respe�ivement. L’étude
exhauive des cas permet de fournir les triplets (x,y,z) recherchés : si a < b ≤ c < d, alors
soit f (c) ≤ f (b) et l’on prend x = a, y = c et z = d et l’on a f (x), f (z) > f (y), soit f (c) > f (b) et
l’on prend x = a, y = b et z = d pour avoir f (x), f (z) > f (y). On traite de la même manière les
cas a ≤ c < b ≤ d, a ≤ c < d ≤ b, c < a ≤ d < b etc.

�
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. Convexité et dérivabilité.

Rappel : Limites et dérivées en un point.

On considère un intervalle ouvert I .

Définition.— Soient f : I −→R une fon�ion, x0 ∈ I et ` ∈R. On dit que f possède ` pour limite (resp. limite épointée,
resp. limite gauche, resp. limite droite) au point x0 si

∀ε > 0, ∃α > 0,


∀x ∈ I
(resp. ∀x ∈ I, x , x0)
(resp. ∀x ∈ I, x < x0)
(resp. ∀x ∈ I, x > x0)

, |x − x0| ≤ α =⇒ |f (x)− `| ≤ ε

et l’on note alors ` = lim
x→x0

f (x) (resp. ` = lim
x→x•0

f (x) ou encore ` = f (x•0), resp. ` = lim
x→x−0

f (x) ou encore ` = f (x−0 ), resp.

` = lim
x→x+

0

f (x) ou encore ` = f (x+
0 )).

Remarques : / Si f possède ` pour limite en x0 alors nécessairement ` = f (x0).

/ f e continue à gauche (resp. à droite) en x0⇐⇒ f (x−0 ) = f (x0) (resp. f (x+
0 ) = f (x0)).

Théorème.— (dit de la limite monotone) Si f : I −→ R e une fon�ion monotone, alors f possède en tout point une
limite droite et une limite gauche. Plus précisément, si f e, par exemple, croissante, alors on a pour tout x0 ∈ I ,

f (x−0 ) ≤ f (x0) ≤ f (x+
0 )

Preuve : L’ensemble V − = {f (x)/ x < x0} e une partie non vide et majorée (par f (x0)), elle possède donc une
borne supérieure ` ≤ f (x0). Par cara�érisation de la borne supérieure dans R, on a, ∀ε > 0, ∃y ∈ V −, ` − ε < y ≤ `.
Soit x1 < x0 tel que y = f (x1) et α = x0 − x1. Si x ∈ I e tel que x < x0, alors |x − x0| ≤ α =⇒ x1 ≤ x < x0 et donc,
par croissance de f , ` − ε < y = f (x1) ≤ f (x) ≤ `. On a donc |f (x)− `| ≤ ε et donc f (x−0 ) = `. L’exience de f (x+

0 ) se
montre de la même manière en considérant la borne inférieure de l’ensemble V + = {f (x)/ x > x0}.

�

Définition.— Soient f : I −→ R une fon�ion, et x0 ∈ I . On dit que f e dérivable à gauche (resp. à droite) en x0 si la
fon�ion "taux de variation"

T (x) =


f (x)− f (x0)
x − x0

si x , x0

0 si x , x0

possède une limite gauche (resp. droite) en x0. Si elle exie, on note f
′
g (x0) (resp. f

′
d (x0)) cette limite.

Remarques : / Si f e dérivable à gauche (resp. à droite) en x0 alors f e continue à gauche (resp. à droite) en
x0. En effet, sur I∩]−∞,x0[, on a f (x)− f (x0) = f

′
g (x0)(x − x0) + o(x − x0) et l’on a donc, lim

x→x−0
f (x)− f (x0) = 0.

/ f e dérivable en x0 si et seulement si f
′
g (x0) et f

′
d (x0) exient et sont égales et, dans ces conditions f

′
(x0) =

f
′
g (x0) = f

′
d (x0).

Dans ce qui suit, I désigne un intervalle ouvert de R et f : I −→R une application.

Théorème .— Si f e convexe alors f e dérivable à droite et à gauche sur I (en particulier f
e continue). De plus, pour tout s, t,x ∈ I tels que s < x < t on a

f (x)− f (s)
x − s

≤ f
′
g (x) ≤ f

′

d(x) ≤
f (t)− f (x)
t − x

Les applications f
′

d et f
′
g sont croissantes.

Preuve : L’inégalité des pentes assure que
f (x)− f (s)
x − s

≤
f (t)− f (x)
t − x

et de plus que l’application

px : t 7−→
f (t)− f (x)
t − x

e croissante sur I∩]x,+∞[ et que l’application qx : s 7−→
f (x)− f (s)
x − s

e
croissante sur I∩]−∞,x[.
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Le théorème de la limite monotone assure que px a une limite à droite en x et donc que
f
′

d(x) exie et que l’on a de plus

f (x)− f (s)
x − s

≤ f
′

d(x) ≤
f (t)− f (x)
t − x

En appliquant de nouveau le théorème de la limite monotone, on voit que qx a une limite à
gauche en x et donc que f

′
g (x) exie et que l’on a de plus

f (x)− f (s)
x − s

≤ f
′
g (x) ≤ f

′

d(x) ≤
f (t)− f (x)
t − x

Soient x,y ∈ I tels que x < y. Pour tout u ∈]x,y[ on a

f
′
g (x) ≤ f

′

d(x) ≤
f (u)− f (x)
u − x

≤
f (y)− f (u)
y −u

≤ f
′
g (y) ≤ f

′

d(y)

ce qui assure la croissance des applications f
′
g et f

′

d .

�

Corollaire .— Une fon�ion convexe sur un intervalle ouvert e continue.

Preuve : D’après ce qui précède f e dérivable à droite et à gauche en tout point de I , elle
e donc continue à droite et à gauche en tout point, c’e-à-dire tout simplement continue.

�

Attention : Ce dernier corollaire e faux si l’on ne suppose plus I ouvert. Par exemple, la
fon�ion x 7−→ [x] e convexe sur I = [0,1], mais discontinue en 1.

Corollaire .— Si f e dérivable alors les propriétés suivantes sont équivalentes

i) f e convexe,

ii) f
′

e croissante.

Preuve : i)⇒ ii) D’après le théorème  pour tout x < y dans I , on a pour tout u ∈]x,y[

f
′
(x) = f

′
g (x) = f

′

d(x) ≤
f (u)− f (x)
u − x

≤
f (y)− f (u)
y −u

≤ f
′
g (y) = f

′

d(y) = f
′
(y)

La fon�ion dérivée e donc croissante.

ii)⇒ i)

Rappel : Théorème des accroissements finis.

C’e le théorème suivant :

Théorème.— Si f : [a,b] −→ R désigne une fon�ion continue sur [a,b] et dérivable sur l’ouvert ]a,b[ alors, il exie
c ∈]a,b[ tel que f (b)− f (a) = f

′
(c)(b − a).

Considérons x < y < z trois éléments de I . D’après le théorème des accroissements finis,
appliqués deux fois, il exie c ∈]x,y[ et d ∈]y,z[ tels que

f (y)− f (x)
y − x

= f
′
(c)

f (z)− f (y)
z − x

= f
′
(d)
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et, puisque f
′

e croissante et que x < c < y < d < z, on a

f (y)− f (x)
y − x

≤
f (z)− f (y)
z − x

ce qui assure par le théorème  et la proposition  que f e convexe.

�

Corollaire .— Si f e deux fois dérivable alors les propriétés suivantes sont équivalentes

i) f e convexe,

ii) f
′′

e positive sur I .

Preuve : Immédiat.

�

Corollaire .— Si f e dérivable alors les propriétés suivantes sont équivalentes

i) f e convexe,

ii) le graphe de f e situé au dessus de chacune de ses tangentes.

Preuve : i)⇒ ii) Soit a ∈ I . Si t < a alors
f (t)− f (a)
t − a

≤ f
′
(a) et si t > a alors

f (t)− f (a)
t − a

≥ f
′
(a).

Donc pour tout t ∈ I on a f (t) ≥ f (a) + (t − a)f ′ (a).

ii)⇒ i) Supposons que pour tout a, t ∈ I on ait f (t) ≥ f (a) + (t − a)f ′ (a). Soient a < b dans I ,
on a donc {

f (b) ≥ f (a) + (b − a)f ′ (a)
f (a) ≥ f (b) + (a− b)f

′
(b)

ce qui donne, après addition et simplification,

0 ≥ (b − a)(f
′
(a)− f

′
(b))

Puisque b − a > 0, on a alors f
′
(a) − f ′ (b) ≤ 0, ce qui prouve que f

′
croissante et, grâce au

corollaire , que f e convexe.

�

. Sur l’ensemble des points de non dérivabilité d’une fon�ion convexe.

On s’intéresse ici aux points de non dérivabilité des fon�ions convexes. On sait qu’une
fon�ion convexe e dérivable à droite et à gauche en tout point. Ses points de non dériv-
abilité correspondent donc aux points où les dérivées droite et gauche ne sont pas égales.

Lemme .— Soit f : I −→ R une fon�ion convexe et x0 ∈ I . Pour que f soit dérivable en x0 il
suffit que la fon�ion f

′
g (resp. f

′

d) soit continue à droite (resp. à gauche) en x0.

Preuve : Le théorème  assure que si x0 < x alors f
′
g (x0) ≤ f ′d(x0) ≤ f ′g (x) ≤ f ′d(x). En faisant

tendre x vers x0, On voit donc que, si lim
x→x+

0

f
′
g (x) = f

′
g (x0) (c’e-à-dire si f

′
g e continue à

droite en x0), on a, par passage à la limite de l’encadrement, f
′
g (x0) = f

′

d(x0) et donc f e
dérivable en x0.
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Théorème .— Une fon�ion convexe e dérivable sauf éventuellement sur un ensemble dénom-
brable de points.

Preuve :
Rappel : fon�ions réglées.

Définition.— Une fon�ion f : [a,b] −→ R définie sur un segment [a,b] e dite "réglée", si elle e la limite uniforme
d’une suite de fon�ions en escalier de [a,b].

Théorème.— Toute fon�ion monotone sur un segment e réglée.

Discontinuité : Soient f : [a,b] −→R une fon�ion réglée et (en)n et une suite de fon�ions en escalier convergeant
uniformément vers f . Pour tout n ≥ 0, l’ensemble Dn des points de discontinuité de en e fini, si bien que
l’ensemble D =

⋃
nDn e dénombrable. Si x0 < D, alors chaque en e continue en x0 et, par passage à la limite

uniforme, on en déduit que f e continue en x0. Ainsi, l’ensemble des points de discontinuité de f e inclus
dans D. On vient ainsi de montrer qu’une fon�ion réglée ne possède qu’un nombre dénombrable de points de
discontinuité.

Puisque tout intervalle de R e une réunion dénombrable de segments et qu’une réunion dénombrable
d’ensembles dénombrables e un ensemble dénombrable, on en déduit que si f e une fon�ion définie sur un
intervalle I qui e réglée sur tout segment inclus dans I , alors l’ensemble des points de discontinuité de f e
dénombrable. En combinant ce résultat au théorème ci-dessus, on trouve alors

Corollaire.— Toute fon�ion monotone sur un intervalle ne possède qu’un nombre dénombrable de points de disconti-
nuité.

La fon�ion f
′
g e monotone, elle e donc réglée sur tout segment et son ensemble de

points de discontinuité e donc dénombrable. Le lemme précédent permet alors de con-
clure.
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Théorème .— Si I =]α,β[ désigne un intervalle ouvert borné, alors pour tout partie dénom-
brable C ⊂ I , il exie une fon�ion convexe f : I −→ R dont l’ensemble des points de non dériv-
abilité vaut exa�ement C.

Preuve : On énumère les éléments de C en une suite (an)n et l’on considère la fon�ion

f (x) =
∑
n≥0

|x − an|
2n

Puisque I e borné, sup(|x−an|/ x ∈ I) ≤ (β−α) et donc la série incriminée converge normale-
ment. La fon�ion f e donc bien définie. Pour n ≥ 0, introduisons la fon�ion εn : R −→ R

définie par

εn(x) =


1 si x > an
−1 si x < an

0 si x = an

On a donc f (x) =
∑
n≥0

(x − an)εn(x)
2n

. Fixons, x0 ∈ I et, pour tout x , x0 évaluons le taux de
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variation

T (x) =
f (x)− f (x0)
x − x0

=
∑
n≥0

(x − an)εn(x)− (x0 − an)εn(x0)
2n(x − x0)

=
∑
n≥0

(x − x0)εn(x0) + (x − an)(εn(x)− εn(x0))
2n(x − x0)

=
∑
n≥0

εn(x0)
2n

+
∑
n≥0

gn(x)
2n

où gn(x) = (x − an)
εn(x)− εn(x0)

(x − x0)
(la première série convergeant absolument, ceci assure que

la deuxième série converge aussi).

• Si x0 > an alors gn(x) = 0 sur [an,β[ et, en particulier gn e prolongeable par continuité en

x0 en posant gn(x0) = 0. Sur ]α,an], on a gn(x) =
−2(x − an)

(x − x0)
qui e une fon�ion monotone.

On en déduit que ||gn||∞ =
2(an −α)
(x0 −α)

≤
2(β −α)
(x0 −α)

.

• Si x0 < an, on montre de la même manière que ||gn||∞ =
2(β − an)
(β − x0)

≤
2(β −α)
(β − x0)

.

En conclusion, si pour tout n ≥ 0 on a x0 , an (i.e. si x0 < C), alors la suite (||gn||∞)n e bornée

et donc la série
∑ gn(x)

2n
converge normalement sur I (après avoir pris soin de prolonger par

continuité chaque gn en x0). On peut donc écrire

lim
x→x0

T (x)−
∑
n≥0

εn(x0)
2n

 = lim
x→x0

∑
n≥0

gn(x)
2n

 =
∑
n≥0

lim
x→x0

gn(x)
2n

=
∑
n≥0

0 = 0

ce qui montre que f e dérivable en tout x0 < C et vérifie f
′
(x0) =

∑
n≥0

εn(x0)
2n

.

Considérons maintenant x0 ∈ C. Par définition, il exie un indice n0 ≥ 0 tel que x0 = an0
.

On a alors
|x − x0|

2n0
= f (x) −

∑
n,n0

|x − an|
2n

. En appliquant ce qui vient d’être montré à la suite

(an)n,n0
, on voit que la fon�ion x 7−→

∑
n,n0

|x−an|
2n e dérivable en x0. Si f était dérivable

en x0 il en serait de même de x 7−→ |x − x0|, ce qui e bien sur absurde. Finalement f n’e
dérivable en aucun point de C.
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