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 Stru�ure des algèbres simples centrales

L’objectif de cette partie e d’établir un théorème de ru�ure sur la na-
ture des algèbres simples centrales, notion centrale dans la théorie du
groupe de Brauer. Nous allons voir que les algèbres simples centrales

sont exa�ement les algèbres de matrices.

On considère dans la suite un corps commutatif k et une k-algèbre uni-
taire A de dimension finie sur k. On notera Ag (resp. Ad) la ru�ure de A-
module gauche (resp. droite) de A. Pour tout A-module (droite ou gauche)
M on notera LA(M) l’ensemble des endomorphismes de M que l’on considér-
era avec sa ru�ure de k-algèbre. Les modules que nous considérons seront
toujours supposés de type fini. En particulier, ils seront de dimension finie
en tant que k-espace ve�oriel, posséderont toujours des sous-modules mini-
maux et maximaux et verront toutes sommes dire�es posséder se ramener à
un nombre fini de fa�eurs.

Etant donnée une k-algèbre A rapportée à une base {a1, · · ·an}, pour tout

couple d’indices (i, j) ∈ {1, · · · ,n}2 il exie un unique ve�eur λ(i,j) = (λ(i,j)
1 , · · · ,λ(i,j)

n ) ∈
kn tel que

aiaj =
n∑
k=1

λ
(i,j)
k ak

Les ve�eurs λ(i,j) sont appelés les conantes de ru�ure de la k-algèbre A (rel-
ativement à la base {a1, · · ·an}). On voit alors qu’étant données deux k-algèbres
A et B, les deux propriétés suivantes

i) A et B sont isomorphes en tant que k-algèbres,

ii) il exie un entier n ≥ 1 et des bases de A et B de cardinal n tels que les
conantes de ru�ure de A et B relativement à ces bases soient égales,

sont équivalentes.

Etant donnée une k-algèbre A, on notera Aop l’algèbre opposée de A, qui e
l’ensemble A munie des même lois de compositions que l’algèbre A ormis le
produit que l’on remplace par le produit opposé ∗ défini, pour a,b ∈ A, par
a ∗ b = ba.

. Modules simples et semi-simples

.. Modules simples

Définition .— / Un A-module M e dit simple, s’il e non trivial et s’il ne
possède aucun sous-module ri�e.

/ Un A-module M e dit semi-simple s’il e égal à la somme de sous-modules
simples de M.





Exemple .— Considérons un corps K (non nécessairement commutatif) de
dimension finie sur k et A =Mn(K) la k-algèbre des matrices n×n à coefficients
dans K . Pour tout i = 1, · · · ,n on note

Mi =




i-ème

a1

 ... 
an

/ a1, · · ·an ∈ K


l’ensemble des matrices de Mn(K) dont toutes les colonnes, sauf peut-être la
i-ème, sont nulles. Il e clair que Mi e un Mn(K)-module à gauche (pour
la multiplication des matrices). C’e un module simple. En effet, soit N un

sous-module non nul de Mi et


i-ème

a1

 ... 
an

 ∈ N une matrice non nulle (par

exemple aj , 0). Soit


i-ème

b1

 ... 
bn

 ∈Mi , on alors


i-ème

b1

 ... 
bn

 =


j-ème

b1/aj

 ... 
bn/aj




i-ème

a1

 ... 
an


ce qui prouve que N = Mi . Maintenant, il e clair que Ag =

⊕n
i=1Mi et ainsi,

Ag e un A-module semi-simple. On va voir un peu plus loin que l’exience
d’une écriture en somme dire�e de sous-modules simples d’un module semi-
simple n’e pas spécifique àMn(K).

Proposition .— Soit f : M −→ N un homomorphisme de A-modules. Si M et
N sont simples, alors f e soit l’homomorphisme nul, soit un isomorphisme. En
conséquence de quoi :

/ SiM etN sont deux modules simples non isomorphes, alors tout homomorphisme
de M vers N e nul.

/ SiM e un A-module simple alors l’anneauLA(M) e un corps. (Cet énoncé e
habituellement appelé lemme de Schur.)

Preuve : Si f e non nulle, alors f (M) e un sous module non nul de N et
donc f (M) = N puisque N e simple. Ainsi, f e surje�ive. De même, tou-
jours puisque f e non nulle, f −1(0) e un sous-module de M diin� de M.
Comme M e simple, on a f −1(0) = {0} et donc f e inje�ive.





——–

Exemple .— Reprenons l’exemple précédent et décrivons LA(Mi). Pour tout
couple d’indice (p,q) on note Xp,q la matrice composée de 0 partout sauf en
coordonnées (p,q) où il y a un 1. Soit f ∈LA(Mi) non nulle. Pour tout X ∈Mi
il exie T ∈ A tel que X = TX1,i , et comme f (X) = f (TX1,i) = T f (X1,i) pour
décrire f il suffit d’expliciter f (X1,i). Pour T = X1,1 on a

f (X1,i) = f (X1,1X1,i) = X1,1f (X1,i) = X1,i .λI pour un certain λ ∈ K

Ainsi, pour tout X ∈ Mi , on a f (X) = f (TX1,i) = T f (X1,i) = TX1,iλI = X.λI et
donc f e de la forme

fλ : Mi −→ Mi
X 7−→ X.λI

Réciproquement, pour tout λ ∈ K l’application fλ e bien un élément de
LA(Mi). Par ailleurs, comme pour tout λ,µ ∈ K , fλ ◦ fµ = fµλ on en déduit
finalement queLA(Mi) ' K op.

.. Type de modules simples

Proposition .— / Soit J un idéal à gauche (resp. à droite) de A. Les propositions
suivantes

i) Ag /J (resp. Ad /J) e un A-module à gauche (resp. à droite) simple,

ii) J e maximal,

sont équivalentes.

/ Tout A-module à gauche (resp. à droite) simple e isomorphe à un module quo-
tient Ag /J (resp. Ad /J), J étant maximal.

Preuve : / Les sous-modules de Ag /J correspondent bije�ivement aux sous-
modules de Ag qui contiennent J , c’e-à-dire aux idéaux à gauches de A con-
tenant J . L’équivalence annoncée découle de cette correspondance.

/ Soit M un A-module gauche et x ∈ A non nul. L’ensemble Ax e un sous-
module non trivial de M et donc, si M e simple, on a M = Ax. Dans cette
situation, on considère l’application

f : A −→ M
a 7−→ ax

Cette application e visiblement un homomorphisme de A-modules gauches
surje�if. Son noyau J e un sous-module de Ag , c’e-à-dire un idéal à gauche
de A. En application des théorèmes d’isomorphismes, on a alors M ' Ag /J et J
e alors maximal en vertu du /.

——–

On considère la classe des modules simples à gauche (resp. à droite), quo-
tient de Ag (resp. Ad). Sur cette classe on considère les classes d’équivalences





pour la relation d’isomorphisme de A-module à gauche (resp. à droite). On
appelle type de A-modules simples à gauhe (resp. à droite) ces classes. La
proposition précédente assure que tout A-module à gauche (resp. à droite) M
simple e isomorphe aux modules d’un type donné. Ce type sera appelé le
type de M. La colle�ion des types forme donc un ensemble, paramétré par les
quotients Ag /J .

Exemple .— Les modulesMi des exemples précédents ont tous le même type.
Ils sont, en effet, tous isomorphes en tant que A-modules à gauche. Pour tout
i = 1, · · · ,n, le noyau de l’application

Ag −→ Mi

X 7−→ XX1,i

e égal à J =




0 · · ·
...

...
...

0 · · ·


 donc les Mi sont tous isomorphes en tant que

A-modules gauche à Ag /J .

Définition .— Soit M un A-module à gauche (resp. à droite) et λ un type. On
appelle composante isotypique de M le sous-module noté Mλ obtenu en prenant la
somme des tous les sous-modules de M de type λ.

.. Stru�ures des modules semi-simples

Les modules semi-simples sont des sommes de modules simples. Puisque
l’on a supposé que A était de dimension finie sur k et qu’on ne considère
ici que des A-modules de type fini, un module semi-simple pourra donc

toujours être écrit comme une somme finie de modules simples (si ce n’était pas
le cas, un tel module serait de dimension infinie en tant que k-espace ve�oriel).

Proposition .— SoitM unA-module semi-simple etM =N1+· · ·+Nn une écriture
de M en somme de sous-modules simples. Pour tout sous-module N de M il exie
un ensemble ordonné d’indices i1 < · · · < ik tel que

M =N ⊕Ni1 ⊕ · · · ⊕Nik

Preuve : Si N = M on prend l’ensemble vide. Si N , M, alors tous les Ni ne
peuvent être inclus dans N , sinon leur somme, c’e-à-dire M, le serait aussi.
Il exie alors un plus petit indice i1 tel que Ni1 1 N . Alors, N ∩Ni1 e un
sous-module ri� de Ni1 , il donc nulle et par suite N et Ni1 sont en somme
dire�e.

Supposons posséder un indice h ≥ 1 et une suite d’indices i1 < · · · < ih de
{1, · · · ,n} telle que

N1 +N2 + · · ·+Nih ⊂N ⊕Ni1 ⊕ · · · ⊕Nih





Si cette somme dire�e vaut M, la proposition e aquise. Sinon, il exie un
plus petit indice ih+1 > ih tel que Nih+1

1N ⊕Ni1 ⊕· · ·⊕Nih (sinon M =N1 +N2 +
· · · +Nn ⊂ Ni1 ⊕ · · · ⊕Nih ce qui e contraire à l’hypothèse). Alors, Nih+1

∩N ⊕
Ni1⊕· · ·⊕Nih e un sous-module ri� deNih+1

et e donc nul. Par ailleurs, par
conru�ion, pour tout indice i variant de 1 à ih+1−1 on aNi ⊂N⊕Ni1⊕· · ·⊕Nih
et par suite

N1 +N2 + · · ·+Nih+1
⊂N ⊕Ni1 ⊕ · · · ⊕Nih+1

Comme ce procédé récursif e limité à un ensemble fini d’indices, il e fini et
il exie donc un indice k tel que

M =N ⊕Ni1 ⊕ · · · ⊕Nik

——–

Corollaire .— Tout sous-module et tout module quotient d’un module semi-simple
e semi-simple.

Plus précidément, si M e un A-module semi-simple et M = N1 + · · · +Nn e
une écriture de M en somme de sous-modules simples, alors tout sous-module et
tout module quotient de M e isomorphe à une somme dire�e de la forme

Ni1 ⊕ · · · ⊕Nik

En particulier, tout sous-module simple de M e isomorphe à un Ni .

Preuve : Soit M/N un module quotient. En appliquant la proposition , on
peut écrire M =N ⊕Ni1 ⊕ · · · ⊕Nik et, par suite,

M/N 'Ni1 ⊕ · · · ⊕Nik

Soit N un sous-module de M. Comme M e de type fini, N possède un
supplémentaire F. En appliquant la proposition , on peut écrireM = F⊕Ni1⊕
· · · ⊕Nik et, par suite,

N 'N ⊕F/F =M/F 'Ni1 ⊕ · · · ⊕Nik

Le sous-module Ni1 ⊕ · · · ⊕Nik de M e simple si et seulement si k = 1, et
donc un sous-module simple de M e bien isomorphe à un Ni .

——–

Corollaire .— Un module semi-simple M e somme dire�e de ses composantes
isotypiques.

Preuve : CommeM e semi-simple, il e somme de ses sous-modules simples,
il e donc somme de ses composantes isotypiques. Supposons que pour un
type λ on aitMλ∩

∑
µ,λMµ , {0}, alors ce sous-module interse�ion contient un

sous-module simple N . Le module Mλ e somme dire�e de sous-modules de
type λ et donc, d’après le corollaire , N e de type λ. De même,

∑
µ,λMµ e





somme dire�e de sous-modules de types µ , λ, toujours d’après le corollaire
, N e de type différent de λ, ce qui e absurde. Ainsi, on a M =

⊕
λMλ.

——–

Passons maintenant à l’étude des endomorphismes des modules semi-simples
et commençons par regarder l’image des composantes isotypiques par un ho-
momorphisme :

Lemme .— Soit f :M −→ N un homomorphisme de A-modules. Pour tout type
de A-modules simples λ, on a

f (Mλ) ⊂Nλ

Preuve : Si on pose Mλ =
⊕n

i=1Si où les Si sont des sous-modules de type λ de
M, alors on a

f (Mλ) =
n⊕
i=1

f (Si)

et comme Si e simple, on a f (Si) = {0} ou alors f : Si −→ f (Si) e un iso-
morphisme et donc f (Si) e un sous-module simple de N de type λ. Ainsi,
f (Mλ) ⊂Nλ.

——–

Théorème .— Soit M un A-module semi-simple. Si M =
⊕

λ∈ΛMλ e la dé-
composition en composantes isotypiques de M alors

LA(M) '
∏
λ∈Λ
LA(Mλ)

Par ailleurs, si Mλ =
⊕n

i=1Si où les Si sont des sous-modules de type λ de M
alors

LA(Mλ) 'Mn(K)

où K = LA(S), S étant un représentant de λ. En conséquence de quoi, LA(M)
e isomorphe à un produit d’algèbres de matrices à coefficients dans des extensions
finies de k.

Preuve : D’après le lemme précédent, pour tout f ∈LA(M) la reri�ion fλ de
f à Mλ e un élément deLA(Mλ). Ceci permet de définir une application

Ω : LA(M) −→
∏
λ∈ΛLA(Mλ)

f 7−→ (fλ)λ∈Λ

qui e visiblement un homomorphisme d’algèbres. Pour tout λ ∈ Λ, notons
πλ :M −→Mλ la proje�ion canonique. Comme pour tout x ∈M on a

f (x) =
∑
λ

fλ(πλ(x))





on en déduit que Ω e inje�ive. Par ailleurs, pour un élément (fλ)λ∈Λ donné,
la formule précédente définit clairement un élément f dont l’image par Ω e
(fλ)λ∈Λ. Ceci prouve la surje�ivité de Ω et, par suite, l’isomorphisme annoncé.

Venons-en maintenant à l’isomorphisme LA(Mλ) 'Mn(K). On s’intéresse
donc à la ru�ure de l’algèbre LA(Sn). Pour tout i = 1, · · · ,n notons respec-
tivement πi : Sn −→ S et γi : S −→ Sn la i-èmè proje�ion canonique et la i-ème
inje�ion canonique.

Pour tout i, j ∈ {1, · · · ,n} et tout f ∈LA(Sn) l’application fi,j = πi ◦ f ◦γj e
un élément deLA(S) = K . Ainsi, on définit une application

Θ : LA(Sn) −→ Mn(K)
f 7−→ (fi,j )i,j

Remarquons que
∑
i γi ◦πi e la fon�ion identité sur Sn, on a donc pour

tout f ∈LA(Sn)

f =
∑
i,j

γi ◦πi ◦ f ◦γj ◦πj =
∑
i,j

γifi,j ◦πj

Ceci montre, en particulier, que Θ e inje�ive. De même, en prenant un élé-
ment (fi,j )i,j ∈Mn(K), on voit que la formule précédente permet de définir un
élément f ∈ LA(Sn) dont l’image par Θ e (fi,j )i,j , ce qui prouve que Θ e
surje�ive.

Il ree à montrer que Θ e un homomorphisme de A-algèbre. Comme
les applications πi et γj sont des homomorphisme de A-modules, pour tout
f ,g ∈LA(Sn) et tout a ∈ A, on a

af + g =
∑
i,j γi ◦πi ◦ (af + g) ◦γj ◦πj

= a
∑
i,j γi ◦πi ◦ f ◦γj ◦πj +

∑
i,j γi ◦πi ◦ g ◦γj ◦πj

= a
∑
i,j γifi,j ◦πj +

∑
i,j γigi,j ◦πj

=
∑
i,j γi(afi,j + gi,j ) ◦πj

On en déduit que pour tout i, j on a (af + g)i,j = afi,j + gi,j et donc que Θ e un
homomorphisme de A-modules.

Soient f ,g ∈LA(Sn), on a

f ◦ g =
(∑

i,j γifi,j ◦πj
)
◦
(∑

p,qγpgp,q ◦πq
)

=
∑
i,j,p,qγifi,j ◦ (πj ◦γp) ◦ gp,q ◦πq

=
∑
i,j,qγifi,j ◦ gj,q ◦πq

On a donc
(f ◦ g)i,q =

∑
j

fi,jgj,q

et donc Θ(f ◦ g) = Θ(f )Θ(g) ce qui prouve, pour finir, que Θ e un isomor-
phisme d’algèbre.





——–

Exemple .— L’algèbre A = Mn(K), vue comme module à gauche sur elle-
même, e semi-simple et ne possède qu’une seule compoante isotypique.
En effet, d’après les résultats établis dans les exemples  et  on a Mn(K) =⊕n

i=1Mi et les Mi ont tous même type S. D’après le résultat établi dans
l’exemple , on aLA(S) ' K op. Ainsi, si l’on applique le théorème , on trouve
que

LA(Mn(K)) 'Mn(K op)

Maintenant, la transposition

Mn(K op) −→ Mn(K)op

M 7−→ tM

e visiblement un isomorphisme et on a donc pour finir

LA(Mn(K)) 'Mn(K)op

Les résultats précédents permettent d’obtenir le résultat important suivant
:

Proposition .— Soit K1 et K2 deux corps de dimensions finies sur k et n1,n2
deux entiers ≥ 1. Les propositions suivantes

i) Les k-algèbresMn1
(K1) etMn2

(K2) sont isomorphes,

ii) K1 ' K2 et n1 = n2,

sont équivalentes.

Preuve : Si A1 = Mn1
(K1) et A2 = Mn2

(K2) sont isomorphes alors elles sont
isomorphes en tant que modules à gauche sur elle-même. Elles ne possèdent
toutes deux qu’une seule composante isotypique et ces deux composantes sont
relatives au même type λ. Soit S1 et S2 des sous-modules simples de Mn1

(K1)
etMn2

(K2). Ils sont tous les deux de type λ et donc

K1 = K op op

1 'LA1
(S1)op 'LA2

(S2)op ' K op op

2 = K2

Maintenant, on a [A1 : k] = n2
1[K1 : k] et [A2 : k] = n2

2[K2 : k] et comme par
ailleurs on a [A1 : k] = [A2 : k] et [K1 : k] = [K2 : k], on en déduit que n1 = n2.

——–

. Algèbres simples

.. Stru�ures des algèbres simples et semi-simples

On rappelle que les k-algèbres que l’on étudie ici sont supposées de di-
mensions finies.





Définition .— Une algèbre e dite simple si elle ne possède aucun idéal bilatère
non trivial. Une algèbre e dite semi-simple si elle e isomorphe à un produit dire�
d’algèbres simples.

Exemples .— • Un corps K contenant k dans son centre, extension finie de
k, e bien sur une k-algèbre simple. Mais plus généralement, pour tout entier
n ≥ 1, la k-algèbre Mn(K) des matrices carrées n × n à coefficients dans K e
une algèbre simple.

En effet, considérons un idéal bilatère non nul J deMn(K) et prenons une
matrice H = (hi,j )i,j ∈ J non nulle, disons par exemple hi0,j0 , 0. Pour tout
couple d’indice (i, j) notons Γi,j la matrice dont tous les coefficients sont nuls,
sauf celui d’indice (i, j) qui vaut 1. Pour tout i, j on a

Γi,j = h−1
i0,j0

Γi,i0HΓj0,j

et, par suite, Γi,j ∈ J , mais comme la colle�ion des Γi,j engendre toutes les ma-
trices, on en déduit que J =Mn(K).

• Le théorème  assure, avec le résultat précédent, que l’algèbre des endomor-
phismes d’un module semi-simple e une algèbre semi-simple.

Lemme .— Soit A une k-algèbre. Si f ∈ LA(Ag ) alors f e la multiplication à
droite sur A par un certain élément. En conséquence de quoi, on a

Aop 'LA(Ag )

Preuve : Pour tout α ∈ A on f (α) = f (α.1) = αf (1). Donc f e la multiplication
à droite par f (1). Réciproquement, si on note mx la multiplication à droite
par x ∈ A, il e clair que mx ∈ LA(Ag ). Par ailleurs, pour tout x,y ∈ A on a
mx ◦my =myx, d’où l’isomorphisme annoncé.

——–

Dans la cas de A =Mn(K), on retrouve dire�ement le résultat de l’exemple
.

On rappelle qu’un idéal J d’un anneau A e dit nilpotent s’il exie un en-
tier n ≥ 1 tel que Jn = {0}. On dira d’une algèbre qu’elle e sans idéaux nilpo-
tents si son seul idéal bilatère nilpotent e {0}. Remarquons qu’une algèbre
sans idéaux nilpotents ne contient aucun idéal gauche ou droite non trivial qui
soit nilpotent. En effet, si J e un idéal (par exemple gauche) de A non trivial
nilpotent, disons Jn = {0}, alors JA e l’idéal bilatère engendré par J . Puisque
AJ = J on a alors

(JA)n = J(AJ)n−1A = JnA = {0}
et donc A contient un idéal bilatère nilpotent non trivial. Commençons par
établir quelques résultats techniques sur les algèbres sans idéaux nilpotents.

Proposition .— Soit A une k-algèbre sans idéaux nilpotents.

/ A e somme dire�e d’idéaux à gauche minimaux, en particulier, Ag e un A-
module à gauche semi-simple.





/ Soit Λ l’ensemble des types de A-modules simples. On a

Aop '
∏
λ∈Λ
Mnλ(Kλ)

où les Kλ sont des corps contenant k dans leurs centres.

Preuve : / Considérons pour commencer un idéal à gauche minimal J de A.
Puisque A e sans idéaux nilpotents, on a J2 , {0} et donc il exie a ∈ J tel
que Ja , {0}. Comme J e minimal et que Ja e un idéal à gauche non nul
inclus dans J on a J = Ja. Ainsi, il exie e ∈ J tel que a = ea et on a, par suite,
ea = e2a. La multiplication à droite par a dans J e un homomorphisme non
trivial, donc son noyau e un sous-idéal à gauche de J différent de J . Il e donc
réduit à {0} et, par suite la multiplication à droite dans J e inje�ive. On en
déduit que e = e2. Par ailleurs, e engendre bien J , puisque e e non nul et que
Ae e un idéal à gauche inclus dans J qui e minimal. Nous venons donc de
montrer que tout idéal à gauche minimal peut-être engendré par un élément
idempotent.

Considérons un idéal à gauche minimal J1 de A engendré par un élément
idempotent e1. Supposons que pour un indice h ≥ 1 on ait trouvé des idéaux
à gauche minimaux J1, · · · , Jh en somme dire�e engendrés rexpe�ivement par
des idempotents e1, · · · , eh vérifiant pour tout i , j, eiej = 0. Si A = J1 ⊕ · · · ⊕ Jh,
alors la proposition e démontrée. Sinon, on remarque que les deux éléments
e1 + · · ·+ eh et 1− e1 − · · · − eh sont des idempotents et que pour tout x ∈ A, on a

x = xe1 + · · ·+ xeh + x(1− e1 − · · · − eh)

Ainsi, l’idéal à gauche B engendré par (1 − e1 − · · · − eh) e un supplémentaire
de J1 ⊕ · · · ⊕ Jh. On considère alors un idéal à gauche minimal Jh+1 inclus dans
B et ε un générateur idempotent de Jh+1. On pose

eh+1 = (1− e1 − · · · − eh)ε

Puisque B e engendré par (1−e1−· · ·−eh) et que cet élément e un idempotent,
la multiplication à droite par (1− e1 − · · · − eh) dans B e donc l’identité. Ainsi,
on a

εeh+1 = ε(1− e1 − · · · − eh)ε = ε2 = ε

et donc eh+1 , 0. Comme eh+1 ∈ Jh+1 et que Jh+1 e minimal, on en déduit que
eh+1 e générateur de Jh+1. Par ailleurs, on a aussi :

e2
h+1 = (1− e1 − · · · − eh)ε(1− e1 − · · · − eh)ε

= (1− e1 − · · · − eh)ε2

= (1− e1 − · · · − eh)ε
= eh+1

et donc eh+1 e un idempotent. De même, pour tout i ≤ h,

eieh+1 = ei(1− e1 − · · · − eh)ε = (ei − ei)ε = 0





Par ailleurs, puisque eh+1 ∈ B, il exie x ∈ A tel que eh+1 = x(1− e1 − · · · − eh) et
donc, pour tout i ≤ h,

eh+1ei = x(1− e1 − · · · − eh)ei = x(ei − ei)ε = 0

Ainsi, on a conruit un idéal Jh+1 engendré par un idempotent eh+1 tel que
J1, · · · , Jh+1 soit en somme dire�e et tel que pour tout i , j, eiej = 0. Pour des
raisons de dimension, ce procédé récursif e forcément fini, d’où le résultat.

/ Les sous-modules simples de Ag correspondants aux idéaux à gauche min-
imaux de A, le / implique que Ag e un A-module semi-simple. La proposi-
tion  que les types deA-modules à gauche simples sont décrit par les quotients
de A par des idéaux à gauche minimaux. Les corollaires  et  assure que

Ag =
⊕
λ∈Λ

Agλ

et que tous les types participent à cette somme. Le lemme montre que

Aop 'LA(Ag ) =LA

⊕
λ∈Λ

Agλ


et le théorème  prouve finalement que

Aop '
∏
λ∈Λ
Mnλ(Kλ)

où les Kλ sont des corps contenant k dans leurs centres.

——–

Venons-en maintenant à la classification des algèbres simples et semi-simples.

Théorème .— Soit A une k-algèbre. Les propriétés suivantes

i) A e semi-simple,

ii) A e sans idéaux nilpotents,

iii) A e isomorphe à un produit d’algèbres de matrices sur des corps contenant k
dans leurs centres.

Preuve : i) =⇒ ii) Il e déjà clair qu’un algèbre simple e sans idéaux nilpo-
tents. Soit A une algèbre semi-simple, A = A1 × · · · ×An une décomposition de
A en produit d’algèbres simples et J un idéal non nul. Soit x = (x1, · · · ,xn) un
élément non nul de J , disons xi , 0. Notons Ji l’idéal de Ai engendré par xi .
Pour tout entier k ≥ 1, on a Jki ⊂ J

k . On en déduit que si J e nilpotent alors Ji
l’e aussi, mais comme Ji , {0} et Ai e simple, cela e impossible. Donc A e
sans idéaux nilpotents.

ii) =⇒ iii) soit A une algèbre sans idéaux nilpotents. Il e clair que l’algèbre
opposéeAop e aussi sans idéaux nilpotents et si on applique la proposition -
 à Aop, on en déduit que A e isomorphe à un produit d’algèbres de matrices
sur des corps contenant k dans leurs centres.





iii) =⇒ i) Le premier exemple de montre qu’une algèbre de matrices sur un
corps e simple. Donc A e semi-simple.

——–

Théorème .— Soit A une k-algèbre. Les propriétés suivantes

i) A e simple,

ii) A e isomorphe à une algèbre de matricesMn(K) où K e un corps contenant k
dans son centre,

iii) A e sans idéaux nilpotents et il n’exie qu’un seul type de A-modules à gauche
simples,

iii)
′
A e semi-simple et il n’exie qu’un seul type de A-modules à gauche simples,

sont équivalentes.

Preuve : i) =⇒ ii) Si A e simple, alors A e semi-simple et donc d’après le
théorème  l’algèbre A e isomorphe à un produit d’algèbres de matrices. Il
e clair que si ce produit contient plus d’un fa�eur non trivial alors A n’e
pas simple.

ii) =⇒ iii) A =Mn(K) e simple (exemple ) donc e sans idéaux nilpotent.
Par ailleurs, Aop e aussi simple et donc ne peut être isomorphe à aucun pro-
duit de plus d’un fa�eur d’algèbres de matrices. La proposition - implique
alors qu’il n’y a qu’un seul type de A-modules à gauche simples.

iii) =⇒ i) Sous les hypothèses, la proposition - assure que Aop 'Mn(K) où
K e un corps contenant k dans son centre et donc A 'Mn(K op) qui e simple
(exemple ).

——–

Proposition .— Si A e une k-algèbre semi-simple alors tout A-module à gauche
e semi-simple. Si A e simple alors tout A-module à gauche e semi-simple iso-
typique, en particulier, siM etN sont deux A-modules alors les propriétés suivantes

i) M 'N en tant que A-modules,

ii) [M : k] = [N : k],

sont équivalentes.

Preuve : D’après la proposition  le A-module Ag e semi-simple et donc,
pour tout n ≥ 1, Ang e aussi semi-simple. SiM e un A-module à gauche alors
A e module quotient deAng pour un certain entier n. En effet,M étant supposé
de type fini, on se donne x1, · · · ,xn une famille génératrice. L’application

Ang 7−→ M

(λ1, · · · ,λn) −→
n∑
i=1

λixi





définit un épimorphisme de Ang sur M et donc, M e bien isomorphe à un
quotient du module Ang . Le corollaire  assure alors que M e semi-simple.

Dans le cas où A e simple, le théorème  assure qu’il n’exie qu’un
seul type de A-modules simples et donc que tout A-module e semi-simple
isotypique.

Pour l’équivalence, si M et N sont des A-modules gauches, ils sont isotyp-
iques. Le type λ des sous-modules simples de N et M e le même, puisque
quotient de Ag . Soit S, un A-module simple de type λ, il exie donc deux
entiers n,m tels que M ' Sn et N ' Sm. On a alors,

M 'N ⇐⇒ Sn ' Sm⇐⇒ n =m⇐⇒ n[S : k] =m[S : k]⇐⇒ [M : k] = [N : k]

——–

Définition .— Etant donné un corps commutatif k, on appelle k-algèbre simple
centrale, toute k-algèbre A de dimension finie telle que Z(A) = k.

Remarque .— Le théorème  et la proposition  assurent donc, qu’à iso-
morphisme près, les k-algèbres simples centrales sont biunivoquement décrites
par les algèbres de matricesMn(K) où K décrit les corps de dimension finie sur
leur centre k et n ∈N∗.

Par ailleurs, étant donnée un k-algèbre simple centrale A, on a A 'Mn(K).
On peut retrouver les éléments cara�ériiques n et K de la manière suivante
: il n’y a qu’un seul type de A-modules simples. Un tel module S e donc
isomorphe aux Mi de l’exemple . On voit alors que la dimension de S sur k
e l’entier n. Le corps K e lui égal àLA(S)op d’après le théorème .

. Algèbres tensorielles

On considère dans cette partie, un corps commutatif k. Dans le paragraphe
.. et le paragraphe .. jusqu’à l’exemple , on ne suppose pas forcément
que les espaces ve�oriels et les algèbres que l’on considère soient de dimen-
sions finies sur k.

.. Produit tensoriel

Théorème .— Soit E et F deux k-espaces ve�oriels. Il exie un k-espace ve�oriel
T , unique à isomorphisme près, muni d’une application bilinéaire ϕ : E × F −→ T
tel que pour tout k-e.v. G et toute application bilinéaire f : E ×F −→ G il exie une
unique application linéaire f̃ : T −→ G telle que :

∀(x,y) ∈ E ×F, f (x,y) = f̃ ◦ϕ(x,y)





Preuve : On considère le k-espace ve�orielM de base {x,y}(x,y)∈E×F et le sous-
espace N engendré par les éléments

(x1 + x2, y)− (x1, y)− (x2, y)
(x,y1 + y2)− (x,y1)− (x,y2)

α(x,y)− (αx,y)
α(x,y)− (x,αy)

où x,x1,x2 parcourent E, y,y1, y2 parcourent F et α parcourt k. On pose T =
M /N et ϕ la reri�ion à E × F de la suje�ion canonique de M sur M /N .
L’application ϕ e bilinéaire. En effet, soit (x1, y), (x2, y) ∈ E × F et α ∈ k, on
a α(x1, y) + (x2, y) − (αx1 + x2, y) ∈ N et donc ϕ(α(x1, y) + (x2, y)) = αϕ((x1, y)) +
ϕ(x2, y)) ce qui assure que ϕ e linéaire à droite. On montre de même que ϕ
e linéaire à gauche.

Soit G un k-espace ve�oriel et f : E × F −→ G une application bilinéaire.
Comme {x,y}(x,y)∈E×F e une k-base de M , f induit une unique application
linéaire de M sur G. Puisque f e bilinéaire, il s’ensuit que N e contenu
dans le noyau de l’application induite par f et donc f définit, par passage au
quotient, une application linéaire f̃ : T −→ G qui vérifie f (x,y) = f̃ ◦ ϕ(x,y)
pour tout (x,y) ∈ E ×F.

L’unicité de T (à isomorphisme) près, découle de l’unicité de f̃ à f donnée.

——–

Définition .— Le k-espace ve�oriel G du théorème précédent s’appelle le produit
tensoriel sur k des espaces E et F. Il se note E ⊗k F. Pour tout (x,y) ∈ E × F on note
x⊗ y l’élément ϕ(x,y).

Proposition .— Soient E et F deux k-espaces ve�oriels. Si {xi}i∈I et {yj }j∈J sont
des k-bases respe�ives de E et F alors {xi ⊗ yj }(i,j)∈I×J e une k-base de E ⊗k F. En
particulier, on a

dimkE ⊗k F = dimkE.dimkF

Preuve : Soit
∑
i,j λi,j (xi ⊗ yj ) = 0 une équation de dépendance linéaire. On a∑

i,j λi,j (xi ⊗ yj ) =
∑
i,j (λi,jxi)⊗ yj =

∑
i,j ϕ

(
λi,jxi , yj

)
et si l’on considère la pre-

mière proje�ion π : E × F −→ E, il exie une application π̃ : E ⊗k F −→ E telle
que π = π̃ ◦ϕ. On a donc

——–

On obtient alors comme corollaire immédiat :

Corollaire .— Soient E, F et G des k-espaces ve�oriels.

) Les espaces E⊗kF et F⊗kE sont isomorphes (commutativité du produit tensoriel).

) Les espaces (E⊗kF)⊗kG et E⊗k (F⊗kG) sont isomorphes (associativité du produit
tensoriel).





Corollaire .— Soient E et F deux k-espaces ve�oriels et E0 un sous-espace de E.
On a E ⊗k F = E0 ⊗k F si et seulement si E0 = E.

Preuve : Soit {yi}i∈I une k-base de F, {xi}i∈I0 une k-base de E0 et {xi}i∈I0 une
k-base de E qui complète celle de E0. D’après la proposition  les ensembles
{xi ⊗ yj }(i,j)∈I0×J ⊂ {xi ⊗ yj }(i,j)∈I×J sont des bases respe�ives de E0 ⊗k F et E ⊗k F.
Ces deux espaces sont donc égaux si et seulement si les bases considérées sont
égales, c’e-à-dire si et seulement si I0 = I .

——–

.. Produit tensoriel d’algèbres

Proposition .— Soient A et B deux k-algèbres. Sur le k-espace ve�oriel A⊗k B il
exie une unique loi de composition interne qui fait de A⊗k B une k-algèbre et qui
vérifie pour tout x,y ∈ A et tout u,v ∈ B

(x⊗u)(y ⊗ v) = (xy)⊗ (uv)

Preuve : Unicité : Le produit dans une k-algèbre e entièrement déterminé par
les valeurs des produits des ve�eurs d’une k-base fixée par ce produit. Notons
(ai)i et (bj )j des k-bases de A et de B. La proposition  montre que (ai ⊗ bj )i,j
e une k-base de A⊗k B. Si ⊥1 et ⊥2 sont deux lois de compositions vérifiant
les hypothèses de la proposition, pour tout i, i

′
, j, j

′
on a

(ai ⊗ bj )⊥1 (ai′ ⊗ bj ′ ) = (aiai′ )⊗ (bjbj ′ ) = (ai ⊗ bj )⊥2 (ai′ ⊗ bj ′ )

ce qui prouve que ⊥1=⊥2.

Exience : Fixons un couple (y,v) ∈ A×B et considérons l’application

fy,v : A×B −→ A⊗k B
(x,u) 7−→ (xy)⊗ (uv)

Cette application e clairement bilinéaire, il exie donc (théorème ) un
unique élément f̃y,v ∈L (A⊗k B) tel que pour tout (x,u) ∈ A⊗k B,

f̃y,v(x⊗u) = (xy)⊗ (uv)

Maintenant l’application

A×B −→ L (A⊗k B)
(y,v) 7−→ f̃y,v

e visiblement bilinéaire, ainsi (théorème ) il exie une unique application

ϕ : A⊗k B −→L (A⊗k B)





telle que pour tout (y,v) ∈ A×B,

f̃y,v = ϕ(y ⊗ v)

Pour (x⊗u), (y ⊗ v) ∈ A⊗k B, on pose

(x⊗u)(y ⊗ v) = (ϕ(x⊗u))(y ⊗ v)

Ceci définit une loi de composition interne sur A ⊗ B, qui vérifie pour tout
x,y ∈ A et tout u,v ∈ B

(x⊗u)(y ⊗ v) = (xy)⊗ (uv)

On vérifie sans peine avec la définition qu’on en a donné, que cette loi fait
finalement de A⊗k B une k-algèbre.

——–

Dans la suite, quand on tensorisera deux algèbres on considérera toujours
la multiplication introduite plus haut pour faire du produit tensoriel une al-
gèbre. On voit alors que, compte tenu des résultats sur les conantes de ruc-
tures d’une algèbre, les isomorphismes établis dans le corollaire  reent
vrais si l’on suppose que E, F et G sont des k-algèbres.

Dans une algèbre tensorisée A ⊗k B, on identifie les algèbres A et B aux
sous-algèbres A⊗ 1 et 1⊗ B et l’on voit alors que tout élément de A commute
avec tout élément de B. Cette propriété se transfère aux morphismes :

Proposition .— Soient A,B,C trois k-algèbres et θA : A −→ C et θB : B −→ C
deux morphismes de k-algèbres. Pour qu’il exie un morphisme de k-algèbre θ :
A⊗k B −→ C vérifiant que θ|A = θA et θ|B = θB, il faut et il suffit que tout élément
de θA(A) commute avec tout élément de θB(B) dans C. Dans ces conditions, le
morphisme θ e unique et il e défini par la relation tensorielle

θ(x⊗ y) = θA(x)θB(y)

Preuve : Si θ exie alors pour tout tenseur x⊗ y ∈ A⊗k B, on a

θ(x⊗ y) = θ((x⊗ 1).(1⊗ y)) = θ(x⊗ 1)θ(1⊗ y) = θA(x)θB(y)

ceci prouve, par linéarité, l’unicité de θ. Puisque (x⊗1).(1⊗ y) = (y ⊗1).(1⊗x),
on voit aussi que θA(x)θB(y) = θB(y)θA(x) pour tout (x,y) ∈ A×B.

Réciproquement, la donnée de θA et θB, définie par propriété universelle
du produit tensoriel une unique application k-linéaire θ : A⊗kB −→ C vérifiant
θ(x ⊗ y) = θA(x)θB(y). Le fait que θ soit un morphisme d’algèbre résulte, par
linéarité, de l’égalité sur les produits de tenseurs suivante :

θ((x⊗ y).(u ⊗ v)) = θ(xu ⊗ yv) = θA(xu)θB(yv) = θA(x)θA(u)θB(y)θB(v)
= θA(x)θB(y)θA(u)θB(v) = θ(x⊗ y)θ(u ⊗ v)





——–

Remarque .— On considère deux algèbres A et B et V un A-B-bimodule,
c’e-à-dire un ensemble qui e A-module à gauche et B-module à droite et
tel que pour tout (a,b,x) ∈ A × B × V on ait a.(x.b) = (a.x).b. Comme V e un
B-module à droite, on peut aussi le voir comme Bop-module à gauche pour la
même a�ion. Pour x ∈ V , on définit

fx : A×Bop −→ V
(a,b) 7−→ (a.x).b

Cette application étant visiblement bilinéaire, on peut lui faire correspondre
une application linéaire f̃x : A⊗k Bop −→ V qui vérifie

f̃x

∑
i

ai ⊗ bi

 =
∑
i

(ai .x).bi

Maintenant, on a

f̃x ((a⊗ b)(c⊗ d)) = f̃x ((ac⊗ db)) = ac.x.db = f̃f̃x(c⊗d)(a⊗ d)

et l’on voit ainsi qu’en posant

∑
i

ai ⊗ bi

 .x =
∑
i

(ai .x).bi on définit une a�ion

qui confère à V une ru�ure de A⊗k Bop-module gauche sur V .

Réciproquement, si V e un A⊗k Bop-module gauche alors comme A,Bop ⊂
A⊗k Bop c’e aussi un A-mobule gauche et un Bop-module gauche, donc un B-
module droite. Du fait que les éléments de A commutent avec ceux de Bop dans
A⊗k Bop, on en déduit que V e aussi un A-B-bimodule.

Exemple .— Si A e une k-algèbre et n ≥ 1 un entier, l’algèbre A ⊗kMn(k)
e isomorphe àMn(A).

En effet, considérons (ar )r une k-base de A et (γi,j )i,j la base canonique de
Mn(k). En tant que k-espace ve�oriel, Mn(A) possède (arγi,j )r,i,j pour base et
donc la correspondance

γi,j ⊗ ar −→ arγi,j

définit un isomorphisme de k-espace ve�oriel ψ. Par ailleurs, on a

ψ((γi,j ⊗ ar )(γp,q ⊗ as)) = ψ((γi,jγp,q)⊗ (aras))
= arasγi,jγp,q
= arγi,jasγp,q
= ψ(γi,j ⊗ ar )ψ(γp,q ⊗ as)

ce qui assure que ψ e bien un isomorphisme d’algèbre (cf. ???).





Ainsi, si l’on prend A =Mp(k), on a

Mp(k)⊗kMn(k) 'Mn(Mp(k)) 'Mnp(k)

Intéressons-nous maintenant au cas des algèbres simples.

Lemme .— Soient K un corps contenant k dans son centre Z(K) et A une k-
algèbre. Tout idéal bilatère de K⊗kA e engendré par un idéal bilatère de Z(K)⊗kA.

En conséquence de quoi, si K e de centre k et si A e simple, alors K ⊗k A e
une k-algèbre simple.

Preuve : Soit {e1, · · · , en} une k-base de A. Si l’on considére K ⊗k A comme
K-espace ve�oriel gauche (x ∈ K opérant sur K ⊗k A par multiplication par
x ⊗ 1), la famille {1⊗ e1, · · · ,1⊗ en} e alors une K-base de K ⊗k A. On a donc
n = [A : k] = [K ⊗k A : K].

Si J e un idéal bilatère de K ⊗kA alors J e un sous-K-espace ve�oriel de
K ⊗k A, de sorte que K ⊗k A/J e aussi un K-espace ve�oriel à gauche. Ainsi,
il exie une partie I ⊂ {1, · · · ,n} telle que les images modulo J de {1 ⊗ ei}i∈I
forment une K-base de K ⊗k A/J . Pour tout indice j < I , il exie une unique
famille {xi,j }i∈I d’éléments de K telle que

1⊗ ej =
∑
i∈I
xi,j ⊗ ei mod J

On pose alors
εj = 1⊗ ej −

∑
i∈I
xi,j ⊗ ei

de sorte que la famille {εj }j<I forme une K-base de J .

Considérons x ∈ K , pour tout j < I , on a

(x⊗ 1)εj (x
−1 ⊗ 1) = 1⊗ ej −

∑
i∈I
xxi,jx

−1 ⊗ ei ∈ J

et donc, (x ⊗ 1)εj (x−1 ⊗ 1) − εj =
∑
i∈I (xi,j − xxi,jx−1)⊗ ei ∈ J . On en déduit que

xi,j = xxi,jx
−1, et ce, pour tout x ∈ K . Ainsi, xi,j ∈ Z(K) et l’idéal J qui e

engendré par les εj e donc engendré par l’idéal bilatère de Z(K)⊗kA engendré
par les tenseurs xi,j ⊗ ei .

Supposons maintenant que Z(K) = k et A soit simple. Si J désigne un idéal
bilatère de K ⊗k A, alors il e engendré par un idéal bilatère J0 de Z(K)⊗k A =
k⊗k A ' A. Ainsi, par simplicité de A, on en déduit que J0 = {0} ou Z(K)⊗k A et
donc J = {0} ou K ⊗k A. Ainsi, K ⊗k A e bien une algèbre simple.

——–

Théorème .— SoientA et B deux k-algèbres simples. Si l’une de ces deux algèbres
e de centre k, alors A⊗k B e une k-algèbre simple.





Preuve : Le théorème  assure que A 'Mn(K1) et B 'Mp(K2) où K1 et K2 sont
des corps contenant k dans leurs centres. Si on suppose que A e centrale,
alors K1 e exa�ement de centre k. D’après les résultats de l’exemple , on a
alors

A⊗k B 'Mn(K1)⊗kMp(K2) 'Mn(k)⊗k K1 ⊗kMp(k)⊗k K2 'Mnp(K2)⊗k K1

et comme Mnp(K2) e une k-algèbre simple, le lemme  permet de conclure
que A⊗k B e simple.

——–

Corollaire .— SoitK un corps de dimension n sur son centre k. L’algèbreK⊗kK op

e isomorphe àMn(k).

Preuve : Le corps K e de manière évidente un K-K-bimodule. On peut donc
considérer K comme K ⊗k K op-module à gauche (remarque ). On en dé-
duit donc l’exience d’un morphisme non trivial de k-algèbre ω : K ⊗k K op −→
Lk(K). Maintenant, le théorème  assure que K ⊗k K op e simple et donc ω
e inje�ive. Comme K ⊗k K op et Lk(K)('Mn(k)) ont même dimension sur k,
on conclu que ω e un isomorphisme.

——–

.. Extension des scalaires

Considérons une k-algèbreA, un surcorps commutatifK de k et l’application

K −→ A⊗k K
x 7−→ 1⊗ x

Il s’agit d’un homomorphisme qui permet d’identifier K en un sous-anneau
(qui e donc un corps) de A⊗k K . Visiblement, puisque K e commutatif son
image e contenue dans le centre de A⊗kK . Ainsi, A⊗kK a naturellement une
ru�ure de K-algèbre.

Définition .— La K-algèbre A⊗k K s’appelle l’algèbre obtenue à partir de A par
extension des scalaires de k à K .

Si (ai)i désigne une k-base de A, alors (ai ⊗ 1)i e une K-base de A⊗k K et
l’on en déduit en particulier que [A⊗kK : K] = [A : k]. Lemme  à venir assure
que Z(A⊗k K) = Z(A)⊗k K et l’on en déduit donc

Proposition .— Si K/k désigne une extension de corps commutatifs et A une
k-algèbre simple centrale alors A ⊗k K e une K-algèbre simple centrale de même
dimension sur K que A sur k.

On remarque, part ailleurs, que les multiplications dans A et A ⊗k K ont
même conantes de ru�ures dans ces bases. On en déduit que :

Proposition .— Soit L/K/k une tour d’extensions de corps commutatifs.





/ Si A et B sont deux k-algèbres isomorphes, alors A ⊗k K et B ⊗k K sont deux
K-algèbres isomorphes.

/ Si A e une k-algèbre, alors les deux L-algèbres (A ⊗k K) ⊗K L et A ⊗k L sont
isomorphes.

/ Si A et B sont deux k-algèbres, alors les deux K-algèbres (A⊗k K)⊗K (B⊗k K) et
(A⊗k B)⊗k K sont isomorphes.

Preuve : Conséquence de l’étude des conantes de ru�ure des algèbres con-
sidérées.

——–

Bien que A et A ⊗k K aient des conantes de ru�ures identiques dans
les bases décrites précédemment, il ne faut pas en déduire trop rapidement
quelque chose de ru�urel sur A⊗k K à partir de A. Pour illurer cette mise
en garde, considérons une extension algébrique ri�e K/k et un élément x ∈ K
qui n’e pas dans k. Notons alors P (X) = Xn + an−1X

n−1 + · · · + a0 ∈ k[X] son
polynôme minimal. Dans l’algèbre K ⊗k K , pour tout k ≥ 1, on a

(x⊗ 1)k − (1⊗ x)k = (x⊗ 1− 1⊗ x)(xk−1 ⊗ 1 + xk−2 ⊗ x+ · · ·+ 1⊗ xk−1)

et donc

P (x⊗ 1)− P (1⊗ x) = (x⊗ 1)n − (1⊗ x)n + an−1((x⊗ 1)n−1 − (1⊗ x)n−1)+
· · ·+ a1(x⊗ 1− 1⊗ x)

= (x⊗ 1− 1⊗ x)
(
(xn−1 ⊗ 1 + · · ·+ 1⊗ xn−1)+

an−1(xn−2 ⊗ 1 + · · ·+ 1⊗ xn−2) + · · ·+ a1(1⊗ 1)
)

Maintenant, comme {1,x, · · · ,xn−1} e une famille k-libre de K , la famille
{xi ⊗ xj }i,j<n e k-libre. Dans l’expression

(xn−1 ⊗ 1 + · · ·+ 1⊗ xn−1) + an−1(xn−2 ⊗ 1 + · · ·+ 1⊗ xn−2) + · · ·+ a1(1⊗ 1)

les tenseurs xi ⊗ xj n’apparaissent chacun qu’une seule fois, ce qui assure que
cette expression e non nulle. Pour les mêmes raisons, on a (x⊗ 1− 1⊗ x) , 0.
Pourtant, P (x⊗1) = P (1⊗x) = 0 et on a ainsi trouvé un produit de deux éléments
non nuls qui e nul. Ainsi, K ⊗k K n’e pas intègre au contraire de K .

De manière générale, le produit tensoriel de deux corps peut être ou non
un corps. Nous allons examiner dans la suite le cas des corps commutatifs.

On se donne donc deux extensions L/k et M/k de corps commutatifs. La
théorie générale des corps commutatifs montre que l’on peut plonger L et M
dans un même corps Ω. Dans Ω le compositum L.M e, par définition, le plus
petit sous-corps de Ω contenant L et M. Il peut être décrit comme le corps des
fra�ions de l’anneau R = {

∑
i∈I λiµi / I fini, λi ,µi ∈ L ×M}. La conru�ion de

L.M dépend fortement des plongements de L et M ainsi que du corps Ω. Par
exemple, si l’on prend L = k(x), M = k(y) et Ω = k(u,v), et que l’on plonge les





corps en appliquant x 7→ u et y 7→ v on a L.M = Ω, alors que si l’on prend x 7→ u
et y 7→ u on a L.M = k(u) qui ne peut définitivement pas être k-isomorphe
au précédent compositum. On ne peut donc pas parler du compositum L.M
dans l’absolu. Dans la suite, quand on parlera d’un compositum L.K on sous-
entendra la donnée d’un corps Ω muni de plongements de L et K dans Ω.

Etant donné un compositum L.M, par propriété universelle du produit
tensoriel, l’application (λ,µ) ∈ L ×M 7−→ λµ ∈ L.K définit un morphisme de
k-algèbre ϕ : L⊗kM −→ L.M associé au choix du compositum L.K . Ce dernier
e donné par ses images sur les tenseurs : ϕ(λ⊗ µ) = λµ. On voit que l’image
par ϕ de L⊗kM dans L.M e égale à l’anneau R décrit précédemment. On en
déduit la proposition suivante :

Proposition .— Avec les notations précédentes, pour tout compositum L.K , les
propositions suivantes

i) le k-morphisme ϕ e un isomorphisme,

ii) L⊗kM e un corps,

sont équivalentes et, dans cette situation, le corps L ⊗k M e alors isomorphe au
compositum L.M.

Preuve : L’implication i) ⇒ ii) et ce qui en découle e immédiate. Récipro-
quement, si L⊗kM e un corps alors son image par ϕ e un sous-corps de L.K
contenant L et K . Par définition du compositum, on en déduit qu’elle e égale
à L.K tout entier.

——–

Corollaire .— Si le produit tensoriel L⊗kM e un corps alors tous les composi-
tums L.K sont k-isomorphes.

L’exemple donné précédemment montre que k(x)⊗k k(y) n’e pas un corps.

Cara�érisons maintenant l’inje�ivité du morphisme ϕ :

Proposition .— Soit L.M un compositum. Les propriétés suivantes

i) le k-morphisme ϕ e inje�if,

ii) les images de L et M dans L.M sont des corps linéairement disjoints sur k,

sont équivalentes. De plus, l’exience d’un compositum L.K vérifiant ces propriétés
équivaut à la propriété suivante :

iii) L⊗kM e une k-algèbre intègre.

Preuve : Pour l’équivalence i)⇐⇒ ii) on se donne un compositum L.K et l’on
identifie L et M à leurs images dans L.K .

i) =⇒ ii) Supposons que L et M ne soit pas linéairement disjoints sur k. Il
exie donc une famille k-libre {y1, · · · , yn} d’éléments de M et une famille non
triviale {x1, · · · ,xn} d’éléments de M telles que x1y1 + · · · + xnyn = 0. L’élément





α = x1⊗y1 + · · ·+xn⊗yn ∈ L⊗kM n’e certainement pas nul puisque {y1, · · · , yn}
e k-libre et qu’au moins un des xi e non nul. Ainsi, ϕ n’e pas inje�if.

ii) =⇒ i) Siϕ n’e pas inje�if alors il exie un élément non nul α = x1⊗y1+· · ·+
xn⊗yn ∈ L⊗kM tel que ϕ(α) = 0. Quitte à écrire les éléments yi dans une k-base
donnée de M et à utiliser la propriété de k-bilinéarité du produit tensoriel, on
peut supposer que la famille {y1, · · · , yn} e k-libre (éventuellement l’entier n
change lui aussi). Puisqueϕ(α) = x1y1+· · ·+xnyn = 0 et que la famille {x1, · · · ,xn}
n’e pas triviale, on en déduit que la famille {y1, · · · , yn} e L-liée, ce qui prouve
que L et M ne sont pas linéairement disjointes sur k.

i) =⇒ iii) Puisque la k-algèbre L⊗kM s’identifie par ϕ à une sous-k-algèbre du
corps L.M, elle e nécessairement intègre.

iii) =⇒ i) Si R = L ⊗k M e un anneau intègre, alors il possède un corps de
fra�ions Ω dans lequel R s’inje�e par un k-morphisme ϕ. Les corps L = L⊗k
k et M = k ⊗k M se plongent par ϕ dans Ω, et l’on peut donc considérer le
compositum L.M ⊂ Ω relativement à ces plongements. Puisque ϕ(L ⊗k M) ⊂
L.M, le k-morphisme ϕ e donc bien celui défini par la propriété universelle
du produit tensoriel et il e inje�if.

——–

Puisque, vus dans k(x,y), les corps k(x) et k(y) sont visiblement linéaire-
ment disjoints sur k, on voit que k(x)⊗k k(y) e une k-algèbre intègre, mais qui
n’e pas un corps en vertu de ce qui précède.

Cherchons maintenant une condition suffisante sur les corps M et L pour
que la k-amgèbre L⊗kM soit un corps. Commençons par le cas des extensions
algébriques :

Lemme .— Si L/k et M/k désignent deux extensions algébriques linéairement
disjointes sur k, alors la k-algèbre L⊗kM e un corps.

En particulier, si L/k etM/k désignent deux extensions finies sur k alors L⊗kM
e un corps si et seulement si [L.M : k] = [L.k].[M.k].

Preuve : On considère L et M dans une même clôture algébrique k de k. Les
éléments du compositum L.M sont des rapports de la forme

∑
i λiµi /

∑
j λjµj

avec λi ,λj ∈ L et µi ,µj ∈M. Vu que l’ensemble des sommes
∑
i λiµi correspond

précisément à l’image dans L.M de ϕ, montrer que L⊗kM e un corps (c’e-
à-dire montrer que ϕ e surje�if) revient à prouver que l’inverse dans L.K
de toute somme non nulle s =

∑
i λiµi s’écrit encore sous la forme

∑
pλpµp.

Puisque les extensions L et M sont algébriques sur k, il en e de même de
L.M. Ainsi, une somme s =

∑
i λiµi , 0 e un élément algébrique sur k et il

exie donc un polynôme P ∈ k[x] tel que s−1 = P (s) (le polynôme P s’obtient,
par exemple, en prenant P (x) = (1 −H(0)−1H(x))/x où H désigne le polynôme
minimal de s sur k). Par composition, on voit que s−1 = P (

∑
i λiµi) =

∑
pλpµp

pour des λp,µp ∈ L×M bien choisis.

La dernière partie du lemme provient du fait que l’égalité [L.M : k] =





[L.k].[M.k] cara�érise le fait que L et M sont linéairement disjointes sur k.

——–

Lemme .— Soit L = k(xi)i une extension transcendante pure de k de base de
transcendance {xi}i∈I . Si M/k désigne une extension algébrique alors la k-algèbre
L⊗kM e un corps, isomorphe à M(xi)i .

Preuve : Il e clair que, canoniquement plongés dans M(xi)i , les corps L et
M sont linéairement disjoints sur k et que leur compositum e égal à M(xi)i .
Tout revient donc à montrer que ϕ e surje�if et, comme on l’a expliqué dans
la preuve du lemme précédent, il s’agit en fait de montrer que si l’on prend
une somme non nulle s =

∑n
p=1µprp(xi)i avec µp ∈ p et rp ∈ k(xi) alors s−1 s’écrit

sous la forme d’une somme de la même nature. En écrivant chaque rp sous
forme d’un rapport de polynômes et en réduisant au même dénominateur, on
voit que s s’écrit sous la forme P (xi)i /Q(xi)i avec P ∈M[xi]i et Q ∈ k[xi]i . On va
montrer que P −1 peut s’écrire sous la forme P0(xi)i /Q0(xi)i avec P0 ∈M[xi]i et
Q0 ∈ k[xi]i , ce qui montrera bien ce que l’on veut.

On considère α0, · · · ,αn ∈ M les coefficients non nuls du polynôme P . Si
l’un des αi n’e pas séparable sur k, alors la cara�ériique de k e égale à

un nombre premier p > 0 et il exie un entier hi tel que αp
hi

i soit séparable.

Ainsi, il exie un entier h tel que, pour tout i = 0, · · · ,n, αp
h

i soit séparable.

Maintenant, les αp
h

i sont exa�ement les coefficients non nuls du polynôme

P p
h
. Quitte à écrire P −1 = P p

h−1/P p
h
, on peut donc supposer que tous les αi

sont séparables.
On note M0 la clôture galoisienne su k du corps k(α0, · · · ,αn). L’extension M0/k
e donc galoisienne finie et l’on note G son groupe de Galois. Le groupe G
e aussi le groupe de Galois de l’extensionM0(xi)i /k(xi)i , l’a�ion des éléments
de G sur M0(xi)i étant simplement l’a�ion sur les coefficients des fra�ions
rationnelles. On peut alors écrire

1
P

=

∏
σ∈G−{Id}

P σ∏
σ∈G

P σ

L’a�ion des éléments de G laissant visiblement invariant Q0 =
∏
σ∈G P

σ , on en
déduit que Q0 ∈ k[xi]i . Le polynôme P0 =

∏
σ∈G−{Id} P

σ e a priori élément de
M0(xi)i . Pour montrer qu’il e élément deM(xi)i , il suffit de vérifier que, pour
tout σ0 ∈H = Gal(M0/k(α0, · · · ,αn)), on a P σ0

0 = P0. Or,

P σ0
0 =

∏
σ∈G−{σ−1

0 }

P σ =
Q0

P σ
−1
0

Par conru�ion, on a P ∈ k(α0, · · · ,αn) et donc, P σ
−1
0 = P . Ainsi, P σ0

0 ) = Q0/P =





P0 et l’on a bien réussi à écrire P (xi)
−1
i = P0(xi)i /Q0(xi)i avec P0 ∈ M[xi]i et

Q0 ∈ k[xi]i .

——–

Théorème .— Soient L/k et M/k deux extensions de corps commutatifs linéaire-
ment disjointes sur k dans un certain compositum L.K . Pour que la k-algèbre L⊗kM
soit un corps, il suffit que l’une des deux extensions soit algébrique.

Preuve : Supposons que M/k soit algébrique. La théorie des corps commutat-
ifs dit que L e une extension algébrique d’une extension transcendante pure
k(xi)i . Le lemme  assure queM(xi)i =M⊗k k(xi)i et la proposition  prouve
alors que

M ⊗k L = (M ⊗k k(xi)i)⊗k(xi )i L =M(xi)i ⊗k(xi )i L

Les corps M(xi)i et L sont des extensions algébriques de k(xi)i , visiblement
linéairement disjointes. En appliquant le lemme  on en déduit que M ⊗k L =
M(xi)i ⊗k(xi )i L e bien un corps.

——–

.. Commutant

Définition .— Etant donné une sous-algèbre B d’une k-algèbre A, on appelle
commutant de B l’ensemble noté B̃ et composé des éléments de A qui commutent
avec tous les éléments de B.

Il e clair que pour toute sous-algèbre B de A, l’ensemble B̃ e une sous-
algèbre de A. Nous allons nous intéresser aux commutants dans le cas où les
algèbres sont simples centrales.

Lemme .— Soient A et B deux k-algèbres, C et D des sous-algèbres respe�ives
de A et B, et C̃ et D̃ les commutants de C et D dans A et B. Dans l’algèbre A⊗k B,
on a C̃ ⊗k D = C̃ ⊗k D̃.

En particulier, on a Z(A⊗k B) = Z(A)⊗k Z(B).

Preuve : Il e déjà clair que C̃ ⊗k D̃ ⊂ C̃ ⊗k D. Considérons un élément
∑
i xi ⊗

yi ∈ A⊗k B où l’on a pris soin de prendre la famille {yi}i , k-libre. Si cet élément
commute avec tous les éléments de C⊗kD, alors il commute en particulier avec
les z⊗ 1, z ∈ C. Ainsi, pour tout z ∈ C on a∑

i

(zxi − xiz)⊗ yi

Comme les yi sont supposés k-linéairement indépendants, on en déduit que
zxi − xiz = 0, c’e-à-dire xi ∈ C̃ pour tout i. Ainsi, on a C̃ ⊗k D ⊂ C̃ ⊗k B. Un
raisonnement analogue montre que C̃ ⊗k D ⊂ A⊗k D̃. Si l’on choisit une base
de A (resp. B) contenant une base de C̃ (resp. D̃), on conate que (C̃ ⊗k B)∩
(A⊗k D̃) = C̃ ⊗k D̃ et donc que C̃ ⊗k D ⊂ C̃ ⊗k D̃.





Le centre d’une algèbre n’e rien d’autre que son commutant dans elle-
même. Le relation Z(A ⊗k B) = Z(A) ⊗k Z(B) découle alors du choix C = A et
D = B dans ce qui précède.

——–

Théorème .— Soit A une k-algèbre simple centrale et B une sous-algèbre simple
de A. On a :

/ L’algèbre B̃ e simple.

/ [B : k].[B̃ : k] = [A : k].

/ ˜̃B = B.

Preuve : Commençons par montrer ce résultat lorsque A 'Mn(k).

Comme B e supposée simple, d’après le théorème , B e isomorphe à
Mp(K) où K e un corps contenant k dans son centre.

Soit S un A-module simple. On a [S : k] = n et A = Lk(S). Maintenant,
S a aussi une ru�ure de B-module et donc d’après la proposition  S e
isotypique sur B. Si SB e un B-module simple, alors S =

⊕
q SB. D’après

l’exemple  et le théorème  on a [SB : k] = p[K : k] et donc n = [S : k] = pq[K :
k].

Puisque A = Lk(S), on voit que B̃ = LB(S). En effet, si l’on note B = {fω ∈
Lk(S)/ ω ∈Ω}, alors

f ∈ B̃ ⇐⇒ ∀ω ∈Ω, f ◦ fω = fω ◦ f ⇐⇒∀ω ∈Ω, ∀s ∈ S, f ◦ fω(s) = fω ◦ f (s)
⇐⇒ ∀ω ∈Ω, ∀s ∈ S, f (fω.s) = fω.f (s)
⇐⇒ ∀b ∈ B, ∀s ∈ S, f (b.s) = b.f (s)⇐⇒ f ∈LB(S)

La combinaison du théorème  et de l’exemple  montre que B̃ = LB(S) '
Mq(K op). Ainsi, B̃ e bien une algèbre simple. Par ailleurs, on a [B̃ : k] = q2[K op :
k] et donc

[B : k][B̃ : k] = p2[K : k]q2[K op : k] = (pq[K : k])2 = n2 = [A : k]

L’algèbre B̃ étant simple, en appliquant ce qui précède, on trouve

[B : k][B̃ : k] = [A : k] = [B̃ : k][˜̃B : k]

Ainsi, [B : k] = [˜̃B : k] mais comme on a visiblement B ⊂ ˜̃B, on en déduit finale-

ment que ˜̃B = B.

Paçons-nous maintenant dans le cas général. L’algèbre A e isomorphe à
une algèbre de matriceMn(K) où K e un corps de centre k. Posons r = [K : k]
et considérons l’algèbre (simple) A⊗kK op. Elle e isomorphe àMn(k)⊗kK⊗kK op

et donc, d’après le corollaire  et l’exemple , on a

A⊗k K op 'Mn(k)⊗k K ⊗k K op 'Mn(k)⊗kMr (k) 'Mnr (k)





Dans A ⊗k K op considérons l’algèbre B ⊗k k qui, étant isomorphe à B, e
simple. D’après le lemme  son commutant dans A⊗kK op e B̃⊗kK op. D’après
le cas particulier, on en déduit que B̃⊗k K op e une algèbre simple et que [B :
k][B̃ ⊗k K op : k] = n2r2. Comme [B̃ ⊗k K op : k] = [B̃ : k][K op : k] = [B̃ : k]r, on en
déduit que [B : k][B̃ : k] = n2r = [A : k].

Par ailleurs, d’après le théorème , l’algèbre B⊗k K op e aussi simple et,
d’après le lemme , son commutant dansA⊗kK op vaut B̃⊗kk qui e isomorphe
à B̃. D’après ce qui précède, B̃ e donc simple.

Enfin, comme dans le cas particulier, l’égalité ˜̃B = B s’obtient en conatant

que B ⊂ ˜̃B et, qu’en utilisant le /, [B : k] = [˜̃B : k].

——–

Remarque .— Soient B e une sous-k-algèbre simple d’une k-algèbre simple
centrale A et B̃ le commutant de B dans A. Considérons un élément x ∈ Z(B̃), x
e alors dans le commutant de B̃, qui vaut B lui-même, d’après ce qui précède.
Mais maintenant, puisque x ∈ B̃, il e dans le centre de B. On en déduit que

Z(B̃) ⊂ Z(B), mais puisque ˜̃B = B, on en déduit finalement que Z(B̃) = Z(B).

En particulier, si B e une sous-k-algèbre simple centrale de A alors B̃ e
aussi une sous-k-algèbre simple centrale de A.

Exemple .— Considérons une k-algèbre simpleA etM unA-module à gauche
simple. D’après le lemme de Schur (proposition -), l’algèbre LA(M) e un
corps, c’e donc une sous-k-algèbre simple deLk(M) qui e elle une k-algèbre
simple centrale (car isomorphe à Mn(k), où n = dimkM). Considérons le mor-
phisme ϕ : A −→LA(M) défini pour a ∈ A par

ϕ(a) : M −→ M
x 7−→ ax

Il s’agit d’un plongement puisque ϕ e non nulle et que ker(ϕ) e un idéal
bilatère de A qui e supposée simple par hypothèse. Ainsi, l’algèbre Ω = ϕ(A)
e une sous-k-algèbre isomorphe à A et pour f ∈Lk(M), on a

f ∈ Ω̃⇐⇒∀a ∈ A, ∀x ∈M, f (ax) = af (x)⇐⇒ f ∈LA(M)

Ainsi, Ω̃ =LA(M) et comme A e supposée simple, on en déduit en appli-
cation du théorème -, que le commutant dans Lk(M) du corps LA(M) e
(isomorphe à) l’algèbre A.

Corollaire .— Soit A une k-algèbre simple centrale et B une sous-algèbre com-
mutative de A qui e simple (e.g. B un corps commutatif). Les propriétés suivantes

i) B e une sous-algèbre commutative maximale de A,

ii) B = B̃,

iii) [B : k]2 = [A : k],





sont équivalentes.

Preuve : i)⇐⇒ ii) Puisque B e commutative toute sur-algèbre commutative
de B e incluse dans B̃. Si x ∈ B̃ alors l’algèbre B(x) engendrée par B et x dans
A e une sur-algèbre commutative de B. L’équivalence annoncée découle alors
de ces deux propriétés.

ii)⇐⇒ iii) Puisque B ⊂ B̃, l’équivalence découle immédiatement du théorème
.

——–

Corollaire .— Soit K un corps de dimension finie sur son centre k et L un corps
intermédiaire. Les propriétés suivantes

i) L e une sous-algèbre commutative maximale de K ,

ii) L e un sous-corps commutatif maximal de K ,

iii) [L : k]2 = [K : k],

sont équivalentes.

Preuve : i)⇐⇒ iii) C’e le corollaire  pour A = K .

i) ⇐⇒ ii) Immédiat, compte tenu du fait que K e un corps et donc que les
sous-algèbres de K sont des sous-corps.

——–

Corollaire .— Soit A une k-algèbre simple centrale. La dimension [A : k] e un
carré parfait.
Preuve : Commençons par le cas où A = K e un corps. Comme [K : k] e
finie et que k e commutatif, il exie un sous-corps commutatif maximal L
de K . En effet, pour des raisons évidentes de dimension, toute suite croissante
de sous-corps commutatifs de K e ationnaire. En application du corollaire
précédent on a [A : k] = [L : k]2 qui e donc un carré parfait.

Maintenant; siA e quelconque, A e isomorphe à une algèbre de matrices
Mn(K) sur un corps K de centre k. On a donc [A : k] = n2[K : k] = n2r2 où r e
la dimension d’un sous-corps commutatif maximal de K .

——–

.. Le théorème de Skolem-Nœther

C’e le théorème suivant :

Théorème .— (Skolem-Nœther) Soit A une k-algèbre simple centrale et B1,B2
deux sous-algèbres simples de A. S’il exie un k-isomorphisme f : B1 −→ B2, alors
f e relevable en un automorphisme intérieur de A.

Preuve : On sait queA e isomorphe àMn(K) oùK e le corps desA-endomor-
phismes d’un A-module à gauche, disons K = LA(M). Les deux k-algèbres
simples centrales B1 ⊗k K et B2 ⊗k K sont k-isomorphes par α ⊗ β −→ f (α)⊗ β.





On peut donc confèrer àM une ru�ure de B1⊗kK-module de deux manières
différentes :

(α ⊗ β)x = α.β(x) = β(α.x)
(α ⊗ β) ∗ x = f (α).β(x) = β(f (α).x)

Puisque B1 ⊗k K e simple, tous les modules à gauche sur B1 ⊗k K sont semi-
simples isotypiques. Par ailleurs, pour ces deux ru�ures, M a même dimen-
sion sur k, on en déduit qu’il exie un k-automorphisme, g ∈Lk(M) qui e un
B1 ⊗k K-isomorphisme de modules entre ces deux ru�ures. On a donc pour
tout α ∈ B1, β ∈ K et x ∈M

g(β(α.x) = f (α).β(g(x))

Si α = 1, on a alors g ◦ β = β ◦ g et ce pour tout β ∈ K . Ainsi, g e dans le com-
mutant de K = LA(M) dans Lk(M). D’après le résultat établi dans l’exemple
, on en déduit qu’il exie a ∈ A inversible (car g e un automorphisme) tel
que pour tout x ∈M, g(x) = ax. On a alors, pour tout α ∈ B1, β ∈ K et x ∈M,

aα.β(x) = f (α)a.β(x)

En prenant β = Id, on en déduit que f (α) = aαa−1, et donc l’automorphisme
intérieur associé à a−1 prolonge f sur A.

——–

Corollaire .— Les automorphismes d’une k-algèbre simple centrale sont intérieurs.
En particulier les k-automorphismes d’un corps gauche de dimension finie sur son
centre k, sont intérieurs.

Preuve : Immédiat.

——–

Application aux corps finis : le théorème de Wedderburn. Considérons un
corps fini K de centre k. Puisque tous les sous-corps commutatifs maximaux
de K ont même dimension, ils possèdent donc le même cardinal et sont donc
isomorphes. En appliquant le théorème de Skolem-Noether, on en déduit que
ces corps sont conjugués par automorphismes intérieurs dans K . Notons L un
sous-corps commutatif maximal. Puisque tout élément de K e inclus dans un
sous-corps commutatif on a K∗ =

⋃
x∈K∗ xLx

−1.

Maintenant, le normalisateur de L∗ contient évidemment L∗, il s’ensuit que
le nombre des xL∗x−1 e plus petit que [K∗ : L∗]. Mais comme ]xL∗x−1 = ]L∗,
il e donc nécessaire que les xL∗x−1 soient disjoints deux à deux, mais comme
il possède tous 1, cela n’e possible que s’il n’y en a qu’un... Ainsi K = L e
commutatif.





 Groupe de Brauer

. Généralités.

.. Définitions, exemples.

Étant donné un corps commutatif k et deux k-algèbres simples centrales
A et B, on sait d’après le théorème  et la proposition  qu’il exie
deux uniques entiers nA,nB ≥ 1 et deux uniques corps (à isomorphisme

près) KA,KB de centres k et de dimensions finies sur k tels que A 'MnA(KA) et
B 'MnB(KB). On dira que A et B sont semblables (ou Brauer-équivalentes) si
KA ' KB. On a alors :

Proposition .— Soit A et B deux k-algèbres simples centrales. Les propositions
suivantes

i) A et B sont semblables,

ii) il exie deux entiers n et p tels queMn(k)⊗k A 'Mp(k)⊗k B,

iii) il exie deux entiers n et p tels queMn(A) 'Mp(B),

sont équivalentes.

Preuve : i)⇒ ii) Il exie deux entiers n,p ≥ 1 et un corps K un corps de centre
k tels que A 'Mp(K) et B 'Mn(K). On a, d’après les résultats de l’exemple ,

Mn(k)⊗k A 'Mn(k)⊗kMp(k)⊗k K 'Mp(k)⊗kMn(k)⊗k K 'Mp(k)⊗k B

ii)⇒ i) On a A 'MnA(KA) et B 'MnB(KB), on en déduit d’après l’exemple ,
que

MnnA(KA) ' MnnA(k)⊗k KA 'Mn(k)⊗kMnA(k)⊗k KA
' Mn(k)⊗kMnA(KA) 'Mn(k)⊗k A 'Mp(k)⊗k B
' Mp(k)⊗kMnB(KB) 'MpnB(KB)

La proposition  assure alors que nnA = pnB et surtout que KA ' KB, ce qui
équivaut à dire que A et B sont semblables.

ii)⇐⇒ iii) Immédiat, compte tenu des résultats établis dans l’exemple .
——–

Etant donné une k-algèbre simple centrale A, la classe de A e l’ensemble
des k-algèbres simples centrales semblables à A. Ainsi, toute k-algèbre sim-
ple centrale appartient à une unique classe, les classes de k-algèbres simples
centrales sont donc en correspondance biunivoque avec l’ensemble de classe
d’isomorphisme de corps de centres k et de dimensions finies sur k.

Définition .— Etant donné un corps commutatif k, on appelle groupe de Brauer
de k l’ensemble, noté Br(k), composé des classes de k-algèbres simples centrales. Si
A désigne une k-algèbre simple centrale, on notera [A] sa classe dans Br(k).





Lemme .— Soit A,A
′

et B,B
′

deux paires de k-algèbres simples centrales sem-
blables. Les algèbres simples centrales A⊗k B et A

′ ⊗k B
′

sont semblables.

Preuve : Par hypothèses il exie des corpsK1 etK2 de centre k et de dimensions
finies sur k tels queA 'Mn(K1),A

′ 'Mn′ (K1), B 'Mm(K2) et B
′ 'Mm′ (K2) avec

n,n
′
,m etm

′
des entiers ≥ 1. Puisque K1⊗kK2 e une k-algèbre simple centrale,

il exie un corps K3 de centre k et de dimension finie sur k et un entier q ≥ 1
tel que K1 ⊗k K2 'Mq(K3). D’après ce qui précède, on a

A⊗k B ' Mn(K1)⊗kMm(K2) 'Mn(k)⊗k K1 ⊗kMm(k)⊗k K2
' Mn(k)⊗kMm(k)⊗k K1 ⊗k K2 'Mnm(k)⊗kMq(K3)
' Mnm(k)⊗kMq(k)⊗k K3 'Mnmq(k)⊗k K3
' Mnmq(K3)

De même, on obtient que A
′ ⊗k B

′ 'Mn′m′ q(K3) ce qui prouve bien que A⊗k B
et A

′ ⊗k B
′

sont semblables.

——–

Théorème .— Le produit tensoriel des algèbres induit une loi de groupe abélien
sur Br(k).

Preuve : Soient α,β ∈ Br(k) pour tout A ∈ α et tout B ∈ β, la classe de A⊗k B ne
dépend que de α et β, d’après le lemme précédent. Donc le produit tensoriel
induit une loi de composition sur Br(k). L’associativité et la commutativité du
produit tensoriel assurent que cette loi e associatice et commutative. Comme
pour tout k-algèbre simple centrale, on a A⊗k k ' A, on en déduit que la classe
de k e bien un neutre. La partie non triviale de l’énoncé consie donc à
montrer que toutes les classes possèdent un inverse.

Soient α ∈ Br(k), il exie un unique corps K de dimension finie sur k tel
que K ∈ α. Le corollaire  assure que K ⊗k K op e isomorphe à Mn(k) qui
représente la classe neutre de Br(k). Ainsi, la classe de K op e l’opposé de α
dans Br(k) et ce dernier e donc bien un groupe abélien.

——–

Notations : Le groupe Br(k) étant abélien on notera + sa loi de composition et
0 sont élément neutre. Si A désigne une k-algèbre simple centrale, on notera
[A] la classe de A dans Br(k). On a donc :

• Pour tout n ≥ 1, [Mn(k)] = 0.

• Pour toute paire A,B de k-algèbres simples centrales, [A⊗k B] = [A] + [B].

• Pour toute k-algèbres simples centrales A, −[A] = [Aop].

Remarque .— On considère unMn(k)-module simpleM et le k-isomorphisme
d’algèbres

Θ : Mn(k) −→ Ln(M)
α 7−→ fα : x 7−→ α.x





(Θ e inje�if puisqueMn(k) e simple, et surje�if pour des raisons de dimen-
sions).

Considérons alors une sous-k-algèbre simple centrale A deMn(k) et notons
Ã son commutant (qui e alors aussi une sous-k-algèbre simple centrale de
Mn(k) d’après la remarque ). D’après les résulats de l’exemple  l’image de
A par Θ a pour commutantLA(M) dansLk(M).

Maintenant, en tant que A-module, M e semi-simple isotypique : M =⊕
q S où S e unA-module simple. D’après le théorème  on a alorsLA(M) '

Mq(K) où K = LA(S). Par ailleurs, en tant qu’algèbre simple centrale, A e
isomorphe à une algèbre de matrices Ml(K

′
). On sait, par exemple d’après le

résulat de l’exemple , que K
′

=LA(S)op = K op. Ainsi, la classe de A dans Br(k)
e celle de K op et celle de Ã e celle de K .

Tout ceci montre que A et Ã appartiennent à des classes opposées dans
Br(k), c’e-à-dire que [Ã] = −[A].

——–

Exemples .— / La classe nulle de Br(k) correspond au corps k lui-même.
La nullité de Br(k) équivaut donc à affirmer qu’il n’exie aucun corps gauche
de centre k et de dimension finie sur k. Donnons deux exemples de familles de
tels corps :

a/ Si k e séparablement clos, alors Br(k) = 0. En effet, nous verrons au para-
graphe suivant (proposition ) que si K e un corps gauche de centre k et de
dimension finie sur k alors il exie dans K une extension séparable non triviale
de k.

b/ Si k e un corps fini, alors Br(k) = 0. Plus précisément, le théorème de
Wedderburn e équivalent à dire que pour toute puissance q d’un nombre
premier, on a Br(Fq) = 0. En effet, les corps gauches finis sont de dimension
finie sur leur centre, ils sont donc entièrement décrits par les éléments non
nuls des Br(Fq) (q variant).

/ On s’intéresse ici à Br(R). Nous allons montrer que Br(R) e isomorphe à
Z/2Z en décrivant précisément les classes de R-algèbres centrales.

Corps des quaternions d’Hamilton. On considère le C-espace ve�oriel de dimen-
sion 2, H, rapporté à la base formelle {1,ω}. Sur D, on considère la multiplica-
tion définie, pour x,y,α,β ∈C, par

(x+ yω).(α + βω) = (xα − yβ) + (xβ + yα)ω

Une petit vérification élémentaire, que nous laissons au le�eur, montre
que cette multiplication définit une ru�ure de R-algèbre sur H. Il s’agit en
fait d’un corps de centre R que l’on appelle le corps des quaternions d’Hamilton.
En effet, si λ = x+ yω e dans Z(H) alors, pour tout β ∈C, on a

−yβ + xβω = λ.βω = βω.λ = −βy + βx)ω





En particulier, yβ = βy, et les choix β = 1 puis β = i montrent que y = 0. On
a donc xβ = βx et le choix β = 1 prouve finalement que x ∈ R. Ainsi, Z(H) e
bien égal à R. Maintenant, on a

(x+ yω).(x − yω) = xx+ yy

et donc, si λ = x+ yω , 0, alors λ e inversible d’inverse

λ−1 =
x

|x|2 + |y|2
−

y

|x|2 + |y|2
ω

Ainsi, H e un corps. Il e nécessairement non commutatif car de dimen-
sion finie sur R plus grande que 2. C’e hioriquement le premier exemple
de corps non commutatif, il date de . Il représente donc un élément non
trivial de Br(R). Cet élément non trivial e en fait le seul. Pour montrer ce
résultat, nous allons établir un théorème datant de  et du à Frobenius qui
assure qu’un corps K contenant R dans son centre et de dimension finie sur R
e obligatoirement isomorphe à R,C ou H :

Si K e supposé commutatif, alors K e isomorphe à R ou C. Supposons
maintenant que K soit gauche. Son centre Z(K) e obligatoirement égal à R,
sinon puisque Z(K) e un corps commutatif il serait isomorphe à C. Mais
alors, pour tout x ∈ K −Z(K), le corps Z(K)(x) serait un surcorps commutatif
ri� de Z(K) 'C de dimension finie, ce qui e absurde.

Considérons un élément α ∈ K tel que α < R. Le corps R(α) e une ex-
tension commutative ri�e de R, il e donc isomorphe à C. Il exie donc un
élément e1 ∈R(α) tel que e2

1 = −1 et R(α) = R(e1).

Maintenant, aucun élément z ∈ K −R(e1) ne peut commuter avec e1 sinon
on disposerait d’une extension commutative ri�e et finie de C. Donc le
commutant de R(e1) dans K vaut R(e1) et donc, d’après le théorème , on
a [K : R] = [R(e1) : R]2 = [C : R]2 = 4.

Puisque K e gauche, il exie y ∈ K tel que y < R(e1) et l’on pose alors
z = ye1 − e1y. Puisque e1z = e1ye1 + y = −ze1, on en déduit que e1z

2 = z2e1
et donc z2 ∈ R(e1). Comme R(z) ' C et que R(z) , R(e1), on en déduit que
R(z)∩R(e1) = R et, par conséquent, z2 ∈ R. Si z2 ∈ R+, alors il exie a ∈ R tel
que a2 = z2 et donc (z− a)(z+ a) = 0 dans K , ce qui e absurde puisque z <R et
que K e un corps. En conclusion, z2 ∈R−∗.

On pose ω = z√
−z2

. Puisque e1z = −ze1, pour tout x = u + ve1 ∈ R(e1)

(u,v ∈ R), on a xω = −ωx où x = u − ve1. Maintenant, en tant que R(e1)-espace
ve�oriel gauche, K e de dimension 2 et, visiblement {1,ω} e une base de K .
Si x,y,α,β ∈R(e1), on a alors

(x+ yω).(α + βω) = (xα − yβ) + (xβ + yα)ω

et, compte-tenu du fait que R(e1) 'C, on en déduit finalement que K 'H.





Le théorème de Frobenius assure ainsi qu’il n’y a que deux corps de di-
mension finie sur leur centre R (à isomorphisme près) : R lui-même et H. Le
groupe Br(R) e donc d’ordre 2 et, par suite, Br(R) 'Z/2Z.

.. Indice, exposant et degré.

Si A désigne une k-algèbre simple centrale, on a vu que [A : k] e un carré
parfait (corollaire ). On appelle degré de A l’entier deg(A) =

√
[A : k].

Par ailleurs, on sait qu’il exie (à isomorphisme près) un unique corps
K de centre k tel que A ' Mn(K) pour un certain entier n. L’entier [K : k]
étant aussi un carré parfait, on appelle indice de A l’entier Ind(A) =

√
[K : k].

Enfin, on appellera exposant de A l’ordre exp(A) de [A] dans le groupe Br(k).
Nous verrons plus loin (corollaire ) que l’exposant deA e toujours un entier
naturel.

Si le degré deA dépend intrinséquement deA, on voit que son indice et son
exposant ne dépend, en fait, que de sa classe dans Br(k). Ainsi, on peut parler
de l’indice et de l’exposant d’un élément de Br(k), mais compte-tenu du fait
que l’exposant d’un élément de Br(k) e jue son ordre, on réservera la termi-
nologie d’exposant pour les k-algèbres simples centrales. Voyons maintenant
quelques propriétés élémentaires de ces notions :

Proposition .— Soient A et B deux k-algèbres simples centrales. On a :

a) Ind(A) =
√

min
{
[A′ : k]/ A′ ∈ [A]

}
.

b) L’entier Ind(A) divise l’entier deg(A) et Ind(A) = deg(A) si et seulement si A e
un corps.

c) deg(A⊗k B) = deg(A).deg(B).

d) L’entier Ind(A⊗k B) divise le produit Ind(A).Ind(B).

e) Si [A] = [B] alors A ' B si et seulement si deg(A) = deg(B).

Preuve : a) Immédiat compte-tenu du fait les algèbres A
′ ∈ [A] sont celles de la

formeMn(K) où K désigne l’unique corps élément de [A].

b) On aA 'Mn(K) pour un certain entier n ≥ 1. On a Ind(A) =
√

[K : k]|n
√

[K : k] =√
[Mn(K) : k] =

√
[A : k] = deg(A). Maintenant,

Ind(A) = deg(A)⇐⇒ n = 1⇐⇒ A 'D

et comme D e l’unique corps dans [A], on en déduit bien l’équivalence.

c) On a deg(A⊗k B)2 = [A⊗k B : k] = [A : k][B : k] = (deg(A).deg(B))2.

d) Puisque la propriété porte sur des indices, on peut supposer que A et B sont
des corps. En utilisant le b) et le c), on a donc

Ind(A⊗k B)|deg(A⊗k B) = deg(A).deg(B) = Ind(A).Ind(B)





e) L’hypothèse [A] = [B] signifie qu’il exie un corps K de centre k et deux
entiers n et m tels que A 'Mn(K) et B 'Mm(K). D’après la proposition, on
a A ' B si et seulement si n = m et comme deg(A) = nInd(A) (resp. deg(B) =
mInd(A)) on en déduit bien l’équivalence annoncée.

——–

.. Extensions commutatives maximales, corps neutralisants.

Étant donnée une extension finie L/k de corps commutatifs, on sait que si
A e une k-algèbre simple centrale alors A⊗kL e une L-algèbre simple
centrale. Par ailleurs, si A et B sont deux k-algèbres semblables d’après

la proposition  il exie deux entiers n et p tels queMn(k)⊗k A 'Mp(k)⊗k B.
Donc, en appliquant la proposition , on trouve

(A⊗k L)⊗LMn(L) ' (A⊗k L)⊗L (Mn(k)⊗k L)
' (A⊗kMn(k))⊗k L
' (B⊗kMp(k))⊗k L
' (B⊗k L)⊗L (Mp(k)⊗k L)
' (B⊗k L)⊗LMp(L)

et ainsi les L-algèbres simples centrales A⊗k L et B⊗k L sont semblables. Ceci
permet donc de définir une application

βL/k : Br(k) −→ Br(L)

qui associe à une classe A ∈ Br(k) de représentant A, la classe de A⊗k L dans
Br(L).

Proposition .— Pour toute extension finie L/k, l’application βL/k e un mor-
phisme de groupes. Par ailleurs, si M/L/k e une tour d’extensions finies, alors
βM/k = βM/L ◦ βL/k .

Preuve : Conséquences immédiates de la proposition .
——–

Définition .— Soit A une k-algèbre simple centrale. On appelle corps neutral-
isant de A toute extension commutative finie L/k telle que la L-algèbre A⊗k L soit
isomorphe à une algèbre de matrices sur L. Dans cette situation on dit aussi que L
déploie A ou que L e un corps déployant de A.

On voit que si L e un corps neutralisant de A et que B e une k-algèbre
simple centrale semblable à A alors L e aussi un corps neutralisant de B. On
peut donc parler de corps neutralisant d’un élément de Br(k). Il s’ensuit que L
e un corps neutralisant de A si et seulement si la classe de A dans Br(k) e
dans le noyau du morphisme βL/k : Br(k) −→ Br(L).

La proposition  montre que si L e un corps neutralisant de A ∈ Br(k),
alors toute extension algébrique finie de L e aussi un corps neutralisant. On





peut cara�ériser les corps neutralisants en terme de sous-algèbres commuta-
tives maximales :

Théorème .— Soit A une k-algèbre simple centrale et L ⊂ A un corps. Si L e
une sous-algèbre commutative maximale, alors L e un corps neutralisant de A.

Réciproquement, si L un corps neutralisant d’une k-algèbre simple centrale A
alors L e une sous-algèbre commutative maximale d’une k-algèbre simple centrale
C semblable à A (et l’on a alors [C : k] = [L : k]2).

Preuve : L’algèbre A e isomorphe à une algèbre de matrices Mn(K) sur un
corps K de dimension r2 sur son centre k. Soit M un A-module à gauche sim-
ple. Le théorème  et l’exemple , montrent que M s’identifie à l’espace des
colonnes à n éléments et à coefficients dans K de sorte que, [M : k] = nr2. On
sait, par ailleurs, que le corps opposé K op s’identifie au corps LA(M) (exem-
ple ). Ainsi, M peut-être vu comme un K-module à droite, mais comme les
a�ions de A et de K sur M commutent visiblement, on en déduit (remarque
) que M e un A ⊗k K op-module simple. Puisque A ⊗k K op e simple, elle
s’identifie donc en une sous-algèbre deLk(M), mais comme [A⊗kK op : k] = [A :
k].[K op : k] = n2r4 = [M : k]2 = [Lk(M) : k] on en déduit finalement que A⊗k K op

e isomorphe àLk(M).

Puisque L e maximale dans A, son commutant dans A vaut L (corollaire
) et donc, le commutant de L⊗kK op dans A⊗kK op e égal à L⊗k k (lemme )
qui e isomorphe à L. PuisqueM e un L⊗kK op-module, c’e donc aussi un L-
espace ve�oriel. L’image de L (en fait de L⊗k k) dansLk(M) e le commutant
de l’image de L⊗kK op. D’après le résultat établi dans l’exemple , et du fait que
le commutant du commutant d’une sous-algèbre simple e égal à elle-même
(théorème ), on en déduit que l’image de L ⊗k K op dans Lk(M) e égale à
LL(M). Puisque [L : k] = nr], on a donc [M : L] = r et ainsi, L⊗k K op 'Mr (L).

On vient donc de montrer que L e un corps neutralisant de K op, mais
comme Lop = L, on en déduit que L neutralise aussi K et donc A.

Réciproquement, posons [A : k] = n2 et [L : k] = q. Dire que L un corps neu-
tralisant d’une k-algèbre simple centrale A revient à dire que A⊗k L ' LL(V )
où V e un L-espace ve�oriel de dimension n sur L. Puisque V e un A⊗k L-
module à gauche, c’e aussi un A-module à gauche. Considérons C =LA(V ),
d’après les résultats établis dans l’exemple , C e le commutant de A dans
Lk(V ). C’e une k-algèbre simple centrale qui contient L et l’on a [C : k][A :
k] = [V : k]2 = n2q2. Ainsi, [C : k] = q2 et donc, d’après le corollaire , L e
une sous-agèbre commutative maximale de C.

La première partie de la preuve du théorème , montre que le commutant
d’une sous-k-algèbre simple centrale deMm(k) e un élément de la classe op-
posée à la classe de cette algèbre dans Br(k). Ainsi, Cop e semblable à A, mais
comme L e aussi inclus dans Cop on en déduit le résultat annoncé.

L’égalité [C : k] = [L : k]2 découle de la conru�ion de C, mais il ne pouvait
en être autrement du fait du corollaire.





——–

Corollaire .— Soit A une k-algèbre simple centrale. Il exie des corps neutral-
isants de A et leurs dimensions sur k sont toutes multiples de Ind(A).

Preuve : SoitK le corps représentant [A]. D’après le corollaire  et le théorème
, si L e une extension commutative de k maximale dans K (une telle exten-
sion exiant bien) alors L e un corps neutralisant de A qui vérifie en outre
[L : k] = Ind(A)

(
=

√
[K : k]

)
.

Soit maintenant un corps neutralisant quelconque M de A. D’après le
théorème  il exie une k-algèbre simple centrale C appartenant à [A] et con-
tenant M qui vérifie [C : k] = [M : k]2. On sait qu’il exie un entier n ≥ 1 tel
que C 'Mn(K) et donc, on a [M : k] =

√
n2.[K : k] = n.Ind(A).

——–

Ces résultats permettent de cara�ériser les corps neutralisants en termes
de plongements :

Corollaire .— Soient k un corps neutralisant, α ∈ Br(k), Kα le corps de centre k
représentant α et r = Ind(α) =

√
[Kα : k] l’indice de α. On considère une extension

commutative finie L/k.

Si [L : k] n’e pas un multiple de r, alors L ne neutralise pas α et si [L : k] = nr
pour un certain entier n, alors les propositions suivantes

i) L neutralise α,

ii) L se plonge dans l’algèbreMn(Kα),

sont équivalentes.

Preuve : i) =⇒ ii) D’après le théorème  il exie une algèbre A dans la classe
α telle que L soit une sous-algèbre commutative maximale de A. Or, à isomor-
phisme près, l’algèbre A e de la forme Mm(Kα) pour un certain entier m et,
toujours d’après le théorème , on a m2r2 = [Mm(Kα) : k] = [L : k]2 = n2r2 et
donc, m = n.

ii) =⇒ i) [Mm(Kα) : k] = [L : k]2 et donc, d’après le corollaire , L e une sous-
algèbre maximale de Mn(Kα) ce qui implique, d’après le théorème , que L
neutralise α.

——–

Remarque .— Soient k un corps commutatif, α ∈ Br(k) d’indice r et Kα le
corps de centre k représentant α. Les corps neutralisants α ont tous un de-
gré de la forme rn (corollaire ) et ceux qui sont de degré exa�ement r se
plongent tous dans Kα (corollaire ). On pourrait donc se demander si tous
les corps neutralisants de α proviennent de corps neutralisant inclus dans Kα .
Plus précisément, étant donné un corps neutralisant L de α exie-t-il un corps
neutralisant L0 ⊂ Kα tel que L soit une extension de L0 ? La réponse à cette
queion e non, comme nous allons le voir dans l’exemple suivant.





On considère le Q(i)-espace ve�oriel de dimension 2, D, rapporté à la base
formelle {1,ω}. Sur D, on considère la multiplication définie, pour x,y,α,β ∈
Q(i), par

(x+ yω)(α + βω) = (xα − yβ) + (xβ + yα)ω

Il s’agit de la même définition que le corps H des quaternions d’Hamilton,
à la différence près que x,y,α,β vivent dans Q(i) et non dans C. On vérifie,
comme pour H, que D e bien un corps, son centre étant alors Q. Dans
l’algèbreM2(D) on considère la matrice

M =
(
a−1 − a−1ba −a−1b2

a b

)
où a = −i + (1 + i)ω ∈ D et b = 7i/2 + (1 + 2i)ω ∈ D. En calculant les puissances
de M on trouve notamment :

M2 =
(

0 −23/4
1 0

)
et M4 =

−23
4
I

Le polynôme 4T 4 + 23 ∈Q[T ] étant visiblement irrédu�ible et annulateur
de M, on en déduit que M engendre dansM2(D) un corps commutatif isomor-

phe à L = Q

(
4
√
−23

4

)
. Puisque L e de dimension 4 sur Q, d’après le corollaire

, L neutralise D. Par ailleurs, l’extension L/Q possède un unique sous-corps
ri� qui e Q

(√
−23

)
. Nous allons maintenant montrer que Q

(√
−23

)
n’e

isomorphe à aucun sous-corps L0 de D, ce qui montrera que L ne provient
d’aucun corps neutralisant inclus dans D.

Les corps L0 ⊂ D tel que [L0 : Q] = 2 sont commutatifs et donc sont des
extensions quadratiques de Q. Ainsi, il exie un élément α ∈ Q −Q2 tel que
L0 = Q(

√
α). L’élément α e donc la carré d’un élément deD. Réciproquement,

si α ∈Q−Q2 e le carré d’un élément λ ∈D, alors λ engendre dans D un corps
isomorphe à Q(

√
α). Il s’agit donc de montrer que −23 n’e pas le carré d’un

élément de D.

Examinons les carrés rationnels dans D. Si l’on pose λ = x + yω ∈ D avec
x,y ∈Q(i), on a alors

λ2 = (x2 − yy) + y(x+ x)ω

et donc, λ2 ∈Q si et seulement si y = 0 ou x = iw avec w ∈Q.

/ Si y = 0, alors posons x = u + iv avec u,v ∈ Q. On a λ2 ∈ Q si et seulement
u2 − v2 + 2iuv = 0. On en déduit alors que λ2 ∈ ±Q2.

/ Si x = iw, alors posons y = u + iv avec u,v ∈Q. On a λ2 = −u2 − v2 −w2.

En conclusion, les carrés rationnels deD sont exa�ement les carrés de Q et
les opposés des sommes de trois carrés de rationnels. Un célèbre théorème du
à Gauss-Davenport-Cassels assure qu’un entier naturel n e somme de trois
carrés dans Q si et seulement si n n’e pas de la forme 4h(8k + 7) avec h,k ∈N.





Puisque 23 ≡ 7 mod(8), on en déduit que −23 n’e pas le carré d’un élément
de D, ce qui achève la preuve.

L’exemple que nous donnons ici e celui d’un corps neutralisant qui n’e
pas une extension galoisienne de Q. Pour un exemple de tel corps qui soit
galoisien, il suffit de prendre le même corps gauche D qu’au-dessus et de con-
sidérer la matrice

M =
(

2i +ω i
−5i −3i +ω

)
∈M2(D)

On a alors P (M) = 0 avec P (X) = X4+5X2+5. Le polynôme P e galoisien sur Q

et engendre l’extension Q

(√
−5+
√

5
2

)
/Q qui e cyclique et dont l’unique corps

intermédiaire ri� vaut Q(
√

5). Puisque 5 n’e pas un carré dans D, d’après

ce qui précède, on en déduit que L = Q

(√
−5+
√

5
2

)
e un corps neutralisant de

D, galoisien sur Q, qui n’e extension d’aucun corps neutralisant inclus dans
D.

On peut apporter une précision arithmétique sur l’ensemble des corps neu-
tralisants :

Proposition .— Soit K un corps de dimension finie sur son centre k. Il exie un
sous-corps commutatif maximal de K qui e une extension séparable de k.

En particulier, si k = ksep e un corps séparablement clos, alors Br(k) = 0.

Preuve : Commençons par montrer l’exience d’un élément de K − k qui e
séparable sur k. En cara�ériique 0, tous les éléments de K−k sont séparables.
On suppose donc que k e de cara�ériique p et on considère un élément
y ∈ K − k. Si k(y)/k n’e pas purement inséparable il exie donc un élément
dans k(y)− k (et donc dans K − k) qui e séparable.

Si maintenant k(y)/k e purement inséparable alors y e radiciel. Dans
cette situation, si Xp

n −λ désigne le polynôme minimal de y sur k, on considère
l’élément u = yp

n−1
. Soit alors σ , l’automorphisme intérieur de K défini par

u (i.e. σ (z) = u−1zu pour tout z ∈ K). Comme u vérifie ui < k pour tout i =
1, · · · ,p − 1 et up ∈ k, on en déduit que σ e d’ordre p et puisque nous sommes
en cara�ériique p, on a (σ − Id) , 0 et (σ − Id)p = 0. Soit alors r le plus
grand entier tel que (σ − Id)r , 0 et z ∈ K tel que (σ − Id)r (z) , 0. Posons v =
(σ−Id)r−1(z) etw = (σ−Id)r (z). On a (σ−Id)(w) = 0 et (σ−Id)(v) = w, autrement
dit σ (w) = w et σ (v) = v +w. Soit alors x = w−1v, on a σ (x) = w−1(v +w) = x + 1.
Les éléments x et x+1 sont donc deux éléments diin�s et conjugués du corps
k(x), ainsi x ne peut être radiciel. On en déduit que k(x) contient des éléments
séparables qui ne sont pas dans K .

Montrons maintenant la proposition par récurrence sur le degré n = [K : k].
Pour n = 1 la propriété e évidente. Pour n ≥ 2, supposons la vraie pour les
extensions de degré < n. D’après ce qui précède, il exie x ∈ K−k séparable. Le





corps L0 = k(x) e donc une extension ri�e et séparable de k. Si L̃0 désigne le

commutant de L0 dans K , on a L0 ⊂ L̃0 et comme ˜̃L0 = L0 (théorème ), on en
déduit que le centre de L̃0 e L0. Par ailleurs, puisque nous sommes dans un
corps K , L̃0 e aussi un corps (si z ∈ L̃0 alors z−1 ∈ L̃0). Puisque [L̃0 : L0] < [K :
k] = n, l’hypothèse de récurrence assure qu’il exie un sous-corps commutatif
maximal L de L̃0 qui e une extension séparable de L0. Par tansitivité, L e
une extension séparable de k. Par ailleurs, d’après le théorème , on a

[L̃0 : k][L0 : k] = [K : k]

et, puisque L e un sous-corps commutatif maximal de L̃0, par le corollaire 
on a aussi

[L : L0]2 = [L̃0 : L0]

On en déduit que

[L : k]2 = [L : L0]2[L0 : k]2 = [L̃0 : L0][L0 : k][L0 : k] = [L̃0 : k][L0 : k] = [K : k]

et, en application du corollaire , on conclue finalement que L e bien un
sous-corps commutatif maximal de K .

Supposons maintenant que k soit séparablement clos. Si K un corps de
dimension finie sur son centre k, alors comme l’unique extension séparable de
k étant k, on déduit de ce qui précède et du corollaire  que [K : k] = [k : k]2 = 1
et donc K = k. Ainsi, Br(k) = 0.

——–

Corollaire .— Toute k-algèbre simple centrale A possède un corps neutralisant
qui e une extension galoisienne de k.

Preuve : Si K désigne le corps (unique à isomorphisme prés) élément de [A],
d’après la proposition précédente il exie un sous-corps commutatif maximal
L de K qui e une extension séparable de k. D’après le théorème , L e un
corps neutralisant de A. La cloture galoisienne L̃ de L sur k e une extension
finie de L et e, par conséquent, un corps neutralisant de K donc de A.

——–

Ces résultats sur l’exience de corps neutralisant permettent de donner
une nouvelle cara�érisation des algèbres simples centrales :

Théorème .— Soit A une algèbre de dimension finie sur son centre k. Les propo-
sitions suivantes

i) A e simple,

ii) il exie une extension commutative finie L/k telle que A⊗k L 'Mn(L) pour un
certain entier n,

ii
′
) il exie une extension commutative finie L/k, séparable, telle queA⊗kL 'Mn(L)

pour un certain entier n,





iii) A⊗k ksep 'Mn(ksep) pour un certain entier n,

sont équivalentes.

Preuve : i)⇒ ii
′
) C’e la tradu�ion du le corollaire .

ii
′
)⇒ iii) Si A⊗k L 'Mn(L) pour un certain entier n, alors puisque ksep e une

extension de L, on a d’après la proposition -

A⊗k ksep ' (A⊗k L)⊗L ksep 'Mn(L)⊗L ksep 'Mn(ksep)

iii)⇒ i) Soit J e un idéal bilatère non nul de A, c’e en particulier un sous-
espace ve�oriel de A. L’espace ve�oriel J ⊗k ksep e un idéal bilatère de A⊗k
ksep 'Mn(ksep). CommeMn(ksep) e simple, on en déduit que J ⊗k ksep = A⊗k
ksep et, par application du corollaire , que J = A. Ainsi, A e simple.

ii
′
)⇒ i) se montre exa�ement comme iii)⇒ i), en remplacant ksep par L.

——–

Ces propriétés permettent de donner une nouvelle cara�érisation de l’indice.
En appliquant les résultats du corollaire  et de la proposition , on voit que
si A désigne une k-algèbre simple centrale A alors :

Ind(A) = min {[L : k]/ L corps neutralisant de A}
= min {[L : k]/ L corps neutralisant de A, L/k séparable}

Notons que cette notion de minimum vaut aussi bien pour l’ordre usuel ≤ sur
N que pour l’ordre "divise" .|. sur N∗. Ainsi, on a

Ind(A) = pgcd {[L : k]/ L corps neutralisant de A}
= pgcd {[L : k]/ L corps neutralisant de A, L/k séparable}

Finissons ce paragraphe par des propriétés relatives à la neutralisation
d’un produit tensoriel :

Proposition .— Soient k un corps commutatif et A et B deux k-algèbres simples
centrales.

a) Si A et B possède un corps neutralisant L en commun, alors L e aussi neutral-
isant de A ⊗k B. En particulier, si L e neutralisant de A, alors il l’e aussi de
A⊗i = A⊗k · · · ⊗k A (i fois) pour tout i ≥ 1.

b) Si L e neutralisant de A etM e neutralisant de B et si L etM sont linéairement
disjoints sur k, alors L⊗kM e un corps neutralisant de A⊗k B.

Preuve : a) On a

(A⊗k B)⊗k L ' A⊗k (B⊗k L) ' A⊗kMn(L) ' A⊗k (L⊗kMn(k))
' (A⊗k L)⊗kMn(k) 'Mm(L)⊗kMn(k) 'Mnm(L)

et donc L neutralise A⊗k B. La suite de l’énoncé s’obtient par récurrence im-
médiate.





b) L’algèbre L⊗kM e un corps commutatif (proposition), extension finie de
k. On a

(A⊗k B)⊗k (L⊗kM) ' (A⊗k L)⊗k (B⊗kM) 'Mn(L)⊗kMn(M)
' (Mn(k)⊗k L)⊗k (Mm(k)⊗kM)
' (Mn(k)⊗kMm(k))⊗k (L⊗kM)
' Mnm(k)⊗k (L⊗kM) 'Mnm(L⊗kM)

et donc L⊗kM neutralise de A⊗k B.

——–

Corollaire .— Soient k un corps commutatif et α,β ∈ Br(k). Si α et β engendrent
le même sous-groupe de Br(k) alors Ind(α) = Ind(β).

Preuve : Par hypothèse, il exie deux entiers i, j > 0 tel que β = iα et α = jβ.
Le lemme -a montre que si L neutralise α alors L neutralise β et réciproque-
ment. Les éléments α et β ont donc même ensemble de corps neutralisants,
leurs indices respe�ifs sont donc égaux.

——–

.. Norme réduite.

On considère une k-algèbre simple centrale A et l’on se donne un corps
neutralisantD deA. Il exie donc un entier n ≥ 1 et unD-isomorphisme
ϕ : A ⊗k D −→ Mn(D). On définit alors l’application NrdA/k comme

étant la composée

NrdA/k : A
a7→a⊗1// A⊗k D

ϕ // Mn(D) det // D

Proposition-Définition .— L’application NrdA/k précédemment définie ne dépend
ni du corps neutralisant D ni de l’isomorphisme ϕ. Elle e à valeur dans k et on
l’appelle "la norme réduite" de la k-algèbre simple centrale A.

Preuve : Commençons par montrer que pour le corps D fixé, la norme ré-
duite ne dépend effe�ivement pas de ϕ. Considérons un autre isomorphisme
ϕ
′

: A⊗kD −→Mn(D). L’application ϕ−1◦ϕ e alors un k-automorphisme de A
et le théorème de Skolem-Noether (théorème ) assure alors que c’e un au-
tomorphisme intérieur. Puisque le déterminant e invariant par conjugaison,
on en déduit bien que NrdA/k ne dépend pas du choix du k-isomorphisme ϕ.

Etablissons maintenant une propriété relative à la norme réduite consid-
érée sur une extension. Considérons une extension D

′
/D et notons σ :D −→D

′

le k-monomorphisme associé. Le corps D
′

e alors lui aussi un corps neutral-
isant de A. Le plongement σ se prolonge en un plongement 1⊗ σ : A⊗k D −→
A⊗k D

′
en posant

1⊗ σ (a⊗λ) = a⊗ σ (λ)





Par ailleurs, σ définit, par identification des coefficients, un plongement σ̃ :
Mn(D) −→Mn(D

′
). Cela permet de définir un k-isomorphisme ϕ

′
: A⊗k D

′ −→
Mn(D

′
) qui fait commuter le diagramme suivant

A⊗k D
ϕ //

1⊗σ

��

Mn(D)

σ̃

��

A

a 7→
a⊗

1
;;

a 7→
a⊗ 1 ""
A⊗k D

′

ϕ
′
// Mn(D

′
)

(i.e. ϕ
′
(a ⊗ σ (λ)) = σ̃ (ϕ(a ⊗ λ))). Le déterminant étant une application poly-

nomiale en les coefficients d’une matrice, on en déduit que, pour tout a ∈ A,
det(ϕ

′
(a⊗ 1)) = σ (det(ϕ(a⊗ 1))).

D’après le corollaire , on sait que A possède un corps neutralisant D0
galoisien sur k. On applique ce qui précède à D = D

′
= D0 et il vient donc que

det(ϕ(a⊗ 1)) ∈ D0 e invariant par tout élément σ ∈ Gal(D0/k), ce qui montre
que det(ϕ(a⊗ 1)) ∈ k pour le choix D =D0.

Soit maintenant n’importe quel corps neutralisant D de A. Puisque D et
D0 sont extensions de k, on peut plonger D et D0 dans leur compositum au
moyen de k-monomorphismes σ :D0 −→D0.D et ρ :D0 −→D0.D. On se donne
des isomorphismes ϕ : A⊗k D0 −→Mn(D0), ϕ

′
: A⊗k D −→Mn(D) et ϕ

′′
: A⊗k

D0.D −→Mn(D0D). Le propriété ci-dessus assure que pour tout a ∈ A, on a

σ (det(ϕ(a⊗ 1))) = det(ϕ
′′
(a⊗ 1)) = τ(det(ϕ

′
(a⊗ 1)))

mais puisque det(ϕ(a⊗1)) e élément de k d’après ce qui précède, on en déduit
finalement que det(ϕ

′
(a⊗1)) = det(ϕ(a⊗1)) et la norme réduite ne dépend donc

pas du choix de D.

——–

Remarque : Lorsque A =Mn(k), en prenant D = k, on voit que NrdA/k = det.

Proposition .— Soient A une k-algèbre simple centrale et n2 = [A : k].

/ Un élément a ∈ A e inversible si et seulement si NrdA/k(a) , 0.

/ Si k e un corps infini et si (e1, · · · , en2 ) désigne une k-base deA, alors le polynôme
P ∈ k[x1, · · · ,xn2 ] défini, pour (t1, · · · , tn2 ) ∈ kn2

, par

P (t1, · · · , tn2 ) = NrdA/k(t1e1 + · · ·+ tn2en2 )

e homogène de degré n.

Preuve : / On reprend les notations du début de paragraphe. Si a ∈ A e
inversible dans A alors a⊗1 e inversible dans A⊗k D et donc ϕ(a⊗1) e une
matrice inversible, ce qui assure que NrdA/k(a) = det(ϕ(a⊗ 1)) , 0.





Réciproquement, puisque A e une k-algèbre simple centrale, elle e iso-
morphe àMn(K) pour un certain entier n ≥ 1 et un certain corps K de centre k.
Une matrice deMn(K) e non inversible si et seulement si elle e pas diviseur
de zéro dans Mn(K). Ainsi, si a ∈ A e non inversible alors a e diviseur de
zéro dans A et donc a⊗ 1 e diviseur de zéro dans A⊗k D et donc la matrice
ϕ(a⊗1) e diviseur de zéro dansMn(D). Ainsi, on a NrdA/k(a) = det(ϕ(a⊗1)) =
0.

/ Le cara�ère polynomial du déterminant vu comme application ayant les co-
efficients d’une matrice comme variables, montre que P e bien un polynôme.
Puisque k e infini et que P ne prend que des valeurs dans k sur kn, on en
déduit que P e bien élément de k[x1, · · · ,xn2 ].

Soient t1, · · · , tn2 ∈ kn2
et λ ∈ k. Si l’on pose a = t1e1 + · · · + tn2en2 ∈ A, par

propriété du déterminant on a alors

P (λt1, · · · ,λtn2 ) = NrdA/k(λa) = det(ϕ(λa⊗ 1)) = det(λϕ(a⊗ 1)) = λndet(ϕ(a⊗ 1))
= λnNrdA/k(a) = λnP (λt1, · · · ,λtn2 )

et comme k e infini, on en déduit bien que P e un polynôme homogène de
degré n.

——–

Exemple : On considère le corps H des quaternions d’Hamilton. On considère
la R-base {1, i, j,k} de H où i2 = j2 = k2 = ijk = −1. Le corps C des complexes e
un corps neutralisant de H de sorte que H⊗

R
C e C-isomorphe àM2(C). Pour

calculer explicitement la norme réduite, il faut être en mesure d’exhiber un C-
isomorphe entre H⊗

R
C etM2(C). Puisque {1⊗1, i⊗1, j⊗1, k⊗1} e une C-base

de H⊗
R
C et que les relations (i⊗1)2 = (j⊗1)2 = (k⊗1)2 = (i⊗1).(j⊗1).(k⊗1) = −1

définissent à elles seules les conantes de ru�ure de H ⊗
R
C, il suffit de

trouver trois matrice A,B,C ∈ M2(C) telles que A2 = B2 = C2 = ABC = −I et
telles que {I,A,B,C} forment une C-base deM2(C). La correspondance 1←→ I ,
(i⊗1)←→ A, (j⊗1)←→ B, (k⊗1)←→ C définira, par linéarité, un C-isomorphe
explicite entre H⊗

R
C etM2(C). On vérifie sans mal que le choix

A =
(

0 −1
1 0

)
, B =

(
i 0
0 −i

)
, C =

(
0 i
i 0

)
convient. Ainsi, pour tout a,b,c,d ∈R, on a

Nrd
H/R(a+ bi + cj + dk) =

∣∣∣∣∣ a+ ic −b+ id
b+ id a− ic

∣∣∣∣∣ = a2 + b2 + c2 + d2

Il s’ensuit que le polynôme homogènes associé à la norme réduite de H rel-
ativement à la base pour le choix de la base {1, i, j,k}, tel que défini dans la
proposition - e la forme quadratique

P (x1,x2,x3,x4) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4





Extension des scalaires : On se donne une k-algèbre simple centrale A et une
extension K/k de corps commutatifs. On a montré que l’algèbre Ω = A ⊗k K
obtenue à partir de A par extension des scalaires de k à K était une K-algèbre
simple centrale (proposition ). Si n2 = [Ω : K] = [A : k] et e = (e1, · · · , en2 )
désigne une k-base de A alors ẽ = (ẽ1, · · · , ˜en2 ) e une K-base de Ω. On note PA
(resp. PΩ) le polynôme homogènes associé à la norme réduite de A (resp. Ω)
relativement à la base e (resp. ẽ) tel que défini dans la proposition -.

Proposition .— Avec les notations précédentes, si le corps k e infini alors les
polynômes PA et PΩ sont égaux.

Preuve : On considère la clôture algébriqueK deK . Il exie un k-isomorphisme

ϕ : Ω⊗K K = (A⊗k K)⊗K K −→ A⊗k K

que l’on peut choisir avec la propriété que ϕ((a ⊗ 1) ⊗ 1) = a ⊗ 1. Le corps K
e un corps neutralisant de la k-algèbre A et de la K-algèbre Ω, si bien qu’il
exie un isomorphisme ψ : A⊗k K −→Mn(K). Le diagramme suivant

A
f

a7→a⊗1
//

θa7→a⊗1

��

A⊗k K
ψ // Mn(K) det // K

A⊗k K
g

x 7→x⊗1
// (A⊗k K)⊗K K

ϕ

OO

ψ◦ϕ
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e alors commutatif. Comme NrdA/k = det ◦ψ ◦ f et NrdΩ/K = det ◦ (ψ ◦ϕ) ◦ g,
on en déduit que

NrdA/k = NrdΩ/K ◦θ

Pour tout (x1, · · · ,xn2 ) ∈ kn2
, on a θ(x1e1 + · · ·+xn2en2 ) = x1ẽ1 + · · ·+xn2 ˜en2 et donc

PA(x1, · · · ,xn2 )) = PΩ(x1, · · · ,xn2 ). Puisque le corps k e infini, on en conclut que
PA = PΩ.

——–

On peut appliquer cette propriété pour étudier la queion du produit ten-
soriel de deux corps, queion que nous avons abordée dans le paragraphe ..
dans le cas des corps commutatifs. On se donne un corps non commutatif H
de dimension finie sur son centre k. On note n2 = [H : k] et l’on se donne une k-
base e = (e1, · · · , en2 ) de A. On considère alors le polynôme homogène PH associé
à la norme réduite de H relativement à cette base.

Corollaire .— Avec les notations précédentes, pour toute extension de corps com-
mutatifs L/k, l’algèbre H ⊗k L e un corps si et seulement si le polynôme homogène
PH ne possède que le zéro trivial sur Ln

2
.

Preuve : Il résulte du théorème de Wedderburn que k e nécessairement infini,
on peut donc appliquer la proposition  pour affirmer que PH⊗kL = PH . Le fait
que H ⊗k L soit un corps équivaut à dire que la norme réduite de tout élément





non nul de H ⊗k L e non nulle (proposition -) ce qui équivaut visiblement
à dire que PH⊗kL ne possède que le zéro trivial sur Ln

2
.

——–

Corollaire .— Avec les notations précédentes, l’algèbre H(t) = H ⊗k k(t) (resp.
H((t)) = H ⊗k k((t))) e un corps de dimension [H : k] sur son centre k(t) (resp.
k((t))).

Preuve : Supposons donné (r1(t), · · · , rn2(t)) un zéro non trivial de PH dans
k((t))n

2
. On considérant ν la valuation minimale des séries ri(t), on peut écrire

pour tout i = 1, · · · ,n2, ri(t) = tνr
′
i (t)/r(t) avec r

′
i (t) ∈ k[[t]]. L’une des séries en-

tière r
′
i0

(t) étant alors de valuation nulle. Puisque PH e homogène de degré

n, on voit que PH (r1(t), · · · , rn2(t)) = tnν(r
′
1(t), · · · , r ′

n2(t)) et donc (r
′
1(t), · · · , r ′

n2(t))

e un zéro non trivial de PH dans k[[t]]n
2
. Il s’ensuit que (r

′
1(0), · · · , r ′

n2(0))

e un zéro de PH dans kn
2
. Ce zéro e nécessairement non trivial puisque

r
′
i0

(0) , 0. On vient donc de prouver que PH ne possède aucun zéro non triv-

ial dans k((t))n
2

et ainsi le corollaire  assure bien que H((t)) e un corps.
Puisque k(t) se plonge dans k((t)), le polynôme PH ne possède aucun zéro non
trivial dans k(t)n

2
et donc H(t) e donc lui aussi un corps.

——–

Le corps H(t) (resp. H((t))) s’appelle le corps des fra�ions rationnelles
(resp. des séries formelles) à coefficients dans H et à indéterminée centrale.

. Interprétation cohomologique

.. Le produit croisé

Dans cette se�ion on se fixe une extension galoisienne L/k de degré n
fini et on note G = Gal(L/k) le groupe de Galois de cette extension.
On considère un L-espace ve�oriel à gauche A de dimension n = [L :

k] = o(G) et on note {aσ }σ∈G une L-base de A. Etant donné f : G ×G −→ L∗ un
syème de fa�eurs, on considère sur A la multiplication définie par la formule∑

σ∈G
xσaσ

 .
∑
τ∈G

yτaτ

 =
∑
σ,τ∈G

f (σ,τ)xσy
σ
τ aστ

Il e clair que cette multiplication e k-bilinéaire. Elle e aussi associa-
tive. Pour montrer ceci, il suffit de le vérifier pour les éléments deA de la forme





xσaσ . Soient donc σ,τ,ρ ∈ G et xσ , yτ , zρ ∈ L, on a

(xσaσ .yτaτ ).zρaρ = (f (σ,τ)xσyστ aστ ).zρaρ
= f (στ,ρ)f (σ,τ)xσyστ z

στ
ρ aστρ

= f (σ,τρ)f (τ,ρ)σxσyστ z
στ
ρ aστρ

= f (σ,τρ)xσ
(
f (τ,ρ)yτzτρ

)σ
aστρ

= xσaσ .(f (τ,ρ)yτzτρaτρ)
= aσxσ .(aτyτ .aρzρ)

L’associativité découle donc du fait que f e un syème de fa�eurs. Ainsi,
muni de ce produit, A e une k-algèbre de dimension n2.

Définition .— La k-algèbre A ainsi conruite s’appelle le produit croisé de L par
G relativement au syème de fa�eurs f . On la note A (L/k,f ).

Théorème .— Soit L/k une extension galoisienne finie et f un syème de fac-
teurs. La k-algèbre A (L/k,f ) e unitaire, simple et de centre k, de plus elle admet
une sous-algèbre commutative maximale qui e un corps isomorphe à L.

Preuve : Notons e le neutre de G = Gal(L/k) et posons ω = f (e,e). Pour tout
σ ∈ G on a, d’après ???, f (e,σ ) = ω et f (σ,e) = ωσ . Ainsi, pour tout σ ∈ G et tout
xσ ∈ L on a

(xσaσ ).(ω−1ae) = xσ f (σ,e)(ω−1)σaσ = xσaσ
(ω−1ae).(xσaσ ) = f (e,σ )ω−1xσaσ = xσaσ

on en déduit que ω−1ae e neutre bilatère de A (L/k,f ).

On définit maintenant une application ϕ : L −→A (L/k,f ), pour z ∈ L, par

ϕ(z) = ω−1zae

L’application ϕ e visiblement k-linéaire, mais comme pour x,y ∈ L on a

ϕ(x)ϕ(y) = (ω−1xae).(ω
−1yae) = ωω−1xω−1yae =ω−1xyae = ϕ(xy)

on en déduit que f e un isomorphisme de L sur une sous-algèbre deA (L/k,f ).
Si σ ∈ G, xσ ∈ L et z ∈ L on a

ϕ(z).(xσaσ ) = (ω−1zae).(xσaσ ) = f (e,σ )zxσω
−1aσ = zxσaσ

On pourra donc identifier L à son image par ϕ dans A (L/k,f ), les produits à
gauche coincidant. Etant donné σ ∈ G, puisque

f (σ−1,σ )σ f (σ,e) = f (e,σ )f (σ,σ−1)

on a

aσ .(ωf (σ−1,σ ))−1aσ−1 = f (σ,σ−1)(ω−1)σ (f (σ−1,σ )−1)σae
= f (σ,σ−1)f (σ,e)−1(f (σ−1,σ )−1)σae
= f (e,σ )−1ae
= ω−1ae





Par ailleurs, comme

(ωf (σ−1,σ ))−1aσ−1 .aσ = f (σ−1,σ )(ωf (σ−1,σ ))−1ae =ω−1ae

on en déduit que aσ e inversible et que a−1
σ = (ωf (σ−1,σ ))−1aσ−1 .

Maintenant, si z ∈ L on a

aσ .ϕ(z).a−1
σ =

(
aσ .ω

−1zae
)
.a−1
σ

=
(
f (σ,e)(ω−1)σ zσaσ

)
.a−1
σ

= (zσaσ ).a−1
σ

= (zσaσ ).(ωf (σ−1,σ ))−1aσ−1

= zσ f (σ,σ−1)(ω−1)σ (f (σ−1,σ )−1)σae
= zσ f (σ,σ−1)(f (σ,e))−1(f (σ−1,σ )σ )−1ae
= zσ f (e,σ )−1ae =ω−1zσae = ϕ(zσ )

et donc en identifiant L à son image dans A (L/k,f ) par ϕ, on conate que
l’a�ion de σ ∈ G sur z ∈ L correspond à l’image deϕ(z) sous l’a�ion de l’automorphisme
intérieur défini par aσ .

Considérons un élément λ =
∑
σ∈G

xσaσ dans le centre de A (L/k,f ). Pour

tout z ∈ L on a

0 = ϕ(z).

∑
σ∈G

xσaσ

−
∑
σ∈G

xσaσ

 .ϕ(z) =
∑
σ∈G

ϕ(z).(xσaσ )− (xσaσ ).ϕ(z)

=
∑
σ∈G

zxσaσ −ϕ(xσ )aσϕ(z)a−1
σ .aσ =

∑
σ∈G

zxσaσ −ϕ(xσ ).ϕ(zσ ).aσ

=
∑
σ∈G

zxσaσ − xσ zσ .aσ =
∑
σ∈G

(z − zσ )xσaσ

Pour tout σ , e, il exie z ∈ L tel que zσ , z. On en déduit donc que xσ = 0
et par suite que λ = xeae (les éléments du centre sont donc dans L). Pour tout
σ ∈ G on a

(ωxe)aσ = f (e,σ )xeaσ = (xeae).aσ = aσ .(xeae) = f (σ,e)xσe aσ = (ωxe)
σaσ

et donc ωxe = (ωxe)σ . Ainsi, ωxe ∈ k et par suite λ = ϕ(ωxe) ∈ ϕ(k). Le centre
de A (L/k,f ) e bien k (après identification par ϕ).

Venons-en à la simplicité deA (L/k,f ) : considérons un idéal bilatère J , (0)
et considérons un élément λ =

∑
σ∈G

xσaσ , 0 de J possédant un nombre minimal

de coefficients xσ , 0. Ecrivons pour simplifier λ =
k∑
i=1

xσiaσi avec les σi dans

G diin�s deux à deux et les xσi tous non nul. Supposons que k > 1. Comme
σ1 , σ2 il exie z ∈ L tel que zσ1 , zσ2 , on a alors

k∑
i=1

(zσi − zσ1 )xσiaσi =

 k∑
i=1

xσiaσi

 .z − zσ1 .

 k∑
i=1

xσiaσi

 = λ.z − zσ1 .λ ∈ J





(on a identifié z à ϕ(z)). Comme zσi − zσ1 , 0 la somme e non nulle et elle
compte au plus k −1 coefficients non nulle, ce qui e contraire au hypothèdes.
Ainsi k = 1 et il exie un élément non nul dans J de la forme xσaσ . On en
déduit que aσ ∈ J , mais comme aσ e inversible, on trouve finalement que
J =A (L/k,f ). L’algèbre A (L/k,f ) e simple.

Pour finir, puisque A (L/k,f ) e une k-algèbre simple centrale, ϕ(L) e
bien une sous-algèbre commutative maximale puisque [A : k] = [L : k]2 (corol-
laire ).

——–

Exemples .— / Pour une extension galoisienne L/k de degré n et de groupe
de Galois G, on considère le syème de fa�eurs trivial f (i.e. pour tout σ,τ ∈
G, f (σ,τ) = 1).

Pour λ =
∑
σ∈G

xσaσ ∈A (L/k,f ), on considère l’application

uλ : L −→ L

z 7−→
∑
σ∈G

zσxσ

qui visiblement un élément deLk(L). On peut donc définir une application

Θ : A (L/k,f ) −→ Lk(L)
λ 7−→ uλ

Il e clair que Θ e une application k-linéaire et, si l’on prend deux éléments
λ =

∑
σ∈G

xσaσ et µ =
∑
τ∈G

xτaτ dans A (L/k,f ), on a

λ.µ =
∑
σ,τ∈G

xσx
σ
τ aστ

∀z ∈ L, uλ ◦uµ(z) =
∑
σ∈G

∑
τ∈G

zτxτ

σ xσ =
∑
σ,τ∈G

zστxσx
σ
τ

On a donc Θ(λ.µ) = Θ(λ) ◦Θ(µ), et ainsi Θ e un morphisme non trivial de k-
algèbres de A (L/k,f ) vers Lk(L). Comme A (L/k,f ) e simple, Θ e inje�ive
et comme les dimensions de A (L/k,f ) etLk(L) 'Mn(k) sur k coincident, on en
déduit qu’elles sont isomorphes en tant que k-algèbres.

Ainsi, dans le cas du syème de fa�eurs trivial, on a A (L/k,f ) 'Mn(k).

/ On considère l’extension C/R, on note c la conjugaison complexe (de sorte
que Gal(C/R) = {Id,c}). On considère le syème de fa�eurs f suivant :

Id c
Id 1 1
c 1 −1





L’algèbre A =A (C/R, f ) a donc comme multiplication explicite :

(xaId + yac).(uaId + vac) = (xu − yv)aId + (xv + yu)ac

ce qui prouve, d’après la définition que l’on en a donné dans l’exemple -,
que A e isomorphe au corps H des quaternions d’Hamilton.

La notion de produit croisé décrit en fait complétement les algèbres satis-
faisant aux hypothèses du théorème . On a en effet la réciproque suivante
:

Proposition .— Soit A une k-algèbre simple centrale admettant un corps L
comme sous-algèbre commutative maximale tel que L/k soit galoisienne. Il exie
alors un syème de fa�eurs f tel que A 'A (L/k,f ).

Preuve : Nous noterons G le groupe de Galois de L/k et pour σ ∈ G et x ∈ L,
xσ = σ (x) l’a�ion à gauche de σ sur x.

Comme L e une sous-algèbre simple de A, si σ e un élément de G, alors
d’après le théorème de Skolem-Nœther (théorème ) il exie un élément aσ ∈
A inversible tel que pour tout x ∈ L, xσ = aσxa−1

σ . On suppose maintenant s’être
donné pour tout σ ∈ G un élément aσ satisfaisant la condition précédente. Si
σ,τ sont des éléments de G, on a

aστxa
−1
στ = xστ = (xτ )σ = aσaτxa

−1
σ a
−1
τ = (aσaτ )x(aσaτ )−1

on en déduit que l’élément (aσaτ )a−1
στ commute avec tous les éléments x ∈ L.

Maintenant, comme L e un corps qui e une sous-algèbre commutative max-
imale de A, il e égal à son commutant. Ainsi, il exie f (σ,τ) ∈ L tel que

aσaτ = f (σ,τ)aστ

Puisque la multiplication e associative, pour tout σ,τ,ρ ∈ G, on a

(aσaτ )aρ = f (σ,τ)aστaρ = f (σ,τ)f (στ,ρ)aστρ =
aσ (aτaρ) = aσ f (τ,ρ)aτρ = aσ f (τ,ρ)a−1

σ aσaτρ = f (τ,ρ)σ f (σ,τρ)aστρ

Ainsi on a
f (τ,ρ)σ f (σ,τρ) = f (σ,τ)f (στ,ρ)

et donc f e un syème de fa�eurs.

Montrons maintenant que la famille {aσ }σ∈G e une famille libre de A con-
sidéré comme L-espace ve�oriel à gauche (ru�ure induite par la multiplica-
tion). A cet effet, considérons une équation de dépendance linéaire non triviale∑
σ xσaσ = 0 et supposons l’avoir choisie pour qu’elle possède le moins possible

de coefficients non nuls. Il e clair qu’au moins deux coefficients xσ1
,xσ2

sont
non nuls. Considérons un élément z ∈ L tel que zσ1 , zσ2 et posons ω = f (e,e),
on a alors

0 = (ωz)σ1

∑
σ

xσaσ

 =
∑
σ

(ωzσ1 )xσaσ





et

0 =

∑
σ

xσaσ

z =
∑
σ

xσaσ z =
∑
σ

f (σ,e)zσxσaσ

On sait que ??? pour tout σ ∈ G, on a f (σ,e) = ωσ . Ainsi, en sourayant,∑
σ

((ωz)σ1 − (ωz)σ )xσaσ = 0

Cette équation de dépendance linéaire e non triviale (car le coefficient de aσ2
e non nul) et elle possède au moins un coefficient nul de plus que celle dont
on e partie (celui de aσ1

). Ceci étant absurde, on en déduit bien que la famille
e libre.

Maintenant, comme L e commutative maximale on a, d’après le corollaire
, [A : L] = [L : k] = o(G). Ainsi, la famille {aσ }σ∈G e une L-base de A. Ainsi,
le produit de A e entièrement défini par la formule∑

σ

xσaσ

∑
σ

yτaτ

 =
∑
σ,τ

xσy
σ
τ f (σ,τ)aστ

Ceci assure bien que A 'A (L/k,f ).

——–

Pour finir, intéressons-nous aux classes d’isomorphismes de produits croisés.

Proposition .— Soit L/k une extension galoisienne finie et f1, f2 deux syèmes
de fa�eurs. Les propositions suivantes

i) A (L/k,f1) 'A (L/k,f2),

ii) f1 et f2 diffèrent d’un 2-cobord,

sont équivalentes.

Preuve : Considérons les algèbres A (L/k,f1) et A (L/k,f2) comme L-espaces
ve�oriels gauches rapportés à une même base {aσ }σ∈G et notons ∗1 et ∗2 les
multiplications respe�ives de A (L/k,f1) et A (L/k,f2).

i)⇒ ii) : Nous reprenons les notations et propriétés établies dans le théorème
 et sa preuve.

Notons ϕ1 et ϕ2 les plongements de L dans A (L/k,f1) et A (L/k,f2). Soit
θ : A (L/k,f1) −→ A (L/k,f2) un isomorphisme d’algèbre. Posons ϕ = θ ◦ ϕ1 :
L −→A (L/k,f2), on a donc le diagramme (non commutatif) suivant :

A (L/k,f1) θ // A (L/k,f1)

L

ϕ1
__

ϕ

LL
ϕ2

??





Commeϕ(L) etϕ1(L) sont isomorphes (à L) dansA (L/k,f2), d’après le théorème
de Skolem-Noether, il exie a ∈A (L/k,f2) tel que pour tout x ∈ L,

ϕ(x) = a ∗2 ϕ2(x) ∗2 a−1

Par ailleurs, dans la preuve du théorème  nous avons établi que pour tout
σ ∈ G et tout x ∈ L, {

ϕ1(xσ ) = aσ ∗1 ϕ1(x) ∗1 a−1
σ

ϕ2(xσ ) = aσ ∗2 ϕ2(x) ∗2 a−1
σ

On a, par ailleurs,

a ∗2 aσ ∗2 ϕ2(x) ∗2 a−1
σ ∗2 a−1 = a ∗2 ϕ2(xσ ) ∗2 a−1

= ϕ(xσ ) = θ ◦ϕ1(xσ )
= θ(aσ ) ∗2 θ ◦ϕ1(x) ∗2 θ(aσ )−1

= θ(aσ ) ∗2 ϕ(x) ∗2 θ(aσ )−1

= θ(aσ ) ∗2 a ∗2 ϕ2(x) ∗2 a−1 ∗2 θ(aσ )−1

Ainsi, pour tout x ∈ L, on a

(a−1
σ ∗2 a−1 ∗2 θ(aσ ) ∗2 a) ∗2 ϕ2(x) ∗2 (a−1

σ ∗2 a−1 ∗2 θ(aσ ) ∗2 a)−1 = ϕ2(x)

et donc (a−1
σ ∗2 a−1 ∗2 θ(aσ ) ∗2 a) e un élément du commutant de ϕ2(L), mais

comme ce corps e une sous-algèbre maximale, il e égal à son propre com-
mutant. Il exie donc g(σ ) ∈ L tel que

a−1 ∗2 θ(aσ ) ∗2 a = aσ ∗2 ϕ2(g(σ ))

Considérons σ,τ ∈ G, on a

θ(aσ ∗1 aτ ) = θ(ϕ1(f1(σ,τ)) ∗1 aστ )
= ϕ(f1(σ,τ)) ∗2 a ∗2 aστ ∗2 ϕ2(g(στ)) ∗2 a−1

= a ∗2 ϕ2(f1(σ,τ)) ∗2 aστ ∗2 ϕ2(g(στ)) ∗2 a−1

= a ∗2 ϕ2(f1(σ,τ)g(στ)στ ) ∗2 aστ ∗2 a−1

θ(aσ ) ∗2 θ(aτ ) = a ∗2 aσ ∗2 ϕ2(g(σ )) ∗2 aτ ∗2 ϕ2(g(τ)) ∗2 a−1

= a ∗2 aσ ∗2 ϕ2(g(σ )) ∗2 aτ ∗2 ϕ2(g(τ)) ∗2 a−1

= a ∗2 ϕ2(g(σ )σ ) ∗2 aσ ∗2 aτ ∗2 ϕ2(g(τ)) ∗2 a−1

= a ∗2 ϕ2(g(σ )σ ) ∗2 ϕ2(f2(σ,τ)) ∗2 aστ ∗2 ϕ2(g(τ)) ∗2 a−1

= a ∗2 ϕ2(g(σ )σ ) ∗2 ϕ2(f2(σ,τ)) ∗2 ϕ2(g(τ)στ ) ∗2 aστ ∗2 a−1

= a ∗2 ϕ2(g(σ )σ f2(σ,τ)g(τ)στ ) ∗2 aστ ∗2 a−1

On en déduit que

f1(σ,τ)g(στ)στ = g(σ )σ f2(σ,τ)g(τ)στ

et ainsi les 2-cocycles f1 et f2 diffèrent du 2-cobord défini par l’application
h(σ ) = g(σ )σ .





ii)⇒ i) : soit h : G −→ L∗ une application telle que pour tout σ,τ ∈ G, on ait

f1(σ,τ)h(στ) = f2(σ,τ)h(τ)σh(σ )

Considérons l’application L-linéaire θ : A (L/k,f1) −→ A (L/k,f2) définie pour
tout σ ∈ G, par

f (aσ ) = h(σ )aσ

Pour tout σ,τ ∈ G et tout xσ , yτ ∈ L, on a

θ(xσaσ ∗1 yτaτ ) = f1(σ,τ)h(στ)xσyστ aστ
= f2(σ,τ)h(τ)σh(σ )xσyστ aστ
= f2(σ,τ)xσh(σ )(yτh(τ))σaστ
= (xσh(σ )aσ ) ∗2 (yτh(τ)aτ )
= θ(xσaσ ) ∗2 θ(yτaτ )

On en déduit que θ e un isomorphisme de k-algèbres.

——–

Plongement explicite d’un produit croisé. Soient L/k une extension galoisi-
enne de groupe G = {σ1, · · · ,σn}, f un syème de fa�eurs et A = A (L/k,f ) le
produit croisé de L par G relativement au syème de fa�eurs f rapporté à
la L-base formelle {aσ1

, · · · , aσn }. Puisque L e une sous-algèbre commutative
maximale de A, c’e aussi un corps neutralisant. Ainsi, l’algèbre A ⊗k L e
une algèbres de matrices à coefficients dans L. Pour des raisons évidentes de
dimension, on a en fait A⊗kL 'Mn(L) et, par suite, puisque A se plonge canon-
iquement dans A⊗k L, il exie un plongement de A dans Mn(L) (en tant que
k-algèbres). On peut décrire explicitement un tel plongement en considérant
l’application

Θ : A (L/k,f ) −→ Mn(L)

x =
n∑
i=1

xσiaσi 7−→ Mx =
(
f (σi ,σ

−1
i σj )x

σi
σ−1
i σj

)
i,j

L’application Θ e visiblement k-linéaire et inje�ive. Il s’agit donc de

montrer que si x =
n∑
i=1

xσiaσi et y =
n∑
i=1

yσiaσi sont deux éléments de A (L/k,f ),

alors Θ(xy) =Mxy =MxMy = Θ(x)Θ(y). On a, d’une part

xy =
n∑
i=1

zσiaσi =
n∑
i=1

 n∑
k=1

xσky
σk
σ−1
k σi

f (σk ,σ
−1
k σi)

aσi
et donc

Mxy =

 n∑
k=1

xσiσky
σiσk
σ−1
k σ−1

i σj
f (σk ,σ

−1
k σ−1

i σj )
σi f (σi ,σ

−1
i σj )


i,j





et d’autre part

MxMy =
(
f (σi ,σ

−1
i σj )x

σi
σ−1
i σj

)
i,j

(
f (σi ,σ

−1
i σj )y

σi
σ−1
i σj

)
i,j

=

 n∑
h=1

f (σi ,σ
−1
i σh)xσi

σ−1
i σh

f (σh,σ
−1
h σj )y

σh
σ−1
h σj


i,j

Fixons le couple d’indice (i, j) et effe�uons le changement d’indice σk = σ−1
i σh,

on a alors, en utilisant la relation de cocyclicité

n∑
h=1

f (σi ,σ
−1
i σh)xσi

σ−1
i σh

f (σh,σ
−1
h σj )y

σh
σ−1
h σj

=
n∑
k=1

f (σiσk ,σ
−1
k σ−1

i σj )f (σi ,σk)x
σi
σky

σiσk
σ−1
k σ−1

i σj

=
n∑
k=1

f (σk ,σ
−1
k σ−1

i σj )
σi f (σi ,σ

−1
i σj )x

σi
σky

σiσk
σ−1
k σ−1

i σj

ce qui achève la vérification.

En prenant en particulier k = R, L = C (G = {Id,c} où c désigne la con-
jugaison complexe) et le syème de fa�eurs f (Id, Id) = f (Id,c) = f (c, Id) =
1 et f (c,c) = −1, alors le corps des quaternions d’Hamilton H ' A (C/R, f )
s’identifie à la sous-algèbre deM2(C) conituée des matrices de la forme(

u v
−v u

)
où u et v parcourent C.

Le plongement Θ permet alors de définir un isomorphisme explicite entre
A (L/k,f )⊗k L et Mn(L). En effet, on considère le plongement Π : L −→Mn(L)
défini par Π(λ) = λIn et l’on voit que les éléments de Π(L) commutent avec
ceux de Θ(A (L/k,f )), si bien que, d’après la proposition , les morphismes
Θ et Π définissent un morphisme de k-algèbres entre A (L/k,f )⊗k L etMn(L).
Ce morphisme e visiblement non nul, et comme A (L/k,f ) ⊗k L e une k-
algèbre simple (théorème ), il e inje�if. Pour des raisons de dimensions,
c’e finalement un k-isomorphisme d’algèbres.

En conclusion, on voit que la norme réduite se calcule explicitement par la
formule

NrdA (L/k,f )/k

 n∑
i=1

xσiaσi

 = det
(
f (σi ,σ

−1
i σj )x

σi
σ−1
i σj

)
i,j

Conru�ion explicite de corps gauches. L’idée générale, pour cette appli-
cation, e la suivante : on se donne une extension galoisienne L/k de degré





un nombre premier p dont on connait explicitement l’arithmétique et on con-
sidère un syème de fa�eurs de G = Gal(L/k) à valeurs dans L∗. Le produit
croisé A = A (L/k,f ) e alors explicite. On sait qu’il exie un corps K de cen-
tre k et un entier n tels que A ' Mn(K). Si l’on note [K : k] = r2, on a alors
[A : k] = [L : k]2 = p2 = n2r2 et comme p e premier on en déduit que n = 1 ou
p. Si n = 1, l’algèbre A e donc un corps, sinon n = p et r = 1 c’e-à-dire que
A 'Mn(k) e un représentant de la classe neutre de Br(k).

En résumé, si l’on dispose d’une extension galoisienne L/k de degré pre-
mier et d’un syème de fa�eurs f qui n’e pas un cobord, alors le produit
croisé A =A (L/k,f ) e un corps gauche de dimension p2 sur son centre k.

On se place ici dans le cas où p = 3 et donc L/k e une extension cyclique
de groupe G = Gal(L/k) = {Id,c, c2}. Un 2-cobord de G à valeurs dans L∗ e
une application f : G × G −→ L∗ telle qu’il exie une application g : G −→
L∗ vérifiant pour tout σ,τ ∈ G, f (σ,τ) = g(σ )τg(τ)g−1(στ). Ainsi, f e un 2-
cobord si et seulement si il exie u,v,w ∈ L∗ tel que f soit de la forme

Id c c2

Id u uc uc
2

c u vvcw−1 u−1vc
2
w

c2 u u−1vwc v−1wwc
2

On en déduit que si f e un 2-cobord alors

f (c, Id)f (c,c)f (c,c2) = vvcvc
2

=NL/k(v) ∈NL/k(L∗)

Maintenant, si x ∈ k∗ alors l’application fx définie par

Id c c2

Id 1 1 1
c 1 x 1
c2 1 1 x−1

e visiblement un 2-cocycle. Ainsi, si x <NL/k(L∗) alors fx n’e pas un 2-cobord
et donc A (L/k,fx) e un corps.

Intéressons-nous au cas où k = Q et L = Q

(
cos

(
2π
9

))
. L’extension L/Q e

galoisienne de degré 3 et que α = 2cos
(

2π
9

)
e un élément primitif de cette

extension ayant P (X) = X3 − 3X + 1 comme polynôme minimal. Si l’on note N
la norme relative à cette extension, un petit calcul très simple montre que pour
tout t = Aα2 +Bα +C, A,B,C ∈Q, on a

N (Aα2 +Bα +C) = A3 −B3 +C3 + 9A2C + 3A2B− 3B2C − 6C2A+ 3ABC

Si q désigne un dénominateur commun aux rationnels alors il exie a,b,c ∈ Z
tels que

N (t) =
a3 − b3 + c3 + 9a2c+ 3a2b − 3b2c − 6c2a+ 3abc

q3





La rédu�ion modulo 2 du numérateur de cette dernière fra�ion vaut a − b +
c + ac + ab − bc + abc mod (2). Si l’on suppose qu’un des trois entiers a, b ou c
soit congru à 1 modulo 2 alors ce numérateur e lui-même congru à 1 modulo
2. Ainsi, si a,b et c ne sont pas simultanément pair, alors a3 − b3 + c3 + 9a2c +
3a2b−3b2c−6c2a+3abc e impair. Considérons alors h = min(v2(a),v2(b),v2(c)),
r = v2(q) et posons a

′
= a/2h, b

′
= b/2h, c

′
= c/2h, et q

′
= q/2r . On a

N (t) = 23(h−r) a
′3 − b′3 + c

′3
+ 9a

′2
c
′
+ 3a

′2
b
′ − 3b

′2
c
′ − 6c

′2
a
′
+ 3a

′
b
′
c
′

q′3

Le numérateur de la fra�ion e impair d’après ce que l’on vient de dire, le
dénominateur l’e aussi et donc v2(N (t)) = 3(h − r) e un multiple de 3. En
conséquence de quoi, si x ∈Q∗ e tel que v2(x) < 3Z (par exemple x = 2), alors
x n’e certainement pas la norme d’un élément de L.

On déduit finalement de tout cela que, pour x ∈ Q
∗ tel que v2(x) < 3Z,

l’algèbre A
(
Q

(
cos

(
2π
9

))
/Q, fx

)
e un corps de dimension 9 sur son centre Q.

On peut décrire explicitement son arithmétique : on a Gal(L/k) = {Id,c, c2}
où c e l’automorphisme qui envoie cos

(
2π
9

)
sur cos

(
4π
9

)
(c2 envoie alors cos

(
2π
9

)
sur cos

(
8π
9

)
). Si l’on identifie le groupe additif de A

(
Q

(
cos

(
2π
9

))
/Q, fx

)
à L3

alors, la multiplication dans A
(
Q

(
cos

(
2π
9

))
/Q, fx

)
s’écrit :

(u,v,w).(u
′
,v
′
,w
′
) =

(
uu

′
+ vw

′ c
+wv

′ c2

,uv
′
+ vu

′ c
+ x−1ww

′ c2

,uw
′
+ xvv

′ c
+wu

′ c2)
En vertu du paragraphe précédent, ce corps s’identifie à la sous-algèbre de

M3

(
Q

(
cos

(
2π
9

)))
consituée des matrices de la forme

u v w
wc uc xvc

vc
2

x−1wc
2

uc
2


où u, v et w parcourent Q

(
cos

(
2π
9

))
. En examinant la première ligne du pro-

duit de deux telles matrices, on retrouve bien la multiplication deA (Q(cos
(

2π
9

)
)/Q, fx)

décrite ci-dessus.

.. Le point de vue cohomologique

Dans la théorie du produit croisé apparait une donnée cohomologique.
Cette dernière peut paraitre anecdotique puisque finalement jue liée
à l’associativité du produit dans les algèbres. En fait, le lien entre

cohomologie et groupe de Brauer e trés profond, comme nous allons le voir
maintenant.





Théorème .— Soit L/k une extension galoisienne finie et Br(k)
βL/k // Br(L)

l’homomorphisme naturel. Il exie un isomorphisme de groupe

θL/k :H2(L/k) −→ ker(βL/k)

induit par la théorie du produit croisé. Ainsi, on a la suite exa�e

1 // H2(L/k)
θL/k // Br(k)

βL/k // Br(L)

Preuve : Soit α ∈H2(L/k) et f un 2-cocycle représentant α. La proposition ,
montre que le produit croisé A (L/k,f ) ne dépend pas (à isomorphisme près)
du choix de f dans α. Maintenant, le théorème  assure que L e une sous-
algèbre maximale de A (L/k,f ), on en déduit (théorème ) que L e un corps
neutralisant de A (L/k,f ). Ainsi, le produit croisé définit bien une application

θL/k :H2(L/k) −→ ker(βL/k)

Surje�ivité de θL/k . Un élément de α ∈ ker(βL/k) e une classe d’algèbres neu-
tralisée par L. Etant donnée une telle classe, on sait d’après le théorème  qu’il
exie une algèbre A dans cette classe telle que L soit une sous-algèbre commu-
tative maximale. La proposition  assure alors que A ' A (L/k,f ) pour un
certain 2-cocycle f et donc l’image par θL/k de la classe de f e α.

Inje�ivité de θL/k . Soit α1,α2 ∈ H2(L/k) tels que θL/k(α1) = θL/k(α2). Notons f1
et f2 des 2-cocycles représentants respe�ifs de α1 et α2. Les algèbresA (L/k,f1)
et A (L/k,f2) sont donc semblables, mais comme elles ont la même dimension
sur k on en déduit qu’elles sont isomorphes. La proposition  assure alors que
f1 et f2 diffèrent d’un 2-cobord, c’e-à-dire que α1 = α2.

Venons en maintenant au fait que θL/k e un morphisme : il s’agit de
montrer que si f et g sont deux syèmes de fa�eurs et que si A = A (L/k,f ),
B =A (L/k,f ) et C =A (L/k,f g), alors les algèbres A⊗k B et C sont semblables.

Notons (aσ )σ (resp. (bσ )σ , resp. (cσ )σ )) une L-base formelle de A (resp.
B, resp. C) sur laquelle le produit croisé e défini comme précédemment.
L’algèbre A⊗kB e de dimension n4 sur k et e formée des sommes d’éléments
de la forme xσaσ ⊗ yλbλ. Le produit sur A⊗k B e alors donné par

(xσaσ ⊗ yλbλ)(xτaτ ⊗ yµbµ) = f (σ,τ)xσx
σ
τ aστ ⊗ g(λ,µ)yλy

λ
µbλµ

On considère maintenant V le sous-k-espace ve�oriel de A⊗k B engendré par
les éléments

sσxσaσ ⊗ yλbλ − xσaσ ⊗ sλyλbλ
(s étant pris dans L). On définit une loi de composition externe à droite de C
sur A⊗k B en posant :

(xσaσ ⊗ yλbλ).(zρcρ) = f (σ,ρ)xσ z
σ
ρ aσρ ⊗ g(λ,ρ)yλbλρ





On a alors

(xσaσ ⊗ yλbλ).[(zρcρ)(zρ′ cρ′ )] = (xσaσ ⊗ yλbλ).(zρz
ρ

ρ′
f (ρ,ρ

′
)g(ρ,ρ

′
)cρρ′ )

= f (ρ,ρ
′
)σ f (σ,ρρ

′
)xσ zσρ z

σρ

ρ′
g(ρ,ρ

′
)σaσρρ′ ⊗ yλg(λ,ρρ

′
)bλρρ′

et

[(xσaσ ⊗ yλbλ).(zρcρ)].(zρ′ cρ′ ) = (f (σ,ρ)xσ zσρ aσρ ⊗ g(λ,ρ)yλbλρ).(zρ′ cρ′ )
= f (σ,ρ)f (σρ,ρ

′
)xσ zσρ z

σρ

ρ′
aσρρ′ ⊗ g(λ,ρ)g(λρ,ρ

′
)yλbλρρ′

= f (ρ,ρ
′
)σ f (σ,ρρ

′
)xσ zσρ z

σρ

ρ′
aσρρ′ ⊗ g(ρ,ρ

′
)λg(λ,ρρ

′
)yλbλρρ′

En posant s = g(ρ,ρ
′
)(ρρ

′
)−1

et en utilisant la définition de V , on voit alors que

(xσaσ ⊗ yλbλ).[(zρcρ)(zρ′ cρ′ )]− [(xσaσ ⊗ yλbλ).(zρcρ)].(zρ′ cρ′ ) ∈ V

et ainsi, on peut considérer M = A ⊗k B/V comme un C-module à droite (les
détails de cette dernière assertion ne posant pas de problème particulier, ils
sont laissés à la discrétion du le�eur).

D’un autre coté, on a

(xτaτ ⊗ yµbµ)(sσxσaσ ⊗ yλbλ − xσaσ ⊗ sλyλbλ)
= sτσxτf (τ,σ )xτσaτσ ⊗ yµg(µ,λ)y

µ
λbµλ − xτf (τ,σ )xτσaτσ ⊗ sµλyµg(µ,λ)y

µ
λbµλ ∈ V

et donc V e un idéal à gauche de A⊗k B si bien que, M a une ru�ure na-
turelle de A⊗k B-module à gauche.

Enfin, on a[
(xσaσ ⊗ yλbλ).(xτaτ ⊗ yµbµ)

]
.(zρcρ)

= (f (σ,τ)xσxστ aστ ⊗ g(λ,µ)yλyλµbλµ).(zρcρ)
= f (στ,ρ)f (σ,ρ)xσxστ z

στ
ρ aστρ ⊗ g(λµ,ρ)g(λ,mu)yλyλµbλµρ

= f (τ,ρ)σ f (σ,τρ)xσxστ z
στ
ρ aστρ ⊗ g(µ,ρ)λg(λ,µρ)yλyλµbλµρ

= (xσaσ ⊗ yλbλ)).(f (τ,ρ)xτzτρaτρ ⊗ g(µ,ρ)yµbµρ)
= (xσaσ ⊗ yλbλ).

[
(xτaτ ⊗ yµbµ).(zρcρ)

]
et donc les a�ions considérées commutent entre elles, de sorte que M a une
ru�ure de A ⊗k B-C-bimodule. On peut donc regarder M comme un (A ⊗k
B)⊗kCop-module à gauche et, l’algèbre (A⊗kB)⊗kCop étant simple, le morphisme
(A⊗k B)⊗k Cop −→Lk(M) e inje�if.

On a, d’une part [(A⊗kB)⊗kCop : k] = [A : k][B : k][C : k] = n6, et d’autre part
[Lk(M) : k] = [M : k]2. Ainsi, si l’on prouve que [M : k] = n3, alors (A⊗kB)⊗kCop

sera isomorphe à Lk(M) 'Mn3(k) et donc, dans le groupe de Brauer de k, on
aura [(A⊗kB)⊗kCop] = [A⊗kB]−[C] = [Mn3(k)] = 0. Ainsi, on aura [A⊗kB] = [C]
dans Br(k) et donc les algèbres A⊗k B et C seront semblables.





Examinons donc la dimension de M sur k. Soit {ε1, · · · , εn} une k-base
normale de L. La famille {εiaσ ⊗ εjbλ}i,j,σ ,λ e alors une k-base de A⊗k B, mais

comme les éléments εiaσ ⊗bλ et aσ ⊗εjbλ où εj = ελσ
−1

i sont congrus modulo V ,
on en déduit que l’image dans M de la famille {aσ ⊗ εjbλ}j,σ ,λ e une famille
génératrice de M.

Pour un couple (σ,λ) ∈ G2 on considère la k-application linéaire gσ,λ : A⊗k
B −→ L définie sur la base {εiaτ ⊗ εjbµ}i,j,τ,µ par

gσ,λ(εiaτ ⊗ εjbµ) = δ(σ,λ),(τ,µ)ε
λσ−1

i εj

où δ(σ,λ),(τ,µ) désigne le symbôle de Kronecker. Si x,y ∈ L, on a alors gσ,λ(xaτ ⊗
ybµ) = δ(σ,λ),(τ,µ)x

λσ−1
y.

On considère une somme S =
∑
σ,λ aσ ⊗ ασ,λbλ. Si pour un couple donné

(σ,λ) ∈ G2 on a ασ,λ , 0, alors gσ,λ(S) = ασ,λ , 0.

Maintenant, de part le définition de V , on voit que les applications gσ,λ
sont toutes nulles sur V . En conclusion, si

∑
σ,λ aσ ⊗ασ,λbλ e une somme non

triviale, elle ne peut appartenir à V . Ceci prouve en particulier que l’image
de la famille {aσ ⊗ εjbλ}j,σ ,λ e une famille libre de M, et donc une k-base de
M. Puisque cette famille contient n3 éléments, on obtient bien finalement que
[M : k] = n3.

——–

Considérons une extension galoisienne finie L/k de groupe G et un corps
intermédiaire L0. Notons H le groupe de Galois de L/L0. Considérons un sys-
tème de fa�eurs f : G ×G −→ L∗ et le produit croisé A = A (L/k,f ) rapporté à
une base {aσ }σ∈G. Dans A considérons l’ensemble

B =

∑
σ∈H

xσaσ / xσ ∈ L pour tout σ ∈H


C’e visiblement une sous-algèbre de A, c’e-même l’algèbre A (L/L0,res(f ))
(rapportée à la base {aσ }σ∈H ) où res(f ) désigne la reri�ion de f à H . Ainsi, B
e une L0-algèbre simple centrale.

Théorème .— Sous les hypothèses précédentes, la L0-algèbre simple centrale B
e semblable à A⊗k L0.
Preuve : L’algèbre B étant une sous-algèbre de A, on peut donc conférer à A
une ru�ure de Bop-module à droite en considérant la multiplication à gauche
: pour x ∈ A et y ∈ B, x ∗1 y = yx. On ainsi un monomorphisme de Bop dans
LL0

(A). De même, on définit sur A une ru�ure de A⊗k L0-module à droite
en posant, pour xσaσ ∈ A, λ ∈ L0 et yτaτ ∈ A,

yτaτ ∗2 (xσaσ ⊗λ)∗2 = yτx
τ
σ f (τ,σ )λaτσ





La loi externe ∗2 confère bien une ru�ure de module à droite puisque

(zρaρ) ∗2 ((yτaτ ⊗µ)(xσaσ ⊗λ)) = (zρaρ) ∗2 (yτxτσ f (τ,σ )aτσ ⊗µλ)
= zρy

ρ
τ x

ρτ
σ f (τ,σ )ρf (ρ,τσ )µλaρτσ

= zρy
ρ
τ x

ρτ
σ f (ρ,τ)f (ρτ,σ )µλaρτσ

= (zρy
ρ
τ f (ρ,τ)µaρτ ) ∗2 (xσaσ ⊗λ)

=
(
(zρaρ) ∗2 (yτaτ ⊗µ)

)
∗2 (xσaσ ⊗λ)

Ainsi, on dispose d’un monomorphisme de A ⊗k L0 dans LL0
(A). Main-

tenant, pour xσaσ ∈ A, λ ∈ L0, yτaτ ∈ B (τ ∈ H et donc λτ = λ) et zρaρ ∈ A, on
a (

(zρaρ) ∗1 (yτaτ )
)
∗2 (xσaσ ⊗λ) =

(
yτaτ .zρaρ

)
∗2 (xσaσ ⊗λ)

=
(
yτz

τ
ρf (τ,ρ)aτρ

)
∗2 (xσaσ ⊗λ)

= yτz
τ
ρx
τρ
σ f (τ,ρ)f (τρ,σ )λaτρσ

= yτz
τ
ρx
τρ
σ f (ρ,σ )τf (τ,ρσ )λaτρσ

= (yτaτ ).(zρx
ρ
σ f (ρ,σ )λaρσ )

= (zρx
ρ
σ f (ρ,σ )λaρσ ) ∗1 (yτaτ )

=
(
(zρaρ) ∗2 (xσaσ ⊗λ)

)
∗1 (yτaτ )

les opérations externes ∗1 et ∗2 commutent donc et par suite, dansLL0
(A) il y a

deux algèbres isomorphes respe�ivement à Bop et A⊗k L0 qui commutent l’une
avec l’autre. Nous allons montrer, par des considérations de dimensions, que
chacune d’elle e en fait le commutant de l’autre dansLL0

(A).

On a
[A⊗k L0 : L0] = [A : k] = [L : k]2 et [B : L0] = [L : L0]2

par ailleurs, puisque [L : L0][L0 : k][L : k] = [L : k]2 = [A : k] = [A : L0][L0 : k] on
en déduit que

[A : L0] = [L : k][L : L0]

et, par suite, que

[A⊗k L0 : L0][B : L0] = [A : L0]2 = dimL0
LL0

(A)

Ainsi, Bop et A⊗k L0 sont des L0-algèbres simple centrales incluses l’une l’autre
dans le commutant de l’autre. La dernière égalité de dimension assure alors,
d’après le théorème , qu’elles sont le commutant l’une de l’autre dansLL0

(A).
La remarque  montre alors que les algèbres Bop et A ⊗k L0 appartiennent à
des classes opposées dans Br(L0), ce qui veut dire que B et A⊗k L0 sont dans la
même classe de Br(L0) et ainsi que ces algèbres sont semblables.

——–

Corollaire .— Sous les hypothèses précédentes, le noyau C de l’homorphisme

Br(k)
βL0/k // Br(L0) e l’image isomorphe par θL/k du noyauK de l’homomorphisme

de reri�ion H2(L/k) res // H2(L/L0) .





Preuve : On garde les notations précédentes et l’on considère une k-algèbre
simple centrale A.

Si [A] ∈ θL/k(K), alors il exie un 2-cocyle f tel que res(f̂ ) = 0 et tel que A
soit semblable à l’algèbreA (L/k,f ). D’après ce qui précède, les algèbresA⊗kL0,
A (L/k,f )⊗k L0 et A (L/L0,res(f )) sont semblables, mais comme res(f ) = 0, on
en déduit que [A⊗k L0] = 0, c’e-à-dire [A] ∈ C. Ainsi, θL/k(K) ⊂ C.

Maintenant, si [A] ∈ C alors L neutralise A et donc, il exie un 2-cocycle
f tel que [A] = [A (L/k,f )]. D’après ce qui précède, les L0 algèbres A ⊗k L0,
A (L/k,f ) ⊗k L0 et A (L/L0,res(f )) sont semblables. Puisque [A ⊗k L0] = 0, on
a donc [A (L/L0,res(f ))] et ainsi, θL/L0

(res(f̂ )) = 0. Comme θL/L0
e un iso-

morphisme, on en déduit finalement que res(f̂ ) = 0. Ainsi, C ⊂ θL/k(K), mais
comme θL/k e un isomorphisme, on en déduit finalement que C e l’image
isomorphe par θL/k de K .

——–

En résumé, on a le diagramme commutatif suivant :

1

��

1

��
1 // K �

� //

'θL/k
��

H2(L/k) res //

θL/k
��

H2(L/L0)

θL/L0
��

1 // C �
� // Br(k)

βL/k ##

βL0/k // Br(L0)

βL/L0{{
Br(L)

Théorème .— Soit M/L/k une une tour d’extensions galoisiennes finies. Le dia-
gramme suivant

H2(L/k)

θL/k ��

Inf // H2(M/k)

θM/k��
Br(k)

e commutatif.
Preuve : Considérons les groupes G = Gal(M/k) et H = Gal(M/L), le groupe
Gal(L/k) s’identifie alors àG/H . Pour σ ∈ G, on note σ la classe de σ moduloH ,
qui e donc d’un point de vue arithmétique la reri�ion de l’automorphisme
σ à L.

Considérons un 2-cocycle f de G/H à valeur dans L∗, l’image de f̂ par θL/k
e la classe de l’algèbre A = A (L/k,f ). Par ailleurs, un 2-cocycle f̃ de G à
valeurs dans M∗ représentant l’inflation de la classe f̂ e donné pour σ,τ ∈ G





et h,h
′ ∈H , par

f̃ (σh,τh
′
) = f (σ,τ)

L’image de ̂̃f par θM/k e la classe de l’algèbre B =A (M/k, f̃ ). Il s’agit donc de
montrer que A (L/k,f ) et A (M/k, f̃ ) sont semblables.

On rapporte l’algèbre A à la L-base {aσ }σ∈G/H et l’algèbre B à la M-base
{aσ }σ∈G. Notons que le lien qui lie f̃ à f permet d’écrire le produit croisé dans
B de la manière suivante :∑

σ∈G
λσaσ


∑
τ∈G

µτaτ

 =
∑
σ,τ∈G

λσµ
σ
τ f (σ,τ)aστ

On considère le k-espace ve�oriel V des sommes formelles
∑
σ∈G/H

µσaσ où

les µσ sont des éléments de M.

On fait agir à droite l’algèbre A sur V : par linéarité il suffit de définir
l’a�ion de λaτ ∈ A sur le monôme µσaσ . On pose

(µσaσ ).(λaτ ) = µσλ
σ f (σ,τ)aστ

Il s’agit bien d’une a�ion puisque :

(µσaσ ).
(
(λaτ )(νaρ)

)
= (µσaσ ).

(
λντf (τ,ρ)aστρ

)
= µσλ

σνστf (τ,ρ)σ f (σ,τρ)aστρ
= µσλ

σνστf (στ,ρ)f (σ,τ)aστρ
=

(
µσλ

σ f (σ,τ)aστ
)
.(νaρ)

= ((µσaσ ).(λaτ )) .(νaρ)

On peut aussi faire agir, à gauche cette fois, l’algèbre B sur V en posant

(λaτ ).(µσaσ ) = λµτσ f (τ,σ )aτσ

Il s’agit bien d’une a�ion puisque :

(νaρ). ((λaτ ).(µσaσ )) = (νaρ).(λµτσ f (τ,σ )aτσ )
= νλρµ

ρτ
σ f (τ,σ )ρf (ρ,τσ )aρτσ

= νλρµ
ρτ
σ f (τ,σ )ρf (ρ,τσ )aρτσ

= νλρµ
ρτ
σ f (ρτ,σ )f (ρ,τ)aρτσ

= (νλρf (ρ,τ)aρτ ).(µσaσ )
=

(
(νaρ).(λaτ )

)
.(µσaσ )





Maintenant, pour νaρ ∈ B, λaτ ∈ A et µσaσ ∈ V , on a

(νaρ). ((µσaσ ).(λaτ )) = (νaρ).(µσλσ f (σ,τ)aστ )
= νµ

ρ
σλ

ρσ f (σ,τ)ρf (ρ,στ)aρστ
= νµ

ρ
σλ

ρσ f (σ,τ)ρf (ρ,στ)aρστ
= νµ

ρ
σλ

ρσ f (ρσ,τ)f (ρ,σ )aρστ
=

(
νµ

ρ
σ f (ρ,σ )aρσ

)
.(λaτ )

=
(
(νaρ).(µσaσ )

)
.(λaτ )

et donc, par linéarité, pour tout a ∈ A, pour tout b ∈ B et tout x ∈ V on a

(b.x).a = b.(x.a)

Ainsi, V e un B-A-bimodule et l’on peut donc regarder V comme un B⊗
Aop-module gauche (remarque ). Il exie alors un morphisme naturel de
B⊗Aop versLk(V ), ce morphisme étant certainement inje�if puisque B⊗Aop e
une algèbre simple. Par ailleurs, on a d’une part [V : k] = [L : k].[M : k] et donc
[Lk(V ) : k] = ([L : k].[M : k])2, et d’autre part [A : k] = [L : k]2 et [B : k] = [M : k]2.
Ainsi, les algèbres B⊗Aop etLk(V ) ayant même dimension, sont isomorphes et
donc B⊗Aop e une algèbre de matrices à coefficients dans k. Ceci prouve que
[Aop] = −[B] dans Br(k) et donc que [A] = [B].

——–

Corollaire .— Le groupe de Brauer d’un corps k e isomorphe à la limite induc-
tive lim

−→
H2(L/k) prise sur l’ensemble des extensions galoisiennes finies L/k relative-

ment aux morphismes d’inflations.
Preuve : La donnée des groupes H2(L/k) pour L/k galoisienne finie et des mor-
phismes d’inflation définit un syème indu�if filtrant à droite. Le théorème
 assure que la donnée des morphismes θL/k e compatible avec ce syème
indu�if. Il exie donc un morphisme Φ : lim

−→
H2(L/k) −→ Br(k) tel que pour

toute extension galoisienne finie L/k, le diagramme suivant

H2(L/k)
ϕL/k

��
θL/k

��
Br(k) lim

−→
H2(L/k)

Φ
oo

(ϕL/k désignant le morphisme canonique de H2(L/k) sur lim
−→

H2(L/k)) soit com-

mutatif. Les morphismes θL/k sont inje�ifs, donc Φ l’e aussi. Par ailleurs,
tout élément de Br(k) étant neutralisé par une extension galoisienne de k (corol-
laire ), on en déduit que Br(k) =

⋃
L/k θL/k(H

2(L/k)) et donc Φ e aussi sur-
je�ive.

——–





Nous allons voir dans la se�ion suivante que cette limite indu�ive peut se
considérer comme un groupe de cohomologie, mais pour une autre cohomolo-
gie : celle des groupes profinis.

Pour ce qui e de la ru�ure du groupe de Brauer à proprement parler,
une conséquence importante du théorème  e la suivante :

Théorème .— Soient A une k-algèbre simple centrale et L/k une extension sé-
parable neutralisante de A. L’exposant de A, exp(A), divise [L : k], en particulier il
e fini.

Preuve : Notons L̃ la clôture galoisienne de l’extension L/k. Le corollaire 
montre que [A] e l’image, par θL̃/k , d’un élément du noyau de la reri�ion

H2(̃L/k) res // H2(̃L/L) . On sait (???) que tous les éléments de ce noyau sont

d’exposant
o(Gal(̃L/k))

o(Gal(̃L/L))
=

[̃L : k]

[̃L : L]
= [L : k]. Ainsi, [L : k].[A] = 0 et donc exp(A)

divise [L : k].

——–

Corollaire .— Le groupe de Brauer d’un corps e un groupe abélien de torsion.

Preuve : C’e une conséquence immédiate du théorème précédent et de la
proposition .

——–

Etant donnés un corps k et un nombre premier p, on notera Br(k)[p] = {α ∈
Br(k)/ pα = 0} (resp. Br(k){p} = {α ∈ Br(k)/ ∃i ≥ 0, piα = 0}) le sous-groupe
de p-torsion (resp. la composante p-primaire) de Br(k). Une conséquence du
corollaire  e alors que

Br(k) =
⊕
p

Br(k){p}

. Quelques propriétés de l’indice.

On établit dans ce paragraphe des résultats plus sophiiqués sur l’indice
d’une algèbre.

Théorème .— Soit A une k-algèbre simple centrale. On a

rad(Ind(A))
∣∣∣ exp(A)

∣∣∣ Ind(A)

où rad(d) désigne le radical de l’entier d (i.e. le produit des nombres premiers qui le
divisent).

En particulier, rad(exp(A)) = rad(Ind(A)).

Preuve : Posons n = exp(A) et d’indice d = Ind(A) et montrons pour com-
mencer que n|d. Soit K le corps représentant [A] et L/k une extension com-
mutative et séparable maximale de k dans K (qui exie d’après la proposition





). On a [L : k] = d (corollaire ). On sait, d’après le théorème , que L e
un corps neutralisant de α. Notons L̃ la clôture galoisienne de L sur k, il s’agit
aussi d’un corps neutralisant de A (proposition ).

Puisque l’image de [A] dans Br(L) et dans Br(̃L) e nulle, d’après le corol-
laire , on peut affirmer que l’image de [A] dans H2(̃L/k) e en fait dans le
noyau du morphisme de reri�ion H2(̃L/k) −→ H2(̃L/L). La proposition ???
sur la ru�ure du noyau de la reri�ion montre alors que n divise [Gal(̃L/k) :

Gal(̃L : L)] =
[̃L/k]

[̃L : L]
= [L : k] = d.

Considérons maintenant une extension galoisienne neutralisante deA quel-
conque L/k, de groupe G. On sait que [L : k] e un multiple de d, d’après le
corollaire . Soient alors un nombre premier p qui divise d, Gp un p-sous-
groupe de Sylow de G et Lp le corps des invariants de L par Gp. Le corps Lp
n’e certainement pas une extension neutralisante de A car si c’était le cas,
[Lp : k] serait multiple de d, or, par définition, [Lp : k] e premier à p.

Considérons le morphisme naturel βLp/k : Br(k) −→ Br(Lp) et notons n
′

l’ordre de βLp/k([A]). On vient de voir que n
′
, 1, mais maintenant comme L e

neutralise A, elle neutralise aussi pour βLp/k([A]) et donc, comme n
′

e un di-
viseur de Ind(βLp/k([A])) et que cet entier e lui-même un diviseur de [L : Lp],

on en déduit que n
′

= ph (pour un certain entier h ≥ 1). Maintenant, comme
βLp/k e un morphisme, on a n

′ |n et, par suite, on a bien p|n. En appliquant
cette propriété à tous les p|d, on trouve finalement que rad(d)|n.

——–

Comme conséquences immédiates de ce résulat on a :

Corollaire .— a) Soient A une k-algèbre simple centrale et p un nombre premier.
L’exposant de A e une puissance de p si et seulement si son indice l’e aussi.

b) Soient A et B deux k-algèbres simples centrales. Les entiers exp(A) et exp(B) sont
premiers entre eux si et seulement si les entiers Ind(A) et Ind(B) le sont aussi.

On peut alors apporter une précision à la proposition-d) :

Proposition .— Soient A et B deux k-algèbres simples centrales. Si les entiers
Ind(A) et Ind(B) sont premiers entre eux, alors Ind(A⊗k B) = Ind(A).Ind(B).

Preuve : Soit Ω/k une extension commutative finie et βΩ/k : Br(k) −→ Br(Ω) le
morphisme canonique. Comme les groupes de Brauer sont abéliens de torsion,
βΩ/k envoie la composante p-primaire Br(k){p} dans la composante p-primaire
Br(Ω){p} pour chaque p premier.

Maintenant, puisque Ind(A) et Ind(B) sont premiers entre eux et que exp(A)
(resp. exp(B)) divise Ind(A) (resp. Ind(B)), on en déduit que (o([A]), o([B])) = 1.
Compte-tenu de la remarque précédente, on trouve finalement que βΩ/k([A] +
[B]) = 0 si et seulement si βΩ/k([A]) = βΩ/k([B]) = 0. En d’autre termes, le corps





Ω neutralise A⊗k B si et seulement si Ω neutralise A et B.

En prenant pour Ω un corps neutralisant tel que [Ω : k] = Ind(A⊗k B), on
en déduit que Ind(A)|Ind(A⊗kB) et Ind(B)|Ind(A⊗kB), ce qui implique puisque
(Ind(A), Ind(B)) = 1, que Ind(A).Ind(B)|Ind(A⊗k B).

Réciproquement, soient L et M des corps neutralisants respe�ivement A
et B et vérifiant [L : k] = Ind(A) et [M : k] = Ind(B). Puisque [L : k] et [M : k]
sont premiers entre eux, les corps L et M sont donc linéairement disjoints
sur k. Ainsi, L ⊗k M e un corps neutralisant de A ⊗k B et donc Ind(A ⊗k
B)|Ind(A).Ind(B).

——–

Corollaire .— Soient A et B deux corps de centre k. Si les entiers Ind(A) et
Ind(B) sont premiers entre eux, alors A⊗k B e un corps.

Preuve : En utilisant les propositions  et , on peut écrire

Ind(A⊗k B) = Ind(A).Ind(B) = deg(A).deg(B) = deg(A⊗k B)

et, en appliquant à nouveau la proposition , on trouve finalement que A⊗k B
e bien un corps.

——–

Considérons une k-algèbre simple centrale A et notons Ind(D) = pα1
1 · · ·p

αn
n

la décomposition en fa�eur premier de l’entier Ind(A). Le théorème  permet
d’affirmer que la décomposition en fa�eur premier de exp(D) e de la forme
exp(D) = pβ1

1 · · ·p
βn
n avec 1 ≤ βi ≤ αi pour tout i = 1, · · · ,n.

Puisque Br(k) =
⊕

pBr(k){p} et que o([A]) = p
β1
1 · · ·p

βn
n , on en déduit que

[A] ∈
⊕n

i=1 Br(k){pi}. On en déduit que, pour tout i = 1, · · · ,n, il exie une k-
algèbre centrale simple Ai telle que [Ai] ∈ Br(k){pi} la donnée de ces algèbres
vérifiant [A] = [Ap1

] + · · · + [Apn ]. Les algèbres A et A1 ⊗k · · · ⊗k An sont donc
semblables. Puisque l’entier o([Ai]) e une puissance de pi , on en déduit que
exp(Ai) = pβii . Maintenant, Ind(Ai) e aussi une puissance de pi (corollaire-
a) et donc, en appliquant la proposition , on a

Ind(A) =
n∏
i=1

Ind(Ai)

et donc Ind(Ai) = pαi .

Notons qu’à similitude près, les algèbres Ai sont uniques pour la condition
[Ai] ∈ Br(k){pi} et [A] = [Ap1

] + · · ·+ [Apn ]. Dans le cas des corps on obtient plus
précisément :

Théorème .— Soient D un corps de centre k,

Ind(D) = pα1
1 · · ·p

αn
n





la décomposition en fa�eur premier de l’entier Ind(D) et

exp(D) = pβ1
1 · · ·p

βn
n

la décomposition en fa�eur premier de l’entier exp(D).

Il exie une famille de corps {D1, · · · ,Dn} de centre k, chaque Di étant unique à
isomorphisme près, telle que

• Pour tout i = 1, · · · ,n, rad(Ind(Di)) = rad(exp(Di)) = pi (i.e. [Di] ∈ Br(k){pi}).

• D 'D1 ⊗k · · · ⊗k Dn.

Sous ces conditions, pour tout i = 1, · · · ,n on a Ind(Di) = pαii et exp(Di) = pβii .

Preuve : En reprenant les notations et en posant A = D et Ai = Di le corps
représentant [Ai], on voit qu’il ne ree que deux choses à démontrer : l’unicité
à isomorphisme près deDi et l’isomorphisme entreD etD1⊗k · · ·⊗kDn. L’unicité
de Di vient du fait qu’il n’y a qu’un seul corps dans [Di]. Pour le second iso-
morphisme, remarquons qu’en appliquant la proposition , on trouve

deg(D) = Ind(D) =
n∏
i=1

Ind(Di) =
n∏
i=1

deg(Di) = deg(D1 ⊗k · · · ⊗k Dn)

Ainsi, d’après la proposition-e, D 'D1 ⊗k · · · ⊗k Dn.

——–

En revenant au cas général, on voit que l’on peut choisir les Ai pour que
A ' A1 ⊗k · · · ⊗k An, mais on conate que si A n’e pas un corps, alors les Ai
ne sont pas uniques. En effet, écrivons A 'Mn(D) pour un certain corps D de
centre k. Appliquons le théorème  et posons D ' D1 ⊗k · · · ⊗k Dn. On a alors
pour tout i = 1, · · · ,n,

A 'D1 ⊗k · · · ⊗k Di−1 ⊗kMn(Di)⊗k Di+1 ⊗k · · · ⊗k Dn

Pour finir ce paragraphe, examinons comment se comporte l’indice par
extension des scalaires :

Proposition .— Soit A une k-algèbre simple centrale et L/k une extension finie.
On a

Ind(A⊗k L)
∣∣∣ Ind(A)

∣∣∣ [L : k].Ind(A⊗k L)

Si, en particulier, Ind(A) e étranger à [L : k], alors Ind(A) = Ind(A⊗kL). Dans
cette situation, si A e un corps, alors A⊗k L en e aussi un.

Preuve : SiM/L e une extension neutralisante de la L-algèbre simple centrale
A ⊗k L, alors M e un corps neutralisant de A, puisque βM/k([A]) = βM/L ◦
βL/k([A]) = βM/L([A⊗kL]) = 0. Si l’on choisitM de sorte que [M : L] = Ind(A⊗kL),
alors puisque M neutralise A, on a

Ind(A)|[M : k] = [M : L][L : k] = [L : k].Ind(A⊗k L)





Puisque la propriété porte sur l’indice, on peut supposer queA e un corps
et on a donc deg(A) = Ind(A). On a deg(A ⊗k L)2 = [A ⊗k L : L] = [A : k] =
deg(A)2 = Ind(A)2 et comme Ind(A⊗k L) divise deg(A⊗k L), on en déduit que
Ind(A⊗k L) divise Ind(A).

——–

 Illurations, exemples, applications.

. Conru�ion de corps gauches.

. Algèbres cycliques.




