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1 Con$tru&ion.

On considére deux réels a et b tels que a < b.

1.1 Intégrale des fon&ions en escalier.
1.1.1  Subdivisions.

Définition 1.— Une "subdivision” du segment [a, b] est une suite finie §trictement croissante (xg,x1,--+X,)
d’éléments de [a, b] telle que xo = a et x,, = b. Une telle subdivision sera notée

SiXxg <Xy <--<Xy

On appelle "pas de s”, le réel noté 1t(s) et défini par

On note Fub([a, b)) Uensemble des subdivisions de [a, b].

L'ensemble #ub([a, b]) est naturellement en bijection avec Ps(]a, b), 'ensemble des parties finies
de ]a,b[. En effet, une bijection ¢ : Fub([a,b]) — Pf(]a, b[) est par exemple donnée par I'application
@ qui a une subdivision s : a = xg < x; <--- <x, = b de [a,b], associe @(s) = {x1,--+,x, 1} sip >2et
¢@(s) =0 sinon.

Définition 2.— Soit s et s deux subdivisions de [a,b]. On dit que s e} plus fine que s si et seulement si
@(s) C @(s ). En d'autres termes, si l'on poses:a=x)<x; <--<x,=bets :a=yy<y; <<y, =0
alors s est plus fine que s si et seulement si

Vi:O,...,p, ajzo’l’...,ntel que x; :y]

Dans cette situation, on a donc en particulier n > p.

La relation "étre plus fine que" est une relation d’ordre sur S ub([a,b]), qui n'e§t bien évidement
pas totale. Toutefois si s et s sont deux subdivisions de [a,b], alors il exiSte s € Fub([a,b]) qui est a
la fois plus fine que s et s . En effet définissons s = (p_l((P(s) U @(s)). Cette subdivision s’appelle la

subdivision obtenue par recollement de s et s, on lanotes =sAs . Elle et clairement plus fine que s
ets.

Exemples 3.— 1/ Soient ¢ et d deux points distin&ts de ]a, b[ tels que ¢ < d. On consideére les subdivi-
sionss:a<c<bets :a<d<b. AlorssAs :a<c<d<b.

2/ On considére la suite (u,,),>; définie par la relation u,, = —. Pour n # 0, on définit la subdivision de
= n

[0,1], s, : 0 <u, <u,_; <---<u; =1. Si p et g sont deux entiers Strictements positifs tels que p < g,
alors sp Asy =s,.

Remarque 4— Sis:a=xy <x; <--<x, =b e§t une subdivision de [a,b] et si s désigne une
subdivision plus fine que s, alors pour tout 0 < i < n—1, il exi§te une subdivision s; : x; = x; o < x;1 <
< <Xk, = Xip de [x;, x4 ] telle que

’

S :ﬂ=X0'0<X0’1<"'<Xork0<X1,1<"'<X1’k1< """ <Xp—1,1 < <Xp_1k =Xn=b

n-1

1.1.2 Fon&ions en escalier.

Définition 5.— Une fonction f : [a,b] — R e$t dite "en escalier” s’il exiSte une subdivision s : a = xy < xy <
- < x, = b, telle que f soit constante sur tout intervalle |x;,x;.1[ pour 0 <i <n—1 (les valeurs de f en les
points x; peuvent étre quelconques).

On note & ([a, b]) U'ensemble des fonctions en escalier sur [a,b].

Soient f € &([a,b]) et s € Fub([a,b]) (s:a=yy<x; <---<y, =b). On dit que s est "adaptée” a f si f
est constante sur tout les intervalles |y;, y;,1[ pour 0 <i<p-—1.
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Remarques : 1/ Si s e§t une subdivision adaptée a f et que s e&t une subdivision plus fine que s, alors
s eStadaptéea f.

2/ Soient c et d deux éléments de [4,b] tels que c < d. Si f et une fon&tion définie sur [4,b] on note

fiic,4), 1a restriction de f a [c,d]. Alors si f € &([a,b]), on a fii.q4) € & ([c,d]).

Lemme 6.— Lensemble & ([a,b]) est une sous-R-algébre de RI*Y) qui est Stable par passage d la valeur
absolue (i.e. f €& ([a,b]) = |f| € &([a,])).

Preuve : Soient f € &([a,b]) et @ € R, il e$t clair que —f, af et |f] sont des éléments de &([a,b]). 1l
suffit donc de vérifier que si f et g sont éléments de & ([a, b]) alors il en e§t de méme pour f + g et fg.
Soit sy une subdivision adaptée a f et s, une subdivision adaptée a g. Soit s = s¢ A 54, supposons que
s:ta=xg9<---x,=b,alors f et g sont con§tantes sur |x;,x; [ pour 0 <i<n-1,donc f +g et fgle sont
aussi sur les méme intervalles. Elles sont donc en escalier.

Les fonctions en escalier sur [a,b] ne prennent qu'un nombre fini de valeurs sur [4,b] (elles sont
donc, en particulier, bornées). Cette propriété ne les caractérise pas. En effet, considérons 1q la
fonction caractéristique des rationnels restreint a [a,b] (i.e. 1g(x) =1sixe€ QN(a,b]et 1p(x)=0si
x € [a,b], x ¢ Q). C’e$t une fonction qui ne prends que deux valeurs sur [a,b], mais qui n’est pas en
escalier, car compte-tenu du caractere dense de I'ensemble Q et de son complémentaire dans IR, on
voit que 1g n'est constante sur aucun intervale ouvert.

On voit donc que pour caraétériser les fonctions en escalier il faut rajouter une condition a celle
de la finitude de ses valeurs :

Proposition 7.— Pour qu’une fonétion f :[a,b] — R soit une foncétion en escalier, il faut et il suffit que
1) f ne prennent qu’un nombre fini de valeurs sur IR,
2) pour tout xo € R, 'ensemble E,, = {x € R, f(x)= xo} soit la réunion finie de sous-intervalles de [a, b].

Preuve : Il et clair que toute fonétion en escalier vérifie ces deux propriétés. Pour la réciproque,
remarquons d’abord que la propriétés 2) équivaut a :

2) pour tout xo € R, 'ensemble E,, = {x € R, f(x) = xo} soit la réunion finie de sous-intervalles de [a, b]
disjoints deux d deux.

(il suffit de considérer les composantes connexes de E, qui sont des intervalles et qui sont en nombres
finis)
On considere alors I'ensemble E conétitué des y € R tel que E, # . D’apres 1), E et un ensemble

fini (non vide), d’aprés 2') pour tout v € E il existe une suite finie de sous-intervalles I, "Iyny de [a,b]

17”
y

disjoints deux a deux tels que E, = Ulyi' Siy et z sont deux éléments distincts de E alors E, N E, = 0.
i=1

Il s’ensuit que l'ensemble des Iyi (y € E, 1 <i < ny) constitue en ensemble fini de sous-intervalles

de [a,b] disjoint deux a deux et dont la réunion vaut [a,b]. On considere alors I’ensemble des bornes

inférieures et supérieures des intervalles I,,. Puisque cet ensemble est fini, on peut I'énumérer en une

suite ordonnée x; < --- < x,,. Il et clair que a = x; et b = x,,, car a et b sont chacun contenu dans un des

Iy,. Ainsi, s : x| <--- <x, e$t une subdivision de [a,b]. Nous allons maintenant montrer que f et en

escalier et que s eSt adaptée a f.

Sije€([2,---,n—1]alors, par hypothese, x; eét soit la borne supérieure, soit la borne inférieure d’un
intervalle I, . Supposons que ce soit une borne inférieure. Par hypothese, il exiSte un indice j tel
0

que x;’ soit la borne supérieure de 1?070

oSij=j alorsl, = {x;).

Sij = j+1 alors 'intérieur de I'intervalle I, vaut ]x;,xj,1[ et donc f est con$tante sur cet intervalle.
0
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e . . . s . s . ) .
Sij #jetj+1,alors Xy est la borne inférieure ou supérieure d’un intervalle I, , Avecyr #yo ou
iy # 1p. Donc Iyo,- N Iyu # (), ce qui et absurde.
0 1

Le cas x; borne supérieure, ainsi que le cas des intervalles ]x;,x;[ et ]x, 1, x,[ se traitent de la
méme facon.

1.1.3 Intégrale.

Théoreme 8.— Soient f une foncétion en escalier sur [a,b] et s une subdivision adaptée a f. On suppose que
s:a=xg<--x, <betquesur]x;x;1[, f prennelavaleur A; (0<i<n-1). Le réel

—_

.
;=) Ai(xje1 —x;)

i

Il
o

est indépendant du choix de la subdivision s adaptée a f.

. ’ . . . Pe N ’ .
Preuve : Soit s et s deux subdivisions adaptées a f. On suppose pour commencer que s e$t plus fine
. . 7 . ’
que s. Soit s:a=xy<x; <---<x, =Db,onavu (remarque 4) que l'on pouvait écrire s sous la forme
’
S ta=Xxp0<Xp1<--< xo,ko <Xy <---< xl,kl ECEEEEEE <Xpy-11 <+ < xn—l,kn,l =X, = b avec xi,ki =Xjt1-
Maintenant, puisque f prend la valeur A; sur l'intervalle |x;,x;,1[, f prend aussi la valeur A; sur
les intervalles |x;_y x, ,,Xi1[, i1, %1,2[, ==+, 1% k,—1, Xi k,[- En posant x; g = x;_; x, ,, on a donc

n-1 k; n-1 ki n-1
Z/\z Xi,j = Xi,j- 1) Z/\lle] Xi,j— 1) ZAi(le_xi):Is
i=0 j=1 =0 j=1 i=0

Soient maintenant s et s deux subdivisions adaptées a f quelconques. On sait que s As e$t plus
fine que s et s . D’apres ce qui précede, onadonc I; =1,/ =1y.

Définition 9.— Soit f une fonélion en escalier. On appelle "intégrale” de f sur [a,b], le réel I; défini dans
b

le théoréme 8 pour n’importe quelle subdivision s adaptée a f. On note alors f f(x)dx ce réel.

b
Note : Le x dans f(x)dx e§t une "variable muette". Il eSt mentionné pour rappeller le lien qu’il y

a
a entre la théorie de l'intégration et celle du calcul différentiel. Parfois, on omettra ce x et 'on notera

b
l'intégrale de f sur [a,b] plus simplement f f.

1.2 Propriétés élémentaires de I'intégrale des fon&ions en escalier.

b
Proposition 10.— Lapplication de &([a,b]) dans R qui a [ fait correspondre j f(x)dx est linéaire.
a

Preuve : Soit f, ¢ deux éléments de &([a,]]) et a un réel. Si sy est une subdivision adaptée afetsy

une st%bdivision adaptée 2:1 g il et clair que s = sy Asg e$t adaptée a f+ag. La calcul de f (f +ag)(x)dx
a partir de s, donne immédiatement le résultat.

b
Proposition 11.— Si f € &([a, b]) est positive alors f f(x)dx >0.

a

Preuve : Ceci résulte dire¢tement de la définition.
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Corollaire 12.— Soit f et g deux éléments de & ([a, b]) tels que [ < g. Alors

J;hf(x)dx < J;bg(x)dx

En particulier, pour tout f € &([a,b]), on a

Lb f(x)dx

b b b
Preuve : Par linéarité, on a J (g—fx)dx = f g(x)dx —f f(x)dx, or (g — f) est positive, d’ou le
a a a

résultat.
L'inégalité triangulaire sur R assure que —|f(x)| < f(x) < |f(x)| pour tout x € [4,b]. On en déduit

que
b b b
- [l < - | feodes [ plan

b
sf 1f (x)ld.

b
sf If (0)ldx

b
c’e§t-a-dire J f(x)dx
a
b c d
Proposition 13.— Si c €]a,b[, on a j f(x)dx = J fila,c(x)dx +f fie.ay(x)dx.
a a c

Preuve : Soit s une subdivision adaptée a f. On prend s, la subdivision définie par s, : a < c < b. Soit
s =sAs., avec cette subdivision le résultat est immeédiat.

1.3 Intégrales de Riemann.
1.3.1 Sommes de Riemann, sommes de Darboux.

Définition 14.— Une subdivision pointée de [a, b] est la donnée d’un couple (s, t) ot s :a=xy <x1 <--- <%,
désigne une subdivision et t un n-uplet de point de [a, b] vérifiant

Vi=1,---,n, t; €[x;_1,x;]

On note %([a, b]) Vensemble des subdivisions pointées de [a, ).

On considére une application f de [4,b] dans R.
Définition 15.— Si (s,t) désigne une subdivision pointée de [a,b] (s :a = xg < x; < -+ < X, et t =
(t1,-++,t,)), on appelle somme de Riemann de f associée a (s,t) le réel

n

Rign(F) =) (xi=xi1)f (t)

i=1

Définition 16.— Si f e$t bornée sur [a,b] et sis:a=xy<x <---<x, désigne une subdivision de [a,b], on
appelle "somme de Darboux supérieure” de f associée d s le réel

n

D,(fr$)=) (xi=xi1) sup f(x)

i=1 X€[xi_1,%;]

et "somme de Darboux inférieure” de f associée a s le réel

n

Do(f,$)=) (xi=%.1) _inf f(x)

) xe[xi_1,x;]
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Lemme 17.— Si f e$t bornée, alors pour toute subdivision pointée (s,t) € @([Q, bl), ona

Dinf(f’s) < R(s,t)(f) < Dsup(f’s)

Preuve : Ceci résulte du fait que sis:a=xy <x; <---<x,, alors pour touti=1,---n,0n a

inf  f()<f(t)< sup f(x)

X€[xi_1,%;] x€[x;_1,x;]

Lemme 18.— Si s et s sont deux subdivisions de [a,b] telle que s soit plus fine que s, alors si f est bornée
ona

D,(f,5) <D,(f,s) < D..(f,s) <D,,(f,s)

[ ’ . . .
Preuve : Si l'on pose s : x; < --- < x,,, comme s e$t plus fine que s alors, pour tout i = 1,---,n—1, il
exiéfce une .sgbfiivision Si X = Xj <o <Xjp <Xjyp de [x;,x;;1] telleque s 1a<---<x;; <---<b. Pour
un indice i fixé, on a
Vi=1,---,n;, inf f(x)< inf  f(x)

x€[x;,Xi41] x€[x;, 5% j41]

etdonc inf f(x)< ) (xjj;1-x;) inf  f(x). Ainsi,
x€[x;,x41] ’ 7 xelx; i 1]

D,(f,s) <D, (f,s)

Le cas des sommes de Darboux supérieures se traite de la méme maniere.

1.3.2 Fonéion Riemann-intégrables.
Théoréme 19.— Soit f : [a,b] — R une fonétion. Les propositions suivantes

i) Pour tout € > 0, il existe g, et h, deux éléments de & ([a, b)) tels que:
b b
g <f<h.et J- hg(x)dx—'l' ge(x)dx <&
a a

b b
En particulier, les réels M(f) = nf J h(x)dx et m(f) = sup J g(x)dx existent et sont
a a

i
heg ([a,b]).f<h ge&((ab)).f2g
égaux,

ii) f est bornée et il existe un (unique) réel I tel que
Ve >0, Ja>0, V(s,t) € Fub([a,b]) (r(s) < a => [l - Rig () < )
iii) f est bornée et

Ve >0,3a >0, Vse FLub((a,b)) (n(s) <@ = D,,(f,5) - Dulf,5) <¢)

iv) f est bornée et
Ve >0, Is € Fub([a,b]) D, (f,s) —D,(f,s)<e
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sont équivalentes.

Preuve : Il convient, en premier lieu, de démontrer I'implication contenue dans la proposition i). En
posant € = 1, il existe g; et hy deux fonctions en escalier telles que g; < f < hy. En particulier, si g et
une fonétion en escalier telle que g < f, alors g < h;. On a donc

b b
vge&(ab)), f > f gl < f Iy (x)dx

b

et ainsi, m(f) = sup f g(x)dx exiSte. On a de méme, l'exiStence de M(f). Il e$t clair (par
ge&([ab]), fzgJa

prolongement des inégalités) que m(f) < M(f). Si € > 0, il exiSte g, et h, deux éléments de &([a, b])

tels que

b b
g <f<hget J hg(x)dx—J ge(x)dx<e
a

a

b b
et alors J ge(x)dx <m(f)<M(f) < f he(x)dx. On en déduit que
a a

0<M(f)-m(f) <e
Cet encadrement étant valable pour tout € > 0, on en déduit finalement que M(f) = m(f).

i) = ii) Il est déja clair que f est borné, car f est majorée par une fonction en escalier et celles-ci sont
bornées. Par ailleurs, si le réel I exiSte alors il e§t unique. en effet, considérons deux réels I et I qui
vérifient la propriété ii). Pour tout ¢ > 0, il exiSte @ > 0 tel que

V(s,t) € Pub([a,b]) (r(s) < @ = [ - Rig(f)| < e/2 et I = Res ()] < &/2)

et donc ) )
I=T1<|I=Rin(H)I+II =Rin(fll<e

Cet encadrement étant valable pour tout € > 0, on en déduit finalement que I =] .

Voyons maintenant l'exi$tence du réel I. Posons I = m(f) = M(f), on fixons un & > 0. Par hy-
pothese, il existe g, et h, deux éléments de &([a, b]) tels que

b b
g <f<hget f hg(x)dx—J. gg(x)dx<§
a

a

‘I - Lb ge(x)dx

On a, en particulier,

&
< —
3

Sil’'on note @, = h, — g, alors

b €
0<f-gtspoer | guadx<s
a

Soit (s, t) une subdivision pointée de [a,b] (s:a=xg<x; <---<x,=bett=(t,-,t,)). Consid-
érons le sous-ensemble D de [4, b] composé des points ou ¢, ou g, ne sont pas continues. Cet ensemble
est fini et 'on note p sont cardinal. On note alors

A={i=1,---,n/[x;_1,x;]N D = 0}

et B le complémentaire de A dans (1,2,---,n). L'ensemble B représente I’ensemble des indices i tels
que sur [x;_1,X;], @, et g. sont continues. On voit que A e$t fini et que card(A) < 2p.
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Pour i € B, on note A; la valeur de g, sur [x;_1,x;] et A; celle de ¢, sur [x;_1,x;]. On a

b n X;
[ amx-ronon =Y ([ stnx-cs-xis0)

i=1

Décomposons cette derniere somme en deux sommes, indicées respectivement par A et par B.
Pour la somme indicée par B, on a

X(J g (dx—(x, —xi_1>f<ti>) = (i—x (A= f(1) = ) (xi—xi)(& () - (1)
ieB “WXi-1 i€B ieB
on en déduit que

Z(IXI gf(x)dx_(xi—xi-l)f(ti))

i€B

b
< Y limmpdt) = Y (s —x)ki< [ g <3

i€B i€B

Regardons maintenant la somme indicée par A. Si p désigne un majorant de ¢, et de g, sur [a,b],
on a alors

Z(f g xdx—(x —x,-_1>f<ti>) < Z(f g0+ (x —xi_lw) <3p) (xi-xi1)
ieA Y i-1 ieA Y i-1 icA
< 6pumn(s)

Posons a = @ Si (s,t) est une subdivision pointée de [a, b] telle que 7t(s) < a, alors

J;bge<x>dx

3 L1,
< 3 on en déduit que

+

b
|I _R(s,t)(f) <|I- j ge(x)dx_R(s,t)(f)|

nge( )dx
ZJ Le(x)dx —(x; —x;_1)f

zeB

et puisque l'on a

b
gs(x)dx_R(st ‘
a

Zf e (x)dx — (x; —xi_1)f (1)

< —+6p,u7‘(( s) <

b
—f g (x)dx

ii) = iii) Soient ¢ > 0 et s: a = xy < x1 < --- < X, une subdivision de [a,b] telle que 7¢(s) < a (le réel a

étant celui donné par ii)). On pose m; = infye[y, | v, f(x) et M; = SUPselx; 1x;] f (x). Par définition méme

de la borne supérieure et inférieure, il exi$te t; € [x;_1,x;] et u; € [x;_1,x;] tel que m; < f(t;) <m; +¢€ et
i —& < f(u;) < M;. Posons t = (t1,---t,) et u = (uy,---u,). On a alors

Dii(f,5) < Risp)(f) < Dy f,5) + €(b - a)

inégalité qui, additionnée a I'inégalité |I < %, montre finalement que |I — R 4(f)| <.

et
D,,(f,s)—€(b—a) < R(su)(f) < Dy, (f,9)
ce qui assure que
0< Dsup(f ) - Dinf(f's) < R(s,u)(f) - R(s,t)(f) + 2‘5(b - (1)

Par hypothese, on a [Rs ,)(f)| < € et [R5 ()| < €, ainsi
D, (f,$) = Du(f,s) < 2e(1 + (b —a))

En prenant e = 2¢(1 4+ (b—a)), on obtient alors le résultat.
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iii) = iv) Immédiat.

iv)=i)Soiente>0ets:a=xy<x; <--- <X, une subd1v1510n de [a,b] tel que D, (f,s)— D, (f,s) <e.
On définit g, et h, par Vi=1,---n, Vx e]xl_l,xl[ ge(x) = infyepy, | 1) f(x) et he(x) = supxe[xiillxi]f(x) et

8e(xi) = he(x;) = f(x;).
I1 e$t clair que g.(x) et h.(x) sont en escalier et que g.(x) < f(x ). Maintenant, par con$truc-

tion méme on a )

b
fg( x)dx = D (f,s )etf h(x)dx = D, (fs)

a

d’ou le résultat.

Remarque 20.— La propriété i) du théoréme 19 e$t équivalente a la propriété suivante :
Pour tout € > 0, il existe g, et h, deux éléments de &([4, b]) tels que

b

|f —gel <he et f he(x)dx < e
a

Définition 21.— Si f : [a,b] — R vérifie les quatre propriétés équivalentes du théoréme 19, on dit que f est
"Riemann-intégrable”, ou plus simplement "intégrable”. On définit alors "I'intégrale” de f sur [a,b] comme
étant le réel I intervenant dans la propriété ii) du théoréme 19.

b
On note I = J f(x)dx (ou parfois f: f) et Uon désigne par ¥ ([a,b]) I'ensemble des fonétions inté-
grables. ’

Remarques 22.— 1/ Si f et intégrable, on a alors

b b
flx inf J h(x)dx = sup J g(x)dx
j he% b)), f<h ge&([a b)), fzgJa

2/ L'ensemble _#([a,b]) et un sous-ensemble des fonctions bornées de [4,b] dans R.

Proposition 23.— Si f € #([a,b]) et (s,,, t,,), désigne une suite de subdivisions pointées de [a,b] telle que
lim7e(s,,) = 0 alors
n

b
L D, (f,) =B DL (f ) = i Re (1) = [ F(ds
a

Preuve : D’apres le lemme 17, on a

Dinf(f’ 511) < R(s,,,t,,)(f) < Dsup(f’sn)

Puisque 7t(s,) — 0, la propriété iii) du théoréme 19 montre les deux suites D, (f,s,) et D,,,(f,s,)
sont adjacentes (et donc convergentes). Ainsi,

llrllrl Dsup(f’ SY[) = lirllrl Dinf(f’ Sn) = 11}}‘1 R(Sn,tn)(f)

Maintenant, la propriété ii) du théoréme 19 assure que, pour tout € > 0, il existe N € N tel que

Yn>N, <e

b
j f(x)dx—Ris, ()

b
car limrt(s,,) = 0. On en déduit finalement que R, ; )(f) converge vers j f.
n

a
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Exemple de fon¢tion Riemann-intégrable 24.— On définit la fonétion f : [0,1] — R par

f(t) = 0siteQout=0
1/g si t € Q* avec t = p/q la forme irreductible de la fradtion

La fonction f est intégrable et d’intégrale nulle. En effet, si 'on pose € > 0, on considére alors
l'ensemble A, = {t € [0,1]/f(t) > ¢€}.

Site A, alorst € Q et sil'on pose t = p/q (forme irréduétible) on a alors 1/q > ¢ et, par suite,
0 <p <g<1/e. On en déduit que 'ensemble A, est fini que I'on peut donc énumérer A, = (xq,xp,---X;,)
avec x; < x;41. Comme 1 € A, on a x, = 1 et, si l'on pose xy, = 0, on obtient alors une subdivision de
[0,1].

On définit alors une fon&tion en escalier f. de la maniére suivante : si t €]x;, x;,1[, on pose f.(t) =0
et si t = x; on pose f.(x;) = f(x;). Soit g. la fontion constante égale a € sur [4,b]. On a alors

teA = f()<e=g = |f(t)-f(t)<g
teA = f(t):fe(t) - |f(i')—f€(l‘)|:Ogg£

ce qui montre que

fe_gssf(t)gfs"'ge

1
Comme j 2¢.(t) < 2¢, on en déduit que f et intégrable (par le i) du théoréme 19) et que
0

Lbf(t)dt: 0

Le caractere borné des fontions intégrables n’est pas caractéristique :

Exemple de fonction bornée non Riemann-intégrable : Considérons la fontion caraétéristique des

rationnels f = 1q sur [0,1]. Considérons ¢ = 1/2 et s:a =xy < x; <--- < x,, une subdivision de [a, b].

Comme Q e$t dense, pour tout i = 1,---,n il existe x €]x;_1,x;[ tel que x € Q,donc  sup f(x)=1. De
X€[xj-1,%]

méme comme le complémentaire de Q dans R et dense, on a [inf ]f(x) = 0. Par conséquent, quelle
XE|Xj_1,X{

que soit la subdivision s, on a
Dsup(f’s)_Dinf(f’S) = 1 > 1/2> €

ce qui met en défaut la propriété iii) du théoréme 19.

1.4 Propriétés élémentaires.
1.4.1 Propriétés fondamentales.
Les propriétés qui suivent, découlent des propriétés de I'intégrale des fonctions en escalier.

Proposition 25.— Lensemble 7 ([a, b]) et un sous-R-espace vecloriel de R1%Y) Stable par passage d la valeur

b
absolue. L'application de % ([a,b]) dans R qui a f associe J f(x)dx est une forme linéaire.
a
Preuve : Soient f et ¢ deux fonétions intégrables et a un réel. Si (s, t) désigne une subdivision pointée
de [a,b], alors on a
Ris)(f +ag) = Ris,n(f) + aRs1)(8)
f + ag e§t donc intégrable et

b b b
f (f+ag)(x)dx:f f(x)dx+af g(x)dx

Nous verrons au corollaire 58 a venir que si f € #([a,b]) alors |f| € #([a,]]).
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Corollaire 26.— Soit f € #([a,b]). Si g désigne une fonétion de [a,b] dans R telle qu’il existe (x1,---,x,) €
[a,b]" vérifiant Vx € [a,b]/{x1,---,x,,}, g(x) = f(x) alors g est intégrable et

bf(x)dx: bg(x)dx
J e

(Autrement dit, on ne change pas la valeur de 'intégrale d’une fonétion si on change cette fonétion en un
nombre fini de points)

Preuve : La fonltion h = f — g e§t une fonction en escalier d’intégrale nulle, car nulle sauf en un
nombre fini de points. D’apres la proposition précédente, g = f + h e§t donc intégrable et Ig = If

Proposition 27.— Soient f € F([a,b]) et s:a=cg<cy <--- <c¢, = b une subdivision de [a,b]. On a
b m Ci
[Trwan=) " [ fiosaoax
a i=1 YCi-1

Preuve : Si l'on pose

flore)(®) = fx)sixelei, ol
= 0 sinon

n b Ci
on a alors f(x) = Zﬁ[:;i](x) x € [a,b]. Comme j ﬁ[CF/l\’Ci](x)dx = f fei1,ci1(x)dx, on en déduit,
i=1 a Ci-1

par linéarité,

b m ci
[Prwar=)" [ figraioex
a i=1 Y ¢i-1

b
Proposition 28.— Si f e$t une fonéltion intégrable et positive sur [a,b] alors f f(x)dx>0.
a

Preuve : D’apres la proposition 23, si (s,, t,), et une suite de subdivisions pointées de [a,b], alors

b
lm R, (1) = |

Pour tout entier #, la somme R ; \(f) eSt positive, le résultat s’obtient alors par passage a la limite
des inégalités.

Corollaire 29.— Si f et g sont deux fonctions intégrables sur [a, b] et telles que f > g, alors

Lb f(x)dx > Lb g(x)dx

Lbﬂx)dx < Lb F (vldx.

b
Preuve : La proposition précédente assure que f (f —2)(x)dx > 0 et, par linéarité, on en déduit que
a

En particulier, on a

Lb(f - g)(x)dx = Lbf(X)dx - ngu)dx >0
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On sait que la fon&ion |f| e$t intégrable et, comme —|f| < f <|f|, on en déduit que

b b b
—JWﬂﬂMx;JfWstflﬂme

Proposition 30.— Si f : [a,b] — R est une fonétion continue, intégrable et positive, alors

b
f f(x)dx =0 Vxeab], f(x)=0

X e
f 0>, par continuité de f en x(, on

2
>f(xo)
-2

six € [xg—a,xg+a] et e(x)=0sinon. Il

Preuve : Soit xq € [4,b] un point tel que f(xg) > 0. Prenons ¢ =

déduit 'exiStence de a > 0 tel que Vx €]xg — a, xg + [ on ait f(x)
f(xo)
2

est clair que f(x) > e(x) et donc, d’apres le corollaire 29, on a

b b
J; fx)dx > J; e(x)dx = Za@ >0

Soit alors e la fonétion en escalier définie par e(x) =

ce qui et absurde.

Remarque 31.— Cette proposition n’est bien évidemment valable que dans le cas ou f e§t continue (il
suffit de prendre une fon&ion nulle sauf en un point pour le voir!).

1.4.2 Intégrales orientées.

Définition 32.— Soit a et b deux réels tels que b < a et f une fonction intégrable sur [b,a]. On pose par

définition
J%fumx=—waUMx
a b

La flx)dx=0

De méme on pose

On a alors les propriétés suivantes :

Proposition 33.— Soient b < a.

b
1/ L'application de 7 ([b,a]) dans R qui d f associe J- f(x)dx est linéaire.

b
2/ Si f € #([b,a)]) et f positive, alors J- f(x)dx <0.

Lb f(x)dx

b a
3/ Si f € #([b,a]) alors < I—[ |f (x)|dx| = L |f (x)|dx.

Preuve : Immédiat.
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Proposition 34.— (Relation de Chasles) Soient S un segment et f une fonétion intégrable sur S. Si a,b,c

désignent trois points de S, alors
b c b
J. f(x)dx = J f(x)dx+J f(x)dx
a a c

Preuve : Immeédiat.

1.4.3 Sommes de Riemann particuliéres.

On a vu a la proposition 23, que si f est une fonction intégrable et si (s, t,,),, 5t une suite de subdivi-
sions pointées de pas convergeant vers 0, alors la suite des sommes de Riemann associées convergeait
vers I'intégrale de f. Certaines de ces sommes sont remarquables :

Proposition 35.— Si f est une fonétion intégrable sur [a,b], alors les suites

b
SHP(f 2 ( ) (Somme de Riemann a pas régulier, en les points supérieurs)
b a n-1
SH(f " f (a + z—) (Somme de Riemann, a pas régulier, en les points inférieurs)
i=0
, b—a o (b—a) , . L , -
Sp(f) = " fla+(2i-1) 7 (Somme de Riemann, a pas régulier, en les points médiants)

—_

b
convergent vers J f(x)dx
a

Exemple : (Nous verrons plus loin qu’'une fon&ion f continue sur [a,b] e$t intégrable et que si F
désigne une primitive de f alors Lbf(x)dx = F(b)-F(a).) On considere la suite (u,),, définie par

VYn e N, 1+ ! +- +1
n U, = —+ —— —
"Tn on+1 2n

Sil'on pose a=1 et b =2 et que l'on considére la fonction f(x) = 1/x sur [1,2] alors

,_.

n—1 . n—

siin=L Sl )18

i=0

I
(=)

et donc u, = SM(f) + zl_n La fondtion f e$t continue et x — In(x) e§t une primitive de f, on a donc

2
. . oin dx
hrrlnun = hrrlnSnf(f) = x =1n(2)

2 Caraltérisation des fon&tions Riemann-intégrables.

Il apparait intuitivement, notament en considérant les sommes de Riemann que pour qu'une fonc-
tion f : [a,b] — R soit intégrable au sens de Riemann, il faut que celle-ci est un nombre "raisonnable”
de points de discontinuité. L'objet de cette partie est de montrer que la Riemann-intégrabilité dépend
exclusivement de ’ensemble des discontinuités des fonctions considérées.
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2.1 Cara&érisation de Lebesgues.
2.1.1 Ensemble négligeable, propriétés vraies presque partout.

Définition 36.— Soit E C R, on dit que E e$t un ensemble négligeable (ou de mesure nulle) si pour tout
€ >0, il existe une suite d’intervalles ouverts et bornés (]a;, b;[)ien de R telle que

+00
ECLJO]a“b[ et ;( i—a;)<ée
1 1=

Remarque 37.— Une conséquence immédiate de la définition e§t que si A e§t négligeable et B C A,
alors B et négligeable.

Lemme 38.— Tout sous-ensemble dénombrable de R est négligeable.

Preuve : Soit E un ensemble dénombrable. On peut donc écrire E comme la réunion d’une suite de
réels (e,),. Fixons € > 0 et pour tout n > 0, posons a,, = ¢, — &/2"*3 et b, = e, + €/2"*3. 1l et clair que

+00
EcC U]ai,bi[
i=0

mais, comme b, —a, = ¢/2"*2, on a donc

+00 +00 1 e
Z(bn—un) :EZZM =5 <e
n=0 n=0

et ainsi, E et bien négligeable.

Lemme 39.— Toute réunion dénombrable d’ensembles négligeables est négligeable.

Preuve : Soit (E,),, une suite d’ensemble négligeable. Fixons ¢ > 0. Par hypothese, pour tout n € IN, il

existe une suite d’intervalles ouverts et bornés (]a}, b}[);en de R telle que

+0o +00 e
n n n n
EHCLJO]ai,bi[ et ;(bi )< 5
1= 1=

Lensemble des intervalles (]a}, b}'[)(,,ijen2 €St dénombrable, on peut donc I’énumérer en une suite
d’intervalle (Jag, Bx[)x- On a

+00 +00

UE cJ e 001= U]ak Bil

n=0i=0

Maintenant i — ay et toujours positif, donc on a

o0 (o) o0 o0 e
) (Beman=) ) (bi-a)<) 5=
k=0 n=0 i=0 n=0

et ainsi, E = U E, eSt négligeable.
n=0

Si les ensembles dénombrables sont négligeables, la réciproque n’e§t pas vraie. Un des exemples
les plus célebre est celui de ’ensemble triadique de Cantor : on définit, par récurrence, une suite de
parties de [0,1] de la maniére suivante :

e Ky=[0,1]
o Ky =[0,1/3]U[2/3,1]
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2?1
e Sipourn=>1, K, = U[aZ/?;”, b;/3"] ot les réels aj et by sont tels que (a}/3",b}/3") € [0,1]° et
k=1
2n+1
aql/3n < b”il/3n < ag/g’n < bg/3n < ... alors on pose, Ky = U[az+1/3n+l,bz+1/3n+l]’ avec ag}:_ll — 3aZ,
k=1

ag,jl =3a;+2, bg,ﬂl =3b} -2, bgfgl =3b} pour k=1,---2".

De maniere générale, pour passer de K, a K,,;1, on prend chaque segment de K,;, on le "coupe" en trois
parties égales et on retire celle du milieu :

Ky

La suite (K,,) e§t une suite décroissante (au sens de l'inclusion) de fermés de R. L'ensemble tri-
adique de Cantor e$t alors la partie K = ;%) K,,. Comme le suggére la figure ci-dessus, cet ensemble
figure dans ce que 1'on appelle les "objets fractals".

Pour justifier 'adjectif "triadique”, il faut voir que K e$§t exactement I'ensemble des réels qui ont
un développement triadique, ne faisant pas apparaitre de 1 :

+00
xeK:m:ZZ—]’i a4 =0,2
k=1

Le développement que l'on considere ici n'est pas forcément propre. Par exemple, le réel 1/3 a

+00
2
pour développement propre 1,0,0,--- et pourtant 1/3 € K car on a aussi 1/3 = Z?
k=2
Pour montrer cette caraltérisation de K, il suffit de remarquer que
+00 a
xeKn<:>x:Z—k ar=0,2pourk<mneta,=0,1,2 pourk>n
3k
k=1

On déduit de cette caratérisation que K n’e§t pas dénombrable, car K e$t alors en bijection avec
I'ensemble {0,2}™ qui e§t lui-méme en bije&tion avec P(N).

L'ensemble K, étant une intersetion de fermés, e$t fermé et, comme il e§t borné, il est compact.

Enfin, si ¢ > 0, il exi$te n € IN tel que (2/3)" < /2. Si I'on consideére les intervalles ]a}, b}[, on a

alors
271

Z(b;g —al)=(2/3)" < ¢/2
k=1
Soit a = 555, considérons les intervalles Jay — a,ai + a[ et les intervalles Jby —a, by + af. On a
211 2”
€

Y (@ra)—(a=a) =) ((be+a)-(be-a)=2"(2a) = 5

k=1 k=1
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. 2" 2" 2"
KcK,c ]aZ,bZ[UU]ak—a,ak+a[UU]bk—a,bk+a[
k=1 k=1 k=1
et
2" 2" 2"
Y Bi—a)+ ) (a+a)-(a—a)+) ((bp+a)-(be—a)<e
k=1 k=1 k=1

Il s’ensuit que K e$t une partie négligeable.

Pour résumer, K et compact, indénombrable et négligeable.
Définition 40.— On dit qu’une fonction f : [a,b] — R vérifie une propriété ponctuelle "presque partout”
sur[a, b), si elle la vérifie sur un ensemble de points A C [a, b] dont le complémentaire [a,b]-A est négligeable.

Théoreme 41.— Soit f : [a,b] — R une fonétion intégrable positive. Les propositions suivantes

i) jbf(x)dx =0,
a
ii) f est presque partout nulle sur [a, b),
iii) 'ensemble des points oui f ne s’annule pas est une partie d’intérieur vide,
sont équivalentes.
Preuve : On pose E = {x € [4,b]/ f(x) # 0}. Pour un entier n > 1 donné, on considére la subdivision a
pas régulier 0, : xg <--- < x,, (i.e. pour toutk=0,---,n, xy =a+ k(b—;“)) et 'on note D" = D, (f,0,) la

b
somme de Darboux supérieure. Puisque f et intégrable, on a lim D" = J f(x)dx.
n
a

non ii) = non i) Pour tout entier £ > 1, considérons I'ensemble E; = {x € [a,b]/ f(x) > 1/n}. On a
Ues1 Ee = E et, en appliquant le lemme 39, on en déduit qu’il existe un entier ¢y > 1 tel que E;, ne
soit pas un ensemble négligeable. Il existe donc € > 0 tel que pour toute suite d’intervalles ouverts et

+00 +00
bornés (]a;, b;[)ien de R telle que E C U]ai,bi[ on ait Z(bi —a;) = ¢e.
i=0 i=0
Considérons les ensembles d’indices

A:{k:O,m,n—l/ sup  f(x)> 1/50}

x€[xp,xk11]

et B={0,---,n—1}-A. Six € Eg, il exi$te un indice k € A tel que x € [x}, x¢,1] et donc Eg C U[xk,xk+1 ]

keA
Z(xk+1 —xp) =€

keA

On en déduit que

Par ailleurs, on a

D" = Z(xk+1_xk) sup f(x)+Z(xk+1_xk) sup  f(x)

keA X€[Xp,Xpe41] kTB X€[Xp,Xk41]

&

> Z(Xk+1 —-xg) sup f(x)= 7 Z(Xk+1 —xx) > 7
keA XE[Xp,Xpr1] 0 keA 0

b
Par passage a la limite, on en déduit que j f(x)dx > gi > 0.
a 0

ii) = iii) Immédiat compte-tenu du fait qu'un ensemble négligeable est d’intérieur vide.
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iii) = i) Fixons un entier n > 1. Puisque E e§t d’intérieur vide, pour tout k = 0,---,n — 1, il existe
tx €]xk, xk11[—E (en particulier f(t;) = 0). Si l'on considére alors la subdivision pointée (s,,p,) avec
pu = (to,-++,ty-1), alors R(s, , 1(f) = 0. En appliquant la proposition 23, on trouve finalement

b
lm R (1) = | 6)dx =0

Remarque 42.— Un ensemble négligeable et d’intérieur vide, mais la réciproque de cette propriété
est fausse : I'ensemble E = [0,1] - Q e$t d’intérieur vide (puisque Q e$t dense) mais n’est visiblement
pas négligeable. L'équivalence ii) & iii) du théoreme précédent pourrait ainsi étre trompeuse. Elle
a lieu car 'ensemble E que 'on consideére ici et celui des points ou une fonétion intégrable ne s’annule
pas, ceci limitant considérablement le choix pour E.

Corollaire 43.— Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a,b]. Si f = g presque partout sur [a,b] alors
b b b
J f(x)dx = J g(x)dx. Réciproquement, si j |f (x)— g(x)|dx = 0, alors f = g presque partout.
a a a

Corollaire 44.— Soient f et g deux fonélions intégrables telles que A = {x € [a,b], f(x) = g(x)} soit un

ensemble dénombrable. Alors ) )
[ reax= [ gt
a a

Remarque 45.— Il faut faire attention a ce dernier corollaire et ne pas tenter d’y lire un énoncé du
genre: Si f est intégrable sur [a,b] et que I'on change les valeurs de f en un nombre dénombrable de points
alors I’intégrale de f ne change pas. En effet, il faut s’assurer d’abord qu’en changeant certaines valeurs
de f on garde une fonltion intégrable: La fonétion nulle et bien intégrable, d’intégrale nulle; mais
la fonction caradtéristique des rationnels n’e§t pas intégrable et differe pourtant de la fonétion nulle
seulement sur un ensemble dénombrable (QN[0,1]).

Sur #([a,b]), on définit une relation d’équivalence =, par
f = g< f =g presque partout
On considere alors ’ensemble quotient

F(ab]) = F (b)) =

b b
Si f e$t un élément de cet espace, on peut définir j f(x)dx comme étant j f(x)dx ou f € #([a, b))
. a a
est un représentant de f (d’apres le corollaire 43, la valeur de cette intégrale ne dépend pas du choix
de f).
b
Il e$t clair que si f = g alors |f| = |g|, ainsi si f € #([a,b]), on définit f |f (x)|dx comme étant
a

I'intégrale fub |f (x)ldx ol f représente f. On vérifie alors que F([a,b]) e& un R-espace-vectoriel, et
que l'application de ¥ ([a,b]) dans R qui a f associe Lb |f (x)|dx e§t une norme sur _#([a, b]).

2.1.2 Oscillation d’une fon&ion.

Définition 46.— Soit ACIR, et f : A — R une fonétion bornée. Soit V.C A, on définit Uoscillation de f sur
V comme étant le réel

Q(f, V) =sup f(x) - inf f(x)

xeV
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On définit oscillation de f en un point x € A comme étant la valeur inférieure des oscillations de f sur V
quand V parcourt I'ensemble des voisinage de x:

w(f 2= inf O(fV)

Remarques 47.— 1/ Q(f, V) e§t toujours un nombre positif, ce qui ju$tifie I’existence de w(f,x) en
tout point.

2/ Lorsque x € A et intérieur a A, on voit que w(f,x) = lin(l]Q(f,x,e) = ingQ(f,x,e) ou Q(f,x,¢) =
E— E>
Q(f,Jx—ex+e[)= sup f(t)— inf f(¢).

N—e<txtE X—e<t<x+e
Proposition 48.— Soit f : A — R une fontion bornée et x € A. Les propositions suivantes
i) f est continue en x,
ii) w(f,x)=0,
sont équivalentes.

Preuve: i) = ii) Soit € > 0, il exiSte @ > 0 tel que ¥t € AN|xg—a,xg+a], |f(x)—f(t)| < €/2, en particulier
V = ANn]xy — a,xo + af e§t un voisinage de x dans A et Q(f, V) < ¢, donc w(f,x) < ¢ et donc w(f,x) = 0.

ii) = i) Soit ¢ > 0, par définition méme de w(f,x), il existe V € V(x) tel que Q(f,V) <e. Or Vt €
V, If(t)= f(x)| <Q(f,V) < ¢, donc f et continue en x.

Lemme 49.— Soit f : A — R une fonction bornée et x € A et h > 0. Lensemble Dy, des points x € A tels que
w(f,x) > h et un fermé de A.

Preuve : Soit x un point adhérent a Dy, par définition, tout voisinage de x rencontre Dj,. Fixons un tel
voisinage V et soit y € V N Dy, tel que V soit aussi un voisinage de p, alors Q(f, V) > w(f,v) > h. Donc
quelque soit V voisinage de x, on a Q(f, V) > h, donc w(f,x) > h, c’e§t-a-dire x € Dy,.

2.1.3 Le théoréme de Lebesgue.

Théoréme 50.— (Lebesgue) Soient [a,b] un segment de Ret f : [a,b] — R. Les propositions suivantes
i) f est intégrable,

ii) f est bornée et Uensemble des points de discontinuité de f est négligeable (i.e. f e$t continue presque
partout),

sont équivalentes.

Preuve : i) = ii) Il eSt déja clair que f e$t bornée. Soit D I'ensemble des points de discontinuité de
f. Pour h > 0, on note Dy, I'ensemble des points x de [a, b] tels que w(f,x) > h. Cet ensemble e$t fermé
d’apres le lemme 49 et, en vertue de la proposition 48, ona D = U Dy/p.

nelN*
Soit alors nn > 0 et € > 0, puisque f est intégrable, il existe une subdivision s: sy <--- <, de [a,]]

telle que

m

) _si=sia)( sup flx)= inf f(0)=

o1 x€[si-1,5;] XE[si-1,8i i

m
€
. g (@] Jsii1,8:]) < —
~ (51 51—1) (f [Sz 1 51]) n
SilonposeI={i=1,---,m/ [s;_1,5;]N Dy, =0}, on a alors

Z(Si =5i-1)Q(f, [si-1,5i]) < Zin

i€l
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et donc
Z(Si —si1) <o
- 2
i€l
Soit a = ﬁ et les intervalles V; =]s; — a, s; + af. Il est clair que

n
Dy, C U]Sz’fl)si[u U Vi
0

i€l i=

mais comme
n

Z(Si =si1)+ Z((Si ta)-(si-a))<e

iel i=0
on en déduit que Dy, e$t négligeable et, puisque D e$t la réunion des Dy, il et lui aussi négligeable
(lemme 39).

ii) = i) Notons D l’ensemble des points de discontinuité de f et fixons ¢ > 0. Comme D et néglige-
able, il exi$te une suite d’intervalle ouverts |a,, b,[ qui recouvre D et tel que

Y (bi-a<e

ielN

Soit x un point de continuité, il existe donc h, > 0 tel que Q(f,]x — hy,x + hy[) < €. L'ensemble
des intervalles Vj,_=]x —hy, x + hy[ recouvre 'ensemble [a,b] - U;en]a;, b;[ qui est compact et 'on peut
donc on peut extraire un recouvrement fini thl""'th . Maintenant les ouverts th1,---,th et

P p

la;, b;[ recouvrent [a,b] qui est compact, donc il exiSte un recouvrement fini de [a,b]. On suppose
pour plus de clarté que ce recouvrement soit Vj, o Vi lag, bol,+++, lag, by[. Comme ces ouverts sont
X Xp

des intervalles ouverts, il exi$te une subdivision s : sy < -+ <s,, de [a,b] tel que pour touti=1,---,n,
I'intervalle ]s;_q, s;[ soit entierement contenu dans un Vth ou dans un |a;, by[.

Notons J ={i =1,---,m 3k, |s;_1,s;[C Vth} etK={i=1,---,m3k, |s;_1,s;[Clak, b[}. Alors, on a

) = x QU [l = ) (= xi)Qf [xio,xD) + ) (5 =X 1)Q(f [xi1,xi])

i=1 i€l iekK

et

Z(xl- —x)Q(f, [xi-1, %)) < e(b—a)
Comme f e§t bornée, on a toujoul:sIQ( £, [xi21,x:]) < 2sup|f (x)| et donc
;ui ~xi-1)O(f, [xi-1,%i]) < 2suplf (x)] ;w ~xi1) < 2sup|f (x)| ZN@ ~a,) < 2esup]f ()
Ainsi

m

Y (i =x)Q(f, [xi1,x:]) < e((b—a) + 2suplf (x))

i=1
Le réel € > 0 étant quelconque, f vérifie bien les condition du théoréme 19 et e§t donc intégrable.

2.2 Conséquences.

Proposition 51.— Soient f, g deux fonctions intégrables sur [a, b].

1/ La fonétion f g est intégrable.

2/ S’il existe un réel p > 0 tel que pour tout x € [a, B], |f(x)| = p, alors la fonétion 1/f est intégrable.

Corollaire 52.— Lespace ¥ ([a, b)) est une sous-R-algébre de RI*?].
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Théoréme 53.— Soient f : [a,b] — R une fonétion intégrable et g : K — R est une fonétion continue telle
que f([a,b]) CK. Si go f est bornée, alors go f € F([a,b]).

En particulier, si K e$t compact, alors g o f est intégrable.

Preuve :

Remarques 54.— 1/ Considérons la fonétion f : [0,1] — R, définie par f(x) =xsix > 0et f(0) = 1. Soit
£:]0,1] — R définit par g(x) = 1/x. f e§t intégrable sur [0,1], g est continue sur ]0,1] et f([0,1]) C]0,1].
Alors go f(x)=1/xsix>0et go f(0) =1, et donc g o f nest pas intégrable car elle n’est pas bornée.
Cette pathologie provient du fait que ]0,1] n’e§t pas compact et qu’il e§t impossible de trouver un
compact K sur lequel g et continue et f([0,1]) C K.

2/ Le contre-exemple précédent fonctionne notamment parce que ’'on s’est arrangé pour trouver une
fon&tion g non bornée. Nous allons donner un nouveau contre exemple qui a pour but de montrer que
la composée deux fonctions intégrables n’est pas toujours intégrables.

Reprenons la fonétion f : [0,1] — R définie par f(t)=0sit2 Q, etsit€]0,1]NQ, f(t) =1/qg avec
g€ N ou t = p/q et la forme irreduétible de la frattion, et enfin f(0) = 0.

Soit g : [0,1] — R définie par g(x) = 1 si x > 0 et g(0) = 0. Ces deux fonctions sont intégrables sur
[0,1], mais g o f n’e§t pas intégrable. En effet, soit x ¢ Q, alors f(x) =0 et donc go f(x) =0. Si x € Q",
avec x = p/q alors f(x) =1/q et donc go f(x) = 1. Enfin go f(0) = 0. Donc sur ]0,1], go f e$t la fonction
caratéristique des rationnels. Comme on l'a vu, cette fonction n’eét pas intégrable.

Corollaire 55.— Soit f une fonétion intégrable sur [a, b].
1/ Les fonétions x — exp(f(x)), x —> cos(f (x)), x —> sin(f (x)) etc. sont intégrables sur [a, b].
2/ Si f est positive, alors pour tout a € [0,+oo[, la fonction f* est intégrable.

3/ Si f e$t minorée par une constante y > 0, alors la fonétion x v+ In(f(x)) est intégrable et, pour tout
a €R, la fonétion [ est intégrable.

Preuve :

Proposition 56.— Si f et g sont deux fonétions intégrables sur [a, b] alors la foncétion sup(f, g) l'est aussi.

Preuve : Soit Ef et E, les ensembles de points de discontinuité de f et de g. Si xo € Ef U E, alors f
et g sont continues en xy. Supposons que f(xg) > g(xg), alors, par continuité, il existe un voisinage
V de x; tel que pour tout x € V, f(x) — g(x) > 0 et donc sur V, on a sup(f,g) = f, ce qui montre que
sup(f,g) est continue en x,. Ainsi 'ensemble Eg,pf o) des points de discontinuité de sup(f, g) est un
sous-ensemble de I'ensemble Ef U E,. Les fonctions sont intégrables, donc Ef et E, sont négligeables
(théoréme 50) et donc, on en déduit par le lemme 39 que EfUE, et négligeable. Il s’ensuit que Egyp(f,q)
est aussi un ensemble négligeable. Pour finir, puisque f et g sont intégrables, elles sont bornées, il en
est donc de méme de sup(f, g). Par application du théoréeme 50 on en déduit finalement l'intégrabilité

de sup(f,g).

Remarque 57.— On a la méme propriété pour inf(f, g).
Corollaire 58.— Si f € #([a,b]) alors |f| € F([a, b]).

Preuve : On pose f* = sup(f,0) et f~ = inf(f,0) (on a alors f = f*+ f~). D’aprés la proposition
précédente, f* et f~ sont intégrables et il suffit alors de remarquer que

n=120

pour conclure.
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Remarque 59.— La réciproque de ce corollaire est fausse. En effet, la fonétion f(x)—1/2 ou f désigne
la fonction caradtéristique des rationnels sur [0, 1], n’e§t pas intégrable et pourtant, |f(x)+1/2| = 1/2
donc |f(x) + 1/2| est intégrable.

2.3 Mesure de Riemann.

On désigne par /# l'ensemble des parties de IR qui sont réunions disjointes d’'un nombre fini de
segment. Si E € /, il exiSte une unique suite ay < by <a; <b; <---<a, <b, telle que

E= O[aif bi]
i=0

On définit alors la "mesure" de E comme étant le réel

n

WE)= ) (bi—a;)

i=0

Etant donnée une partie non vide bornée A de R et un élément E € /Z, on con$tate que si E C A,
alors p(E) eSt bornée par une con$tante qui ne dépend que de E. Ainsi le réel

p(A)= sup u(E)
EeM ,ECA

existe. On appelle ce réel "la mesure intérieure” de la partie E. De méme, on définit "la mesure
extérieure" de la partie E comme étant le réel

*(A)= inf E
w(A) Ee}/?,AcE"()

Lemme 60.— Soient A et B des parties bornées non vides.
1/ u (A) < p*(A).

2/ Si AC B, alors y=(A) < ™ (B) et u*(A) < u~(A).
Preuve:

Définition 61.— Une partie non vide et bornée A de R est dite "mesurable au sens de Riemann" si y~(A) =
W (A). Dans cette situation le réel p(A) = p~(A) = u*(A) est appelé "la mesure de Riemann" de la partie A.

On étend la définition de p en posant u(@) = 0.

Proposition 62.— Soit A C B C C trois parties bornées. Si A et C sont mesurable au sens de Riemann et
que u(A) = u(C), alors B est mesurable au sens de Riemann et u(A) = p(B) = u(C).

Preuve : Puisque A et C sont mesurables au sens de Riemann, d’aprés le lemme 60, on a alors

#A) = p (A) < p (B) < p(C) = u(C) = u(A) = p*(A) < p" (B) < ™ (C) = p(C) = u(A)

Les inégalités sont donc des égalités, en particulier on a y~(B) = pu*(B) (et donc B e§t mesurable au sens
de Riemann) et u(A) = u(B) = u(C).

Théoréme 63.— Pour qu’une partie non vide et bornée A de R soit mesurable au sens de Riemann, il faut
et il suffit que sa fonction caraltéristique soit Riemann-intégrable. Dans ces condition, on a

b
HA) =f 14 (x)dx

ot a=infA et b =supA.
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Preuve:

Corollaire 64.— Soient A et B des parties de R mesurables au sens de Riemann. On pose a = infA et
b=supA.

1/ Si B C A alors A — B e$t mesurable au sens de Riemann et y(A — B) = p(A) — u(B).
2/ La partie A€ = [a,b] — A est mesurable au sens de Riemann et u(A°) = (b —a)— u(A).
3/ Les parties AU B et AN B sont mesurables au sens de Riemann et u(AU B) = u(A) + u(B) — (AN B).

Preuve: 1/ Ona 1, 5 = 14 — 15. Puisque 14 et 1p sont intégrables, la proposition 33 montre que
1,4_p lest aussi et ainsi, la partie A — B e$§t mesurable au sens de Riemann. Si l'on note ¢ = infB et
d =supB, on a alors [¢,d] C[a,b] et 1 e§t nulle sur [a,¢[ et |d, b]. On en déduit que

b b d b d
MA=B)= [ Lapidr= [ Lateddx— [ 1p09dx= | Lacodx= | 1ae0dx = )= i)

2/ On applique le 1/ en considérant Ay = [a,b] et By = A.

3/ On a 14, =sup(1y,1p) et 145 = inf(1y, 1g). Puisque 14 et 1y sont intégrables, la proposition
56 montre que 14, et 1445 le sont aussi, ce qui assure que AU B et AN B sont mesurables au sens de
Riemann.

Pour I'égalité u(AUB) = u(A)+ u(B) — u(AN B), commengons par supposer que ANB =0. On a alors
1405 = 14 + 1p et il s’ensuit que

d d
pAUB) = [ Latodxs [ Tp00dx= () + p(B)

(c =inf(AUB) et d = sup(A U B)). Pour le cas général, on écrit AUB = AU (B—(ANB)). Les parties
A —-(ANB)) et B sont disjointes et mesurables au sens de Riemann, en appliquant le cas particulier, on
trouve

HAUB) = u(A = (AN B))) + u(B) = p(A) = W(AN B) + u(B)

Proposition 65.— Soit A une partie bornée de IR.
1/ Si A est compact et négligeable, alors A est mesurable au sens de Riemann et p(A) = 0.
2/ Si A est mesurable au sens de Riemann et si y(A) = 0 alors A est négligeable.

3/ Si A e$t mesurable au sens de Riemann alors Uadhérence A de A U'e} aussi et HA) = y(Z). En particulier,
quand A e§t mesurable au sens de Riemann toute partie B vérifiant A C B C A est mesurable au sens de
Riemann et de méme mesure que celle de A.

Preuve:

3 Fondtions réglées.

3.1 Définition, propriétes.

Définition 66.— Une fonction f : [a,b] — R est dite "réglée” s’il exiSte une suite de fonctions en escalier
sur [a, b] qui converge uniformément vers f. On note Reg([a, b]) 'ensemble des fonétions réglées sur [a, b).

Lemme 67.— Soit f une fonétion de [a,b] dans R. Les propositions suivantes

i) f est réglée,
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i) Ve>0, 3f. € E([a, D) If — fello <&
sont équivalentes.

Preuve : Si (f,) converge uniformément vers f, alors pour tout € > 0, il existe N € IN tel que Vn >N,
IIf = full, < €. En posant par exemple f. = f, on a la premiére implication.

Soit € = 1/n pour n > 0. Il exi$te une fonction en escalier f. telle que ||f — f.||., < 1/n. On définit f, = f,
et on a l'autre implication.

Exemples 68.— 1/ Toute fonction en escalier est une fonétion réglée.

2/ La fontion f de I'exemple 24 et une fonction réglée. En effet, soit ¢ > 0 et soit N € N tel que 1/N <
e. Il n’y a qu’un nombre fini de rationnels de x € [0,1] tel que si x s’écrit sous la forme irréductible
p/q on ait g < N (il y en a au plus N!). Soit x; < x, < --- < x,, ces rationnels. On définit f, par
fe(x;) = f(x;), (i =1,---,n) et si x # x; pour tout 7, alors f.(x) = 1/N. Il et clair que f. e§t en escalier et

que [lIf —fell, <€

3/ La fonétion caradtéristique des rationnels sur [0,1] n’e§t pas réglée (c’eSt une conséquence de la
proposition 7o a venir).

Proposition 69.— Si f est réglée sur [a, b], alors f est bornée. L'ensemble Reg([a, b)) est une sous-R-algebre
de RI*Y) §able par passage a la valeur absolue. En d’autres termes, si f,g € Reg([a,b]) et a € R alors

(f +ag), fg |fl € Reg([a, b))

Preuve : Si f et réglée, en particulier, il existe f; € &([a,0]) |If - fill, < 1. Donc, par l'inégalité
triangulaire, on a |||f ||, — I fillo| < IIf — fill < 1, donc

1fillo =1 <l = Mlfilloo +1

f1 étant bornée, ||f1]|,, e$t un réel donc ||f||, e$t un réel et f est bornée.

Soient f et g deux fonctions réglées de [a,b] dans R et @ € R. Supposons que (f,), (resp. (g,),)
soit une suite de fon&tions en escalier de [a,b] qui converge uniformément vers f (resp. g). La suite
(fu+agy), est une suite de fonctions en escalier, or ||(f + @g) — (f, + agu)llo < IIf = fullo +llllg — gullos-
Donc la suite (f, + ag,), converge uniformément vers (f + ag) et ainsi Reg([a, b]) est un sous-RR-espace
veQoriel de RI#?].

La suite de fonctions (f,g,), et une suite de fonctions en escalier. Remarquons que comme (g;),,
converge uniformément vers f, la suite ||f,)||,, st bornée. Soit M un majorant de cette suite, alors la
suite (g,(f — f,)) converge uniformément vers 0 car ||g,(f — f,)ll., < Mllg.(f — fu)llo- De méme, puisque
f est bornée, la suite f(g— g,) converge uniformément vers 0, et comme on a (f¢ — f,8,) = §.(f — fu) +

f(g—8u) etquell(fg— fugnllo <18 (f = filllo +IIf (g — &n)llo alors (£,8y), converge uniformément vers
(f8)- Donc (fg) est réglée.

Enfin, pour tout x € [4,b], on a ||f (x)| = |f,,(x)I| < |f (x) = f,(x)| et donc
MFI=1fullleo < If = fulloo

La suite (|f,[),, (qui e$t une suite de fonctions en escalier, converge uniformément vers |f| et donc |f]
e§t réglée.

La famille des fonétions réglées e§t un premier exemple de famille générique de fonctions inté-
grables :

Proposition 70.— Toute fonction réglée f sur [a,b] est intégmble De plus, si (f,,) est une suite de fonétions

en escalier convergeant uniformément vers f, alors la suite (J fulx dx) converge et

hmf fulx dx—J- f(x)
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Preuve : Soit f réglée et (f,) une suite de fonctions en escalier convergeant uniformément vers f. Soit
€ >0, il existe n tel que

fu = flloo = sup [fulx)=f(x)|<e

x€[a,b]

On pose alors

ge(x) = gn(x) - ﬁ et he(x) = gn(x) +

Qe et h, sont deux fonctions en escalier telles que:

2(b—a)

b
&l < f <hier | (h(0-gdxs<e

a
Donc f e$t intégrable. Pour € > 0, il existe N € IN tel que

I3
b—a

Vn>N, Vxe[ab], [fu(x)- f(x)| <

Pour n > N, on a donc

b
sf o) - f(0ldx < e

Lbfn(x)dx - Lbfmdx

b b
et donc lignj fu(x)dx = f f(x)dx.

I1 e$t naturel de se demander si l'inclusion réciproque et vraie. La réponse e§t non et voici un
exemple. On prend K, I'ensemble triadique de Cantor, et on prend 'application f : [0,1] — R définit
par f(x)=1sixeKet f(x) =d(K,x)six & K (d(K,x) désigne la distance de xa K, i.e. d(K,x) = }nlglx—tl).

€

On va montrer que ’ensemble des points de discontinuité de cette fonction e§t exactement K.
Comme K est négligeable et que f e$t bornée, f sera donc intégrable au sens de Riemann. Si f était
réglée, K serait dénombrable (conséquence de la proposition 76 a venir), ce qui n’est pas le cas.

Soit x € K, il exiSte un voisinage V de x, tel que V N K =0 car sinon x, serait adhérent a K et par
suite comme K e$t fermé, x, serait élément de K.

Soit x( € K, alors pour tout @ > 0, il exiSte x & K tel que x €]xg—a, xo+a[. En effet sinon, il exiSterait
un intervalle ]t1, ;[ non vide inclus dans K, ce qui contredirait que K e$§t négligeable. Il exiSte donc
une suite x,, de réel de [0,1] telle que lim, x,, = xg et x,, € K. Comme d(K,x,,) < |x,, — x¢|, on a alors
lim,, f(x,) = 0 mais comme f(x) =1, on en déduit que f n’e§t pas continue en x.

Soit xq € K, il exiSte un voisinage V de x, tel que VN K = 0. En effet, sinon x; serait adhérent a
K et comme K e$t fermé on aurait xy € K. Il existe @ > 0 tel que [xg — a,xg+ a] C V. Les ensembles
K, ={teK, t<xg—a}et K} ={teK, t>xy+a}sont fermés et non videcar l e Ket 0 € K. On a
K =K, UK}, et K, contient sa borne supérieure ¢t~ et K contient sa borne supérieure t*. Il et clair
que d(xg, K) = inf(|xg — t*|,|xog — t7]). Deux cas se présentent :

1) |xg —t7| = |xg —t7|. On a pour tout x € [xg — &, x¢ + «], d(x, k) = inf(|x — t*|,|x — t7|) (on suppose que la
borne inférieure e§t [x—t*|. Alors d(x, K)—d(xg,K) = |x—t*|-|xg—t*|, on a donc |d(x, K)—d(xg, K)| < |x—xg-.
Dans le cas ou d(x,K) = [x —t7| on aurait la méme chose, et ainsi f e§t continue en x,.

2) [xg—t*| > |xg—t~| (par exemple). On a toujours pour tout x € [xg—a, xg+a], d(x, k) = inf(jx—t*|, |x—¢7]).
Soit € = (t* —17)/2, alors pour tout x € [xg — a,xg + @]N]xg — &,x¢ + €[, d(K, x) = |[x — 7|, et alors comme
précédement, |d(K,x) — d(K, xg)| < |x —xg| donc f est continue en x.
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3.2 Exemples.
L'interét des foncétions réglées, est que la majorité des fonctions "classiques" le sont.
Lemme 71.— Toute fonétion continue sur [a,b] est réglée.

Preuve : D’aprés le théoreme de Heine, la fonction f étant continue et 'intervalle considéré étant
compad, f e$§t uniformément continue. Par conséquent, pour € > 0 fixé, il existe @ > 0 tel que pour
tout x,v € [a,b],

k—yl<a = If(x)-fy)l <=

2
Si p e$t un entier tel cl{)ue (b—a)/p < a, on considere alors la subdivision a pas régulier s: ay < a; <
- <aydelab](a; = a+]— pour j =0,---,p) et la fonétion e, définie par, e.(b) = f(b) et

ec(x) = f(aj) pour tout j =0,---,p—1 et tout x € [aj,a;,1[

Pour touti =0,---,p—1 et tout x €]a;,4;,1[, on a donc

lec(x) = f ()| = 1f (@) = f0)] < 5 (car lx—ai] <a)

et comme e.(a;) = f(a;), on en déduit que |le, — f]|., < . La fonction e, étant en escalier, on en déduit
finalement que f e$t réglée.

Définition 72.— Soit f : [a,b] —> R, on dit que f e$t continue par morceaux si et seulement si, il existe
une subdivision s : a = xg < x1 < --- < x,, tel que pour tout i = 1,---,n il existe une application f; : [x;_1,x;]
continue telle que ¥x €]x;_1,x;[, f(x) = fi(x). On note GM ([a,b]) I'ensemble des fonctions continues par
morceaux sur [a, b].

Proposition 73.— On a l'inclusion 6.4 ([a,b]) C Reg([a, b]).

Preuve : On reprend les notations de la définition. On se place sur [x;_1,x;]. Fixons € > 0, d’apres le
lemme précédent, il existe e; une fontion en escalier de [x;_q, x;] telle que sur |x;_;, x;[ on ait

I1fi(x w0 <E
Soit alors e, la fonction en escalier définit par Vi =0,---n, e(x;) = f(x;) et
Vi=1,---,nVYx€lxj_1,x;[ e(x) = e;(x)

Il et clair que sur [a,b] on a |le - f||, < ¢, le résultat en découle alors.

3.3 Cara&eérisation.
Proposition 74.— Soit f une fonétion sur [a,b]. Les propositions suivantes
i) f est réglée sur [a,b],

ii) f admet en tout point de |a, b[ une limite droite et une limite gauche, et admet une limite droite en a et
une gauche en b,

sont équivalentes.

Preuve : On rappelle le théoreme suivant® : si Ja;, B;[; et une famille d’intervalle ouvert de RR telle
que [a,b] € Ujerlai, Bi[- Alors il exiSte un sous-ensemble fini ] C I tel que [a,b] € Uj¢jla;, Bl

ii) = i) Pour t € [a,b], on note f(f—0) la limite gauche de f en t et f(¢ + 0), la limite droite de f en
t. Soit € > 0, alors Vt €]a, b, il existe a; > 0 tel que Vx €]t —ay, t[, |[f(x)— f(t —0)| < e et Vx €]t, t + a4],

! Ce théoréme e$t en fait la caradtérisation, par l'axiome de Borel-Lebesgue, des ensembles compacdts. Une démonStration de
ce résultat pourra étre trouvée dans tout bon cours de topologie.
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[f(x)— f(t+0)] < e. De méme, il existe ag > 0 et a; tel que Vx €]b —ay,b[, [f(x)— f(1 -0)| < € et
Vxela,a+ agl, |f(x)—f(0+0) <e.

La famille d’intervalles ouverts (]t — ay, t + ay[) ¢}, Vérifie [a,0] € Uyepqpflt—ar t+ai[U]b—ay, b[U]a, a+
a,[. Donc il exiSte ti,---,t,_; des points de ]a,b[ tels que |a,b[C Uy, p11ti — @, ti + ay [U]1 -
a1,1[U]0, ag[. On suppose que a =ty <ty <---t,_ 1 <t, =bet t; +a; < tj;1 +a;y (il suffit de réor-
donner les points d’enlever les t; tel que |t; —a;, t; + a; [ soit entierement inclu dans un |t; —ay, t; + ay, [
pour j = i et éventuellement de prendre a; "plus petits"). On définit la fonétion e, par:

Sixelaa+ag, e.(x)=f(a+0).

Sixe[ti+ay, tiyi+ay, [ (i=1,---,n-2),e.(x) = f(ti +1+0).
Sixel[t,+ay,b], e(x)=f(b-0).

e. e§t donc une fonction en escalier telle que ||f — e[|, < €. Donc f est réglée.

i) = ii) Soit f une fondtion réglée, et (f,), une suite de fonction en escalier convergeant uniformé-
ment vers f. Soit x € [a,b[, pour tout € > 0 il exiSte N > 0 tel que Vn > N, Vt € [a,b], |f(t) - fu(t)| < .
Maintenant pour tout n, f, e$t en escalier, donc ¥n € N, il exiSte @,, > 0 et un unique 1, € R tel que
Vtelx,x+a,[, fu(x) = A,. Pour x € [a,b], on a donc:

Ye>0, AN €N, Vn>N Ja, > 034, >0 tel que Vt €lx, x + a,,], |f(t)—/\n|<§

En utilisant l'identité remarquable [A, — A;| <[f(t) = Ap[+|f (t) — A4| on en déduit que:
Ye>0, AN eN, Vp >N,Vq>N,|/\p—/\q|<£

Donc la suite (1,), eSt de Cauchy, donc convergente. Soit A sa limite. On a alors
Ve>0,IN, e NV >N, |An—A|<§

et
Ye>0, AN, e NVn >N, Ja, >0, Vi €lx, x+ a,[ |f (1) — Al <%

Donc pour N =sup(Ny,N,), n=N +1 et @ = a,, on a en utilisant a nouveau l'inégalité triangulaire:
Ye>0,da>0, Vie|x,x+af|f(t)-A<e

Ce qui dit bien que tlirn f(t) = A= f(x+0) (i.e. f a une limite droite en tout point de [4,b[). On
—xt
démontrerait de la méme fagon que f a une limite gauche en tout point de |a, b].

Corollaire 75.— Toute fonétion monotone sur [a,b] est réglée, en particulier, toute fonétion monotone est
intégrable.

Preuve : En effet les fonctions monotones admettent en tout point une limite droite et une limite
gauche: Soit xq fixé, comme f et monotone (croissante par exemple), I’ensemble {f(x)/x < xq} et

majoré par f(xg), donc admet une borne supérieure sup f(x). On a alors lim f(x) = sup f(x). On
x<xq X=Xy x<xq

obtient les autres cas de maniére similaire.

Notons enfin une propriété sur les discontinuité d’une fonction réglée :
Proposition 76.— L'ensemble constitué des points de discontinuité d’une fonétion réglée est dénombrable.

Preuve : Soit f une fonétion réglée et f, une suite de fonétions en escalier convergeant uniformément

vers f. On note D,, I'ensemble des points de discontinuité de f,,. On note D = U D,,, comme D,, e$t

nelN
fini, D e§t dénombrable.
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Soit x ¢ D. Pour ¢ > 0, il exi$te N € IN tel que ||f — fyll,, < &/2. Maintenant comme x & Dy, il exi$te
a>0etCeRtel que Vielx—a,x+af, fy(t)=C. Onadonc:

Vielx—a,x+al, [f(x)- f(OI<|f(x) - Cl+|f (1) - Cl < 2[lf - fyll <€

Ainsi f e§t continue en x, et I'ensemble des points de discontinuité de f et inclus dans D et il donc
est dénombrable.

La proposition 76 donne une nouvelle preuve, grace au théoréme 50 et au lemme 38, du fait
qu’une fonction réglée est intégrable.

Exemples 77.— 1/ Soit (x,,),, un dénombrement de [0,1]NQ (i.e. une bije¢tion 1 + x,, des rationnels
de [0,1]). On définit la fon&tion ¢ : [0,1] — R par:

pR= Y 5 90)=0

nelN/x,<x

Il et clair que @ et croissante, donc elle est réglée. De maniére plus précise, soit N € IN fixé. On

définit la fonction de [0,1], en(x), par en(x) = Z 5 Il e§t clair que ey est une fon&tion en
0<i<N/x;<x
escalier, en effet en rajoutant éventuellement 0 et 1 au points x,---,xy et en réordonnant le tout, on
obtient une subdivision adaptée a ey.
Maintenant, on a

+00

I N
lp-enllos ) 5p=2
k=N+1

et donc la suite ey converge uniformément vers .

Recherchons maintenant les points de discontinuité de ¢. D’aprés la démonstration de la propo-
sition 76, les points de discontinuité des ey étant tous rationnels, il s’ensuit que @ e$t continue sur
tout irrationnel de [0, 1]. Il est clair que ¢ est continue en 1. Soit x,, un rationnel de [0, 1] différent de
1. Si ¢ était continue en x,, alors on aurait limx_m; @(x) = p(xp). Or pour x > x,, on a:

PE-pr)= Y S=ar Y o

i/X,<x;<x i/X,<x;{<x

Donc ¢(x) - ¢(x,) > 277, et @ n’est pas continue en x, et donc I'ensemble des points de discontinuité
de ¢ est exaltement [0, 1[NQ.

2/ Soit ¢ une permutation de IN* (i.e. une bijection de IN* sur lui-méme). Pour x € [0, 1], on prend le
developpement décimal illimité propre de x, c’est-a-dire 'unique suite (a,,),, d’entiers compris entre 0
et 9 telle que AN/ Vn >N, a, = 9 et telle que:

Pour x = 1, on prend son développement illimité impropre (i.e a, = 9 pour tout n). On définit alors
f:[0,1] > [0,1] par:

+00 +00
ax Z g (k)
X = —_— > X)=
,;1ok fx) — 10k

Continuité a droite: Soit x, € [0,1[, de développement décimal propre Y ;107". Soit & > 0, il existe
n €N tel que 107" < e. Comme o e$t une bijeltion, il existe p € IN tel que {o(1),---,0(n)} C{1,---,p} et
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apy1 # 9. Soit alors a = 10~P+1), si x €]x, xo + @[N]0, 1], le développement décimal illimité propre de x
s’écrit Y b;107" avec b; = a; pour touti = 1,---,p, donc by (i) = ag(i), donc pour tout x €]xg, xo +a[N]0, 1[:

Z(ba(i) —a,)107

i>n

If (%) = f(xo)l < <) Ibo( ~aa@l107<9) 107 =107 <

i>n i>n

Donc f e$t continue a droite de tout point de [0, 1].

Continuité a gauche: Soit xy un point non décimal de [0, 1], en particulier, xy n'admet pas de développe-

+00 +0o

ment décimal illimité impropre. On pose xy = Zailoﬂ, alors si | = Zag(i)lofz, comme précéde-
i=1 i=1

ment, on prouve que lim f(x) =1 = f(xg). Donc f et continue a gauche en x.

x—-x§
+00
Si x( e$t décimal, il admet un développement décimal illimité impropre xy = Zailo_l, on pose
i=1

+00
I= Zag(i)lofi. On prouve alors comme précédement que lim+f(x) = 1. Donc f admet une limite a
i=1 X=X

gauche de xy. Remarquons alors qu’elle n’est pas nécéssairement continue car, en général, I = f(xg).
(Pour xg =1, on a quand méme [ = f(1) = 1).

Calcul de I'intégrale: f e§t donc une fonction continue en 0, en 1 et en tout point non décimal de [0,1].

En un point décimal de ]0,1[, elle et continue a gauche et admet une limite a gauche. C’e$t donc un
fon&tion réglée, par conséquent intégrable.

1 1
La foncétion f(1 —x) e§t intégrable et J f(x)dx = J f(1 -x)dx (conséquence du théoreme??? a
0 0
+00

venir). Pour tout x = Zailofi non décimal de [0,1], 1 — x e§t non décimal et son développement
i=1

+00
décimal illimité vaut 1 —x = Z(9 —4;)107. Ona parconséquent pour tout x non décimal:
i=1
fO)+f1-x)=1

1

L'ensemble des décimal e$t un ensemble dénombrable, donc d’apres la proposition???, J (fx)+f(1-
0

1 1
x))dx = J dx = 1. Par conséquent f f(x)dx = %
0 0

4 Propriétes.

4.1 Intégrale fonction de la borne supérieure.

On s’intérresse maintenant aux propriétés des applications définie par des intégrales, applica-
tions qui sont définit a partir de la borne inférieure ou supérieure de l'intégrale, c’est-a-dire a des

X
applications de la forme F(x) = J f(t)dt.
a
Définition 78.— Soit I un intervalle de R. On dit qu’une fonction f : I — R est localement intégrable, si

elle est intégrable sur tout segment inclus dans I.
En particulier toute fonction localement intégrable sur I e§t bornée sur tout segment inclu dans I.

Exemple : Toute fon&tions continue sur R e$t localement intégrable sur R.
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4.1.1 Continuité, dérivabilité.

Théoreme 79.— Soient I un intervalle de R, f : I — R une fonétion localement intégrable et a un point de
I. Si l'on définit la fonétion F, pour x € I par

F(x) :f f(t)dt

alors
1/ La fonétion F est continue sur I et lipschitzienne sur tout segment inclus dans I.
2/ Si f admet une limite (resp. une limite da droite, resp. une limite a gauche) en xy € I alors la fonétion F

est dérivable (resp. dérivable a droite, resp. dérivable a gauche) en x et F/(xo) = lim f(x) (resp. F{;(xo) =
X—X(

lim f(x), resp. Fé,(xo) = lim f(x)). En particulier, si f est continue sur I alors F est dérivable et F = f.
x—ox§ X=X

Preuve: 1/ Soit [a,b] C I. f étant localement intégrable, elle est bornée sur [a, b]. Soit par exemple M €

) y v
R tel que ¥t € [a,b], |f(t)] < M. Alors si (x,9) € [a,b]%, on a |F(x) - F(y)| = j f(t)dt f If (t)|d¢

M|x —y|. Donc F e§t M-lipschitzienne sur [a,b]. Si xg € I, alors il exiSte un segment inclus dans I qui
voisinne xq dans I. Donc F e$t continue en xj.

< <

2/ Soit xy un point intérieur a I et supposons que f admette [ pour limite droite en xj. Alors

Ve>0,da >0, Vtelxg,xg+a[ |f(t)-I<e

X
Ainsi, comme F(x)— F(xq) = J‘ f(t)dt, pour tout x €]xg,xg+ a[ on a
X0

P J.x(l—e)dt<F(x)_F(x0>< ! fx(l+e)dt:l+e

X —=Xp X0 X —Xp X —Xp X0

ce qui assure que F e$t dérivable a droite de x( et que P(;(xo) = limx_ma f(x). Les autres cas se traitent
de fagon similaire.

Remarque 8o.— La propriété 1/ ne posséde pas de réciproque. Pour le voir, considérons l'intervalle
I =" et la fon&ion f définie par

f(x)

1six#=1/npourtout n>1
= 0six=1/npour un certain n>1

I1 e$t clair que f nadmet pas de limite en 0. Cette fontion est localement intégrable sur [0,+oco[: En
effet, si on prend 0 < a < b, alors f e$t en escalier sur [4,b], donc intégrable. Si on prend 0 =a <D,
alors soit € > 0, il exiSte N € IN tel que 1/N < ¢. Définissons la fonction g, par g.(x) = f(x) si x €
J1/N, +00[N[0, b], et g.(x) = 0si x € [0,1/N]N[0,b]. g. est bien sur en escalier et on a:

ge(x) < f(x) <1
b
La fonétion 1-g,(x) vaut 1 sur [0,1/N] et en les points {1/(N-1),---,1}N[0, b], donc J. (1-ge(x))dx <e.
0

b x
Ainsi, f e§t intégrable sur [0, b] et J f(t)dt = b. 1l s’ensuit que F(x) = J‘ f(t)dt = x eSt dérivable en 0.
0 0

4.1.2 Primitives.

Définition 81.— Soit I un intervalle de R, f : 1 > Ret F: I — R, deux applications. On dit que F e$t une
primitive de f si F e$t dérivable et si F'(x)= f(x) pour tout x € I.
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Lemme 82.— Si f admet une primitive sur I, alors elle en admet une infinité. Deux primitives différent sur
I d’une constante.

’

Preuve : Soit F; et F, deux primitives de f, alors (F; —F,) =0, donc F; — F, e$t a la fois croissante et
décroissante sur I, elle e§t donc con$tante. Comme I e$t un intervalle, IC € R/ F; = F, + C.

En combinant cette définition avec les résultats précédent, on obtient :

Proposition 83.— Si f : [a,b] — R est continue, alors elle admet une primitive. Si F est une primitive de f
sur [a, b], alors il existe C € R tel que :

F(x) = jxf(t)dt+ C

Preuve : Cette proposition est une conséquence direéte du théoreme 79 et du lemme 82.

Proposition 84.— Si f : [a,b] — R e$t une fonétion qui admet une primitive F et si f et intégrable alors

b
[ s =ro)-r)

Preuve : Soit s : xg < xq <--- < x, une subdivision de [a, b]. Sur chaque segment [x;,x;,1] (i=0,---n—1),
la fon&ion F e§t continuement dérivable. En vertu du théoréme des accroissement finis, il existe
t; €]x;, x;41[ tel que

’

Fxie1) = F(xi) = (xj51 —x;)F (t;) = (X310 —x;) f (£;)
On a donc

—_

n—

Dinf(f's) < F(xi+1) _F(xi) < Dsup(f’s)

Il
o

n—1

Or ZF(xiH) —F(x;) = F(b) — F(a) et donc
i=0

D, (f,s) < F(b) - F(a) < D, (f,s)

Ceci étant vrai pour toute subdivision, et la fonétion f étant, par hypotheése, intégrable, on déduit de
la proposition 23 que

b
[ sz =ro)-r

Remarque 85.— a) On pourrait croire que si f admet une primitive, alors elle est automatiquement
intégrable, ce nest pas vrai en général. Pour voir ce fait, considérons la fonction F : R — R définie par
F(0) = 0 et pour x = 0, F(x) = x?sin(1/x?). La fon&ion F e$t dérivable : c’est clair pour x # 0 ou I'on a
F'(x) = 2xsin(1/x?) - % cos(1/x?). Pour x = 0, on a F(x)/x = xsin(1/x?), donc |F(x)/x| < |x| donc tend vers
0 en 0. Ainsi F (0) = 0.

Si I'on pose f(0) = 0 et f(x) = 2xsin(1/x?) - %cos(l/xz) pour x = 0, il e$t alors clair que F est une
primitive de f, mais comme la fonétion f n’est pas bornée elle ne peut étre intégrable.

Cet exemple montre que, s’il apparrait que dans un certain sens que l'intégrale de Riemann con-
$titue l'opération "inverse" de la dérivation, il faut re§ter prudent!

b) La preuve du théoreme 79 repose sur les propriétés fondamentales de l'intégrale de Riemann.
Ce fait montre le caraltére fondamental de cette notion, car en reprenant les méme arguments, on
constate que 'on a le résulat suivant :
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Théoréme 86.— Si a < b sont deux réels et S : [a,b]*> x € °([a,b], R) — R une application vérifiant :
Ao)Vx,yelab], S(x,9,1)=y—x,

A1)Vx,y€lab],Vf,g€€[ab],R),VaeR, S(x,y,af +g) =aS(x,y,f)+S(x,9,g) (linéarité),
A2)Vx,y,z€[ab],Vf e €°([a,b],R), S(x,v,f)=S(x,2 f)+S(z,v, f) (relation de Chasles),

A3)Vf,g €6 ([a,b),R), si f < g alors pour tout x <y dans [a,b)], S(x,v, f) < S(x,9,8) (préservation des
inégalités),

b
alors pour tout f € €°([a,b],R), on a S(a,b, f) = f f(t)dt.

Preuve :

4.2 Calcul.
4.2.1 Translations, homotéthies.

Proposition 87.— Soit f : [a,b] > R et a > 0. On définit la fonétion g: [a—a,b—a] par g(x) = f(x + a).
Alors si f est intégrable, g U'est aussi et
b-a b
[ et~ [ s
a—«a a

Preuve :

Corollaire 88.— Si f : R — R est p-périodique et intégrable sur un segment [a,a+ p), alors pour tout b € R,
f estintégrable sur [b,b + p] et

b+p a+p
f(x)dx = f f(x)dx

b

Proposition 89.— Soit f : [a,b] — Ret a # 0. On définit la fonction g : [£, %] par g(x) = f(ax). Alors si f
est intégrable, ¢ I'est aussi et
L b
aj g(x)dx = J f(x)dx
H a

Preuve :

4.2.2 Intégration par parties.

Théoréme go.— Soient f et g deux fonctions dérivables de [a,b] dans R, telle que f et g soient intégrable
sur [a,b] (en particulier si f et g sont Cl). Alors

b , b ,
f F(x)g (x)dx = [f(t)g(t)]i’—f £ (Wgx)dx

avec [f(t)g(t)]% = £(b)g(b) - f(a)g(a).

Preuve : Les fontions f et g étant dérivables, il en e§t de méme pour fgetl'ona (fg) = f g+fg . Les
dérivées sont intégrables donc f g et fg sont intégrables. Or on a

b
f (fg) (x)dx = f(b)g(b) - f(a)gla)
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par linéarité, le résultat en découle.

4.2.3 Changement de variable.

Théoréme 91.— Soient f : [a,b] — R une fonétion qui admet une primitive et ¢[c,d] — [a, b] une fonétion
dérivable telle que f soit intégrable sur le segment d’extrémité @(c) et @(d). Si les fonctions f o @ et @ sont
intégrables sur [c,d], alors il en e$t de méme pour f o . et

9(d) d ,
f F(tydt =f £ o p(x)g (x)dx
¢(c) c

(On dit que I'on a opéré le changement de variable t = ¢(x))

Preuve : Soit F une primitive de f. Il e§t clair que f o @.¢" e§t intégrable, cette fonction admet F o ¢
pour primitive. En appliquant la proposition 84, on a donc

d , o(d)
_[ fopx)p (x)dx=Fo<p(d)—Fo<p(c)=F(<p(d))—F(qo(c))=j() f(t)dt
c p(c

Remarque 92.— Ce théoreéme reste encore valable si l'on suppose f continue par morceaux. En effet
par la relation de Chasles, on se raméne au cas des fon&tions continues.

Corollaire 93.— Soit f : [a,b] — R une fonétion continue, I un intervalle et ¢ : T — R un C'-difféomorphisme
(i.e. une bijection de classe Cl telle que sa réciproque soit cl) tel que [a,b] C @(I), alors

b @ 1(b) ,
f f(t)dt=f f o p(x)¢ (x)dx

¢~ Ha)

Preuve : C’e§t une application direfte du résultat précédent, en remarquant que f o @ et ¢ sont
continues et que @ étant un difféomorphisme, c’e§t en particulier un homéomorphisme, donc que

e(l9~'(a), 1 (b)]) = [a,b].

Remarques 94.— Il et généralement pratique de poser "a I’envers" le changement de variable, c’e§t-a-
dire de poser par exemple x = (t). Il e$t alors commode, pour s’y retrouver, de différentier formelle-
ment dx = 4)/(t)dt et de rechercher a exprimer simplement gb,(t) en fonction de x.

Il faut faire trés attention a bien respelter les hypothése du théoréme 91 ou du corollaire 93 et de ne
pas changer de variable inconsidérément. On veut par exemple (mal) calculer

f” dt
o 1+cos?t

On fait le changement de variable u = tan(t), on a donc du = dt

Treor €t donc on a:

e dt 0
[ —
o 1+cos“t 0

Ce résultat est absurde, car Trecss est continue, positive et non nulle. L'erreur commise ici e$t la
suivante: Le changement de variable que l'on pratique est en fait + = arctan(u) et arctan est a valeur
dans |- 1t/2,7/2], ce qui rend le changement de variable impossible sur [0, 7t].
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4.3 Relations, inégalités.
4.3.1 Formules de Taylor.

Théoréme 95.— Soit f : [a,b] — R une application n+ 1 fois dérivable, telle que f"+1) soit intégrable sur
[a,b]. Alors pour tout t € [a,b], on a:

k n
f=) s [ gy

n!

(Formule de Taylor-Laplace)

Preuve : (Par récurrence) Pour n = 0 la formule devient:

t
£(6)- f(a) =f £ (x)dx

c’est le théoreme???
Si on suppose qu’au rang n—1 > 0 on a pour toute fon&tion f, n fois dérivable, telle que f” soit
intégrable sur [a, b]:

n—1

_ ok tog -1
Vi€ [a,b], f(t):Z(t k'“) f(k)(a)+f %f(")(x)dx
k= ’ a ’

0

Alors au rang 7, si f et une fonction n+ 1 fois dérivable, telle que f(*+1)

(t=x)"

pour tout t € [a,b], la fon&tion Tf(”“)(x) est intégrable sur [a,t] et en intégrant par partie, on a:

" n t n-1
jt (t—x) f("“)(x)dx = _(t—a) f(”)(a)+J &f(”)(x)dx

n! n! (n—1)!

soit intégrable sur (4, b], alors

I1 suffit alors d’appliquer I’hypothése de récurrence pour prouver que la propriété est héréditaire.

Corollaire 96.— Soit I un intervalle de R et f : I — R une application de classe C"*. Soit xy € I, alors

no ok
£ Zamy S0+ ) I ) o xg)")

k=1
(Formule de Taylor-Young)

Preuve : En appliquant la formule de taylor-Laplace, on obtient pour x # x;:

- - xo)* (x—t)" ! (n) X (o an-1
Ly ) f(k)(xO)]= L[ g L0 L

— — | —
(x—xp)" = (x=x0)" Jx, n! (x=x0)" Jx,

(o))t
Par hypothése, f") et continue, donc pour tout & > 0, il existe a > 0 tel que:

Vtelxo—a,xo+al, [f" ()~ fM(x) < e

Par suite, on a:

YVt €lxg—a,xg+af,

(f(t)-
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Application a I'irrationalité des valeurs de ’exponentielle en certains points. Soit r € Q** tel que
r = 1/b, avec b entier. La fonction e* est C*° sur R. Donc pour tout n > 0, on a, d’aprés la formule de
Taylor-Laplace appliqué aa=0ett =7,

n__k r n
ro_ T_ (T—X) X
e—1+kglk!+j0 o e*dx

La fontion exponentielle est croissante et donc bornée par e” sur [0,7]. On a donc

no ok r n n+1,r
r—Xx r e

Serf ( ‘) dx = '

0 mn. (n+1)

e’—z%

k=0

Supposons que e” € Q, et ecrivons e’ = p/q avec p et g deux entiers premiers entre eux. Si, pour n > 0,

on pose
n n'
u, =pb'nl—gq Zb”_k—'
k!
k=0
alors on a
n k
SRS
k! b'n!
k=0 1
La suite (1), eSt une suite d’entiers et 'on a
q¢’
Up| £ 7
il b(n+1)

Il s’ensuit que (u,), converge vers 0 mais comme u,, e$t entier, il exiSte un indice N tel que pour tout
n>N, u, =0. En particulier on a uy = uy,1 =0, or

N+1
UN+1 __ W __ T 20
qu+1(N+1)! quN! (N +1)!

et on en déduit que ¢” ¢ Q. En particulier, ¢, la base de I’exponentielle, n’e$t pas rationnel.

4.3.2 Formules de la moyenne.

Proposition 97.— (Inégalité de la moyenne) Soient f,g : [a,b] — IR deux fonctions intégrables et m, M € R
deux réels tels que m < f < M. Si g est d valeurs positives, on a

b b b
mj g(t)dtﬁf f(t)g(t)dtSM—[ g(t)dt

Preuve : C’e§t une conséquence immédiate de la proposition 29 compte-tenu du fait que pour tout
tela,blonamg(t) < f(t)g(t) < Mg(t).

Corollaire 98.— (Egalité de la moyenne) Soient f,g : [a,b] — R deux fonctions intégrables. Si f est
continue et g est d valeurs positives, alors il existe c € [a, b] tel que

b b
f f(t)g(t)dt=f(c>f g(1)dt

Preuve : L'application f étant continue sur [a,b] est bornée et atteint ses bornes m et M. L'application

b
X — f(x)f g(t)dt est donc continue et ses bornes sont respeétivement mjab g(t)dt et Mj:g(t)dt.
a

SR T, p b . T .
L’inégalité de la moyenne assure que le réel Ia f(t)g(t)dt est valeur intermédiaire de cette fontion, le
théoreme des valeurs intermédiaires prouve alors l’existence du réel ¢ annoncée dans 1’énoncé.
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4.3.3 Inégalités.

Il exi$te quantité d’inégalités liants les intégrales. On se propose de donner ici un apercu des
principales et des applications quelles peuvent avoir.

Proposition 99.— Si f et g désignent deux fonétions de [a,b] dans R intégrables, alors

b b
f inf(f (x), dx<f flx dx<f sup(f (x), g(x))dx

Preuve :

Proposition 100.— (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit f et g deux fonctions intégrables de [a,b] dans R,

alors
b b b b
[ st < [ |fg<x>|dxs\/j f2<x>dx.\/j §2(x)dx

Preuve : On introduit la fonétion T(A) f (Alf ()] + 1g(x) dx. Par définition méme, cette fonétion

b b b
A):AZJ fz(x)dx+2)\f |fg(x)|dx+f g2 (x)dx

Par suite T e$t un polyndéme a coefficients réels qui est de signe positif, son discriminant A e$t donc
négatif. Par conséquent, on a

U Ifglx Idx) —4Jf dxf (x)dx <0

est positive. Mais

le résultat en découle.

Remarque 101.— Dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz, il y a égalité si et seulement si le discriminant
A e§t nul, c’est-a-dire si et seulement si le polynéme T() posséde une racine (double). En appliquant
le théoreme 41, on voit alors qu’il y a égalité si et seulement si, il exi$te une constante a telle que |f| =
a|g| presque partout (ou encore ici, si et seulement si, il existe une con$tante « telle que ’ensemble
A={teab], |f(t) = alg(t)|} soit d’intérieur vide.

Dans le cas ou l'on suppose que f et g sont continues, il y a donc égalité si et seulement si les
fon&tions |f| et |g| sont proportionnelles.

Corollaire 102.— Soit f : [a,b] — R une application telle qu’il existe m > 0 tel que ¥x € [a,b], f(x) > m.

([ ([ )

Preuve : D’aprés le corollaire 55, la fonction 1/f e§t intégrable, ainsi que les fontions +/f et 1/4/f.
On applique alors l'inégalité de Cauchy Schwarz a ces deux derniéres fonctions.

Proposition 103.— (Inégalité de Cauchy-Scharwz généralisée) Soient f et g deux fonctions intégrables et
positive non nulle de [a,b] dans R telle que g soit minorée sur [a,b] par un réel §trictement positif. alors si

Pon pose
M = sup Metm: inf fx)

xelab] 8(%) xelab] §(x)
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Lbfgmdxs\/th2<x>dx.\/ng2<x <M f fe(x)

On a:

Preuve:
. Ny . . p . .. 1 1
Proposition 104.— (Inégalité de Hélder) Soient p et q deux réels §trictement positifs tels que » + 7 =1let

f,g:[a,b] — R deux applications intégrables. On a :

b b b
j |fg<x>|dxs§/f |f<x>|de.(/f lg(0)l"dx

Remarque 105.— Cette inégalité généralise celle de Cauchy-Schwarz, puisqu’en prenant p = q = 2
dans Ho lder, on obtient Cauchy-Schwarz. Il e§t possible de généraliser cette inégalité a un nombre
indéfini d’intégrales :

Proposition 106.— (Inégalité de Holder généralisée) Soient py,---, p,, n réels Strictement positifs tels que

1 +ot qi =1. Soit fi,--- f, n fonctions intégrables de [a,b] dans R. On a
1

P1
b
f o fo()ldx < \/f (P dx. \/f I, ()P dx

Preuve : Si 'une des intégrales f |fi(x)|P' dx e§t nulle, alors la fon&ion |f;| e§t nulle presque partout et
donc il en e§t de méme de la fonétion |fi-f2-++-.ful et il y a donc égalité dans le théoreme.

. ) . b . . re 2 p 2

On suppose maintenant qu’aucune des intégrales Ja |fi(x)|P'dx ne soit nulle. La preuve de I’inégalité

repose sur l'inégalité de convexité suivante : si n désigne un entier non nul, xq,---x,, des réels §triéte-
ment positifs et Ay,--- A, des réels §trictements positifs tels que ) }_, Ay =1 alors on a

n n
[Tt 3 e
k=1

k=1

Pour montrer cette inégalité de convexité il suffit de remarquer que la fonction In e§t concave
puisque sa dérivée seconde e$t toujours négative. Par définition de la concavité, on a donc

n n
Z/\k In(xy) < ln(Z/\kxk)
k=1 k=1

ce qui montre I'inégalité par passage a 'exponentielle.

Revenons a la preuve du théoreme et considérons pour tout k = 1,---, 1, les réels

En appliquant I'inégalité de convexité démontrée ci-dessus, on a donc

(). \/f (P . \/J ufdx [lekj:f ) ]
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Les deux membres de I’équation étant positifs, en intégrant sur [a, b], on trouve l'inégalité désirée.

Proposition 107.— (Inégalité de Minkovski) Soient p un réel tel que 1 < p, f et g deux fonétions inté-
grables de [a,b] dans R. On a

b b b
\/J |f(x)+g(x)l”de{/J |f<x>|"dx+{/f g0 dx
b

Preuve : Si —[ [f(t)+ g(£)[Pdt = 0, I'inégalité e§t claire. On suppose donc maintenant que f [f(t)

g(t)Pdt = 0. Pour commencer, remarquons que sur (4, b]

If +glP =If +gllf +glP " <IfLIf +glP~" +Igllf +glP™

et donc, en intégrant, on obtient

b b b
j |f<t>+g<t>|!’dtsf FOLF () + g ()P de + j (OLIF () + g(Pdr

On utilise alors 1'inégalité d’"Holder, en posant g = ;% :

b b b b b

f |f(t>|.|f<t>+g<t>|f’-1dtg(/j If(t)lpdt-i/f |f<t>+g<t>|q<p—1>dt=§/f If(t)l”dt-i/f I£(6)+ g(Pat
b b b b b

f g (OMf (D) + g dt < f |g<t>|Pdt.qf £ () + g(OliP-D s = f |g<t>|Pdt.qf £ (6)+ g()Pdt

et I'on a donc

b b 1/q b b
f |f(t>+g<t>|ﬂdts(f If(t)+g(t)|”dt) [\/f If(t)l”dt+(/ f |g<t>|Pdt]

1 1 1/q
et comme — =1 - —, en divisant I'inégalité par (Lb [f(¢)+ g(t)lpdt) on trouve le résultat.

5 Intégrales dépendants d’un parametre.

5.1 Suites d’intégrales.
On s’intérresse en premier au cas des suites de fon¢tions.

Théoréme 108.— Soit (f,,), une suite de fonctions intégrables sur [a,b]. Si la suite (f,) converge uniformé-
ment vers une fonction f, alors f e$t intégrable sur [a, b] et

Lbf(x)dx = li111‘n Lb fu(x)dx

Preuve : Montrons tout d’abord que f et intégrable. Soit ¢ > 0, comme (f,), converge uniformément

vers f, en particulier il existe ny € IN tel que ||f - f,, |l < % Comme f,, estintégrable, en vertue du

théoreme 2?7, il existe deux fonctions en escalier g, et h, telles que g, < f,, < h, et Jab(hg —-g)(x)dx < 5.
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Posons g, = g, — 3(%) eth, = h, +37-5- 1l est clair que ces deux fonctions sont en escalier et que

g.<f< h.. Maintenant, on a:

b b
[ —gamix= S5+ [ themgomax <e

Donc f e$t intégrable.

Soit maintenant € > 0, il existe ny € IN tel que pour tout n > ng, ||f = fulle < D’apres 22?2, on a

ha

\7'n>n0,|j Folx)dx - ff )dx| = |J dx|<Lh(b€‘f’;):e

b
La suite j fn(x)dx converge donc vers f f(x)dx
a a

donc

Corollaire 109.— (Théoréme de convergence monotone) Si (f,,),, une suite monotone d’applications con-
tinues sur [a, b], converge simplement vers une fonétion f continue, alors

b b
lim | f,(x)dx = J liinfn(x)dx

La preuve de ce corollaire est obtenue par le théoréme suivant :

Théoréme 110.— (Dini) Soit (f,), une suite monotone d’applications continues sur [a,b], convergent sim-
plement vers une fonétion f continue. Alors (f,),, converge uniformément vers f.

Preuve : Pour simplifier, on suppose que la suite est croissante. On pose D,, = f — f,,, cette suite est
une suite décroissante d’applications continues positives convergent vers 0.

Soit € > 0, comme D,, e§t continue, I’ensemble D;!([e, +co[) e§t un fermé de [a,b]. Maintenant,
du fait de la décroissance de D,, on a D, !, ([¢,+co[) C D, ([, +00), on a aussi ﬂ D; (e, +o0]) = 0.

nelN
Comme [a, b] e§t compa&, on en déduit (cf annexe) I'existence d'un N € N tel que Vn > N, D, ([, +o0[) =
0. Donc
Ve>0,ANeN, Vu>N Vxe[ab]|f(x)- fulx) <&

et (f,), converge uniformément vers f.

Les énoncés 109 et 109 sont vrais dans le cadre beaucoup plus général ou les fonétions sont juste
supposées intégrables. Ils découlent en fait d’un théoreme tres puissant, dit a Lebesgue :

Théoréme 111.— (Théoréme de convergence dominé) Soit (f,),, une suite d’applications intégrables sur
[a,b], convergeant simplement vers une fonction f intégrable. S’il exiSte un réel M > 0 tel que pour tout

nelN, |[fullo <M, alors
b b b
limj fu(x)dx = j lim f, (x)dx = j f(x)dx
n a a n a

Nous admettrons ici ce résultat. Sa preuve utilise en fait la théorie de I'intégration que Lebesgue
développa pour généraliser celle de I'intégrale de Riemann. Dans cet énoncé, ’hypothese de domina-
tion (||fulleo < M) n’e§t pas du tout anecdotique. Pour illu§trer ce propos, on peut considérer la suite de
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fon&ions (f,), de [0,1] dans R définie par

falx) = 0 sixe [%,1]
fulx) = 2n-2n’x sixe [E' %]
fulx) = 2n’x six €0, %]

les fonétions f,, sont continues et convergent simplement vers 0 qui e§t continue, et pourtant la suite

1
f fa(x)dx eSt cons$tante égale a 1. Elle ne converge donc pas vers 0 comme le théoreme aurait pu le
0

laisser espérer, la raison tient au fait que les fonétions f, ne sont pas uniformément bornées.

5.2 Continuité sous le signe f
On considére dans cette partie ainsi que dans la suivante un ouvert A de R et le segment [a, b].
Théoreme 112.— Soit ¢ : Ax[a,b] — R une application (de deux variables) continue. Alors :
1) Pour tout xq € A, l'application partielle t — @(xg, t) est intégrable. On peut donc définir une applica-
tion f : A— R par:
VxeA, f(x)= jb Q(x, t)dt
a

2) f e$t continue en tout point de A.

Preuve : Le point 1) est évident puisque l'application partielle en xy associée a ¢ e§t continue, donc
intégrable d’apres ???.

Pour ce qui e§t de la continuité de f sur A, on prend xy € A et un voisinage compact K C R de a
qui e$t inclus dans A (ce qui e$t toujours possible). L'ensemble K x [a,b] e§t donc un compaét de R?,
d’apreés le théoréme de Heine, ¢ e$t uniformément continue sur K x [4, b]. Donc:

VYe>0da>0V(x,t)eKx][a,b] V(x,,t’)er[a,b]

x—x|<a

it <a }=>|<p<x»>—<p(x'»’)|sa

En prenant x = xg et t = t,on a:
[x—xol <@ = |p(x, 1) —p(xo, t)[ < &
donc en intégrant sur [a, b], on obtient,
Ye>0da>0VxeA, [x—xg|<a=|f(x)— f(x)| < (b—a)e

c’eSt-a-dire f continue en x.

5.3 Dérivabilité sous le signe f

Théoréme 113.— Soit ¢ : A x [a,b] — R une application (de deux variables) continue telle que la premiére
b

0d
dérivée partielle 8_(5 exisle et soit continue sur Ax[a,b]. Comme précédement, on définit f(x) = J @(x, t)dt.
Alors : ’

1/ Pour tout xq € A, la fonction z—f(xo, t):[a,b] — R est intégrable sur [a, b].

b
, d
2/ La fonétion f est dérivable en tout point et f (x) = f a—f(x,t)dt.
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Preuve:
+00 5
Application au calcul de f e dx. On considére la fon&tion
0
efx2(1+t2)
X t)= ———
(1) 1+1¢2

Cette fonétion eét définie et continue sur R x [0, 1], donc la fonétion

1 efx2(1+t2)
f(x):.[ S
0

1+1¢2

est définie et continue sur R (théoréeme???). Maintenant, ¢ admet une dérivée partielle premiere en
tout point:

N2 242
x,t)=—2xe ¥ et

dp (
ox
Cette fonction et continue sur Rx [0,1], donc f e$t dérivable et

1 1
f(x) =f 99 (x, 1)t = —2xex2f e dt
0 Ox 0

Sil'on effectue le changement de variable u = xt, on obtient

pY
f’(x) = —2¢7% j e du
0

x 2
Considérons maintenant la fonétion g : [0,+00o[— R définie par g(x) = (J e_tzdt) . D’apres la
0
proposition???, g et dérivable et:

X
g (x)= 2e_xzf e dt
0

on a donc ) )
VxeR, f (x)+g(x)=0

c’e§t-a-dire

() VeeR gt = 10 +g00)= [ 120 =

’ g a J B 0 1+t2 B 4
1
(la derniére égalité s’obtenant en remarquant que arctan(x) e§t une primitive de a2 )
x

(142

. 42
Maintenant, Vt € [0,1], 1 + 2 > 1 donc <e™ , donc en vertu de la prop???,

+ 12

Vx e [0,+00[, f(x)< e

ainsi, xl_l)rzloof(x) =0. )
De (1), on en déduit que g admet % pour limite en +oco et donc que la fonétion x — J et dt
0

+0o

.. .. ) g2
admet une limite en +oo (limite que 1'on note f e " dt). On a alors
0

+00
J e_tzdt:ﬁ
0

2
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5.4 Théoreme de Fubbini.

Soit a < b et ¢ < d quatre réels et f une application de [a,b] x [c,d] dans R. Si pour tout xq € [a,b],

l'application partielle f(xg,v) de [c,d] — R e$t intégrable, on définit F(x j f(x,v)dy. SiF eét

LbF(x)dx = J;b Ldf(x,y)dydx

Maintenant, on peut s’intéresser a l'opération contraire: si pour tout y, € [c,d], 'application par-

intégrable, on écrit

tielle f(x,y0) de [4,b] — R e$t intégrable, on définit G(p f f(x,v)dx. Si G e$t intégrable, on écrit:

f y)dy = fffx, ydxdy

Une ques$tion naturelle e$t de savoir si ces deux quantités sont égalent.

Théoréme 114.— (Fubini) Si f est une fonétion continue, alors les deux fonétions F et G décrites plus haut

sont intégrables et l'on a
d rb b rd
I f<x,y>dxdy:f [ rexdya
a c

On note plus fréquement, JI (x,v)dxdy, cette "intégrale double”.
[a,b]x[c, d]

Preuve : La fonction x — L f(x,v)dy est continue en vertu du théoréme de continuité sous le signe

. b . . s ey
somme, idem pour x — L f(x,v)dx. Ces deux fonctions sont donc intégrables. Considérons les qua-
tres fonctions auxiliaires suivantes:
t
(j fx,v)d )dx

Ny

u(x ) = f fxv)dy

fo,

L'exiStence de @, ¢ et u et assurée par le théoréme de continuité sous le signe somme. D’apres

le théoreme???, la fonction u admet une dérivée partielle par rapport a t valant —f(x,t) = f(x,t).

Cette fon&tion est continue, donc d’apres le théoréme de dérivation sous le signe somme, la fonction

b
o(t) = j u(t, x)dx e§t dérivable et ¢ ( f flxt

v(p) est une fonction continue, donc ¥(t) est dérivable (th???), de dérivée 1,b J flxt
OnadOHC(p( )—1/) (t) et comme ¢@(c) = (c) = 0 on a donc:

Vieled], p(t) = p(1)

Corollaire 115.— Soit (a;);<;<, et (bj)<;<, deux n-uplet de réels tels que a; < b; pour tout i =1,---,net f
une application continue de [ay,by] % --- x [a,, b,]. Alors pour toute permutation o € S, de {1,---,n}, on a

bl n o( o(n)
j f X1y, Xp)dx, - dxy = J f fxi, e, x,)dXg(ny - dX (1)
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Preuve : Par récurrence sur n. Au rang n = 2, c’e§t le théoréme de Fubini. Prenons n > 2, supposons
la propriété vraie au rang n — 1 et prenons une fonétion f continue sur le pavé [ay,by]x---x[a,,b,] et
une permutation o € S,,.

1) Si o(1) =1 alors la re§triCtion de ¢ a {2,---,n} e§t encore une permutation.

6 Calcul des primitives.

6.1 Généralité.

Nous avons vu l'intérét que peut réprésenter l’existence et la connaissance d’une primitive d’une
fon&tion pour le cacul de son intégrale. Nous avons aussi prouvé que les primitives d’une fon¢tion
sur un intervalle, étaient égales a une constante additive prés. L'objet de cette partie e§t de présenter
quelques méthodes pour calculer des primitives. Ces méthodes sont principalement fondées sur le
principe d’intégration par partie (cf ?2?) et celui du changement de variable (cf ???). Plus précisement,
nous utiliserons les deux résultats suivants :

Proposition 116.— Soit I un intervalle de IR et f et g deux applications dérivables de I dans R. Si la
fonétion f'g admet une primitive sur I, alors la foncion fg admet fg — Jf,g pour primitive.
Preuve : Par hypothése la fonction fg— jflg e§t dérivable sur I et sa dérivée vaut fg .

Remarque 117.— Une condition sufﬁsante d’application eét f de classe C!; remarquons alors que
nous n’imposons rien sur la continuité de g.

Proposition 118.— Soit I et ] deux intervalles de R, f une application de I dans R et ¢ un C!-difféomorphisme
de ] dans 1. Alors, si la fonétion f o @.¢ (de ] dans R) admet F pour primitive sur J, la fonétion f admet
F o ¢! pour primitive sur I. (On dit que 'on a opéré le changement de variable x = ¢(t))

Preuve : Par hypothése F o ¢! e§t dérivable et sa dérivée en x € I vaut

’

(Foe™) (x) = f@(@ 7 (x))-0 (0~ (1)l (x) = f(x)

Exemples: Evaluons par ???, une primitive de In(x) sur |0, +oo[, en posant f(x) = In(x) et g(x) = x. 11
vient donc:

Jln(x)dx =xIn(x) — x + cst

Evaluons maintenant par ???, une primitive de

sur |—1,1[. Pour cela remarquons que la

1-x
fon&tion ¢(t) = cos(t) e§t un C!-difféomorphisme de ]0, [ dans |- 1,1[. Opérons donc le changement
—sin(t
de variable x = cos(t). Nous sommes donc amené a calculer une primitive de sin{ 2)( ) ur |0, 7[.
1 —cos“(t

Or
—sin(¢
dt = | -1.dt =—t+cst

A1 - cos2

On en déduit donc que

1
= —arccos(x) + cst
V1 —x2
Dans la pratique, on omettra souvent de mentionner l’intervalle sur lequel on travail quand celui-
ci et implicite.
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Quand on "calcule" une primitive, on veut en fait donner un forme explicite des primitives. Mais
qu’est-ce qu’une forme explicite ? Le cas de la fonction In(x) est assez révélateur : nous savons bien que
la fonétion x — 1/x e$t une fonétion continue sur |0, +ool, elle admet donc des primitives. Il e§t simple
de prouver qu’aucune fraction rationnelle & coefficients réels, n’e§t primitive de cette fonction. Dans
un certain sens, la fon&tion x — 1/x n’a donc pas de primitive explicite (a partir du moment ou l'on
considere que les fonctions explicites, sont les fradtions rationnelles a coefficients réels). On est donc
obligé de donner un nom a cette fonction: le logarithme. Une fois acceptée cette nouvelle fontion,
on vient de voir dans I'exemple précédent que In(x) admettait une primitive explicite: xIn(x)—x, mais
cette fonction n’e$t toujours pas une fraction rationnelle.

Alalueur de ces remarques, on peut donc tenter de définir la notion de primitive "explicite": étant
donné une famille de fon&tions de référence, on dira qu'une fontion a une primitive explicite si elle
a une primitive qui peut s’écrire comme combinaison finie de sommes, de produits, de rapports et
de compositions de fonctions faisant partie de la famille de référence. Généralement quand on parle
de primitive explicite, on considére pour famille de référence les fonétion x%, In(x) et e*. On rajoute
parfois les fonctions trigonométriques réciproques (c’est dans cette situation que nous travaillerons).
Montrer qu’'une fonction n‘admet pas de primitive explicite, est souvent d’une grande difficultée. Par
exemple, Liouville a prouver que la fonétion x — e
fait appelle a la théorie de Galois différentielle).

n‘admet pas de primitive explicite (sa preuve

6.2 Meéthodes.
6.2.1 Fra&ions rationnelles.

On s’interresse ici aux primitives des fractions rationnelles réelles. C’est a dire au primitives des

P(x)

fontions F s’écrivants, sur leur domaine de définition, sous la forme F(x) = m ou P et Q sont deux
X

polyndmes a coefficients réels.

On note R(X) ’ensemble des fractions rationnelles a coefficients réels (c’e§t un corps). Nous allons
démontrer le théoreme suivants:

Théoréme 119.— Soit F € R(X) et U un intervalle ouvert ou et défini F. Il existe deux fraltions ra-
tionnelles réelles, G et H et une famille finie I, ---1,, de polynomes de degré 1 telles que

VxeU, fF(t)dt = G(x) +In|H(x)| + Zarctan(lk(x))
=1

Nous allons en fait étre beaucoup plus précis et donner une méthode pour calculer explicitement
les fradtions G, H et les polynomes Ij.
. P(x) . . . ,
Soit F(x) = 20 une fradtion rationnelle. Le théoréme de d’Alembert-Gauss, assure notament que
le polyndéme Q e$t de la forme:

=

m
' 2 Bj
Q(X):A (X—A,')at (a]X +ij+Cj) !
i=1 j=1
avec n et m des entiers positifs (on convient que quand les des deux est nul, le produit considéré vaut
1), A€ R, A; € R pour tout i, et aj,bj,c; € R3 avec Aj = bj2 —4ajc; < 0 pour tout j, a; et a; entier

Stritement supérieurs a 0 pour tout i et tout j.
Le théoreme de décomposition en éléments simple des fradtions rationnelles permet d’écrire:

1

1 i UjX+v;,
F Z‘Z Z‘Z‘ X2]+ij]+Cj)t

lltl Ai) ]1t1
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Avec E le polydme qui représente la partie entiere de la division suivant les puissances croissantes
de P par Q et w; s, uj;,vj; des réels (Les sommes sont considérées nulles si n =0 ou si m = 0).

Soit U un intervalle ouvert ou e$t définit F. On va chercher des primitives de F en calculant termes
a termes des primitives sur U des éléments simples apparaissants dans la décomposition de F. Nous
sommes donc en présence de trois types de fonctions dont il nous faut trouver des primitives sur U:

1/ Un polynome: E(x).

2/ Des fractions du types: avec n entier, k réel et a réel n‘appartenant pas a U.

ko
(x—a)"
px+q

m avec n entier p et g réels et a,b,c un triplet de réels tels que

3/ Des fraltions du types:
b? —4ac < 0.

Voyons dans chaque cas comment faire:
1/ Trouver une primitive d’un polyndéme ne pose pas de probléeme...
2/ Deux cas se présentent:

2.1/ n =1, alors on a, par exemple,

ﬂ:1n|t—a|

2.2/ n>1, alors on a, par exemple,
f kdt —k
(t-=a)"  (n-1)(t—a)"!

3/ (C’est le cas délicat...) On commence par réécrire px + q sous la forme r(2ax + b) + k) c’est-a-dire en
faisant apparaitre la dérivée de ax® + bx + ¢ plus une constante. On a alors:

px+q ax+b k

(ax2+bx+c)"  (ax2+bx+c)" " (ax? + bx +c)"

Ceci e$t toujours possible: En effet si p = 0 alors on pose r = 0 et k = q. Si p # 0 alors, on pose r = p/2a
et k = q—(rp)/2a. On est alors amené a calculer deux §tyles de primitives:

2at+b k
3.1 dt t 3.2/ —
/_[ (at2 + bt +c)" ¢ /(at2+bt+c)”

3.1/ 1l faut distingué:

3.1.1/ n =1, alors on a, par exemple:

2at+b
— " dt=Inlat*>+bt
J(at2+bt+c) nlat”+ bt +c|

3.1.2/ n>1, alors on a, par exemple:

f 2at+b 1 1
(at? + bt +c)" _(1—”).(at2+bl‘+c)n_1

bZ

b
3.2/ On commence par écrire le polynome at’ +bt+c=a((t+ 2—)2 +(2 - m) La quantité, (5 - 41’7)
est Strictement positive (car le polynéme et irréduétible). On obtient donc:
, 2
b2 t+ L
at? +btve=alS - ||| =2 | +1
a 4a? b2
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On opére alors le changement de variable x = —2”‘2 et on e§t amené a calculer les primitives
c b

a 4q?

Ces primitives se calculent par récurrence.

dx 1+x2 x2
Py :_[(szrl)n :J(l +x2)n+l dx:P”+1+J (1 +x2)n+1dx

On calcule la derniére primitive par intégration par partie:

Prenons n > 1, alors:

x i 1 x N 1 P
—_ = R
(1 + x2)n+1 2n (x2+1)" 2n "

La suite de fonction P, s’obtient donc par la relation de récurrence:

1 x 2n-1
Py(x) = arctan(x) P41(x) = n 241y + o P, (x)
Ainsi:
dx

m = arctan(x)
J dx___ a + ! arctan(x)

(x2+1)2  2(x2+1) 2
f dx___ ad + 3x + 3 arctan(x)

(x2+1)3  4(x2+1)2  4(x2+1) 8

6.2.2 Fondtions trigonométriques.
6.2.3 Intégrales abéliennes.

Soit A(X,Y) et B(X,Y) deux fraltions rationnelles a deux indeterminées (i.e le quotient de deux

polyndmes a deux variables). Soit P(X,Y) un polyndéme a deux variable. Soit f une fonétion définie
par:

AX,Y)

X) = ,

f(X) B(X,7)

Toute primitive d’une telle fonction, s’appelle "intégrale abélienne".

avec P(X,Y)=0

Il n’e$t généralement pas facile de calculer de telle primitive. On peut toutefois remarquer que si
la courbe d’équation P(X,Y) = 0 admet une paramétrisation il est parfois possible de conclure.
On se place dans le cas ou il exi$te deux fonc¢tions a et b d’un ouvert U de R dans R telle que:

Vte U, P(a(t),b(t))=0

Si on suppose que a et un !-difféomorphisme, alors, on peut effeCtuer le changement de variable
A(X,Y)
B(X,Y)

X = a(t) et trouver une primitive de sur a(U) revient donc a trouver une primitive de

Alalt) b(1))
Bla(, b(1) " "

Dans ce cas, nous sommes ramené au cas d’une fraétion rationnelle.
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ax
Exemple: Cherchons f Xy 2Vec la relation X3 + Y3 = 3XY (le folium de Descarte).

Cette courbe (le folium) admet la paramétrisation:

3t 2
_ L
1413 1413

1-2¢ L , X
(ﬁdt, et notre intégrale devient apres changement de
1+13)

1 2
J(ﬁ - §)dt

3t
On pose donc X = ——, donc dX =3
1413

variable :

c’e§t-a-dire —1/6(4t + +72)

6.3 Primitives usuelles.

Fon&ion f(x) Intervalle | Primitive F(x)
eﬂX
e avecaeC” R 7+C
h
ch(ax) avec a € R* R > (aax) +C
h
sh(ax) avec a € R* R ¢ (aax) +C
sin(ax)
cos(ax) avec a € R* R p +C
. cos(ax)
sin(ax) avec a € R* R B +C
xa+1
x* avec a € R/{1} 10, +o0] +C
a+1
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Fon&tion f(x) Intervalle Primitive F(x)
1 x
5— aveca € R R —arctan(=)+C
x2+a a a
! avec a € R™ ]-a,4a] arcsin(x) +C
- v —a, jad
Va2 —x2 a
_ avec a € R*" R argsh(f) =In(x + Vx2 +a?)
Va? + x? a
1 x
—_ R** —-a, h(=)=1 Vx2 —qa?
Nosape aveca€ ]—a,+o0[ argc (a) n(jx + Vx? —a?|)
1 —X
—_— R** —00,— —argch(—) =1 Vx2—q?
Nosap aveca € ] —o0,—4a| argch( p ) =1In(|x+ Vx? —a?|)
1 . ) 1 |x + al
o avec a € R* ] — o0, —al; ]a, +oo[ %ln(lx—al)-’-c
1 1 |x + a 1 X
"+ _a, 1 — “argth”
o) aveca € R ]-a,a] > n(lx—al)+c( aargt a+C)
Fonétion f(x) Intervalle Primitive F(x)
tan(x) ]—g+kn,§+kn[ —In(|cos(x)|) + C
! Jere, (k + 1) In([tan(Z)) + C
sin(x) ’ 2
1 /¢ T X
- — +km, k —In(Jtan(—+ =)))+ C
cos(x) ] 5tk =+ dl n(| an(4 + 2)|)+
: 10, +eof; 10,0 | ~In(l(5)+C
— m . w f— —
sh(x) ’ ’ ’ 2
L R 2arctan(e*) +C
ch(x)

50
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Fon&ion f(x) | Intervalle | Primitive F(x)

In(x) 10,+00[ | xIn(x)—x+C

arctan(x) R xarctan(x) — ln(m) +C
arcsin(x) ]-1,1[ | xarcsin(x -Vi-x2+C
arcsin(x) ]-1,1[ | xarccos(x)+ Vi-x2+C
argsh(x) R xargsh(x) — Vi+x2+C
argch(x) [1,400[ | xargch(x ~Vx2-1+cC
argth(x) ]-1,1] xargth(x) + ln(m) +C

7 Calculs approchés d’intégrales.

7.1 Interpolation polynomiale.

7.1.1  Méthode des retangles.

Proposition 120.— Soit f : [a,b] — R une application de classe €*. On a

M,

a+b (b—a)?
|«

f Hdt—(b—a f(

oil My = sup If (1)

a<t<b

Preuve :

Corollaire 121.— Si f : [a,b] — R est une application de classe €* alors, pour tout entier n > 1, on a

Zf( +(2k n)g

(b—a)’
24n?

2

oit M = sup |f (t)

a<t<b

Preuve :
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7.1.2 Meéthode des trapezes.

Proposition 122.— Soit f : [a,b] — R une application de classe €>*. On a

Lbfmd

(b-a)’
12

9 (Fla)+ f(b))| <

M,

oit My = sup |f (¢)].

a<t<b

Preuve:

Corollaire 123.— Si f : [a,b] — R est une application de classe €* alors, pour tout entier n > 2, on a

jf nar—- =9 [ +if( )+§f<b>]ls(b‘”)3.M2

n
2
— 12n

oil My = sup |f (1)

a<t<b

Preuve :

7.2 Formule d’Euler - Mac-Laurin.
7.2.1 Polyndmes et nombres de Bernoulli.

Il exi$te bien des fagons d’introduire les polynéme de Bernoulli, nous présentons ici 'approche
qui nous parait la plus arithmétique.

Soit n et p deux entier. On pose pour # > 1:

n-1
Sh = § kP
k=1
Les premiéres sommes sont bien connues:

nn-1) n(n—-1)2n-1)

S9=n-1,8} = 5 ,S82= A
En réindexant la somme, on a
n-2 n-2 n-2 p
Sh=) (k+1P=1+) (k+1f=1+) ) C k’—1+ZC1 Zk’_1+ZCP i
k=0 k=1 k=1 i=0 i=0

Comme S? - 5571 =(n-1)?, on a donc:

p-1
w-1=3) CjS}
i=0

Cette formule permet de calculer, par récurrence les sommes S5. Par exemple, ona n* -1 =59+45} +

n2(n-1)°

6S2+4S3,donc S3 = . Cette formule permet aussi de justifier le résultat suivant :

Lemme 124.— Pour tout entier p, il existe un unique polynéme Q, € Q[X] tel que

VneN, S =Q,(n)
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La démonétration de ce lemme e$§t immédiate, il suffit de définir la famille de polynoémes (Q,,), par la
relation de récurrence suivante :

Xn+1 1= n:l Ck X
Qo(X) =X -1, Qu(X) = %z;(l) ne1 Qk(X)

Voici les premiers de ces polynomes:

Qo(X)=X-1
Qu(X) = 3X(X~1)

Qu(X) = cX(X-1)(2X - 1)
Qs(X) = (XX 1)

Qu(X) = ;—OX(X ~1)(2X-1)(3X%2-3X-1)

1

ﬁX2(X— 1)2(2X%-2X -1)

Q5(X) =

Qg(X) = éX(X -1)(2X -1)(3X*-6X3+3X +1)

Etudions maintenant ces polynomes.
Proposition 125.— Les polynémes (Q,,(X)),, vérifient les propriétés suivantes:
1) Pour tout n, Q,(X) € Q[X] et d°Q,, = n+1. Le terme de plus au degré de Q,, est ﬁ
2) Pour tout n>1, Q,(0)=Q,(1)=0.

3) La famille de polynomes (Q,(X)),»; et U'unique famille de polyndmes de Q[X] qui vérifie les propriétés
suivantes: -

a)d°Q,=n+1

b) Qu(X) - Qu(X-1)=(X-1)"

) Qu(0)=Q,(1)=0

4) Pour tout n > 1, il existe a,, € Q tel que Q;(X) +a, =nQ,_1(X).

5) Pour tout n > 1, Q,(1 - X) = (-=1)"1Q,(X).

6) Les polynomes Q2p s‘annullent en 1/2 et nul part ailleur sur |0, 1].

7) Les polynomes Q.1 sont de signe constant sur [0, 1].

8) azpi1 =0 et ay, # 0, le signe de ay, est égal au signe de Q,,_1 sur ]0,1] et ce signe est (-1)".
Preuve : Les propriétés 1) et 2) se déduisent immédiatement de la relation de récurrence.

Pour 3) il est déja clair que la famille (Q, (X)), vérifie ces propriétés. Soit (P,(X)),, une famille de
polynomes vérifiant a),b),c). Formons alors les polynomes H,, = Q,, — P,, on a:

Hy(X)-Hy(X=1) = Qu(X) = Qu(X = 1) = Py(X-1)+ B,(X) =0

Donc H,, est un polynéme constant, mais H,,(0) = Q,(0)—P,(0) = 0 donc H,, = 0 et par suite P, = Q,,.

Pour 4), on remarque que la relation est vraie au rang n = 1, en effet il suffit de poser a; = —1/2. Si on
suppose que la propriété et vraie jusqu’au rang n —1, alors d’apres la relation de récurrence, on a au
rang n:
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QuX) = X"- L YiZiCh QuX)

X" n+1(1+zlr<l 1kcn+le 1(X ))_ n+1 Zn 1akcnﬂ

- Xn_ —1+) 4 1akcn+1 _ﬁz (k+ 1)Ck+1Qk(X)

n+1 n+1

De méme, on a nQ,,_1(X) -1- ZCka ) et ainsi:

7 a C
nQur(X) = Qu(X) = —MEEL®Chn |y u2(kel kil ok (X)

_ MJrZ 5(Ck-ChQu(X)

n+1

nJer 1% Cll+1
n+1

La proposition e§t donc démontrer, remarquons au passage que cela nous permet de définir la
suite (a,), par la récurrence suivante:

1 _ n+Z n+1
n+1

Pour 5) étudions la famille Q,(X)=(-1)"*1Q,(1-X). Pour tout n>1,0ona Q,(X) € Q[X] et d°Q,(X) =
n+ 1. De plus Q,(0) = Q,(1) = 0. Enfin

Qn(X) = 0u(X —1) = (-1)"1Qu(1 - X) - Q,(2 - X)) = ~(-1)" 1 (1 - X)" = (X - 1)"

Donc d’apres le 3), er(X) = (_1)n+1Qn(1 - X) = Qu(X).
Pour montrer 6) et 7) commencons par prouver que as,,1 = 0. Remarquons d’abord que d’apres le 5),
Q2,(1/2) = 0 et comme Q;p41(X) = Qpy1(1-X), 0ona Q;p+1(X) = —Q;p+1(1 — X); Donc Q’zp+1(1/2) =0
Par conséquent, comme Q,sz(X) = azpi1 + Q2p(X), on en déduit en prenant X = 1/2 que a;,,1 = 0.
Prouvons maintenant par récurrence que pour p > 0, Qy, ne s’annule qu’en 1/2 sur |0,1[. Au rang
p=1,Q,=3X(X-1)(2X -1).

Siaurang p > 0la propriété est vraie, alors d’apres ce qui précede Q,,,; = (2p+1)Q;,. Donc Q,
ne s’annulle qu’en 1/2, comme cette fonction est continue et que Q;,,1(0) = Qzp41(1) = 0, on en déduit

que Qjp1 €St monotone sur [0,1/2] et sur [1/2,1], croissante sur 1'un et décroissante sur l'autre (par
conséquent Q,,,; ne s’annulle pas sur ]0, 1] et est donc de signe constant).

Par double dérivation, on trouve Qgp+2 =(2p+2)(2p + 1)Q2p. Donc ngz ne s’annulle qu’en 1/2
sur |0, 1[. Deux situations se présentent alors pour szﬂ:
Q valant 0 en 0 et en 1 et n’étant pas constante, Q s’annulle sur ]0,1[. On obtient donc
2p+2 p 2p+2

les deux cas de figure possibles:
Dans tout les cas Q;,,, ne s’annulle qu’en 1/2 sur |0, 1[.

Pour 8)on a Q,zp(X) +az, = 2pQsp-1(X). On vient de voir que Q;p(X) s’annullait au moins une fois sur
10,1[. On a donc ay, qui est égale a une valeur de Q,,_; sur ]0, 1[, donc et non nul et de méme signe
que Q;,1 sur |0, 1[.

L’étude faite au 6) 7) prouve que sur un voisinage droite de 0, Q;p et Q;, sont de signe opposés.
Or Q2p+1(X) = (2p+1)Qpp(X) et QZp(X) = 2pQ2p71(X), donc au voisinage droite de 0, szﬂ et Qprl
sont de signe opposé, comme Q3,.1(0) = Q2,-1(0) = 0, on en déduit qu’au voisinage droite de 0 ces
deux fonction sont de signe contraire.

Pour évaluer ce signe, il suffit de regarder pour p = 1, on trouve alors que ce signe est bien (-1)°.



Calcul 55

Définition 126.— On définit le p-iéme nombre de Bernoulli, comme étant le rationnel B, = (=1)Pay.

On définit le n-iéme polyndme de Bernoulli, comme étant le polynéme B, (X) définit par B,(X) = Q,(X)
(=nQ,_1 —a, pour n>0).

Lemme 127.— La suite (B,,) des polynome de Bernoulli est entierement définie par la relation de récurrence

suivante: )
By(X)=1;Vn>1, B,(X)=nB,_1(X); Y¥n>2, B,(0)=B,(1)

Les nombres B,, de Bernoulli sont donné par

B, = (=1)""'By,(0) = (=1)"*'B,,(1)

Preuve : Il e$t clair que la famille des polyndomes de Bernoulli vérifie bien cette relation de récur-
rence. Maintenant cette relation définie une seule famille de polyndme, car par récurrence B,,,; e$t
une primitive de (n + 1)B,,, mais la condition B, (1) = B,;1(0) impose un choix unique pour cette
primitive.

Voici la liSte des premiers polyndmes de Bernoulli
Bo(X) =1.
1

Bl(X):X—E.

BZ(X):X(X—1)+%.

B3(X) = (X - %)X(X— 1).

1
Bi(X)=X3(X-1)> - —.
4(X) ( ) 30
1 1
Bs(X)=(X—E)X(X—l)(X(X—l)—g)-
B (X)—XZ(X—1)2(X(X-1)—1)+L
o= )
Voici la liSte des premiers nombres de Bernoulli?

1 1 1 1 5 691 7 3617
B:—,B :—’B :—,B :—’B = —, :—’B :—’B =,
1o 6727307 3 42274 730" 75 T 667 % 2730 77 T 6’ 8 T 510
43867 174611 854513 236364091
97 7798 ' 10T 330 YU T 138 P U127 T 2730

Comme nous allons le voir plus loin, il y a quantité d’applications des polynomes et nombres de
Bernoulli. Remarquons avant de passer a celle-ci que les polynomes de Bernoulli ne sont pas simple,
leur étude présente encore de grandes zone d’'ombre, citons quelques résultats recent les concernant.
B,,+1 n'a que des racines simples et nadmet que 0, 1, 1/2 comme racines rationnelles. B;, n’a pas de
racines rationnelle. Byu et By4 sont irréductible, dans les autres cas, on ne sait presque rien sur les
falteur irrédultible de B,,.

2Bien que portant le méme nom, les polyndmes et les nombres de Bernoulli n'ont pas étés introduit par le méme mathémati-
cien : c’e$t Jacques Bernoulli (1654-1705) qui a la paternité des nombres de Bernoulli, alors que les polyndmes de Bernoulli ont
été introduit par son neveu Daniel Bernoulli (1700-1782). La famille de Mathématicien francais Bernoulli compte pas moins
de onze membres sur trois générations, d’ou la multitude de résultats portant ce nom.
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7.2.2 Applications des nombres et polynémes de Bernoulli.

Nous allons maintenant chercher un équivalent simple pour la suite B,,. Intoduisons pour cela la
fonction zéta de Riemann dans le domaine réel:

+00 1
Vs>1, C(S): -
n=1 n

Cette fonltion joue un rdle centrale en théorie des nombres, elle permet notament de donner bon
nombre de résultats sur la répartition des nombres premiers.
On prend n € IN** et m € IN. On cherche a calculer

1
J- Qo1 (t)cos(2mnt)dt
0

Pour m > 1, opérons une double intégration par partie:

1 , 1 , 11 v
J Qoman (2 cos(27'cnt)dt_ﬁ[Q2m+1( )s1n(2nnx)]é+m[Q2m+1(x)cos(2nnx)]o—mJO Qi () cos(2mnt)dt

Par la relation ??? du lemme ???, on a Q;m+1 = (2m+1)2mQ,,,_1 et Q,2m+1(1) = Q;mH(O). On a donc
pour m > 1:

1 1
f Qopna1(t)cos(2mnt)dt = —ﬁf Qopm—1(t)cos(2mnt)dt
0 0

En appliquant m — 1 fois cette relation, on obtient:

1
(2 1
j Qoms1(t)cos(2mnt)dt = 1" 1 (2m+ j Qq(t)cos(2mnt)dt
0 Znn

1
Comme j Qq(t)cos(2mnt)dt = ol on obtient finalement pour m entier:
0

4 4272

1
_ m (2m+1)!
Jo Qoms1(t)cos(2mnt)dt = (-1) W
On a donc
N 1 2m+2 N
ZN2m+2 =(-1) 2m+1 J. Qomr (t ZCOS (2ment)d
n=1 =1
Or
N ) _
1 2N + 1)t — t
Zcos(Zrmt) = Lsin +. it —sinm
) 2 sinct

Qom1(x)

sin 7tx
étude au voisinage de 0 et de 1, montre que ¢ e$t C! sur [0,1]. On a donc

Posons @(x) = , cette fonction e§t continuement dérivable sur ]0,1[. Maintenant une rapide

N 1 2m+2
ZW:(‘ 2m+1 [j )sin(2N +1 ntdt—j Qe (1)dt]
n=1

1 1 Q’ () a (_1)m+1
t)dt = 22’ L gy 22 Bysi. Onad
afo QL 1) o 2m+2 T ome2 T 2meg omernadone

1 7.(2m+2 (27_()2m+2 1
- = B AT () sin(2N + 1)retdt
Z«NZ’”“- 2amea ot (2m+1)!_[0 g(H)sin(2N + )r
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g étant continue, on peut intégrer par partie la derniére intégrale et on obtient:

1 1
L g(t)sin(2N + 1)metdt = 2N [g t)cos(2N + 1)th](1) + mﬁ) g/(t)cos(ZN + 1)metdt
On a donc .
lim g(t)sin(2N + 1)mctdt =0
N—>+0c0 0

Au total, on obtient pour m > 1:

*Z"’ 112 )2"’3

2 Y m
b= 2 (2m)!

En particulier, on a:

e 8

C(2) =T €)= 55, C(6) = g = C(8) =

Ce qui justifie, au passage, que {(2m) e§t un nombre transcendant.34

i
9450

Il et clair que lim,_,,, C(s) = 1, on a donc I’équivalent:

En utilisant la formule de Stirling ???, on obtient alors:
2n
B,~ 2(£) ren
n o \em

7.2.3 La formule d’Euler - Mac-Laurin

Théoréme 128.— (Formule d’Euler - Mac-Laurin) Soit n € IN. Si f : [0,1] — IR est une fonction de classe
C?", alors il existe & €]0,1] tel que:

jf

kBk

0)+f(1)] + [f =1 (1) - FE=D(0)] +(-1)"

I\JI'—‘

de plus,

n

1 1
, s =3t sl Y OG-0+ [

0

(B, et By, (x) représentent les nombres et polynémes de Bernoulli).

Preuve:

L'application de la formule d’Euler - Mac-Laurin au calcul approché d’intégrale est trés clair, si

l'on sait calculer, puis bornés les valeurs des dérivées succesives de f sur [0,1]. Par exemple, nous
1
allons calculer les premiéres décimales de e, en remarquant que J‘ efdx=e-1:
0

3Un nombre transcendant e§t un nombre complexe qui n'e$t pas algébrique, c’e§t-a-dire qu’il n’e$t pas racine d’un polyndome
a coefficients dans Z. Lindemann a montré a la fin du siecle dernier que 7 était transcendant, ce qui justifie notre résultat.
Notons au passage qu'un nombre transcendant e$t irrationnel.

40n ne sait rien de similaire sur les valeurs de C en les nombres impairs. Le seul résultat connu e§t du a R.Apéry qui a
montré, il y a quelques années, que C(3) était irrationnel.
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La fon&ion f(x) = e e§t C* sur [0,1] et pour tout # > 0, f") = ¢*. La formule d’Euler - Mac-Laurin
devient, a l'ordre n:

& P ]O 1[8—1—1(€+1 e— i k Bk +(_1)n Bn 65"
n 2 — )l (271)!
2 n—1 B
k| S P . X
Comme (?77) (21:)[ " (2m)2n et que pour tout & €]0,1[, 0 < e® < 3, on déduit que hrrln Z(—l)km =
k=1

2e—2

et que pour tout n > 1:

Z(—l)k By e-3| B, ebn 3B,

= (k) 2e=2| " (2n)ie=1 " (2n)

. . . . e
Si l'on veut trouver un rationnel qui approxime >
e u—

3B
_(2n’)" <107!'% Pourn=7,0na (14;' ~ 4107 <1079, alors le rationnel

a1071o pres, il suffit de choisir n tel que

e —_
approxime > 10710 prés. On a alors:
e —_—

3-24| 2e-2. i,
=
’e 1—2A’_ 1240
3-2A .
Comme 0 <2e—-2<4et0< = <1, onen déduit que le rationnel 124’ donne 9 chiffres

significatif de e. Ainsi:
e=2.718281832a 107 pres

7.3 Meéthode de Newton.



