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Rappels

I. Limite supérieure, limite inférieure

Dans ce premier paragraphe, une suite numérique sera une suite a valeurs dans R.

Notons R = R U {+00} U {—oc} la droite réelle a laquelle nous avons rajouté deux symboles. Nous étendons
lordre défini sur R 4 R en décrétant que +oco est strictement supérieur a n’importe quel nombre réel et & —oc
(resp. que —oo est strictement inférieur a n’importe quel nombre réel).

PROPRIETE 1. Dans R, toute partie non vide posséde une borne supérieure et une borne inférieure.
SiA CR,A#0, onnotesup(A) (resp. inf(A)) la borne supérieure (resp. la borne inférieure) de A.

EXEMPLE 2. Soit A = {B cp€Z, qeN* =N~ {0}, p? < 2q2} C Q. Alors A est bornée et sup A =
q

V2, inf A=—v2.

PROPRIETE 3. Soit ACR,A#(.Ona
- sSup A = +00 — A n’est pas majorée
-supA eR — A est majorée

Soit (uy),,cy une suite numérique. Pour n € N, notons
v, =supfur : k>n}eR et wy, = inf{ug : k>n}eR

Comme {uy : k>n+1} C {ux : k > n},lasuite v, est décroissante. Cette suite (v,,),, . converge donc
dans R.

DEFINITION 4. La limite supérieure de la suite (u,),, .y est définie comme I'élément L = hI_P vn € R
n—-+oo

On la note lim sup(u,) = lim(u,,).

La suite (wy, ), oy est quant a elle croissante.

DEFINITION 5. La limite inférieure de la suite (u,),, .y est définie comme I’élément £ = liril wy € R.
n—r-+0o0o

On la note lim inf(u,,) = lim(u, ).

EXEMPLE 6.
1. Soit (un),en = (1)), en- Ona v, = sup{uy : k > n} =sup{—1;1} = letw, = inf{-1;1} =
—1. Ainsi, lim sup u,, = 1 et liminf u,, = —1.

2. Soit (un), <y la suite de terme général u,, = (1 + (—1)")n. Remarquons que uz, = 4k et ugg1 = 0.
On a donc

Vap, = sup{0; 2x2n; 2x(2n + 2); 2x(2n + 4);...} = +o0
Vant1 = sup{0; 2x2n; 2x(2n + 2); 2x(2n + 4);...} = +00

Ceci montre que lim sup u,, = +00. De méme, on montre que lim inf u,, = 0 (exercice).

3. Soit (un),,cy la suite de terme général u,, = % Alors
n+2 n+3 n 4+ 2
VUp = SUu {m,m,} =i
Donc limsupu, = lim v, = 1. De méme, on montre que lim inf u,, = 1.

n—-+o0o
PROPOSITION 7. Soit (), une suite numérique. Alors lim inf u,, < lim sup u,,.
DEMONSTRATION. En utilisant les notations de la définition, v,, et w,, sont respectivement la borne supérieure

et la borne inférieure du méme sous-ensemble non vide de R. L’inégalité souhaitée est obtenue en passant a la
limite. 0
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THEOREME 8. Soit (Uy,),, oy Une suite numérique. lim sup u,, (resp. liminf u,,) est la plus grande (resp. plus
petite) valeur d’adhérence de la suite (u,,),, cy-

DEMONSTRATION. La démonstration concernant lim sup u,, et lim inf w,, est identique. Démontrons le théo-
réme uniquement pour le cas lim sup u,, le cas lim inf u,, étant laissé en exercice. Posons donc v, = sup{u
k>n}et L= lim wv,.Trois cas sont possibles: L = +00; L € Ret L = —c0.

n—-+4oo
Cas 1: L = +o0. La suite (v,,),,o étant décroissante, ceci implique que v,, = +o00 pour tout n > 0. Ainsi, pour
tout A > 0, il existe n € N tel que u,, > A, ce qui montre que +oc est une valeur d’adhérence de (un),,cy-
Cas 2 : L = —oo. Comme v,, > u,, ceci implique que 111;1_1 U, = —00, et —oo est bien 'unique valeur d’adhé-
n—-+0o0

rence de (un),,c-
Cas 3 : L € R. Montrons dans un premier temps que L est bien une valeur d’adhérence de (u,,)
La suite (vy,), . tend vers L, donc

nen- Soite > 0.

neN
INeN Vk>N |vk—L|<%

D’aprés la définition de vy,
€
dNo > N |’UN—’LLN2|<§
Ainsi,
e ¢
lun, — L| < |un, —on| + |ov — L| < 54—5:5

Le réel L est donc bien une valeur d’adhérence de (u,,) Montrons désormais qu’il s’agit de la plus grande.

neN*
Soit M > L.
M—-L
dANeN Vn>N |vp, — L] < 5
La suite (vy,), oy étant décroissante, I'égalité précédente implique
M—-L
L<uvy <L+ <M
Par conséquent, par définiton de vy,
M—-L
Vn>N Uy < VN < \/ 5 <M
Le réel M ne peut donc pas étre une valeur d’adhérence de (uy),, - O

DEMONSTRATION. La démonstration concernant lim sup u,, et lim inf u,, est identique. Démontrons le théo-
réme uniquement pour le cas lim sup u,,, le cas lim inf u,, étant laissé en exercice. Posons donc v, = sup{u
k>n}et L= lim w,.Trois cas sont possibles: L = +00; L € Ret L = —c0.

n—-+4oo
Intéressons-nous dans un premier temps au cas ou L = +o0. La suite (v,,), oy étant décroissante, cette limite
implique que v,, = +o00 pour tout n € N. En revenant a la définition de v,,, nous en déduisons

VA eR ¥Ym € N aN >m uy > A

Cette derniere assertion permet de construire une suite extraite de (uy,),, . tendant vers +oo. La suite extraite,
une fois construite, montre alors que +o0c est bien une valeur d’adhérence de (u,),, ¢y, qui est la plus grande
valeur d’adhérence possible pour (u,),, - Afin de construire cette suite extraite il faut procéder par récurrence.
Supposons que les n premiers termes de la suite extraite (u,(x)), ., , soient définis. La propriété précédente
appliquée 3 A = n et m = @(n — 1) (resp. m = 0 si n = 0) montre I'existence d’un entier p(n) > ¢(n — 1)

satisfaisant () > n. Ainsi, nl{r_{loo Ugp(n) = +00.

Intéressons-nous désormais au cas ou L = —oo. La définition de v,, implique

VA € R dN €N Ym >N uy < A

Cette propriété montre que lim wu, = —oo. Ainsi, —oo est I'unique valeur d’adhérence de (uy,),,cy. Etant
n—-+oo

I'unique valeur d’adhérence, il s’agit également de la plus grande.
Supposons finalement que L € R.

Ve >0 N €N Vn > N v, — Ll < e
Construisons par récurrence une suite extraite (ug(n)), o tenldant vers L. Définissons ¢(0) = 0. Fixons n > 1
et supposons que ¢ soit définie pour & < n. Choisissons € = — > 0 et fixons N > 0 tel que |v, — L| < € pour
n
tout n > N. Rappelons que (v,),, o est décroissante. Ainsi,

Vn> N L<wv,<L+¢
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Or v, =sup{ug : kK >n} dou
Jp(n) > maxn, p(n — 1) Vp — € < Up(n) < Up
L’inégalité concernant vy, implique alors L — & < uy(,) < L + ¢, implication qui montre que lim wu,,) = L.
n—+oo

Ainsi L est bien une valeur d’adhérence de (un),,cy-
Soit A une valeur d’adhérence de (uy,),, . Choisissons une suite extraite (ty(r))
n €N,

neN tendant vers A. On a, pour
U =sup{ug 1 k>n} >sup{lugw) 1 @(k) >n} > A
En passant a la limite, on en déduit

limsupu, = lim v, > A\
n—-+oo

égalité qui termine la démonstration. 0

THEOREME 9. Soit (uy,),, o Une suite numérique. Les assertions suivantes sont équivalentes.

ne
(i) La suite (uy),, oy converge.
(ii) lim sup u,, = liminf u,, € R.

DEMONSTRATION. La suite (uy,),, o converge dans R si et seulement si (u,,),, . posséde une unique valeur

d’adhérence réelle. O

THEOREME 10. Soient (uy), oy une suite numérique et (vy), oy une suite numérique convergeant vers { =
lim v, > 0. Alors

n—-+4+oo
lim sup(u,vy,) = limsupu, lm v, =£¢limsupu,
n—-+oo
DEMONSTRATION. Soit ¢ : N — N une application strictement croissante. La suite (vy,),,o étant conver-
gente, la suite extraite (vsa(n))n cny converge également vers £. On en déduit I'équivalence suivante.
(uw(n))neN converge = (“w(n)uw(n))neN converge

Si 'on note A (resp. B) I'ensemble des valeurs d’adhérence de (uy),, oy (resp. de (unvn), o), on a I'égalité
B={\ :¢e A}. Comme £ > 0, on en déduit

lim sup(u,vy,) = £lim sup u,
égalité qui conclut la démonstration. O

ATTENTION. Généralement, lim sup(u,v,) # lim sup w,, lim sup v,,, comme on peut le voir dans 'exemple
suivant. Posons

ugr =10 v, =k hrﬁ bl _:+0
v — L Vopr1 =0 im sup =400
e lim sup vy, = +00

ATTENTION. L’inégalité lim sup(u,, + v,) < limsupu, + limsup v, est vraie, mais il n’y a pas toujours
égalité. Par exemple, si u,, = (—1)" etv,, = (—1)", ona u, + v, = 0.

LEMME 11. Soit (uy,),,cy une suite d termes positifs. Alors limsup {/u, 11 = limsup "/, 1 -

DEMONSTRATION. Supposons dans un premier temps que £ = limsup {/u, 1 € R5. Soite > 0.
dN; € N Vn > N; YUpy1 < {+e

1
La fonction z +— x7#+T étant strictement croissante sur R, on en déduit que pour n > N, on a uT(LTf) <
n 1
(0 +e)ntT — { + ¢. En particulier, limsup .}’ < £+ ¢. Cette derniére inégalité étant valable pour tout
n—-+0o0

1

£ > 0, on en déduit que limsup u,|}” < L.

Choisissons désormais 0 < ¢ < /.
dN; € N Vn > Ny dm>n U1 > —¢€

On peut donc extraire une sous-suite (ug,(n))n eN vérifiant

dN3 € N Vn > N3 e/ Up(n)+1 > {—e¢

1 w(n) . .
Ainsi, pour n > N3, on a Uy(p)41 @D > (£ — g)#m+1 —+> ¢ — e. Cette suite extraite montre que
n—-+oo

limsup ""Yu,y1 > ¢ — e. Comme précédemment, cette inégalité étant valable pour tout € > 0, on obtient
limsup " u,y1 > ¢, dou'égalité lim sup "/u,+1 = ¢.

Les cas lim sup u,, = 0 et lim sup u,, = +00 sont laissés en exercice. O
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II. Séries numériques
Dorénavant, sauf indication contraire les suites et les séries numériques sont a valeur dans C.
1. Premiers rappels.

DEFINITION 12. Soit (uy, ),, ¢ Une suite numérique. On appelle série de terme général u,, la suite des sommes
n

partielles Z U . On note cette suite Z Up,.-
k=0 neN
THEOREME 13 (CRITERE DE CAUCHY POUR LES SERIES). Soit (), oy Une suite numérique. Les assertions sui-
vantes sont équivalentes.
(i) La série  u, converge.
n+p

(i) Ve>0 3ANeN Vn>=N Vp>0 |> w<e
k=n

DEMONSTRATION. Comme C est complet, la série »  u,, converge si, et seulement si, > u,, est une suite de
n

Cauchy. Notons S,, = Z ug. Nous avons alors

k=0
Z uy, est de Cauchy = (Sn)pen est de Cauchy
— Ve >0 N €N Vn > N Vp >0 |Sptp — Sn—1] <€
L’équivalence cherchée découle directement de la derniére assertion. 0

DEFINITION 14. La série ) u,, est dite absolument convergente si la série Y |u,| converge.
THEOREME 15. Toute série absolument convergente est convergente.

DEMONSTRATION. Soit > u, une série absolument convergente. Le critére de Cauchy appliqué a la série

>~ |un | donne

n+p

Ve>0 3dNeN Van>N VYp>0 > luk| < e
k=n

n+p n+p
L’inégalité triangulaire Z up| < Z |ux| implique alors que la série > u,, satisfait bien également le critére

k=n k=n
de Cauchy. La série > u,, est donc convergente. g

. -1)" . , . . .
ATTENTION. Soit u,, = ! La série Y u,, converge (d’apres le critére des séries alternées) bien que la
série > |u,| diverge (comparaison série intégrale).

COROLLAIRE 16. Si )" u, converge, alors la suite (uy,),, oy converge vers 0.

DEMONSTRATION. Appliquons le critére de Cauchy.

n+p
Ve>0 INeN Wn>=N  Yp>0 D w|<e
k=n
Le choix p = 0 dans le critéere de Cauchy montre que la suite (uy,),, o\ tend vers 0. O
D’apres le corollaire si la suite (uy ), o ne tend pas vers 0, alors la série y u,, diverge.

DEFINITION 17. On dit que la série ) u,, est grossiérement divergente si la suite (uy), .y ne tend pas
vers (.

2. Criteéres de convergences.

o Critére des séries alternées
DEFINITION 18. Une série " u,, est dite alternée si
Vn €N Up = (—1)" |ty
Remarquons qu’une série alternée est obligatoirement a valeurs réelles.

THEOREME 19 (CRITERE DES SERIES ALTERNEES). Soif E (—=1)"|uy| une série alternée.

Si (|unl), ey converge vers 0 en décroissant, alors la série Y u,, converge.
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DEMONSTRATION. Notons S, = Y '_ ui. Nous avons les égalités

Sont2 — Son = (=1)*" 2 |ugyia] + (—1)*" Hugni1| = [ugnie| — |uznt1] <0
Sonta — Sant1 = (=1)*"Plugyis] + (=122 |ugy, o] = —|uznis| + [u2nie| >0
Sont1 — S2n = —|uzn1| — 0
n—+oo

Les égalités précédentes montrent que les deux suites (S2,,),,cxy €t (S2n41),cy sont adjacentes. Elles convergent
donc simultanément vers une limite commune notée ¢. Ces deux suites extraites couvrent N entiérement, nous

en déduisons que lim S, = /. O
n—-+oo

e Transformation d’Abel

n
PROPOSITION 20. Soient (an),, .y € CN et (bn)pen € CN. Pourn € N, posons A,, = Z ay,. Alors
k=0

n n—1
Z apby, = Z A (b — bry1) + Anby,
k=0 k=0

DEMONSTRATION. Démontrons 1’égalité par récurrence. Pour n = 0, I’égalité a montrer se lit agby = Agbo,
égalité qui est vraie.
Supposons I’égalité démontrée pour un entier n € N. Au rang n + 1, le membre de droite vaut

n n—1
Z Ak(bk - bk+1) + A7L+1bn+1 = Z Ak‘(bk - bk—l) + An(bn - b7L+1) + An+1b7L+1
k=0 k=0
n—1
- Z Ak(bk - bk—l) + Anbn + bn-‘rl(An-‘rl - An)
k=0

- Z akbk + bn+1an+1
k=0

L’égalité est donc vérifiée au rang n + 1, ce qui termine la démonstration. 0
THEOREME 21 (THEOREME D’ABEL). Gardons les notations de la proposition précédente. Supposons que
- (An) ey est bornée;
* (bn) ey converge vers 0;

- 3 (bpt1 — by) converge absolument.
Alors > anb, converge.

DEMONSTRATION. La suite (A;,), oy étant bornée et la suite (b,,),, .y convergeant vers 0, on en déduit que
Anbn —n— 400 0. Ainsi, d’aprés la proposition [20]

Z anby, converge — Z Ay (b, — by_1) converge

Soit M > 0un majorant de la suite (Ay),, oy : pour tout entier n, A,, < M.Lasérie Y M (b, —by,_1) convergeant
absolument, le critére de Cauchy implique

n+p

Ve>0 INeN  Vn>=N  Vp>0 > |M(by—by1)<e
k=n

Le réel € > 0 étant donné, 'entier N donné par la condition de Cauchy vérifie également

n-+p n-+p
Vvn>N  Vp>0 D An(bn = 1) <D [Anllby = buoa <Y Mby —bya| <e
k=n k=n

La série Y Ay, (by — bp—1) vérifie donc la condition de Cauchy. Cette derniere série converge donc, tout comme

la série " anby. O

EXEMPLE 22. Soit (\,,),, <y une suite numérique réelle décroissante et convergeant vers 0. Soit § € R \ 277Z.
Alors la série 3 \,,e™™? converge.
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En effet, posons a,, = e et b, = \,,. On a alors
. nt1 Sn+1 n41 .
no ez(n—i—l)@ -1 it oIt 0 _ p—itgm0 et 0 gin (2t 9)
A_§ ezkt‘)_ _ 61,0_1_ 2
n - 0 _ 1 - 2 i2 —i2 - 0 s (0
e e'2 e'z —e "2 e’'?2 sm(2)
: n+1
|sm (—2 9)| 1
= N 9
[sin (3)]|

|An‘ = X
[sin (5)]

y est donc bornée. La suite (by,),, oy converge vers 0 par hypothése. De plus,

La suite (A,),,
(car (Apn),,cy est décroissante)

n n (2
Z bk, — b—1| = Z Ak = Ap—1] = Z(Ak—l = Ak)
k=0 k=0 k=0
- )\0 - An —n—+oco )\0
Les trois hypothése du théoréme d’Abel étant vérifiées, on en déduit que la série 3 \,,e™ converge.
REMARQUE. Le choix § = 7 donne la convergence de la série >~ (—1)"\,,. L’exemple précédant est donc une

généralisation du critere des séries alternées
cos( 9) )
converge si 0 & 277

décroit vers 0. L’exemple [22/implique alors que la série Z ]
ogn

APPLICATION 23. La série E
ind

En effet, en posant \,, = % la suite ()\")neN

(Z og > convergent donc également, ce qui montre que les

7n
converge. Ainsi, les série Re Z ] )
ogn

(n0) 0
séries Z cos(n M convergent.
logn logn

o Critére de d’Alembert
THEOREME 24. Soit Y u, une série a termes strictement positif : pour tout entier n, u, > 0

1 .
U 1, alors la série > u,, converge.

. U
- Silim sup
Un
- Siliminf 2" > 1, alors la série > u,, diverge grossiérement
Un,
: Un+1
Un <
ki1 A —lim Sup .
A < 1. Posons v,, = sup : k>n¢.Posons e = f > 0. La suite (vy,),,c décroit vers
Uf
. U
lim sup APV
n
dN €N Vn >N Up < A
Ainsi =L < ) pour k € [N,n]. Les termes intervenant dans ces inégalités étant strictement positifs, les
U
inégalités peuvent étre multipliées entre elles
n
Unt1l _ H Uk+1 < A\ N+1
un N Uk
Cette inégalité implique
n
Vn > N Uy < )\ N 1 A
Comme A < 1,la série Y A" converge, convergence qui implique la convergence de la série > u,
, . N Up+1
Intéressons-nous désormais au cas ou lim inf —— > 1.
U,
dAeR liminfu, >A>1
Comme précédemment, on montre
uUnN n
La divergence grossiére de la série >~ A™ (pour A > 1) implique alors la divergence grossiere de la série Y u,
1 U 1
ExXEMPLE 25. La série Z — converge. En effet, en posant u,, = =, o ntl _ 0.
n! ' Up, n+1

o Critere de Cauchy

O
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THEOREME 26. Soit (uy,),,c Une suite a termes positifs : u, > 0 pourn € N.
- Silimsup /u, < 1, alors > u, converge.
- Silimsup {/u,, > 1, alors Y u,, diverge grossiérement.

DEMONSTRATION. Supposons dans un premier temps lim sup {/u,, < 1.Soit A € R vérifiant lim sup {/u,,” <

A<l
dN eN vn > N My < A
En particulier,
Vn >N Uy < A"

Comme )\ < 1,lasérie y A" converge, tout comme la série  * u,, en utilisant le critére de comparaison des séries
a termes positifs.
Supposons désormais lim sup {/u, > 1. Soit A € R vérifiant limsup {/u,, > A > 1. Définissons p(—1) = —1.
Pour chaque entier n, il existe un entier ¢(n) > ¢(n—1) tel que «(y/U ()" > A, autrement dit uy(,) > AP() >

b _+> 4 00. Ceci permet de construire une suite extraite de (uy,),,c tendant vers +-oc, ce qui montre que la
n—-+oo

suite (), ne tend pas vers 0. U

n>+2n
ExEMPLE 27. Intéressons-nous a la série E (cos 2—) .On a
n

1
( 1 )"3“’"2 ((n3 +2n?) ( 1 ))
cos — =exp | —log | cos —
2n n 2n

Lorsque n — 400, ona ﬁ — 0. Le développement limité a I'ordre 2 de cos en 0 nous donne I’équivalent suivant.
cos(i) zl—l-i—l—o(i)
2n 2 4n? n?
(o () o)
2n 8n? n?

(n? + 2n) log (cos i) _ 1 +o(1)

2n 8
1 nd+2n2 L
lim \ (cos —) =e 8 <1
n—-+oo 2n
1\" +2n
Le critére de Cauchy implique donc que la série Z (COS 2—) converge.
n

o Produit au sens de Cauchy

Soient " a, et > b, deux séries complexes. Il faut donner un sens a la série produit > ¢,, = (3" an) (3 by).
Une idée retenue par Cauchy consiste a regarder le cas particulier ou a,, = a, X", b, = B, X" et ¢, = v, X",
ouay, € C, B, € Cetr, € C.Le coefficient ~,, est alors la somme des produits a3, —x, ou 0 < k < n. Il s’agit
de la définition que nous retiendrons pour définir la série produit.

DEFINITION 28. On appelle produit au sens de Cauchy des séries > a,, et > b, la série ¢, out

n
Cp = Z aib; = Zakbn,k
k=0

i+j=n

Onnote >~ ¢, = (3 an) (3 bn).

=
ExemPLE 29. Posons a,, = b,, =

- vn+1

. Le critere des séries alternées montre que les séries Y " a,, et > b,
convergent. Cependant

O e Z

= VE+T Vn—k+1 \/k+1 n—k+1)

OrpourOSkSn,onaO<k‘—|—1§n+1et0<n—kj—|—1§n+1,donc0<\/k;+1 n—k—|—1)'§n—|—1.
Ainsi,

n —

—~ 1
len| = Z\/k+1n—k+ 2];0”“:

La suite ¢,, ne tendant pas vers 0, la série produit > ¢, diverge grossierement.
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THEOREME 30. Soient . a,, ety by, deux séries. Soit > ¢, = (3. an) (3 by) le produit au sens de Cauchy des
séries > an ety by.
Si les séries > ay, ety b, convergent absolument, alors la série ) c,, converge.

n n n

DEMONSTRATION. Cas 1 : supposons a,, > 0, b, > 0. Posons 4,, = Z a, B, = Z bpetC, = Z C.

k=0 k=0 k=0
Montrons que pour toutn € N,ona C,, < A, B,, < Cy,.En effet, pourn € N, on a

k=1 j=1

A, By,

Cn= Z akbj < A,B,
k+j<n

CZn = Z akbj > Aan
k+j<2n

les inégalités découlent du fait que tous les termes sont positifs. Les suites (Ay),, oy et (By),,cy sont croissantes

et convergentes par hypothése. Notons « = lim A, et = lim B,.Lencadrement C, < A, B,, implique
n—-4oo n—+oo

alors C), < af. La suite (O’”)nEN étant croissante et majorée, elle converge. L’inégalité Cs,, > A, B,, implique
lim (), > af, inégalité qui montre lim C,, = af.
n—-+4oo n—-+oo

n n
, b = |by| et ¢, = |cp|- Définissons également A,, = Zak’ B, = Zbk’

Cas général : Posons a,, = |a,
k=0 k=0
n n n n
C, = E ci, Ap, = E ay, By, = E by et C,, = E ¢r.Pourn € N,ona
k=0 k=0 k=0 k=0
|Cn, — AnBp| = E arb;| < E ?ikbj =A,B,—-C, — 0
n——+oo

0<k,j<n 0<k,j<n

fti>n fti>n
d’apres le cas 1, limite qui termine la démonstration. O

III. Suites et séries de fonctions

Notons K le corps R ou bien le corps C. Soit X un ensemble (on peut penser a X C R ou X C C). Soit
(fn)pen une suite de fonctions définies sur X. Rappelons que la suite (f,,),, oy est la donnée, pour chaque n € N,
d’une fonction f,, : X — K. Rappelons également que I'on dispose de la norme infinie sur '’ensemble des
fonctions bornées sur X, notion que I'on peut étendre aux fonctions non bornées en étendant la définition de la
maniére suivante.

DEFINTTION 31. Soit f : X — K. La norme infinie de f est
I flloe = Ifllx.00 = sup [£(£)| € R
tex

ExempLE 32. Prenons X = [0;1], K = R. Pour n € N, définissons f,, : X — R en posant f,(t) = ¢".
Lorsque 0 < ¢ < l,ona f,(t) = t" — 0.Sit = 1, alors f,(t) = 1 " L. Ainsi, (fn),cy converge
n—-+0oo

n—-+oo
simplement vers la fonction

f: X — R
0 sit<l1
t —
1 sit=1

La suite (f5), cy ne converge pas uniformément vers f sur X. En effet, pour ¢t < 1,ona f,,(t) — f(t) = t" qui
tend vers 1 lorsque t — 17 Ainsi || f, — f|loc = L et lirf | frn = flloo # 0.
n—-+0o0

PROPOSITION 33. Si(fy), oy converge uniformément vers f, alors (f,), cn converge simplement vers f.
DiMONSTRATION. 1l suffit de remarquer que, pour toutt € X, ona |f,(t) — f(O)] < ||fn — flloo- O

THEOREME 34 (CRITERE DE CAUCHY UNIFORME). La suite (fy,), oy converge uniformément si, et seulement si,
Ve >0 dN eN Yn > N Vp >0 | frotp — frlloo <€

TutorEME 35. X C C. Soit (fy),, oy une suite de fonctions convergeant uniformément vers une fonction f.
Si chaque fonction f,, est continue (oun € N), alors la fonction f est continue.
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THEOREME 36. X = [a, b]. Soit (fy), < une suite de fonctions continues convergeant uniformément sur X vers
une fonction f.

b b
Alors/a flx)dz = nll)r_{loo/a fn(z)dz.
1
Exempik 37. X = R; f,(t) = — sin(nt). Alors
n

1
=— — 0
nn—-+oo

1
. sin(n )‘

[ fnlloo = sup
teR

La suite (fy,),cy converge donc uniformément vers la fonction nulle f définie par f(¢) = 0 pour ¢ € R. Cepen-
dant, f/ (t) = cos(nt) ne converge pas simplement. Il faut donc faire attention avec la dérivation.

THEOREME 38. Soit X = I un intervalle. Soit (fy,),, cy une suite de fonctions dérivables sur I. Supposons que
- il existe a € I pour lequel la suite numérique (f,(a)),, oy converge;
- la suite (f},), ey converge uniformément vers une fonction g.
Alors la suite (fy), oy converge uniformément sur tout segment inclus dans I vers une fonction f. De plus, cette
fonction f est dérivable sur I et vérifie f' = g.

DEMONSTRATION. e Soit € > 0. Le critére de Cauchy appliqué a la suite (f},), oy et @ € donne I'existence
d’un entier Ny vérifiant :
V=N Vp20  fpy, — fallo <e
Pour n > N et p > 0, I'inégalité des accroissements finis appliqué a la fonction f,, 4, — f, montre
Vipel  Vtel  |fayp(t) = fult) = (fasp(to) = fu(to))| < [t —tolllfrp = frllo
Ainsi, pour g = a et n > Ny, I'inégalité triangulaire implique
[frtp(t) = fu(O)] < [t — ale + [ farp(a) = fu(a)]

La suite numérique (fy(a)), oy étant convergente, le critére de Cauchy donne I'existence d’un entier Ny > N;
vérifiant

Vn > Ny Vp >0 |fn+p(a)_fn(a)| <e€
Soit S = [a, 8] C I un segment. Posons § = sup(|a — |, |a — B]). Pour n > Ny, on a alors
Vp=0 VeSS  |fuip(t) = fa(t)] < e(1+9)

La suite (fy), oy satisfait donc le critére de Cauchy uniforme sur le segment S. Cette suite converge donc uni-
formément sur le segment .S. Chaque réel de I étant contenu dans un segment S C I, la conclusion précédente
montre que (fy,),y converge simplement sur / vers une fonction que I'on notera f.

e Montrons désormais que f est dérivable sur I. Soit ¢y € I et montrons que f est dérivable en ¢y. Rappelons

Vn>Ni Vp20  Vtel  |fup(t) = fult) = (fasp(to) = fu(to))] < elt —to|
Faire tendre p — +00 dans l'inégalité ci-dessus montre
Vn>N  vViel  [f(t) = fu(t) = (f(to) — fu(to))| < elt — to]

En gardant a l'esprit que la dérivée de f devrait étre g, I'idée consiste & majorer astucieusement la quantité
suivante.

|f(t) = f(to) — glto)(t —to)| = [(f(t) = f(t0)) — (fu(t) = fulto)) + (fu(t) — fu(to)) (1)
—fr(to)(t = to) + f,,(to)(t — to) — g(to)(t —to)]
S|(f() = f(t0)) = (falt) = ful(to))]
+[(fu(t) = fulto)) — fn(to)(t —to)]
+ [ £ (to) — g(to)||t — tol

Soit € > 0. Nous allons majorer chacune des trois quantités précédentes par €(¢f — (), majoration qui implique
que la dérivée de f en ¢y vaut g(¢g) (pour quelle raison?). L’entier N; introduit précédemment vérifie alors

V>N veel  |(f(t) = f(to)) = (fa(t) = fulto))] < elt — to]
Or f, (to) P g(to), donc

E'NgZNl VHZN:; |f£(t0)fg(t0)||t*t0‘ <€|t*t0|

Finalement, pour n = N3, fn, est dérivable en (. Ainsi,

m>0  vtel  (ft—tol<n = [(falt) = fulto)) = Folto) (t —to)| < elt — ko]
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Ainsi, en reprenant I'inégalité (1) appliquée a I’entier N3, nous obtenons
|f(t) = f(to) — g(to)(t — to)| < 3elt — Lo
inégalité qui montre que f est dérivable en g et f'(to) = g(to). O

DEFINITION 39. Soit (fy),, oy une suite d’applications, f,, : X — K. Soit ) f, la série de fonctions associée.
On dit que la série _ f,, converge normalement (notation CVN) si la série numérique > || f,||oo converge.

THEOREME 40.
> fn CVN = > fa cVU = > fn CVS

DEMONSTRATION. Supposons que > f, CVN et utilisons le critére de Cauchy uniforme sur la série numé-

rique 37 | filloc-

n-+p
Ve>0IN>0 Yn>N  ¥p>0 > [fille<e
k=n

n+p n+p
L’inégalité Z fel] < Z || fi|lo implique alors que la série de fonctions Y f,, satisfait également le critére
k=n ) k=n

de Cauchy uniforme. Ainsi (f,),,cy CVU. La deuxiéme implication est laissée en exercice. O



Chapitre 1

Séries entiéres complexes

I. Lemme d’Abel
Les applications sont définies sur un sous-ensemble de C.

DEFINITION 41. On appelle série entiére toute série de fonctions monomiales " a,2", ou a, € C pour
tout n € N et ol z est une variable complexe.

PROPOSITION 42 (LEMME D’ABEL). Soit z9 € C pour lequel la suite (a,2(), oy est bornée. Alors pour tout
z1 € C vérifiant |z1| < |2o|, la série numérique > a,, 27 converge absolument (CVA).
En conséquence de quoi, {r >0 : (|lan|r™), oy est borné} est un intervalle de la forme [0, ] ou [0, [ avec o €
R U {+oc}. Dans ces conditions,

VzeC 2| <a = Zanz” CVA

VzeC |z >a = Z anz"  diverge grossiérement

DEFINITION 43. L’élément v € R} U {400} s’appelle le rayon de convergence de la série Y a,2". Si
a € Ry, le disque 2(0, o) s’appelle le disque de convergence de la série > a,,z".

Z1

DEMONSTRATION. Soit M > 0 tel que |a, 2| < M pour tout n € N. Soit |21] < |2g|. On a alors ‘ <1
20

n
21 ..
— .Laserleg
20

convergente, ce qui montre la premiére partie du Lemme d’Abel.
Notons I = {r >0 : (Jan|r"), oy est borné}. Remarquons que 0 € I, de sorte que I # (. Soit r € I. Si

n
21 - .
—| <M est convergente, donc la série E |an 27| est également

et |anzy'| = |anzy 2
)

0 <7’ < r, on applique le résultat de la premiére partie (avec zgp = ') pour en déduire que la série Z |anr™]

converge. Cette derniére série étant convergente, on a |a,,7"""| ——— 0. En particulier la suite (|a,"™]),,c\ est
n—-+oo

bornée et 7’ € I. Ainsi, I est un intervalle de la forme [0, a] ou [0, af avec a € R.
Supposons désormais que o € R et que |z| > a. Alors |z| ¢ I et la suite (|a,2"|), oy n’est pas bornée. Ainsi,
|anz"| ﬁﬁ 0 et la série > a, 2" diverge grossiérement.

n—-+oo

Supposons finalement que |z| < a.
dxeR [zl < A<«

L’ensemble I étant un intervalle,ona A € I. Ainsi (|a,A"|),, oy est bornée. Comme |z| < A, on en déduit )" a,, 2"
CVA, ce qui termine la démonstration. O

REMARQUE 44. On ne peut a priori rien dire quant a la convergence sur le cercle {|z| = a} lorsque @ € R.

n

EXEMPLE 45. Intéressons-nous a la série ) % Soit zg € C. Si |zg| > 1, alors ——— +o00. Le rayon

n—-+4oo

Z'I’L
de convergence R de la série vérifie donc R < 1. Si |z| < 1, alors ( i

> est bornée. Ainsi, R > 1.
neN

On en déduit donc R = 1. Etudions la nature de la série sur le cercle de convergence. Soit zg € .#(0,1) = {2 €

1 .
C : |z| = 1}.Si zp = 1, alors la série Z — diverge. Si z9 # 1, alors 29 = €' ou 6 ¢ 277Z. L’exemple
n
inf

utilisant le théoréme d’Abel (théoréme implique alors que la série Z —— converge.
n
REMARQUE 46. Les séries Y a,2" et Y |a,|2"™ ont le méme rayon de convergence.

II. Détermination pratique du rayon de convergence

THEOREME 47 (HADAMARD). Soit Y a,, 2" une série entiére de rayon de convergence R. Alors

1
lim sup {/|a|

11
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1
(en utilisant la convention — = 400 et —— = 0).
0 400

DEMONSTRATION. Soit zg € C*. D’apreés le critére de Cauchy,

limsup {/|anzy| <1 = Zanzg cv
limsup §/|anzy| >1 = Zanzg DV grossierement

Or {/|anzl| = |20| ¥/ |an| et 2o est fixé. Les implications précédentes se récrivent donc

1
20| < 77— = anzy CV
ol lim sup {/|ay| Z "o
1
20| > —————— = anzy DV grossierement
&l limsup {/|an| Z "o &
1
L’égalité R = ————— découle alors de ces implications. O

lim sup {/|a|

THEOREME 48. Soit > a,2" une série entiére de rayon de convergence R. Supposons que pour toutn € N, on a
an 7 0. Alors

1
R =

lim sup M

|an|

DimoNsTRATION. 1l suffit d’utiliser le critére de d’Alembert. Soit zg € C. Le critere de d’Alembert appliqué
a la série numérique Y |a,2{| donne

n+1
. An41%
lim sup w <1 = E anzy CVA
an 2y
n+1
. Ap41% s
lim sup |ngl|‘ >1 == E anz) DV grossiérement
an 2

n+1
£ . . An+412 . a L1
Le complexe z( étant fixé, on a lim sup <|n+0|) = |2o| lim sup M On en déduit
a

|an2g | |an|
1 n
20| < T Janrd] = Z anzy; CVA
lim sup Entll]
|an|
1 n -
|z0| > R — Z anzy DV grossierement
lim sup Entll]
|an|
Ces derniéres implications terminent la démonstration. O

EXERCICE 49. Déterminer le rayon de convergence R pour les séries suivantes.
Zn
1. E —
n!
2. E nlz"

3. Z <cos %)

n242
nt2

III. Analycité

NotaTIoN. Pour zy € C et pour r € R, on note #(zg,7) = {2 € C : |z — 20| < r} = D(20,7) la boule
centrée en 2 et de rayon r.

+oo
THEOREME 50. Soit > a, 2" une série entiére de rayon R > 0. Pour z € 2(0, R), notons f(z) = Z anz".
n=0

Alors f est continue sur 2(0, R).
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DEMONSTRATION. Soit K C (0, R) un compact. La série > a,2™ CVU sur K. Pour n € N, I'application

z +— apz"™ est continue. Ainsi, f est continue sur K.
R— |z -

Soit zg € (0, R). Posons € = J, de telle sorte que le compact K = %B(zg, ) soit inclus dans (0, R).
Le raisonnement précédent implique alors que f est bien continue en 2, ce qui termine la démonstration. [

DEFINTITION 51. Soit £2 C C un ouvert. Soit f : 2 — C et soit zp € ). On dit que f est holomorphe en z
si

z) — f(z
IeC lim f(2) — f(z0) =\
Z—20 zZ— 20

On note alors f/(z9) = A. On dit également que f est dérivable au sens complexe.
Si f est holomorphe en tout point de €2, on dit que f est holomorphe sur €2. Dans ces conditions, ’application
définie sur Q) par z — f(z) est appelée la dérivée de f.

LEMME 52. Soit > anz, une série entiére de rayon de convergence R. Alors la série > (n + 1)a, 112" (appelée
série dérivée) a pour rayon de convergence R.

DEMONSTRATION. Notons R’ le rayon de CV de la série >~ (n+1)a,412". En utilisant le critere d’Hadamard,
on a

1
R = —_— R/ =
lim sup {/|an| limsup {/(n + 1)|ant1]
Or /n+1 =exp (% log(n + 1)) m 1, donc

limsup {/(n + 1)|ap+1| = limsup (\"/n +1 - {/|ant1] )
= lim Vn+1 - limsup {/|ani1] (d’apreés le théoréme[10)

n—-+oo
— timsup {/[ans1]
Le lemme [11] donne alors I'égalité des deux rayons de convergence. 0

THEOREME 53. Soit Y a,2" une série entiére de rayon de convergence R > 0. Pour z € Z8(0,r) notons

+oo
flz)= Z anz". Alors f est holomorphe sur (0, R). De plus,
n=0
+oo
Ve € BO0.R)  f(2)=) (n+1ans2"
n=0

+oo
DiMONSTRATION. Considérons la série entiére de la variable réelle o(t) = g |an|t". Cette série a pour

n=0
rayon R. Appliquons le théoréme 38|de dérivation des séries de la variable réelle : la fonction o est dérivable sur
] — R, R[ de dérivée
+oo

o'(t) = 3 (04 Dlagpt”

n=0

Soit zg € A(0, R). Pour z € #(0, R),on a

n

400 400 n “+ o0 “+o00 n n

zZ) — zZ VA A Zz7 = Z
M _ E (’I’L 4 l)an+1261 — E Clnio _ E na”zg—l — § :an (70 _ nz(r)b—l)
Z— 20 Z— 20

n=0 n=1 n=1

Or, en posant z = zg + h, pourn > 2on a
- n k_n—k
2" =2y (20+h)" -2 k=0 0 :Z(n>hk1 n—k

z2—29  (2+h)—z h h




14 1. SERIES ENTIERES COMPLEXES

D’ou
2" — Zg _ 77,26171 _ - n hkflzgfk
zZ— 2 Pt k
2" — 2y n—1 =~ (n k-1, mn—t _ (20l +[h]))" = |z0]" n—1
_ < h — _
Z— 2 nzy — Z <k> | |ZO| |h‘ n|20‘
k=2
F(2) = fz) R ~— (<|ZO\ +[hD)" — |z0l" >
R ) AT ST (Lt nleo
_ 0'(|Zo| + ‘h|) — U(|ZO|) _ U/(‘ZOD
A

Faire z — zg revient, par définition a faire |h| — 0. Ainsi,

o(|zol +1h]) —o(z0])
Ih| —0'(|zol) mo

limite qui montre que

f() = flzo) _ Jf(n + Dant125

n=0

lim
Z—20 zZ— 20

d’ou la conclusion recherchée. O

“+oo
COROLLAIRE 54. Soit > a,z™ une série entiére de rayon R > 0 et de somme f(z) = Z anz™. Alors f est
n=0

indéfiniment dérivable au sens complexe sur (0, R). De plus,

+oo too
Vp >0 Vz € B(0,R) fP(z) = Z T Omipd = Z o) p)!anz P
m=0 n=p
DEMONSTRATION. Exercice. O

()
COROLLAIRE 55. En gardant les méme hypothéses que ci-dessus, pour toutp > 0, on a a, = %. Ainsi on
obtient le développement de Taylor

T )
Vz € #(0,R) f(z)= Z fT(O)z"
n=0 :

DEMONSTRATION. Exercice. O

IV. Les zéros isolés

—+oo
THEOREME 56. Soit > a,, 2™ une série entiére de rayon R > 0. Notons f(z) = Z anz". Supposons qu’il existe

n=0

n > 0 tel que a,, # 0. Alors
H0<p<R Vz € B(0,p) \ {0} f(z)#0

DEMONSTRATION. Notons ng = inf{n € N : a,, # 0} (ng s’appelle la valuation de f en 0). On a

(079 +1 (079 +2
F(2) = apy2™ + an0+12n0+1 +=ap 2™ <1 4 SRo , y TmeFE 2
Anyg Ang

—+oo
. .o a k . .y .
Posons g la série entiére g(z) =1+ E AZk La série entiere ga egalement pour rayon de convergence
Qnp,
k=1 0

R (cela se voit en utilisant par exemple le critére d’Hadamard). Le théoréme [50| montre que g est continue sur
%0, R). Ainsi, lir% g(z) = g(0) = 1. Choisissons € = 1 et appliquons le critére de continuité a g en 0.
z—r
1

>0 Vze HB0,R) <|z| <p = Jg(z)—g(0)] < 5)

En fixant p > 0 comme ci-dessus,

vze 200,p)  19(0)| —lg(2)] <lg(z) = 9(0)| < %

1
vz € #(0,0)  l9(z)l >3
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La fonction g ne s’annule donc pas sur #(0, p). De plus, la fonction z — a,,, 2" ne s’annule pas sur %(0, p)~{0}.
La fonction f ne s’annule donc pas sur %(0, p) ~ {0}. O

RappEL 57. Soit A C C. Soit zp € C. On dit que zp est un point d’accumulation de la partie A s’il vérifie
I'une des trois propriétés équivalentes suivantes (exercice).
(i) Pour toute > 0, AN (2, ) contient au moins 2 éléments;
(i) Pour toute > 0, A N HB(z0, ) contient une infinité d’éléments;

(iii) II existe une suite injective (uy,)

nen d’éléments de A telle que ngrfoo Uy = 20.
+00
COROLLAIRE 58. Soit > a, 2™ une série entiére de rayon R > 0 et de somme f(z Z apz™. SoitT' C
PB(0, R) tel que f|r = 0. Si 0 est point d’accumulation de T, alors a,, = 0 pour tout entier n. h
DEMONSTRATION. 1l s’agit de la contraposée du théoréme 56| O

COROLLAIRE 59. Soient Z anz" ety b,z" deux séries entieres de rayons de convergence respectifs Ry > 0 et
+oo

Ry > 0 et de somme f(z Z anz" et g(z Z b, 2". Posons R = min(Ry, Rs). Les assertions suivantes sont

n=0
équivalentes.

() V=€ BO,R)  f(=) =g(2)
(i) < p<R Vz € %(0,p) f(z) =g(z)
(iii) Il existe une suite injective (uy),, oy d’éléments de %8(0, R) convergeant vers 0 telle que f(2,) = g(zp).
(iv) Vn € N a, = by,
W f=g
En particulier, une série entiére posséde un unique développement en série entiére : son développement de Taylor.

—+oo
DEMONSTRATION. Notons h(z) = f(z) — g(z) = Z(an — by)2", de rayon > R. Notons 2 = {z €
n=0
#(0,R) : h(z) = 0}.En appliquant de théoréme[56a la fonction h, les implications = () = =
= sont évidentes.
Montrons donc = (iv). 0 est alors un point d’accumulation de 2. D’apreés le corollaire[58| ona a, —b,, = 0
pour tout n > 0, d’ou le point (iv). O

V. Inégalités de Cauchy

RappEL 60. Notons L?(R/27Z) = L*(R/2nZ,C) I'ensemble des fonctions 27-périodiques de carré inté-
grable (sur un intervalle de longueur 27 ; modulo les fonctions nulles presque partout). La forme

1

2T
(ro)=5- | FoisDa

définit sur L.?(R/27Z) une forme hermitienne définie positive. La norme associée est

27
= [ Isar

La famille des fonctions e,, : R/27Z — C, t s €™ (oun € Z) forme une base hilbertienne de L?(R/277Z).
Par conséquent, si f € L?(IR/27Z), les coefficients de f dans cette base hilbertienne sont

ealf) = (f,en) = / f(te

et 'on retrouve la décomposition de f sous forme de série de Fourier

f= Z Cn(f)en

neEZ

I£15 = len(£)I?

nez

ainsi que I’égalité de Parseval
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Considérons désormais une série entiére  a,z" de rayon R > 0 et de somme S(z g anz". Soit

0 < p < R.Larestriction de S a un cercle centré en 0 et de rayon p est une fonction perlodlque Deﬁnlssons
donc
s: R/2rZ — C
t — S(pe't)

Pour n € Z, le n-éme coeflicient de Fourier de s est

1 27 ) .
cn(s) = oy ; S(pe')e —ntdy = / <Z Amp™ th) e ¢

m=0

Or la série " a,, 2" converge normalement, donc uniformément sur le cercle .7 (0, p) = {|z| = p}. Les signes
somme et intégrale peuvent donc étre intervertis.

+oo
enls) = 3 S / im=mtgy

Calculons

2 ,sim=mn

27
i(mfn)tdt _ o 27
/ e ez(m n)t:| -~ .
0 L.(m_n)o =0 ,sim#n

On en déduit

cn(s) = anp”

PROPOSITION 61. Soit Y a,z"™ une série entiére de rayon R > 0 et de somme S(z Z anz". Alors

2
YO<p<R Z lan?p*" = / |S(peit)|2dt
0

DEMONSTRATION. En utilisant les calculs précédant I'énoncé de la proposition, I'égalité a montrer découle
directement de 1’égalité de Parseval. O

COROLLAIRE 62 (INEGALITE DE CAUCHY). Soit > a,2" une série entiére de rayon R > 0 et de somme S(z) =

Z anz". Pour p € 10, R, notons M (p) = sup |S(z)|. Alors

[z|<p
M
Vpe|0,R[ VneN lan| < #ﬁ
DEMONSTRATION. En utilisant I’égalité de Parseval,
2 2 2 2 o I 2
" n < m mo__ S wnt dt < . M d — M
janlo Z\a\ 3 | Istemfar< o [ ara = )

Toutes les quantités considérées étant positives, I'inégalité a démontrer s’obtient en prenant la racine carré de
I'inégalité précédente. 0

APPLICATION 63. Théoreme de Liouville
DEFINITION 64. On appelle fonction entiére toute série entiére de rayon de convergence égal a +o0.

THEOREME 65 (THEOREME DE L1oUVILLE). Toute fonction entiére et bornée est constante.

+oo
DEMONSTRATION. Soit f une fonction entiére et bornée. Ecrivons f(z Z anz". Lhypothése faite sur f

implique l'existence d’un réel positif M vérifiant | f(z)| < M pour tout z € C. D apres I'inégalité de Cauchy,
M
Vp €10, +oo[ lan| < —
p

Ainsi, a,, = 0 dés que n > 1, ce qui montre que f(z) = ag est constante. 0
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VI. Opérations algébriques sur les séries entiéres

THEOREME 66. Soit > an2" (resp > bp2") une série entiére de rayon Ry > 0 (resp. Ry > 0) et de somme

2) = Zanz" (resp g(z Zb z ).Soit/\ e C*. Alors

1. la série entiére Z Aanz™ a pour rayon de convergence R; et
Ve B0, R1) Y Aanz" = Af(2)

2. la série entiére Z(an + b,,)z" a un rayon de convergence R > min(Ry, Ro) et

“+o0
Vz € B(0,min(Ry,Ry)) > (an +bn)z" = f(2) + 9(2)
n=0
Si de plus, on a Ry # Ra, alors R = min(Ry, Ra).
3. pourn € N, définissons c,, = Z arbyn_1 ; la série entiére Z cn 2" a un rayon de convergence R >

k=0
min(R1 s RQ) et

Vz € #(0, min(Ry, Ra)) Z enz" = f(2)g(2)

DEMONSTRATION. 1. Remarquons que [Aan 2§ | = |A| [an 2§ | Ainsi, la suite (Aay,2(),, o est bornée a
la condition nécessaire et suffisante que la suite (a, g ),, oy soit bornée.

2. Si |zp| < min(Ry, R2), alors les séries numériques > a, 2§ et Y by2{ convergent. Ainsi, la série nu-
mérique Y (an + by )z{ converge également, d’ott I'inégalité R > min(R,, Ra).
Supposons désormais R; # Ro. Quitte a échanger f et g, on peut supposer R; < Rj. Soit 2y vérifiant
Ry < zp < Ry. Alors ) ay2y diverge grossierement tandis que > b, 2§ diverge. On en déduit que
> (an + bn)zy diverge grossierement, c’est-a-dire R < R; et par suite R = R;.

3. Soit |zo| < min(R1, Ra). Les séries >~ an2™ et 3 b, 2™ convergent normalement sur #(0, |z|). Ainsi,
les série Y a,zy et > b,z convergent absolument. Le théoréme [30| donne alors la convergence de la
série Y cp 2y vers f(z0)g(z0)-

a

REMARQUE. En ce qui concerne la somme de séries entiéres, lorsque R; = Ro, on ne peut rien dire quant au

- z" -
rayon de convergence. Par exemple, les séries E — et g
n

tandis que leur somme > 0 - 2" a pour rayon de convergence R = +o0.

THEOREME 67 (THEOREME DE SUBSTITUTION Soit " anz (resp > bn2") une série entiére de rayon Ry > 0

(resp. R2 > 0) et de somme f(z Z anz" | resp. g(z Z bnz" |. Supposons que f(0) = 0. La fonction f

étant continue en 0, choisissons R3 > O tel que R3 < Ry et que

R
Vze B(0,Rs)  |f(2)] < 72
“+oo
Définissons f(z Z a(")zp (produit au sens de Cauchy). Posons alors ¢y = bg et pourp > 1,
p=n

p
= Z bna](on) _ blag) + bz(l](g2) 4+t bpagp)

n=1

La fonction g o f est développable en série entiére de rayon > R3 en( et

+o0o
Vz € #(0,R3) go f(z) = Zcpz” = Z (Zb a(”)>
p=0

p=0
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DEMONSTRATION. Remarquons dans un premier temps que f est continue en 0. En choisissant € = %

remarquant que ’ensemble des boules ouvertes forme une base d’ouverts de la topologie de C, on déduit
Ry
2
Pour n > 0, considérons les polynoémes h,,(z) = co + c1z+ -+ + cpz" et gn(2) = by + b1z + -+~ + b, 2" La
convergence uniforme de g sur %(0, p) (pour tout p < Rs) implique lir_irrl gn(f(2)) = g(f(2)). Il suffit donc
n—-+0oo

eten

H0<R3<R VzeB0,R) |f(2)| <

de montrer que lim |h,(2) — gn(f(2))] = 0.
n—-—+oo

Dans ce but on définit pour k& € N, M.(p) := sup |f(z)|* = My(p)* (la derniére égalité découle de la
[z|<p

croissance de I'application z ++ ¥ sur R ).

Pour 0 < R et pour p < R3, les inégalités de Cauchy nous donnent

M My (p)k
vneN  Vk<n (bnﬁgff’) A ‘a(k)’<f(p))
g

Ainsi, pour tout z € A(0, p),

n n —+oo

gn o f(2) =D be(F2)F =D b Y alk) e
k=0 k=0 q=k

Comme #(0,0) C #(0, Ry) et B(0,p) C H(0, R3), toutes les séries considérées convergent uniformément.
L’égalité reste donc vraie pour tout z € #(0, p) lorsqu’on intervertit les deux signes somme.

p)
oo [/ min(g,n)
gnof(z)=bo+ Y al?by | 2

400 n
= hn(2) + Z (Z agk)bk> 29

qg=n+1 \k=1

M k
Or pour z € %(0, p), aflk)) < #

. Comme M (p) < £2 < R, on peut choisir o vérifiant My (p) < o <
R5. Dans ces conditions, pour tout z € #(0, p)

+o00 n
g0 0 f(2) = ha(2) = | 3 (Z ag%k) 2

On remarque alors que pour ¢ > n + 1 fixé

“ " M(p)* M,(o)
(k) Mplp)  Mglo)
E ag bzt < E pr s |z]4
k=1 k=1
21\ = ( My(p)\"
ZMQ(J)(— > (=L
p k=1 g
IZI)q 1 ( M;(p) )
<Mg(o)(7 1_ M) car0 < ——= <1

En reportant dans I’égalité précédente,

+oo q
|gn 0 f(2) = ha(2)] < ) %(M)

q=n-+1 1- P
1
= 4M9(L) (|Z|>n+ 1 (carO < M < 1>
1— M{T(P) p _ M 1%
— 0
n—-+oo

limite qui termine la démonstration. 0
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VII. Remarque sur ’holomorphie

THEOREME 68. Soit 2 C C un ouvert non vide. Soit zy € §2. Soient f,g : Q — C deux fonctions holomorphes
en zg. Soit o € C.

1. La fonction af + g est holomorphe en zy et
(af +9)'(20) = f'(20) + ¢'(20)
2. La fonction fxg est holomorphe en zq et

(fx9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)9" (20)

1
3. Supposons f(zo) # 0. Alors il existe p > 0 tel que f ne s’annule pas sur B(zg, p). La fonction 7 (définie

au moins sur B(2q, p)) est alors holomorphe en 2, et

(3=

DEMONSTRATION. Les démonstrations sont identiques au cas réel. Elles sont donc laissée en exercice. Afin
de donner une idée des démonstrations, nous nous intéresserons au point[2] Soit z € €2, z # zp. On a

f(2)g(2) = flz0)9(z0) _ [(2)g(2) = f(20)9(2) | f(20)9(2) — [(20)g(0)

Z— 20 Z— 20 Z =20
f(z) = f(z0 9(2) —9(20
= () LTIy L2 IC0) ) 1) 4 10} 20)
zZ— 20 Z—Z0 Z—r20
~——— ————
—f"(20) —9'(20)
Z‘)ZO Z*}ZO
L’égalité a démontrer est donc vraie. O

THEOREME 69 (COMPOSEE DE FONCTIONS HOLOMORPHES). Soient () C C et Q C C deux ouverts non vides.
Soit zg € Q. Soit f : Q@ — C une fonction vérifiant f(2) C Q et soit g : @ — C. Supposons également que f est
holomorphe en zg et que g est holomorphe en f(z).

Alors g o f est holomorphe en 2y et
(90 .f)(20) = g" o f(z0)xf"(20) = ¢'(f(20))x f' (20)

DEMONSTRATION. La démonstration est identique au cas réel. Elle est donc laissée en exercice. g






Chapitre 2

Fonctions analytiques

I. Généralités

DErFINITION 70. Soit 2 C C un ouvert non vide. Soit f: 2 — C. On dit que f est analytique sur {2 si pour
tout zg € €1, il existe une série entiére »  a, 2" de rayon de convergence R > 0 et il existe 0 < p < R tels que

+oo
Vz S :@(O, p) f(Z) - Z a7L(Z - Zo)n
n=0

On dit également que f est localement développable en série entiére en tout point de 2.

REMARQUE 71. Dans la définition précédente, la série entiere > a,, 2" associée a f et au point zy est unique
d’apres le principe des zéros isolés.

1
ExempLE 72. Considérons la fonction f: C\ {1} - C, z — 1 Alors la fonction f est analytique sur
—z
C ~ {1}. En effet, soit zp € C\ {1}.On a

1 1 1
f(z)z1_20_(2_20):1_%.1_%
1 =72 2\" )
:120220(120) si|z — 2] < |1 — 2o
400 1
=2 T )" siz € B(z0, |1~ z])

Le développement de f en série entiére en z est donc valable pour tout zg € C ~\ {1}, ce qui montre que f est
bien analytique sur C \ {1}.

THEOREME 73. Soit f: Q@ — C une fonction analytique sur Q2. Alors en tout point zy € €, f est indéfiniment
dérivable au sens complexe en zy. De plus,

o0 f(n)(ZQ)
Vzp € dp>0  Vze B(2,p) f(z):ZT

n=0

(z —20)"

DEMONSTRATION. Soit zg € €. Posons ¢g(z) = f(z + zo), de sorte que ’on se raméne au voisinage de 0 :
2+ 20 € B(20,p) = z € %(0,p)
Les corollaires 53 et 59 donnent alors

X g™(0) o

dp>0 Vz € %(0,p) g(z) = "

n=0
Soit h: z — z — zg. Alors h est indéfiniment dérivable et f = go h. Comme h’(z) = 1, on montre par récurrence
f™ (20) = g(™(0). Ainsi

n!

2y,
Vz € B(z0,p) flz)= Z S (z0) (2 —20)"
n=0

égalité qui termine la démonstration. O

+oo
THEOREME 74. Soit Y a,z" une série entiére de rayon R > 0 et de somme f(z) = Z anz". Alors f est
n=0

analytique sur (0, R).

21
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DEMONSTRATION. (& revoir). Soit 29 € #(0, R). Soit 0 < p < R — |z¢|. Définissons la fonction g sur #(0, p)

en posant g(w) = zo + w. Il suffit de montrer que f est développable en série entiére > c,w™ autour de w = 0.
Or

w € A(0,p) = g(w) € B(0,R)

La fonction composée f o g est donc bien définie sur Z(0, p). La fonction f étant une série entiere, 'égalité
“+o0

fz)= Z anz" est vérifiée dés que |z| < R. Ainsi, en posant z = zg + w,
n=0
+oo +oo
Yw € %(0, p) fog(w)= Z ang(w)™ = Z an (2o +w)" 2)

n=0 n=0

Intéressons-nous aux sommes partielles et définissons les fonctions

m m +oo m (p)
fm(2) = Zanzn et B (W) = Z (Z (n) anzg_p> wP = Z f ('ZO)wp
n=0 p=0 \n=p p p=0 p:

de sorte que

m +o00
(1) = fin 0 90 = 3 (Z (Z) ) w

p=0 \n=m

Soit |zp| + p < r < R.Remarquons que " 2y~ ¥ estle coefficient d’ordre p du développement en série entiére
de g(w)™. En utilisant I'égalité Mgn My(p)™ = (Jzo| + p)", les inégalités de Cauchy impliquent

+oo n
o () — fon © (a0 ( y Mt ALt )|w|p
p=0

pp

M()(Z <MQT(p)> ><|wp|>”

tnqs

Il
=)

n=m

(M) (M) (e 22 <)
(M) e i ()

MY 11 (car 21 1)
SMf(H( M@ ]l car 5 <1
T P

p

o

bS]
Il
=)

I
<

r

En choisissant 0 < p < p, pour w € %(0, p), on obtient

[hm (w) = fin 0 g(w)| < Mf(r)<Mg(P)) 1 1 1

r

M
Or My(p) < 1. L’inégalité précédente implique alors, pour w € %(0, p)
T

lim Ay, (w) = lim  f,og(w)

m—+00 m—+00

Comme la suite de fonctions (f,, © g),,cy converge normalement vers f o g sur (0, p), le résultat découle de
la limite précédente. 0
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Lors de la démonstration précédente, nous avons déterminé les coefficients du Développement en Série En-
tiere de f autour de zg. En effet, en utilisant les notations du théoréme précédant, I’égalité w = z — zg donne le
DSE

= =/ o @ (z)
1) = Y enle " 03 (3 = 55
p=0

p!

Intéressons-nous désormais aux opérations (somme, produit, composition, inverse) de fonctions analytiques.

THEOREME 75. Soient f: Q0 — C et g:  — C deux fonctions analytiques sur 2. Soit A € C.
1. La fonction \f + g est analytique sur ().
2. La fonction fxg est analytique sur §).

DEMONSTRATION. Soit zg € (2. Il existe deux séries entieres > a, 2" et ) b,2" de rayons de convergence
respectifs 21 > 0 et Ry > 0 telles que

+oo
Vz 6%(207}21) f(Z) = Zan(z—ZQ)n
n=0

+oo
Ve Bl Ba)  g(z) = buls— 20)"
n=0
Soit 0 < p < min(Ry, Ry). En utilisant le théoréme[66] on obtient :
Ve Blz,p) (A +9)(2) =D (Aan +bn)(z — 20)"

n>0
Vz € B(20,p) fxg(z) = Z en(2 = 20)"
n>0

ol ¢, est le coefficient devant le terme de valuation n dans le produit au sens de Cauchy des séries ) a,, 2" et
> bn 2" Ces égalités terminent la démonstration. O

THEOREME 76. Soient f: Q0 — Cetg: Q—C deux fonctions analytiques. Supposons que f(2) C Q. Alors la
fonction g o f est analytique sur §2.

Plus précisément, soit Y a, 2™ (resp. > b,2™) une série entiére de rayon R1 > 0 (resp. Ry > 0) et soit 0 <
p1 < Ry (resp. 0 < py < Ry) tel que

+oo
Vz € B(z0,p1) f(z):Zan(z—zO)”
n=0

+oo
(resp. Vw € B(f(z0),p2)  glw) =Y ba(w— f<zO>)”>
n=0

La fonction f étant continue en zo, choisissons 0 < ps < py tel que pour tout z € B(zg, p3). f(2) € B(f(20), p2).
Alors

+oo n
Vz € B(z0, p3) go f(z) = Z en(z —20)" ou ¢, = Z byaP)
n=0 p=1

+oo
les coefficients a'? étant définis par (f(z) — f(z0))? = Z alP)(z — zo)™
n=p
DEMONSTRATION. Soit zg € €. Soit Y a,2" de rayon Ry > 0 et soit 0 < p; < R; tels que
“+o0
Vz € B(z0,p1) f(z) = Z an(z — 29)"
n=0
Soit } " b, 2" de rayon Ry > 0 et soit 0 < ps < Ry tels que
+oo
Vw € B(f(20):p2)  g(w) =D bu(w — f(20))"
n=0

La fonction f étant continue en z,
Jps < p1 Vz € #(z0,p3) f(z) € #(f(20), p2)
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Pour z € H(zy, p3), nous avons donc

+oo
go S =g (z an<z—zO>n)
n=0

+o00 400 m
=Y b (Z an(z - )) (car /(=) € B(f(20). p2)
m=0 n=1

La fin de la démonstration est alors identique a la fin de la démonstration du théoréme O

THEOREME 77. Soit f: Q0 — C une fonction analytique. Soit Q' = {2 € Q : f(z) # 0}. Alors

1. Q' est ouvert;

1
2. = : Q' — C est analytique (sur Q').

f

DEMONSTRATION. La fonction f: Q — C est continue, et {0} est fermé dans R. Ainsi, f~1({0}) est fermé.
Par ailleurs, {2 est ouvert, donc ' = Q ~ f~1({0}) est ouvert.

Soit zp € €. La fonction f étant analytique, il existe p > 0 et il existe une série entiére Y a,, 2" de rayon
R > ptels que

+oo
Vz € Bz, p) f(z) = Zan(z —20)"
n=0

Par hypothése, ag = f(20) # 0. Ecrivons donc

£(2) = ag 1+ZZ—Z<z—ZO>” —ao(1+9(2)),  g(z0) =0

n>1
La fonction g étant continue en 0,
Jp1 >0 Vz€B(z.p) 9(z)| <1

Considérons alors Qg = C \. {—1} et posons

0 : QO — C
1
U —
14+u
La fonction 6 est analytique sur g et
+oo
Yu € %(0,1) O(u) = Z(—l)”u”
n=0
En utilisant le théoréme|[76
+ o0
Vz € B(z0,p1) fog(z) = ch(z—zo)"
n=0
Or
1 ap
log(z) = ———~ = —+
D=1 " e
Ainsi,
1 =
Vze R — = Lz — zp)"
z € B(z0,p1) B nz::o a (z — 2p)

La fonction f est donc développable en série entiére autour de zy. Le choix de 2y € ' étant quelconque, ceci

1
montre bien que la fonction 7 est analytique sur €. O

1
ExempLE 78. Soit f lafonction d’expression f(z) = —, fonction définie sur Q = C*. Soit zy € Q. Intéressons-
z
nous au développement en série entiére de f autour de 2.

1 1 1 1

z 20+ (z—20) zo.1+ﬂ
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Si S < 1, alors
20
+o0
1 1 (=)™
= — (z — z)"
zZ 20 7;3 zy
Or
zZ— 20
2 <1 < |Z—Z()| < ‘Z()| < ZG%(Z&‘Z()D
0

Le développement trouvé précédemment est donc valable sur Bz, |z0]).

NotaTioN. L’ensemble des polynomes a coefficients dans C est noté C[z]. L’ensemble des fractions ration-

nelles a coefficients dans C est noté C(z). Ainsi, C(z) = {g : PeClz],Q € (C[z]}

THEOREME 79. Pour tout R € C(2), la fonction z — R(z) est analytique sur son domaine de définition.

DEMONSTRATION. Un polyndome est une série entiere de rayon R = +o00. Un polynéme est donc analy-
tique sur C (cf théoréme[74). D’aprés le théoréme précédent, une fraction rationnelle est analytique dés que son
dénominateur ne s’annule pas, i.e. sur son domaine de définition. 0

II. Prolongement analytique

Rappels de topologie

DEFINTTION 80. Soit D C C. On dit que D est :
- convexe Si

V2o €D Vz €D [20,21] €D (ol [0, z1] = {tzo + (1 —t)z1 : t € [0;1]})
- un ensemble étoilé par rapport a zg € D si
VzeD [20,2] €D
- faiblement convexe si
Vz,2/ €D IneN 3Fzp,21,...,2, €D [(z=20) A (' =2z,) A (Vi€ [l,n] [2i—1,2] C D)]

i.e. si tout couple de points de D est reliable par une ligne brisée dans D;

- connexe par arcs si pour tout z,n’ € D, il existe une application continue « : [0;1] — D telle que
a(0) = z et (1) = 2’ (auquel cas, « s’appelle un chemin inclus dans D);

- connexe si pour tout ouvert U; C C et pour tout ouvert Uy C C,

[(D cCUyuU UQ) A (Ul NU; = @)] - [(D - Ul) V (D - UQ)]
REMARQUE 81 (EXERCICE). D est connexe si, et seulement si pour tout couple (F7y, F3) de fermés de C,

DEFINITION 82. Soit X un espace topologique. Soit A C X. Le sous-ensemble A est dit connexe si pour
tout couple d’ouverts Uy, Us de X vérifiant A C Uy UUs et Uy NUz =0, ona A C Uy ou A C Us.

PROPOSITION 83. Soient X,Y deux espaces topologiques et soit f : X — Y une application continue. SiA C X
est connexe, alors f(A) C'Y est connexe. Autrement dit, I'image continue d’un connexe est connexe.

DEMONSTRATION. Supposons que A est connexe et notons B = f(A). Soient V1, V5 deux ouverts de ¥
tels que B C V3 U Vet V) NV, = (). Lapplication f étant continue, U; = f~(V1) et Uy = f~1(V4) sont
deux ouverts de X. Remarquons également que f~1(V; U Vy) = f~1(Vi) U f~1(V2) = Uy U Uy (exercice). Ces
considérations impliquent A C U; U Us. De plus ’égalité V1 N Vo = () donne I’égalité U; N Uy = (). L’ensemble
A étant connexe, on a donc par exemple A C Uj. Ainsi B = f(A) C f(U;) C Vi et par conséquent, B est
connexe. O

TuEOREME 84. Soit D C C. Alors
D convexe = D étoilé = D faiblement convexe => D connexe par arc = D connexe

Il est a noter qu’aucune réciproque n’est vraie.
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DEMONSTRATION. connexe par arcs — connexe. Démontrons la contraposée de cette implication.
Supposons donc que D n’est pas connexe. Il existe alors deux fermés Iy et Fy de C vérifiant D C Fy U Fb,
FINF,=0,DNF; # 0etDNFy # (. Soit 21 € DN F} et soit 2o € DN Fy. Supposons désormais par ’'absurde
qu’il existe un chemin continu « : [0,1] — D tel que (0) = 21 et a(1) = zo. Notons A = «([0, 1]). Comme
21,22 € Aetcomme A C D,ona A C Fy UFy, ANF, #0, AN F; # () et F; N F, = (). Ceci montre que A
n’est pas connexe. Or [0, 1] est connexe et « est continue, donc en vertu de la proposition A est connexe, ce
qui contredit la déduction précédente. Ainsi, il n’existe aucun chemin continu contenu dans D et reliant 21 a 2o,
et D n’est pas connexe par arcs.
faiblement convexe —> connexe par arcs. Une ligne brisée peut étre vue comme une application continue
a:[0,1] — D.
étoilé —> faiblement connexe. Supposons que D est étoilé par rapport a zg. Soient z, 2’ € D. La ligne brisée
constituée du segment [z, 2] suivi du segment [z, 2] est une ligne brisée inclue dans D reliant z & 2.
convexe —> étoilé. Exercice. 0

1
ExeMPLE 85. Exemple de connexe non connexe par arc : {1: + i sin <7) LT € Rj_} U [—1; 4]
T

LeMME 86. Soit D C C. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) D est convexe
(ii) D est étoilé par rapport a tous ses points.
DEMONSTRATION. () = (ii). Clair.
= (i). Soient 2,2’ € D. Comme D est étoilé par rapport a z, on a [z, 2'] C D, d’ou le fait que D est
convexe. ]
THEOREME 87. Soit U C C un ouvert. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) U est faiblement convexe.
(ii) U est connexe par arc.
(iii) U est connexe.
DEMONSTRATION. () = (i) = (iil). Voir le théoréme [84]
= (i). Soit a € U. 1l s’agit de montrer que pour tout z € U, il existe une ligne brisée inclue dans U
reliant z a a. Notons donc
Uy ={z € U : il existe une ligne brisée (dans U) reliant z 4 a }
Uy ={z € U : onne peut pas relier z a ¢ a 'aide d’une ligne brisée (dans U)}
On vérifie alors aisément
UoﬂUlz[Z) et UyuU; =U
Montrons désormais que Uy est ouvert. Soit zg € Uy. Notons [ag, a1]U[a1,a3]U---Ula,—1, ay] une ligne brisée
reliant a = ag & 29 = a,,. Comme U est ouvert, fixons ¢ > 0 tel que %B(z9,¢) C U. Remarquons que la boule
PB(zp, ) est convexe. En effet, soient b, c € H(zp, €) et soit A € [0; 1]. Alors la distance de zp & Ab+ (1 — A)cest
[Ab+ (1 — XN)e— 2zl = |Ab—20) + (1 — A)(c — 20)]
< A = zo| + (1 = A)|e — 2o (car A< 0et(1—X)>0)
< (A+1—=X)max{|b— zo|,|c — 20|} < €
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Cette inégalité montre bien que Ab+ (1 —\)c € B2y, €), i.e. que H(zp, €) est convexe. Montrons désormais que
B(z0,€) C Up. Soit z € HB(z0,e) C Up. La boule B(zp,€) C Uy étant convexe, on a [zg, z] C HB(zp,e) C U, de
sorte que la ligne brisée [ag, a1] U [a1,a2] U -+ U [an—1,a,] U [20, 2] est une ligne brisée (dans U) reliant a a z,
ce qui montre que z € Uy et par conséquent que Uy est ouvert.

Montrons que U est ouvert. Soit zg € U;. Comme U est ouvert, fixons € > 0 pour lequel #(zg,¢) C U.
Comme précédemment, on a [z, zp] C U. Raisonnons par I’absurde : s’il existait une ligne brisée (dans U) reliant
a A z, alors en ajoutant le segment [z, zo] a cette ligne brisée on obtiendrait une ligne brisée reliant a a 2o, ce qui
contredit zg € Uy. Ainsi, (2o, ) C U; et U; est ouvert.

Comme U est connexe, on en déduit que I’on a soit U C Uy, soit U C U;. Or a € Uy, donc Uy # (0. Ainsi,
Uy =0 et U C Uy, ce qui montre que U est faiblement connexe. O

DE£FINITION 88. On appelle domaine de C tout partie non vide, ouverte et connexe de C.
ExempLE 89. C est un domaine, une boude ouverte est un domaine.

THEOREME 90 (PRINCIPE DU PROLONGEMENT ANALYTIQUE). Soit D un domaine.
Soient f: D — C et g: D — C deux fonctions analytiques. Les assertions suivantes sont équivalentes.

i) f=y

(ii) 3U C D ouvert, U # ) flo =9ly

(iii) AK C D possédant un point d’accumulation dans D flx =9lk

(iv) 1l existe une suite injective (zq)qu d’éléments de D convergeant dans D telle que pour tout ¢ € N on a
f(zg) = g(2q)-
DEMONSTRATION. () = () = (i) = (iv). Clair
= (D). Choisissons une suite injective (z,) .y vérifiant (iv). Notons a = hgl zq € D. Les fonction

q——+oo

f et g sont analytiques sur D :

3 Z b,z" derayon Ry >0 3 Z cpz" derayon Rp >0 30 < p < min{R;, Ry}
+o00 +oo
Bap)CD e VzeBap) f&)= bl-a e g&)=) eulz—a)"
n=0 n=0

Posons h = f — g. Alors
—+o0
Vz € HA(a,p) h(z) = Z(b” —cn)(z—a)”

n=0
Comme h(z4) = 0 pour tout ¢ € N, le principe des zéros isolés (plus précisément le corollaire |58) implique que

h|§3(a,p) = 0. Ainsi, f‘%(a,p) = gL@(a,p)'
Montrons désormais que f et g coincident sur D. Soit b € D. Soit ¢ : [0; 1] — D une ligne brisée reliant a a
b:¢(0) =aety(l)=Db. Soit

E= {t €[0,1] : f|[o,t] :g‘[o,t]}

E # () car 0 € E. De plus, F est un intervalle : en effet, sit1,ty € F, t] < toetsis € Jty,t2], alors f|[(),t2] =
g|[07t2] implique f|[0’s] = g|[0751, autrement dit s € F. Notons alors tg = sup E. Comme f et g sont continues,
f(to) = tliglo ft) = tll{% g(t) = g(tg), d’ott 'on conclut ¢ty € E.
t<to t<to
Raisonnons par ’absurde et supposons ¢y < 1. Notons alors § = ¢(tg) € D.

EIZb;Lz” derayon R} >0 3 ZC;Z" de rayon R, >0 30 < p' < min{R}, R,}

+oo —+oo
PB(5,p)CD et Vze B6,p) f(z) = Zb;(z —0)" et g(z)= Z ch(z—=06)"
n=0 n=0

Or ¢ est continue en %y :
I >0 @ (to—mnto+nl) S AB(6,p')

Notons alors que ¢ (Jtg — 7, to]) posséde un point d’accumulation et que f| - Un raison-

p(to—ntal) = Il (lto—n,to]
nement identique a celui mené précédemment montre que f| B(sp) = 9| 25,01 Les fonctions f et g sont donc

identiques sur 'intervalle ]¢o, tg + 7], ce qui contredit le fait que ¢y = sup E. Ainsi to = 1 et f(b) = g(b). O
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III. Principe du maximum

DEFINTTION 91. Soit A C C. Soit f: A — C une fonction. Soit a € A. On dit que f posséde un maximum
local (resp. un minimum local) en a si

Je>0 Vze AN AB(a,e) If(2)] < |f(a)
(resp.3e >0 Vze ANHB(a,e) [f(2)] > |f(a)])

THEOREME 92. Soit D un domaine. Soit f: D — C une fonction analytique. Si f posséde un maximum local
sur D, alors [ est constante.

DEMONSTRATION. Soit A € D le point en lequel f posséde un maximum local. D étant un domaine, le
principe du prolongement analytique implique qu’il suffit de montrer que f est constante sur un voisinage de .
La fonction f étant analytique, il existe une série entiere, que I'on notera > ¢, 2" de rayon R > 0, et il existe
0 <r < Rtelsque Z(A\,7) CDet

+oo
Vz € B\ 1) f(z) = Z ez = A)"
n=0

Raisonnons par I’absurde et supposons que f ne soit pas constante. Notons ko = inf {k € N~ {0} : ¢ # 0}
Remarquons dans un premier temps ¢ # 0. En effet, si ¢g = 0, alors f(\) = 0 et le fait que f posséde un maxi-
mum local en A implique que f est nulle dans un voisinage de 0, ce qui contredit le fait que f n’est pas localement
constante. Ecrivons alors

f(z) =co+ciy(z — )\)k0 + chot1(z — )\)ko+1 +...
— oo (14 pu(z = ™ (1+ (2 = Ngi(2)))

ou ,u:% et gl(z):M—i—M(z—)\)—i—...
Co Cko Cko

La fonction g; est analytique sur Z(\, r) (d’aprés le théoréme [74). Cette derniére fonction est donc continue et

par conséquent bornée sur tout compact K. Choisissons K = % ()\, %) et notons M un majorant de g sur K :
e (Ng)  la() <M

Soit 1/ < _ vérifiant ' M < 1. Ecrivons p = |p[e’®, ott @ € R. Pour 0 < p < 7/, on s’intéresse au complexe
z=A+pe ‘" € B(\r).Ona
7] = leol [1 + 1z = )% (1+ (2 = g (2)|

> Jeol (|1 + =z = V)

- ‘,u(z — NFtlg (2) D (inégalité triangulaire)
= leol (L + [ulp® — |ulp™ |pgr(2)1)

k
> |co (1 + ||t — W) (d’apreés le choix de 7')

2
ko
)
= el (1 + |l5>

Cette inégalité implique donc |f(2)] > | f(N)

, ce qui contredit le fait que A soit un maximum relatif. 0

THEOREME 93 (THEOREME DE D’ALEMBERT-GAUSS, THEOREME FONDAMENTAL DE L’ALGEBRE). Le corps C est
algébriquement clos. Autrement dit, tout polyndme complexe non constant admet (au moins) une racine.

On peut remarquer que le théoréme fondamental de I'algébre implique qu’un polynéme complexe de degré
n > 1 posséde exactement n racines (comptées avec leur ordre de multiplicité).

DEMONSTRATION. Soit P(z) = ag + a1z + -+ + apz™, oun > 1eta, # 0. Supposons que pour tout
z € C,ona P(z) # 0. Le théoréme implique que P est analytique sur C. Le théoréme implique alors que

fz)= ﬁ est également analytique sur C. L’inégalité triangulaire appliquée n fois de suite donne I'inégalité
z

|P(Z)| > ‘anzn| — \an,12”_1 + -+ aOl
> |anz™ = (|an_12"" 4+ - + |ao))

1
= |a,z"| <1 -

Gn—1 ag

K

L)
2"

an Qn
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1
On en déduit lim |P(z)| = 400, autrement dit que lim |f(z)| = 0. De plus, A = f(0) = . # 0. Ainsi,
0

|z| =400 |z| =400
IR>0 Vz|>R |f(z) <A

La partie K = (0, R) est compacte et f est continue. Ainsi, f est bornée sur K et elle atteint son maximum en
un point que nous noterons A.

vz e B(0,R) |f(2)] < |fF)

Vag B0, R) |zl >R = [f(2)| < A=[fO)] < [f(N)]

Ainsi, A est un maximum absolu de f. Le principe du maximum implique alors que f est constante, ce qui contredit
le fait que P ne soit pas constant. 0

IV. Fonctions exponentielle et trigonométriques
REMARQUE 94. La série entiere %7: a un rayon de convergence R = +o0o (d’Alembert).

DEFINITION 95. On appelle fonction exponentielle, notée exp ou z — €7, la fonction définie par

+oo

vz e C exp(z):ezzzﬁ

n=0

La fonction exponentielle est une fonction entiére.
LEMME 96. La fonction exp est holomorphe. De plus
VzeC exp’(z) = exp(z)

DEMONSTRATION. En tant que fonction entiére, la fonction exp est analytique sur C (théorémes [74] et [73) ,
d’ou P'on déduit ’holomorphie de la fonction exp. De plus, le théoréme [53]implique

too 1 too on
/ n
exp (z) = n+1l)———2" = — = exp(z
e = Do e = 3 2 = el
n=0 n=0
O
THEOREME 97.
Vz,2 € C et = e7e?
400 on , +o00 L
, : z" 2 Z .
DEMONSTRATION. On a e = Z -] ete® = Z o On note >_ ¢, le produit au sens de Cauchy des
n=0 n=0

n m
séries ) i—, et ) ZZ—!, de sorte que
n g _m—k
zF oz
cn = —_——
k! (n —k)!
kZ:o (n—k)

s . n m ’ 7 \ ’ .
Les deux séries ) © =7 et ) © £ étant absolument convergentes, le theoremeassure que la série " ¢,, converge

z
n
vers
n 0O _m

+oo —+oo

z z
D= 2o
n=0 n=0 n n=0 z

Donc
Y o T Jkym—k
e’e® =
o ‘ El(n — k)!
Or
+oo nn +o0o n
242 (Z + Z) o 1 n k_Imn—k
D D D D1 DI M E
n=0 n=0 k=0
—+oo n
1 k /n—k)
= 2"z
2\ 2w
n=0 (k_o R(n — k)
d’ou I'égalité des deux expressions. O
COROLLAIRE 98. 1. VzeC e*#0

2.VzeC e’ =—
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DEMONSTRATION. 1. Raisonnons par l'absurde et supposons qu’il existe 2y € C vérifiant e* = 0.
Alors 1 = €9 = #0720 = gZ0e—20 = (), ce qui est absurde.

2. Soit 2 € C.Onal = e’ = e*~% = e~ *. Cette égalité indique bien que e~ est I'inverse de €. O

Cas de I'exponentielle réelle.

fr R — C
Tr

T

e
PROPOSITION 99.
1. f est a valeurs réelles.
2. [ estC™ et pour toutn > 1, fm = f.
3. f définit une bijection strictement croissante R — R’ .
DEMONSTRATION.
oo n
. e x . o 1
1. R étant complet, pour z > Oonae” = 1+Z—' > 1.Siz <0,alors —z > Oete” = — € ]0;1].
n! e
n=1

Ainsi, f est a valeurs dans R7.
2. La fonction exp est C*° sur C, sa restriction a R est donc C*° également.
3. f'(xz) = e* > 0 d’aprés (1). La fonction f est donc strictement croissante (et continue). Cette fonction

opére donc une bijection de R sur | lim e*, lim e { Pour x > 0,ona
Tr——00 T ——+00
72
em=1+x+7+--~21+m — +00

T—+00

Dou lim e = +ooet lim €= lim =0.
T—+00 T——00 z——o00 e~ 7T 0

Retour a 'exponentielle complexe.
ProrosITION 100. Soitz € C.Ona
1 e =¢*
2. |e*| = eRe?
3 lefl=1 <<= z€iR

DEMONSTRATION.

+oo +oo _py
1. 67: E i' = E i' = 6?
n. mn.
n=0 n=0
2 — = = 2
2. ‘62‘ — %% = e%e? = ez—i—z _ e2Rez _ (eRez) "Donc |6z| — eRez'

3. l*l=1 <= ef**=1 <= Rez=0 (car x — €” réalise une bijection R — R) =

THEOREME 101. exp: C — C* est un morphisme de groupes.
DEMONSTRATION. 1l s’agit de la traduction de théoréme O

Etude du noyau.
Notons alors U = {z € C : |z| = 1} et intéressons-nous au noyau de exp :

ker(exp) ={z € C : e =1}
Soit z € ker(exp). La propositionimplique que z € ¢R. Considérons donc I’application
¢: R — U
x — e

¢ est un morphisme de groupe (toujours d’aprés le théoréme [101). De plus, ker(exp) = iker(y¢). Nous nous
intéresserons désormais a ker . Rappelons la

PROPOSITION 102. Soit I' un sous-groupe additif de R. Alors soit I est dense (i.e. T = R), soit il existe o > 0 tel
quel’ = oZ.
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DEMONSTRATION. Intéressons-nous a la partie de R suivante : A = ]0, +o0[NT". Soit = inf A € R, . Deux
cas peuvent se présenter : « > 0 et a = 0.
Cas 1: a > 0. Montrons que dans ce cas I' = aZ. Montrons dans un premier temps o € I'. Raisonnons par
I’absurde et supposons « ¢ I'. Dans ce cas, pour toute > 0, Jar, o« + [N # (0. Soity; € Jov, 2a[ NI et choisissons
Yo € Ja,71[NT. Dans ce cas 0 < y5 — 71 < et yy — ;1 € I contredisent la définition de «v. Ainsi, o € T'.

Soit v € T' \. {0}. Quitte & remplacer « par —v, on peut supposer v > 0. Notons n = {lJ . L’inégalité n < J <
! o

n + 1 implique na < v < (n + 1)a. Nous obtenons alors les inégalité 0 < v —na < . Ory —na € T'. La
définition de « implique donc v — na = 0, i.e. v € aZ.

Cas 2 : a = 0. Montrons alors que I est dense. Soit € R. Quitte a remplacer = par —z, on peut supposer x > 0
(le cas x = 0 étant résolu par le fait 0 € T). Soit € > 0 et montrons que |z — ¢,z + ¢[NT # . Soity € ]0,e[NT.

Notons n = {EJ .On a
Y

n§E<n+1
0 ny<z<mn+l)y<ny+e<az+e

O<y<e

ce qui montre ¥ € |z — €,z 4+ €[N T et termine la démonstration. 0

Revenons a ker ¢. En tant que sous-groupe de R, il est soit dense, soit de la forme aZ (ot o > 0). Raisonnons
par 'absurde et supposons ker ¢ est dense. L’application ¢ est continue et elle coincide avec I'application x — 1
sur ker ¢. Ces deux applications sont donc égales, ce qui contredit le fait que exp | est strictement croissante.
Ainsi, ker ¢ = aZ ot o € R,.. Introduisons la fonction cos: R — R définie par cos(t) = Re(p(t)). La fonction
cos est continue (et méme C*°). De plus, I'égalité |p(t)| = 1 implique cos(t) € [-1;1]. On a

cost = Re (f (zﬁ")

n=0
+o0 ny2n +oo . ny2n+1
—-1)"t —-1)"t
= Re (7;_0 ((Z)n)' + nEZO Z((Qn)—i—l)') (car la série converge absolument)

—+oo p
_ (_ 1) nt2n
B nz::o (2n)!

too 2n
2
On a cos(0) = 1. Montrons que cos(2) < 0. En effet, cos 2 est la somme de la série alternée = Z(—l)" G
n)!

n=0

En notant S;, la somme partielle d’indice n de cette série, on a pour tout n € N,

Sont1 < cos(2) < Say
1
En particulier cos(2) < Sy = ——. Le théoréme des valeurs intermédiaires donne donc l'existence de ¢ € ]0; 2|

tel que cos(t) = 0. Posons § = inf{t € [0;2] : cos(t) = 0}.

DEFINITION 103. On définit le nombre réel 7 grace a I'égalité 25 = .
Comme cos (g) =0et ‘cp (g)‘ =1l,onap(5) € {*i},ie. p(2m) =¢ (%)4 = 1. La définition de 8 implique
alors que ker(p) = 27Z. En effet, raisonnons par 'absurde et supposons que 0 < v < 27 vérifie /7 = 1.

4\ 2 .
Remarquons que (el%) =1, donc exp (z%) € {£1}.Si '3 =1, alors nous pouvons recommencer 'opération

précédente en remplacant y par 7. La fonction ¢ étant continue, exp (z%) ne peut étre égal a 1 pour tout

n € N. 1l existe donc un entier ng > 0 pour lequel exp (12%() = —1. Auquel cas exp (z 2n;y+1) € {+i}, et

v _ . . e,
Cos ( o +1> = 0, ce qui contredit la minimalité de .

ProrosiTiON 104.
ker(exp) = 27Z

Remarquons que '™ = —1 puisque (e”)2 =e?™ = letquem ¢ 277Z.
COROLLAIRE 105. Soient z, 2’ € C.
ef=¢é” = Bk eZ 2 =z+ 2iknm)

Théoréme de relevement.
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THEOREME 106 (DIT DE RELEVEMENT). Soit f : [a,b] — C* une application de classe Cl. Soit 0y € R tel que
F(@) = |f(a) e,
Il existe alors une unique application continue 0: [a,b] — R telle que 0(a) = 6, et
Vrelob]  fl@)=|f@)e’
Cette application 0 est en fait C*.
f(x)
) ()]
classe C!. Ecrivons f(z) = fi(z) + if2(z), ou fi(z) = Re(f(z)) et fo(x) = Im(f(x)). On a |f(z)| =
f1(x)2 + fo(x)2. Comme f est de classe C!, les applications f; et fo sont également de classe C!. De plus,
u > /u est de classe C! sur |0, +-00[. Or f1(x)? + fa(x)? > 0 (car f(z) # 0), donc = — +/f1(2)2 + fo(z)? est
de classe C! sur [a, b]. L’application g est donc de classe C!. Remarquons que
Ve ela,b]  [g(@)] = \/g1(2)* + g2(2)? =
“g'()
g(t)
92(t) =Img(t). Ona g'(t) = g1 (t) + igs(t). Ainsi
g'(t) _ (91(t) +195(t))(91(t) — iga(t))
g(t) 91(t)* + ga2(t)*
91095 (1) + 92(1)g5 (8) + i (91 ()g5(t) — g1 (t)g2(t)) (car g1(t)* + g2(t)* = 1)

== (1(t)* + g2(t 2))/ + (g1 () g5(t) — g1(t)g2(1))
=i(g1(t)g2(t) — g1 (1)g2(1))

DEMONSTRATION. Définissons I'application g : [a,b] — C par g(z) = Montrons que g est de

dt. Ecrivons g(t) = ¢1(t) + iga(t), ou g1(t) = Reg(t) et

Existence : posons 6(x) = 6 /
) a

o] =

/ t T / t
Ceci montre bien 7 ((t)) € iR pour toutt € [a, b]. Ainsi, / g ((t)) dt € iR, ce qui implique §(z) € R. L application
) a 9
!/
0 : [a,b] — R vérifiant f(a) = 6 est donc bien de classe C! sur [a, b] et vérifie §' (z) = —iZ ((x)) . Par conséquent,
g(x

Papplication x — €?(*) est également de classe C' sur [a, ] et

i) /:i ()it @) — gl(x)

(20) =) 9@ °
10 (@) ’_ (ew(x))’g(x)

<g(x) ) a g(@

— g/ (x)

)?
g/(x)eie(:v) g( ) i6(x) B
g(x)? -

Donc
Jee C Vz € a,b @) = cg(x)
Le choix © = a donne
eieo — 62’0((1)

=cg(a) = cfi = ce’
| f(a)]

d’ou 'on conclut ¢ = 1. Ainsi,

f(@)

| f(z)]

ce qui montre I'existence de # (qui est de classe C*).
Unicité : soient 6, : [a,b] — R et 65 : [a,b] — R continues telles que 0 (a) = 6y = 02(a) et telles que

YV € [a,b] f(z) = |f(x)‘ewl(m) _ |f(x)|ei92(ac)

(We[avbl =g<z>=e“’“)) = (Yrelabl  f@)=[f(@)"@)

Ainsi,
Va € [a, b] e/ 01(2)=02()) —
Les propositions [100 etimpliquent
Vo € [a,b] Jk(x) € Z 01(x) — b2(z) = 2k(z)m
L’application k : [a,b] — Z est continue. Le segment [a, b] étant connexe, I'image k([a, b]) est connexe dans Z.

Ainsi, k([a, b]) est un singleton :
HeZ V€ la,b k(x)=14¢
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Ceci montre 0 (x) = 02(x) + ¢. En évaluant en x = a, on obtient £ = 0, d’ou I'unicité. O

COROLLAIRE 107.
VzoeU WeR  z=e"

DEMONSTRATION. Supposons dans un premier temps zg # —1.

)
20

Introduisons la fonction
f+ [0,1] — C
t — tz+(1—1)

En posant 6y = 0, on a bien f(0) = |£(0)|e?%. De plus, pour tout ¢ € [0, 1], f(¢) # 0. Le théoréme de relévement
donne P’existence d’une application continue 6 : [0, 1] — R telle que

vie 0.1 f() = 7]

Ainsi, 2o = f(1) = |f(1)]e??®) = () ce qui termine le cas zg # —1.
Si zg = —1, la remarque suivant la propositiondonne Iégalité —1 = e'™. 0

Lors de I’étude du noyau de exp, nous avons introduit la fonction cosinus. Introduisons également la fonction
sinus.

DEFINITION 108. Les fonction cos et sin sont définies sur R par
Ve eR cosz = Re(e™) et sinz = Im(e™)

COROLLAIRE 109. Soient a,b € R. Si ces deux nombres réels vérifient a® + b2 = 1, alors il existe x € R tel que
a=cosxethb=sinz.

DEMONSTRATION. Soient a,b € R tels que a? + b = 1. Soit 29 = a + ib. Comme |zg| = 1, le corollaire
précédent assure l'existence de = € R tel que zg = €'* = cosx + i sin x, d’ou le corollaire. O

CoOROLLAIRE 110. La fonction exp: C — C* est surjective.

DEMONSTRATION. Soit w € C*. Ecrivons w = |w|wg, ot wy € U. Le corollaire 107 implique I'existence de
y € R tel que wy = €Y. Comme |w| € R}, la propositionimplique I'existence de x € R tel que |w| = €*.
Finalement,

ouz = x + iy. O

Etude des fonction cosinus et sinus sur C.

DErINTTION 111. Définissons les fonction cos, sin, ch, sh sur C en posant, pour z € C,

e'LZ + e*lz . e’LZ _ ef’LZ
COSz = ————— sinz = ————
2 21
z —Zz z —z
e +e e” —e
chz= ——— shz = ——
2 2

La définition de cosinus donnée ici étend bien évidemment la définition précédant la définition [103

PROPRIETE 112. cos,sin, ch, sh sont des fonction entiéres (en tant que somme de fonctions entiéres) :

+oo 42n +oo y2n+1
_ _1\n . _ _1\n
cosz = Z( 1) o) sinz = Z( 1) @nr 1)
n=0 n=0
+oo L2n +oo L2n+1

chzzzm shz:zm

n=0 n=0
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ProrosiTION 113.
vz e C e =chz+shz; e* =cosz+isinz; cosz=ch(iz); isinz = sh(iz);
cos’ z=—sinz; sin'z=cosz; ch'z=shz sh'z=chz.
Recherchons désormais les zéros complexes de cos. Soit z € C.

i(m—z)

cosz=0 <= eF=—e = e(F=¢ = =
=  i(2z—m) €22 <= ZG%-I—WZ = <3keZ zzg-i-kw)
DEFINITION 114. Soit 2 = C {g +kw ke Z}. Définissons la fonction

tan: Q — C

sin z
z
cos 2
Remarquons que la fonction tangente est analytique sur 2 (en tant que quotient de fonctions analytiques). Re-
N . s P . i\ 2 ; P .
venons a quelques identités vérifiées par cos et sin. Notons que (e’ 2) = e'"™ = —1,donc e'z € {+i}. Une
étude plus poussée de la fonction sin | (plus précisément le fait que sin’z > 0 pour z € [0, g]) montre que
sin (g) >0, ie etz =i. Remarquons également €' = e'T = —j. Ainsi,
( N 71_) eizei% + e—ize—i% i (eiz _ e—iz)
cos(z+ =)= =
2 2 2
2 iz —iz
iv (e —e
= —( - ) = —sinz
2

De plus, sia, b € C, alors

et peimel yemi 1 i(atb) | i(a—b) | .—i(a—b) , .—i(a+b)
cosacosb = 5 5 —Z(e +e +e +e )
eia _ efia eib _ 671'17 1 ) ) ) .
= 3 — _ = i(a+b) _ _i(a—b) _ _—i(a—b) —i(a+b)
sinasinb = % 5 =1 (e e e +e )

Ainsi, nous retrouvons la formule valable pour tout a € C et tout b € C :
cos(a + b) = cosacosb — sinasinb

Etude des fonction cosinus et sinus sur R.

too 2n too 2n+1
Siz € R, alors cosx = 7;}(—1)" (;n)' € Retsinz = 1;)(—1)”% € R. De plus, par définition des

fonctions cosinus et sinus,
e = cosx + isinz
Ainsi, pour z € R, cosz = Re (e“/’) etsinx = Im (e”).
Les fonctions cos et sin sont C™ et vérifient cos’ = — sin et sin’ = cos. De plus, les fonctions sin et cos sont
27-périodiques (puisque z — €'* est 2m-périodiques).
Etudions donc ces fonctions sur [, 7). Rappelons que % est le premier zéro positif de cos. La fonction sin est

™
donc strictement croissante sur [O, g} . De plus, 'égalite cos (x + 5) = — sinx implique que la fonction cos est

strictement décroissante sur |5, 7]. La fonction cos posséde donc un unique zéro sur I'intervalle [0, 7).

La définition de cos montre que cos est une fonction paire, tout comme la définition de sin montre que cette
fonction est impaire. La fonction cos s’annule donc une seule fois sur Uintervalle [—, 0], et ce au point —g :

cos (—%) = 0. De plus, cos(m) = —1 (car '™ = —1) et cos(—m) = —1 (par parité). Notons également sin(7) =
0 = sin(—7) (car €™ = —1 = ™™ par 2im-parité). De plus, 1 = cos0 = cos (—g + g) = —sin (—g) donne
I’égalité sin (—g) = —1. La fonction sin étant impaire, sin (g) = 1. Nous en déduisons le tableau de variations
z |- -3 0 3 s
cos ¥ - ¢ + + ¢ -
1

N

sinz | 0 -1 0 0

Ecriture trigonométrique
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THEOREME 115. Soit z € C*. Alors il existe un unique p > 0 et il existe § € R tels que z = pe.

DEMONSTRATION. Existence : la fonction exp : C — C* étant surjective, il existe w = a + ib € C tel que
2z = e¥. Dans ce cas, z = %™, donc p=e*>0etfh = b conviennent.
Unicité : supposons que I’on ait une deuxiéme écriture z = p'e’® . Ona|z| = |p||e?| = pet|z| = |p'||e? | = p/,
doup=p.
DEFINITION 116. Soit z € C*. L’argument de z est 'ensemble des réels
Argz={leR : z= |Z|6i0}
D’aprés le théoréme précédent, Arg z # () pour z # 0.
PROPOSITION 117. Soit z € C*. Soit 6y € Arg z. Alors
Argz={0p +2km : k€ Z} =0y + 277

DEMONSTRATION. Soit § € Arg z.

o ey G0 _ i s i0=00) _

— i(0—6y) €2inZ <= (Fke€Z 0=00+2kn)

z= |z|ei9 =|zle fo

O

COROLLAIRE-DEFINITION 118. Parmi les éléments de Arg z, il en existe un unique dans Uintervalle | — m, 7|.
Ce réel s’appelle la détermination principale de I'argument de z et se note arg z. Ainsi, pour tout z € C*,
z = |z|etar8=,
Point de vue algébrique.
(R, +) est un groupe abélien. 27Z < R est un sous-groupe distingué. Le groupe quotient R/27Z s’appelle le
groupe des angles. Plus précisément, notons s : R — R/27Z la surjection canonique. Remarquons que pour
0o € R, Oy = s(6p) = {00 + 2km : k € Z}. De plus, sur R/27Z est muni d’une loi de composition interne
définie par QAOjr\é; = m (la vérification que cette définition ne dépend pas du choix de § € ég ni de celui de
0 €6, provient du fait 27Z < R).
Siz € C*, alors Arg z € R/27Z. De plus,

ProrosiTION 119.
VzeC V/eC Arg(zz') = Arg(z)+ Arg (2')

DEMONSTRATION. Soient € Argz, ' € Argz et § € Arg(z2'). Par définition, z = |z]e®?, 2/ = |2/| ¢’

et 22/ = |z2'|e!. L'égalité 22’ = |2||2/|e!®+%) montre alors § + 0’ € Arg(z2'). Comme 6 € Arg(zz'), on a
9/—}-\9’ = 5, ie. 5/4:5’ = 5, d’ou la proposition. O

ATTENTION. Cette proposition n’est plus vraie lorsqu’on remplace Arg par arg.
Donnons un exemple pour lequel arg(zz’) # arg(z)+arg(z’). Prenons z = 2z’ = —i, de sorte que arg(—i) = —
mais 7 = arg(—1) = arg((—¢)x(—1)) # arg(—i) + arg(—i) = —m.

NIE

Pour terminer ce chapitre, rappelons le morphisme
p: R — U
t — et
Ce morphisme est surjectif sur U = {z € C : |z| = 1} et ker ¢ = 27Z. Le premier théoréme d’isomorphisme

implique alors
U~R/21Z






Chapitre 3

Théorie de Cauchy

I. Chemins et lacets

DEFINITION 120. Soit f : [a,b] — E et soit () une propriété. On dite que f est (&) par morceaux si
dagg=a<a1 <---<ap=0> Vi e [0,n—1] 3fi: lai,aiv1] = E  quiala propriété ()
Vo €lai,ain[  f(2) = fi(z)

DEFINITION 121. On appelle chemin toute application continue y: [a, b] — C qui est continiiment dérivable
par morceaux (C! par morceaux).
Le point y(a) s’appelle 'origine du chemin. Le point v(b) s’appelle I'extrémité du chemin.
Un lacet est un chemin - ayant méme origine et extrémité : v(a) = v(b).
SiD C Cetsi~y([a,b]) C D, on dit que le chemin 7 est contenu dans D.

v: [0,27] —

ExEMPLE 122. L’application . .

fijt est un lacet : v(0) = 1 = v(2m).

ST ¢ 10,4 — C , . -
L’application 7 [0 . l L it est également un lacet, mais - est distinct de 7y : en effet, - effectue deux
tours de cercles.

, - : 10,3 — C . . .
L’application v [0 . ] it ost bien un chemin mais n’est pas un lacet. En effet, v3 effectue un tours

et demi autour de l'origine.

DEFINITION 123. Soit v : [a,b] — C un chemin. Le chemin opposé a +, noté ~°P, est défini par
YP: [a,b] — C
t +— ~(a+b—1t)

DEFINITION 124. Soient 71 : [a,b] — C ety : [¢,d] — C deux chemins vérifiant v, (b) = v2(c). On définit
le chemin

MmVy: [a,d+b—c — C
; - Y1(t) ,sia <t<b
Yot —b+c¢) ,sib<t<d+b—c

Le chemin 7; V 5 s’appelle la juxtaposition de v; et de 5.
ExEMPLE 125. Soit 7y : [a,b] — C un chemin. On a
YVAP: [a,2b—a] — C

~(t) sia<t<b
t —
Yt —b+a) sib<t<2b—a

37
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Ainsi, v V v°P est un lacet.

DEFINITION 126. Soit v : [a,b] — C un chemin. Soit f une fonction de la variable complexe définie et
continue sur ¥([a, b]). On définit I'intégrale de f le long du chemin v comme étant

b
/ f(2)dz = / FO ) (Bt

DEFINITION 127. Soit w = Pdz + Qdy une différentielle, o P,Q : R? — C sont continues. Soit v :
[a, b]toR? un chemin : y(t) = (x(t), y(t)). On définit 'intégrale de w le long de 7 comme étant

b
/ w= / P, y)de + Q(z, y)dy — / (P(a(t), y(£))a' (£) + Qa(t), y(1))y/ (1)) dt

Remarquons que l'intégrale le long de f le long de v est 'intégrale de la différentielle w(z,y) = f(x + iy)dx +
if(z + ty)dy le long de .

PROPOSITION 128. Soit~ : [a,b] — C un chemin.
(a) f+ dz = f(z)dz + d
a /<a 9)()dz a/ (2)dz /7g<z>z
(b) f f(z)d
A .

© [ sen= [ s / f(2)d

Y1 V2
/ P (@) dt

/f )dz

DEMONSTRATION. (a) Il s’agit de la linéarité de I'intégrale.
(b) Soit v : [a,b] — C. La fonction ¥ : [a, b] — C est définie par v°?(t) = y(a + b — t). Nous avons

b b
[z = [ 1am0) 6 @t = [ b -0y (@t b= )i

En effectuant le changement de variable v = a + b — ¢, du = —dt, nous obtenons

fs = [ 16wy =~ [ fea:

c) Il s’agit d’utiliser ici la relation de Chasles (exercice).

()

(
(d) II s’agit de I'inégalité ...

Probléme des primitives.

DEFINTITION 129. Soit €2 C C un ouvert. Soit f : & — C une application. Une application F' : 2 — C est
appelée une primitive de f sur () si F' est holomorphe et si F’ = f.

ExeEMPLE 130. Soit f une fonction analytique sur 2. Soit zg € Q.
Je >0 Vze B(z,e) f(z) = Zan(z—zo)"

+oo
Pour z € HB(zp,¢), posons F(z) = Z

an
n+ 1°
convergence). Alors F est holomorphe sur %(zo, e)et F'(z) = f(z).
En conclusion, une fonction analytique posséde une primitive localement en tout point. Plus précisément, si f
est analytique sur %B(zo, p), alors f posseédu une primitive sur %(zo, p).
La question qui reste est la suivante : existe-t-il une primitive de f sur 2? Le probléme consiste a recoller les
primitives locales, chose qui ne peut pas étre faite en toute généralité.

n+1 o n a n+1 A
(les séries ) a, 2™ et ) rz ont méme rayon de

THEOREME 131. Soit 2 un domaine. Soit f : 0 — C une fonction analytique. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

(i) f posséde une primitive sur ().
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(ii) / f(u)du = 0 pour tout lacet ~ contenu dans (.
¥

Lorsque les assertions précédentes sont vérifiées, fixons zo € §). Si F' est une primitive de f sur (), alors il existe une

unique constante ¢ € C telle que
z)=c+ / f(u)du
a(2)

ou «(z) dirige n’importe quel chemin d’origine zo et d’extrémité z.

DEMONSTRATION. = Soit F’ une primitive de f sur Q. Soit 7 : [a, b] — 2 un lacet.

b b
/ﬂMM=/fwmme=/mewwm

b
= |For)] = FG®) - Fo@) = 0

a
— Fixons zp € ). Soit z € ). Soient v, et /3, deux chemins reliant zg & z. Alors o, V B3¢ est un lacet
et d’apres (i), / f(u)du = 0. Or

a.VBF
[ swdu= [ fwau- [ s
az Vﬁzp Qz Bz

d’otr I’égalité / fw)du= [ f(u)du. Ainsi, / f(u)du ne dépend pas du chemin «, choisi. L’application

a: B-
Q — C
z — / f(u)du

est donc bien définie. L’application f est analytique : il existe donc 7 > 0 et une série entiere  a,u" de rayon de

F:

convergence > r telle que pour tout u € #(z,r) Z an(u — z)". Comme vu dans I'exemple précédent,
0
4o 71a
l'application Fy : #(z,r) — C définie par Fy(u) = Z _:1 (u — 2)™*! est une primitive locale de f définie
n
n=0

sur B(z,r). Soity € HB(z,r). Soit v, : [a,b] — HB(z,r) un chemin reliant z a y.

Lyf du—/f% Ny (t)dt = /abioan% 27, (t)dt

Afin d’interchanger les signes somme et intégrale, remarquons que le chemin dirigé par vy, est contenu dans un
compact K C Z(z,r).Eneffet, v, est continue et [a, b] est compact, donc 7, ([a, b]) est compact. La série converge
normalement dans un compact inclus dans %(z, r'), les signes somme et intégrale peuvent étre intervertis.

+o00 +oo nt+17b
(wy(t) — 2)
fydu=>"a, ” ()t = n{y}
/ n=0 /‘1 7 n=0 n+tl a

n+1

fz ;j_l = Fo(y)

Afin de faire le lien entre F' et Fj, considérons le chemin ay = o, V vy, reliant zp a y :

/f duf/f du+/f du= F(z) +Fi()

constante
constante

Ainsi, F est bien une primitive de f sur %(z, r). Ceci étant valable pour tout z € {2, 'application F’ est donc une
primitive de f sur €.

~ ~ /
Soit F' une seconde primitive de f sur 2. {2 étant connexe, I’égalité (F - F ) = 0 implique I'existence d’une

unique constante ¢ € C telle que F(z) =c+ F(z). O
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1 :
ExempLE 132. Soient 2 = C* et f définie sur {2 par f(z) = —. Considérons le lacet v [0,27]
z

1 27 1 )
/ —dz = / —ie’dt = 2im # 0
v z 0 (&

1
L’application z — — n’admet donc pas de primitive sur C*.
z

II. Homotopie

DEFINITION 133. Soit U C C un ouvert. Soient 1 : [a,b] — U et vy2: [a,b] — U deux chemins. On appelle
homotopie (dans U) de -y, sur 72 toute application continue ¢ : [a,b] x [¢,d] — U (o0 ¢ < d) vérifiant

Vt€fa,b]  @(t,c)=mt) A p(t.d) =1a(t)

Les chemins dirigés par 7y; et 2 sont alors dit homotopes (dans U).
Si de plus 1 et 2 sont des lacets, et si

Vs € [a, b] o(a,s) = ¢(b, s)

alors ¢ est appelée une homotopie de lacets

REMARQUE 134. Soient 7 : [a,b] — Uet7s: [E,a — U deux chemins (olt a < b et @ < b). Définissons le
chemin o : [a,b] — U en posant

w(t)%(ij@@%)

Alors 7y, et 43 dirigent le méme chemin. Les chemins +; et 43 sont dit homotopes si les chemins 7 et vy, sont
homotopes.

m: 01 = C oy [01] —
t =t t = it
mins sont homotopes. En effet, I'application

e: [0;1]x[0,3] — C
(t,s) — te's

EXEMPLES 135. 1. Soient . Montrons que ces deux che-

réalise une homotopie de y; sur 7s.

2. Soient 1, v2: [0,27] — C les lacets définis par 1 () = e et 72 (t) = 0. Alors ; et 72 sont homotopes
dans C. En effet, lapplication

p: [0,27] x [0,1] —> C
t — (1 —s)et

réalise une homotopie de 7; sur 2. Remarquons que s est un lacet constant.

DEFINITION 136. Soit 2 C C un ouvert et soit y un lacet dans (2. Le lacet «y est dit homotope a un point si
~ est homotope a un lacet constant (dans 2 et via une homotopie de lacet).

Remarquons que dans P'exemple précédent, le lacet y; est homotope & un point.

ExEMPLE 137. Soit Q = C* et v: [0, 27] —  le lacet défini par () = €. Alors 7 n’est pas homotope a
un point (la démonstration sera donnée plus tard). Intuitivement, le lacet entoure le point O et on ne peut pas le
contracter sur un autre point de C* car il ne peut passer par 0.

an
N
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DE£rFINITION 138. Un domaine D C C est dit simplement connexe si tout lacet de D est homotope a un
point dans D.

ExempLE 139. D = C est simplement connexe. En effet, soit v : [a, b] — C un lacet. Définissons

v:  la,b] x[0,1] —> C
t — (1 —s)y(t)

réalise une homotopie de lacets entre -y et le lacet constant égal a 0.
THEOREME 140. Un ouvert étoilé est un domaine simplement connexe.

DEMONSTRATION. Soit 2 un ouvert étoilé par rapport & w € Q. Pour tout z € Q, [z, w] C Q. Soit~y : [a,b] —
 un lacet dans 2. Définissons
w:  a,b] x[0;1] — Q
(t,s) — (I =9)v({) + sw

L’application ¢ est bien a valeur dans ) puisque pour tout (¢,s) € [a,b] x [0;1], ¢(t,s) € [y(t),w] C . De
plus, pour tout ¢ € [a, b], (t,0) = v(t) et (¢, 1) = w. L’application ¢ réalise donc une homotopie de v sur le
lacet constant égal a w, remarque qui termine la démonstration. O

APPLICATIONS 141. 1. D = C \ R_ est simplement connexe. Plus précisément, D est étoilé par rap-
port & tout w € R, et D n’est pas étoilé par rapport 4 w € C \ R. En effet, soit w € D, w ¢ R’. Alors
—w ¢ R_et0 € [—w,w] donc [—w, w] € D. Ainsi, D n’est pas étoilé par rapport a w.
Soitw € R_T_. Soit z € D.
- Siz € RY, alors [w, 2] SR} C D.
- Siz ¢ R, alors [w, z] = {(1 —s)w+ sz : s € [0;1]}.Soits € [0;1].Sis =0, alors (1 —s)w+sz =
w ¢ R_.Sis # 1,alors Im((1 — s)w + sz) = (1 — s)Imw + sImz = sImz # 0, donc
(I-s)w+sz¢R_.
Ainsi, D = C \ R_ est bien simplement connexe.

2. D=C~{]—o0,—i]U[i,+oo[} =C~{iy : y € —o00,—1]U[1, 400}

1. Décrire D.
2. Montrer que D est étoilé par rapport aux points de | — ¢, [ et seulement par rapports a eux.

3. En déduire que D est simplement connexe.

III. Théoréme de Cauchy

THEOREME 142 (CaucHY). Soit D C C un domaine. Soit f : D — C une fonction analytique. Soient 1,2
deux lacets de D homotopes dans D. Alors

[n f(z)dz = 5 f(z)dz

DEMONSTRATION. Soit ¢ : [a, b] X [¢,d] — D une homotopie de lacets entre -y, et 5. L’application ¢ étant
continue et [a, b] X [¢, d] étant compact, I'image A = ¢ ([a, b] X [c, d]) est compacte dans D. Il existe donc p > 0
tel que z — w| > pdésque z € Aetw € C~ D. De plus, [a,b] x [c,d] étant compact, I'application ¢ est
uniformément continue :

Ve>0 3In>0 V(s)€[a,b] x[c,d] V(t',s') € [a,b] x[c,d]
It s) = ()l <n = lolt;s) —p(t',s)] <e

Ainsi, pour € = p, choisissons n € N tel que

2(b — 2(d —
(-1 <202 A ) <2 o ) <
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k(b—a
Introduisons désormais la subdivision zp = a < 21 < -+ < Zp_1 < &, = bde [a,b], o0z} = a + (7),
n

k(d —
% (0 < k < n).Dapres la
définition de p, pour tout (k,1) € ([0,7])%, Z(p(xk, y), p) C D.Pourl € [0,n], notons ; : [a,b] — D le lacet

etla subdivisionyp = c < y1 < -+ < Yp—1 < Yp = d de[c,d], o0y = c+

défini par a;(t) = ¢(t,y;). Nous allons montrer que pour tout ! € [0,n — 1], / f(zx)dz = / f(2)dz. Ceci
o Q41

terminera la démonstration puisque v; = aq et 72 = .

Soit k € [0,n — 1]. Soit I € [0,n — 1]. Nous nous intéressons dans un premier temps aux deux bouts chemins
de ap,; = al|[zk7rk+l] et a1 = al+1|[mk7mk+l]. Par définition de I'entier n, ces deux bouts de chemins sont
inclus dans ZB(p(zk, yi),p) € D.Si1l < k < n — 1, relions a;(z) = o(xk, y1) & aup1(xk) = @(Tk, Yi+1) par
un chemin, que 'on notera fy, ;, contenu dans B(a;(xy), p) N Blay(xk—1), p) N B(ai(zr11), p). Sik € {0,n},
alors ¢(x0, y1) = a pour tout ! € [0, 7] : on définit Sy ; = f,,; comme le chemin constant égal a v, (a).
Intéressons-nous désormais au lacet ay; V Br41, V ozzlflﬂ v 6,:5 contenu dans Z(¢(xk, y:), p). La fonction f

étant analytique dans 2 (¢ (xy, 1), p), I'exemple [130]montre que f admet une primitive sur Z(¢(zy, y1), p). Le

théoréme|131|implique alors f(2)dz = 0, autrement dit
o VBrt1aVey L VBY,

/ f(z)dz=/ f(z)dz—k/ﬁ f(z)dz — ; f(z)dz

Ainsi,
n—1
[ s@e=3 [ e
Q41 k=0 " ®k,1+1
n—1
=S [ s [ g [ se
k=0 Y Xk,1 Br+1,1 Bt
n—1
= Z/ f(z)dz = / f(z)dz (car B, = Boy)
k=0 Y %¥k,l aq
d’ou I’égalité des deux intégrales. 0

CoROLLAIRE 143. Soit D simplement connexe. Toute fonction analytique sur D posséde une primitive.
DEMONSTRATION. Soit 7y : [a,b] — D un lacet. Le lacet vy est homotope dans D a un lacet constant 7y :

[a,b] — D défini par v(t) = w € D pour tout ¢ € [a, b]. D’aprés le théoréme de Cauchy,

b
[0z = [ gz = [ snonpea=o (car 74(1) = 0)
v o a
Le théoréme implique alors que f admet une primitive sur D. O

EXEMPLE 144 (DE DOMAINE NON SIMPLEMENT CONNEXE). Soit w € C et soit D = C \ {w}. Considérons le
lacet
v: [0,27] — D
t — w et

L’application f: D — C définie par f(z) = est analytique sur D. Si vy était homotope & un lacet constant
z—w

d
dans D, alors / L 0. Cependant,
y 2T W

d 2t 2m it 2m
/ < :/ Ldt:/ w,t dt:/ idt = 2im # 0
yEi—w  Joo () —w o ¢ 0

Ainsi, D n’est pas simplement connexe.

THEOREME-DEFINITION 145. Soit v un lacet et soit zg € C tel que 2y ne soit pas dans I'image de . Alors
1

% 5 zZ— 20
Cet entier s’appelle l'indice de zo par rapport a vy et se note j(29,7).

est un entier relatif.
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DEMONSTRATION. Notons v: [a,b] — C. Considérons f: [a,b] — C définie par f(t) = v(t) — zo. Cette
application ne s’annule jamais (zo n’est pas dans I'image de 7) et elle est de classe C'. Le théoréme de relévement
(théoréme [106) implique I'existence d’une application C* par morceaux 6 : [a, b] — R telle que :

Vt € [a, b] ) = |f(t)]e?®

Notons p : [a,b] — R I'application définie par p(t) = |f(t)|. f et 6 étant de classe C' par morceaux, p est
également de classe C! par morceaux. Nous avons

_Lfde 1 MYl 1)
_2”/72—% “ i ), W - 2 fi) "
F() = p)e? = (1) = p (0 + i (t)p(t)e

j(Z()»A/)

| L [P0 + i Wt 1 (L5 o)
_ : dt = — o' (t) ) dt
J(20,7) 2ir J, p(t)ei () 2im J, \ p(t) +140'(t)
= dt o' (t)dt = In(p(t — |0(t
dim ). &g WAt = g [ Inle(®)] 45260

Comme 7 est un lacet, f I'est également : f(a) = f(b). Ainsi, p(a)e?(®) = p(b)e?®(®) et par conséquent, p(a) =
p(b) et 0(a) = 0(b) mod 27. Soit k € Z tel que §(a) = 6(b) 4+ 2kn. Nous avons

) 1 1
3(z0,7) = 5 (In(p(b)) — In(p(a))) + 5 (6(b) — 0(a)) = k € Z
égalité qui termine la démonstration. 0

Interprétation. L’indice correspond au nombre de tours orientés effectués par v autour de zg.

EXEMPLES 146. 1. j(z0,7) =0

PROPOSITION 147. Soit zy € C. Soient ~y,~y1 et ~ya trois lacets ne contenant pas z.
(a) j(z()v ,-YOP) = _j(Z07 FY)
(b) j(z0,71 V2) = j(20,71) +4(20,72)

DEMONSTRATION. Exercice. U

PROPOSITION 148. Soient 71 et o deux lacets ne contenant pas zg € C. Si~y; et y5 sont homotopes dans le
domaine C \ {zo}, alors j(z0,71) = j(20,72)-

dz dz
DEMONSTRATION. Le théoreme de Cauchy assure / = / , d’ou I'égalité souhaitée étant
Y1 Z—Z0 Y2 Z 20
A o dz . dz
donné les égalités 2imj(z0,71) = et 2imj(20,72) = . O
7 # A0 72 # T 0

CoROLLAIRE 149. Soit D C C simplement connexe.
Vzg € C\D VY lacet de D j(z0,7) =0

DEMONSTRATION. Nous avons D = D \ {zp}. Le lacet -y est donc homotope au point dans D \ {zp}. Ainsi,
d
O -
v Z— 20
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ExXERCICE 150. Soit«y : I — C un lacet. Soit D C C \ ~(I) un domaine. Montrer que ’application

D — Z
z — j(z,7)

est constante.

IV. Analycité et holomorphie
TutoREME 151. Soity: I = [b, ¢] — C un chemin. Soit g : v(I) — C une application continue. Définissons

fir C~~(I) — C

(a) f est analytique sur C \ y(I).

(b) Poura € C~ ~(I) et pourn € N, posons ¢, = /y @ f(S)TH-l du. Alors
+oo
Vz € Bla,d(a,y(1))  f(z) =) calz—a)"
n=0

(© VaeCxA(l)  f™(a) =nle, =nl / wf(ff))nﬂdu
vy

DEMONSTRATION. (B) Posons & = d(a,~(I)). Soit z € A(a, ). Soit ¢ € [0;1] tel que |z — a] = ¢d. Soit

u € y(I). Alors |u —a| > J et S < ¢. Nous avons alors
—-a
1 1 1 +Zoo<z—a>
u—z u-—a z—a u—a u—a
— n=0
u—a
o +1
— (u—a)"

c c +oo n
Or f(z) = /b Wv’(t)dt = /b g(y(1)) (Z: (Z_a)dt> 7/ (t)dt. Comme g et + sont continues et

comme 7’ est continue par morceaux,
IMeR Viebd gty () <M
(z—a)"

n

Ainsi, pour toutt € [b, c],

ConVerge Normalement sur [b, c|. Les signes sommes et intégrale peuvent donc étre intervertis et

= ) (¢ = u
10 =3 ({5 Zapnat) e —or = 3 ([ G Zrae) o

d’ou le (b). Les assertions (&) et (d) découlent alors de cette derniére égalité. O
COROLLAIRE 152.

(a) Soit D un domaine simplement connexe. Soit f : D — C analytique. Soit~y : I — D un lacet. Alors

VeeDAl)  f@ile) = — [ L.

2 N Z—X

(b) Dans la situation précédente,

>0 )" ) = - /(f(z)dz

T 2ir z—x)ntl

(c) Si f est analytique sur un ouvert Q) C C et sia € €, alors la série de Taylor de f converge en a et a un rayon
de convergence R > d(a,C \ Q).

/ M n . ) (Z _ a) /
g(’y(t))Wv (t)‘ < 54 .Par conséquent, la serleZg(w(t))W'y (t)
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DEMONSTRATION. (a) Soit x € D \ 7(I) (fixé). Définissons

g: D — C
fz) = fl=z)
2o T ooy o HEEE
f(z) ,siz=ux

L’application g est analytique sur D \ {z} (en tant que différence et quotient de fonction analytiques). Le
développement en série entiére de f en x est

(n)
F(2) = f(@) + o +Zf )z =y

Ainsi, pour z # z,

*Z“’ FOH) (@)

Cette égalité étant valable sur un voisinage de z (privé éventuellement de x), 'égalité g(x) = f’(x) implique
qu’il s’agit du développement en série entiére de g en z. La fonction g est donc analytique sur D.

D est simplement connexe et -y est un lacet, le théoréme de Cauchy implique / g(z)dz = 0. Ainsi,

f(z)dz:/ fla )dz—QMTf( )i (@, y)

Z—X zZ —

ol

égalité qui termine la démonstration de ce point.

1)

Z—x

(b) D’aprés le point (c) du théoréme (151} la fonction h: D ~\ y(I) — C définie par h(z) = / dz est
8!

développable en série entiére dans un voisinage de x et

Par ailleurs le point précédent implique h(z) = 2ir f(z)j(z, 7). Comme I'application = — j(z,) est loca-
lement constante, h(™ () = 2im f(") (x)5(z,~), d’ott la conclusion souhaitée.

(c) Soit 0 < r < d(a,C \ Q). Soit : [0,27] — C le lacet défini par v(t) = a + re®t. D’aprés la définition de 7,
%(a,r) C D. De plus, 'exemple 144/ montre j(a,y) = 1. Le point (b) du théoréme implique alors que le
rayon de convergence du développement en série entiére de f est R > r, ce qui termine la démonstration.

O

CoROLLAIRE 153. Soit f une fonction entiére. Alors pour touta € C, le rayon de convergence du développement
en série entiére de f en a vaut +oo.

THEOREME 154. Soit 2 C C un ouvert. Soit f: 0 — C. Supposons que f est continiiment holomorphe (en
particulier f' est continue). Alors [ est analytique.

DEMONSTRATION. §) est ouvert : soit 7 > 0 tel que #(a,r) C . Considérons le lacet

v: [0,27] — C

t —  a+ret
1
D’apres le théoréme (151} il suffit de montrer I'égalité f(z) = %in f(w) du Soit z € (2 et définissons
U —

g: [0;1] — C
A S RS

u—z



46 3. THEORIE DE CAUCHY

11 suffit alors de montrer que g est constante. Nous avons

90) = 5= 1) [ =2 = 1) = 1)

T um

U— 2z
1 f(w)
1) = ——
g( ) 2im 5 U= zdu
L 2T fz+ A0t —2)
A) = — t)dt
o) = 5= [ L=
2 it _ )
_ L flz+ )\'(re +a Z))ire”dt
2im Jo rett +a—z
27
= | @, Ndt o
2'IT 0
it _ ‘
h(t, )\) — f(z + )\(7"6 + a Z))e’bt

rett +aq—z

Comme f' est continue, pour A € |0; 1] %\L est continue. La fonction g est donc dérivable et

2m 2m
Oh T , A
N = [ SNt = (2 4+ A(re' +a— 2))etdt
0 =5 [ SN = o [T At a2
1 ) 2m
=55 {f(z + A(re" +a — z))}o =0

L’application g est continue sur [0; 1], dérivable sur |0;1[, ¢’ = 0 sur ]0; 1] donc g est constante sur [0;1] et
9(0) =g(1). |

REMARQUE 155. Le théoréme précédant donne 1’équivalence :
f analytique <= f continiment holomorphe
L’équivalence suivante, qui est vraie, sera admise.
f analytique <= f holomorphe

CoroLLAIRE 156. Soit D C C un domaine. Soit f : D — C holomorphe telle que f' = 0. Alors il existe c € C
tel que f(z) = ¢ pour tout z € D.

DEMONSTRATION. Soit zg € D. D’apres le théoréme précédant, f est analytique sur D. Alors f est dévelop-
pable en série entiére autour de z :

+oo
Ir >0 HZanz" derayon >r Va € B(z0,7) f(z) = Z an(x — 20)"
n=0

La dérivée f est également développable en série entiére autour de zy :

+oo
YV € B(z0,7) f(z)= Z(n + Dant1(z — 20)"

n=0
Or f'(z) = 0 pour tout z € %(z,r). Le corollaire 58 implique alors que a,,4+1 = 0 pour n € N, autrement dit
que f(x) = ag pour tout x € HB(z, ).
Considérons A={z€D : f(z)=ap}et B={z€ D : f(z)# ap}. Comme f est continue, B est ouvert. La
partie A est ouverte d’apres les considérations qui précédent. De plus, AU B = D et AN B = (). Comme D est
connexe, on a soit D = A, soit D = B. Comme zg € A, D = A et f est bien constante sur D. O

V. Conditions de Cauchy-Riemann

Soit 2 C C un ouvert. Soit f : 2 — C une application. Dans ce paragraphe, nous nous intéresserons a f
vue comme une application Q — R2, ou Q = {(Z) ER? : xtiy€E Q}
A cette fin, si z € Q, écrivons z = x + iy (ou z,y € R) et

f(z) =P(z,y) +iQ(z,y),  P(z,y)=Re(f(z+iy)), R(z,y)=Im(f(z+1iy))
Définissons également -
F(z,y) = P(z,y) +iQ(z,y), F:Q—=C
THEOREME 157 (CONDITIONS DE CAUCHY-RIEMANN). Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) f est holomorphe sur )
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— F F
(ii) F est différentiable sur ) et g—x(x, y) + z%(x, y) =0

(iii) P et Q sont différentiables sur Q et

OP B) P B
g(ﬂc,y) = 8%2(%,9); afy(m,y) = —%(m,y)

DEMONSTRATION. () = (i) : soit z € €, z = & + iy. Posons ¢ = f/(z) = lim M Cette

u—0 u
derniére égalité implique
flz+u) = f(z) + cutolu)

Décomposons v = h + ik, ou h, k € R et passons a la fonction F'. L’égalité précédente devient

F(x+ h,y+ k)= F(z,y) + hc + ikc + o(2)

= F(z,y) + hc + ikc + o(h, k) (car |z| = Vh% 4+ k2 < 2max(|h], |k|)>
o A s = OF oF . o -
Ainsi, I est différentiable sur € et B (z,y) = c, 8—@/(3:7 y) = ic. La détermination de ces deux derniéres valeurs
r F
implique ’égalité g—(:v, y) + z%(x, y) = 0, d’ou le point ().
€T Y

— : I'application F est différentiable en (;) donc

OF oOF
Fx+hy+k)=F(z,y)+ h%(%y) + kafy(x,y) +o(h, k)

P(x+h,y+k) =Re(F(x+ h,y+k)) = P(z,y) + hRe <g—§(x,y)) + kRe (%(m,y)) +o(h, k)

Qx+hy+k)=Im(F(z+hy+k))=Q(x,y)+hlm (g—i(l‘,y)) + kIm (%(w,y)) + o(h, k)

Les applications P et () sont donc différentiables en <z ) et

oP oF oP oF
Soen=re(Go @) G =Re(G @)
0Q OF oQ OF

%(x,y) =1Im (E(%y)) Fy(:&y) =Im (Fy(x’yo

Il suffit désormais d’utiliser 1’égalité satisfaite par les dérivée partielles de F :

OF L OF (%6122 ) +4( Ly 4 2%, 1) =
ax(x,y)ﬂay(w,y)—() = o (oY) Tig(@,y) ) +i ay(ar7y)+ 8y(fvy) 0
-0 @ Dy Py =)
(Folen - Fen=0 e G2+ @n)=0
d’ou le point ().

= (i) : soit <z> €O.Posons z=x+iy € Qetu=h+ik(uz,y,h kcR).Ona

fe+u)=f((z+h)+i(ly+k)) = (erh y+k)= (erh y+k)+iQ(a:+h,y+k)
0Q

:P(x,y)-i-hgp( )+k ( y) +iQ(x, )—Hh—(m y)—i—zk’a—y(x ,y) +o(h, k)
= f(z )+h<g];( >—|—k P(:Jc7y)>+0(h7k)
(car Z‘j(a: D=y @ g—fu,y):—%ﬁ(m,y))
:f(z)Jr(aa—];( ) h+ik) + o(h, k)
= 1)+ (G ) i ) Jut
eC fixé

opr 0P

On en déduit que f est holomorphe en z et que f'(z) = a—(z, y) — za—(z, y), ce qui montre le point (). O
€z Y
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COROLLAIRE 158. En gardant les notations précédentes, si f est holomorphe, alors P et () sont C*°.
Réciproquement, si P et ) sont de classe C! et vérifient

oP 3] oP 3]
%(%CI/) = 8722(95’9) et Fy(m’y) = —a—cj(m,y)

alors f est holomorphe.
DEMONSTRATION. Si f est holomorphe, alors f est indéfiniment dérivable. De plus, si f est holomorphe,
opr
alors f/(z +iy) = —(z,y) — za—(m, y). Le théorémeimplique alors que P et () sont de classe C*°.
Y

ox
Réciproquement, le théoréme [157]implique que f est holomorphe. O

CoROLLAIRE 159. En gardant les notations précédentes, si f est holomorphe, alors P et () harmoniques (i.e.
annulées par le laplacien).

DEMONSTRATION. La fonction f est holomorphe. Le corollaire précédent implique que P et () sont de classe
C*°. Le théoreme donne alors I'implication suivante.

oP oQ oP oQ )
- - _* t — - __v
(e =526 o 3w =-F2w)
o?pP 9?Q o0?p 9?Q )
_— = t —— = ——
(5332 (z,y) 8xay(x’y) et 52 (z,y) ayax(:&y)
2 2
Le théoreme de Schwarz donne alors ) (x,y)+ ¥l (z,y) = 0, c’est-a-dire que P est harmonique. On montre
€T Y
de maniére identique que () est également harmonique. 0

VI. Fonctions logarithmes et puissances

THEOREME 160. On considére Q = {z € C : —m <Imz < 7}. Alors
(a) z — €e* est injective sur (), d’image C \ R_
(b) la fonction réciproque de la restriction de z +— e* a (), notée log et appelée détermination principale du
logarithme, vérifie
Yw e CNR_  logw = In|w| + iarg(w)

(c) z > log z est analytique sur C ~ R_ etlog’ z = *

-
DEMONSTRATION. (a) Rappelons que €' = e* <= 2y — 25 € 2inZ. Si 21,22 € Q, alors Im(z1 — 22) €
] — 27, 27[. Ainsi, si 21, 2o € Q) vérifient e*! = €2, alors 21 — 29 € 2inZ N ] — 2imw, 2iw[ = {0}, ce qui montre
I'injectivité de exp |q.
Notons I = exp(£2) I'image par la fonction exponentielle de 2 :
wel <<= (Fz€ w=¢e)

Soit z = x + iy € €. Nous avons e* = e”¢'¥. L’étude menée précédemment de la restriction de exp a R montre
que exp(R) = R L’étude menée précédemment de U (le cercle unité) montre que exp (] — im,in[) = U~ {—1}.
Ainsi,
wel <<= (FpeR} JaecU~{-1} w=pa)
= weC~\R_

() Soit w € C ~ R_. Par définition de log w, el°8 — g, En écrivant logw = x + iy (ot —7 < y < ) nous
obtenons w = el°8% = ¢%¢W_ Ainsi, en identifiant,

(¢ =lul et y=wgw) = (@=Iful et y=amnw)

Soit z € C . R_. Remarquons que C \ R_ est étoilé par rapport a 1 : C \\ R_ est donc simplement connexe.
Soit r > 0 tel que B(z,r) € C \ R_. Posons Y = log z. Pour h € B(0, r), définissons k a I'aide de la formule

1 h)—1 k
og(z + h) %8% _ ” Travaillons par implications.

Y + k =log(z + h). 1l s’avére alors que

(Y=logz et Y+k=log(z+h)) et ey+k:z—|—h)

= (V=2
= h=e "tV =eV(eF 1) =2(cF 1)
Donc
log(z+h)—logz k1 k
h h =z ek—1
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Or les applications z +— log z, z +— argz et z — Inz sont continues et k = log(z + h) — log z, donc lorsque
h — 0,on a k — 0. Prenons donc le Développement en Série Entiére de exp en 0 :

k2 ek —1 k
k
=1 k —_— - — =1 a s
=14kt o+ - +5+
ek —1
Cette égalité montre donc que lorsque » — 0, on a ’ — 1, c’est-a-dire
. log(z+h)—logz 1
lim =
h—0 h z
i.e. log est holomorphe sur C \ R_ et de dérivée z — % O
REMARQUE 161. 1. z — log z est une primitive de z +— % sur C ~ R_. 1l s’agit de la primitive de

Z > % vérifiant log 1 = 0.

1 1
2. z+— — n’apas de primitive sur C* puisque / v dz = 2im # 0.
z orienté + o

3. Soit g : C N\ R_ — C continue telle que
VzeCNR_ €93 =2

Alors
IneZ VzeC~R_ g(z)=logz+ 2inw

DEMONSTRATION. [3} €92) = €l°8%  —  3JIn(z) € Z logz = g(z) + 2in(2)7
Ceci permet de définir une application

n: CNR_. — Z
L, ) -los(z)
20

Les fonctions log et g étant continues, 'application n définie ci-dessus est également continue. L’ensemble C\R _
est connexe. Comme I'image continue d’un connexe est connexe, I'image de n est donc un sous-ensemble connexe
de Z.L’ensemble Z étant discret (du point du vue topologique), un connexe de Z est obligatoirement un singleton.
L’application n est donc constante sur C \. R_, d’ou cette derniére remarque. O

REMARQUE 161 (SUITE). 4. Vze CNR_ ¢logz =,
Attention :log(e*) =2z <= z€Q
5. Pour n € Z, notons g,, : C ~ R_ — C I'application définie par g, (z) = 2inm + log z. Les applications

gn sont les uniques applications continues g définies sur C \. R_ vérifiant e9*) = 2.

ExeMpPLE 162. log(e*™) = logl = log(e’) = 0 car 2ir ¢ Q mais 0 € Q. Ainsi, pour z = 2, on a
log (€*) # z.
REMARQUE 163 (SUITE). 6. Généralement, log(zz') # log(z) + log(z')
*5, de telle sorte quelogz = % etlog 2’ = 217” Cependant,
log (22') = log (ehTﬂ) = log (6*5?) = —% #+logz + log 2.

ProrosiTION 165.

EXEMPLE 164. Choisissons z =i =e¢2 etz =e

Vze $(0,1) log(l+2z2) = Z(—l)"“ﬁ

n
n>1

1
DEMONSTRATION. Rappelons que 75 = g (—1)"z", le rayon de convergence de la série précédente
z
n>0

1

étant R = 1. La dérivée (au sens complexe) de z — log(1 + z) est z — T2 Le théoréme sur l'intégration

terme a terme d’une série entiére permet donc de conclure a I’égalité
ZTL Z”
Vze $(0,1) 1 = —)H = —1)nt
(0.1) log(1+2) =log(1) + Y (-1) D (=

n>1 n>1
O
DEFINITION 166. Soit & € C. On appelle détermination principale de la fonction «puissance a» I'ap-
plication notée z — 2% et définie sur C \. R_ par

CNR. —» C
z — exp(alogz)
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EXEMPLE 167. it = ¢'1%8? = ¢~ % € R.
PROPOSITION 168. (a) Soit o € C. L’application z — 2 est analytique sur C ~ R_ et (2*)' = az® 1.
(b)) Va e C VBeC VzeC~R_ 20H0 =28
DEMONSTRATION. (@) 2* = 1987 est analytique en tant que composée d’applications analytiques (la fonc-
tion exp est analytique sur C). De plus, d’apres la regle de la dérivée de la composée,

/ « — _ _
(Zoz) — 7ea10gz = ae log z4alogz _ ae(a 1)logz _ az® 1
z
O
: (e’ N1e o
ATTENTION. On peut avoir 228 # (z122)%.
EXEMPLE 169. Siz = pe' ot 0 € | —m, 7, alors 2 = e TP et 27| = ¢ € ]e™™,e™|. En prenant
, _ 3in . ; 3r ..
2=—1—1i=+/2¢ "1, on obtient |zz} = e 1 . Choisissons donc z; = 29 = z, de sorte que

P
2

[(21)i(z2)1] = |(22)] - |(22)'] = €% # |(m12){] = |(2F)'

=€




Chapitre 4

Singularités et résidus

I. Points singuliers isolés et séries de Laurent

DEFINITION 170. Soit @ € C et soient 0 < r; < 73. On appelle couronne de centre a et de rayons 71,7
I’ensemble
S =S (a,r1,r2) ={z€C : r <|z—a| <rg}

LEMME 171. Soit & = . (a,r1,72). Soit f : ¥ — C analytique. Soient r,7 > 0 vérifiantry < r <7 < Ta.
Intéressons-nous aux deux lacets vy, : [0,27] — . de . définis pary(t) = a + re' et ¥(t) = a + re't. Alors

/f dz—/f

DEMONSTRATION. Les lacets 7y et 7 sont homotopes dans .. En effet, I'application

v: [0;1] x [0,27] — 54 A
(s,t) — a+(sr+(1—s)F)et

réalise une homotopie de 7 sur +y restant dans .. Le théoréme de Cauchy (théoréme|142) implique alors I’égalité
des deux intégrales. O

PRrROPOSITION 172. En gardant les notations du lemme|171, on a

Vie s (r<li—al<F) = f(2)= l/f(“)dwL 1@ 4,

2 u—z um LU=z

DEMONSTRATION. Soit z € . tel que r < |z — a| < 7. Soit g : ¥ — C définie par

flu) = f(z)
g(u) = T ,siu# z
f'(z) ,siu=z

Lors de la démonstration du corollaire {152 nous avons vu que g est analytique sur .¥. Le lemme implique
alors que / g(u)du = / (u)du. Cette derniére égalité se récrit
v

[y du— ()[Yud—uz: Nj(_u)zdu—f(z)/;ud_uz

5
du . du NI . . S r e iy
Or =2imj(z,7) =0et | —— = 2imj(z,7) = 2in. Il en découle I’égalité souhaitée. O
LU= 2 Tu—z

THEOREME 173. En gardant les notations du lemme|171

1
(a) 1l existe deux séries entiéres > cpu™ ety dnu™ de rayons de convergence respectifs R > ry et R’ > — telles
T1
que

Vze.” f(z chz—a +27n

51
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(b) Les séries c,u™ et d,u™ sont uniques pour cette propriété. Plus précisément, prenonsry < r < 72 et notons
5 :10,27) — .7 le lacet défini par 5(t) = a + re't. Alors

1
0 du Vm >1 = 5 /f Yu—a)™™ Ldu
i

Vin>0 c¢,=— | ———
n=toe 2im J5 (u—a)nt!

DEMONSTRATION. (&) Soit z € .. Choisissons 7, 7 > Otelsquer; <7 < |z—a| <7 < 1g.S0it I = [0; 27] et
soienty,7 : I — .7 leslacets définis par v(t) = a+rett et¥(t) = a+7e’. D’apres le theoreme. 151} 'application
fw) S,

i oy 2271_ - z est analytique sur C \ 5([) (resp. C \. y(I)). De plus,

U (resp Z— —
¥ gl

la formule de Cauchy assure que pour tout z € B(a,T),

+oo
Mdu = Z en(z —a)™; Cn = / (f(U)dw

D S (u — 1
2im Jsu—z S (u—a)mt

v n=0
Intéressons-nous désormais a la seconde intégrale. Si u € ~(I), comme z € {w € C : |w| > r},ona
u—a T .
= < 1. Ainsi,
z—a |z — al

fw _fw 1 ) *f(u)

u—z z—a 1-—%=2
z—a n=0

u—a
:Zf Z_an+1

Le lacet v(I) est compact et f est continue, donc f est majorée sur le lacet y(I). La série Z flu D +1

converge donc normalement sur (). Nous pouvons donc intervertir _ et | dans 'intégrale qui nous mteresse

1 [ fu) 1 [ (u—a)"
T et ml§f<“>(z o

0
1 X .
=5 (Z_a)n+1[{f(u)(ua) du
“+o0
_ dm _ m—1
_mzzli(z—a)m oud,, 2ﬂ_/f (u—a)™ du

La proposition permet alors de déduire les égalités qui permettent de conclure la démonstration du point (a).

REMARQUE 174. Soit rg € ]ry,72[. Le lacet 7o : [0,27] — R d’expression () = a + roe’’ est homotope &
la fois & v et 4y dans .#(a, r1,72). Le théoréme de Cauchy nous donne donc les égalités

u _
Cn = / (uf(a))"“du dn= [ flu)(u—a)"*du
Yo Yo
(b) Unicité : Supposons que
“+ o0
Vz e flz)= Z (z—a) —|—Z G=an
n=0

Soient r, 7 vérifiant 71 < r <7 < r2. Soit m € N. Les séries > ¢;,(z — a)™ et Y ———— convergent normale-

(2 — )

mentsur {z € C : r < |z —a| < 7¥}.Dans l’intégrale/ f(u)(u—a)"du,les signes > (dtal’égalité précédente)
et f peuvent donc étre intervertis.
+00 too
/ fuw)(u—a)™du = Z /(u —a)™ " du + Z ., /(u —a)™ T dy
n=0 Rl n=1 v
Il ne reste plus qu’a déterminer la valeur de /(z —a)kdz, ouk € Z.
el

2m 4 , ft1 [ el 1E] 2T _ : _
/(z —a)fdz = / rket*tireitdt = {T [ k1 }o 0 sik7-1
v 0

2imrktl sik=—1
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Nous pouvons donc en déduire que, si m > 0, alors /f(z)(z —a)"dz = 0 + 2ind),. Sim < 0, alors
¥

/ (JC(Z)Tndz = 2imc’_,,_; + 0. L’unicité découle des égalités
v

z—a)
1 /f(z)(z—a)mdz—{cml ,sim<O0

2 dm+1 ,sim >0
démontrées au point (a). O

DErFINITION 175. En gardant les notations du lemme

“+o0 +o00
d
L’écriture f(z) = Z cn(z—a)"+ Z (2,_72)” s’appelle le développement en série de Laurent de la fonction
n=0 n=1

fenasur ¥ = .S (a,r,rs).

ExempLE 176. La fonction f(z) = Z 2"+ Z

n>0 n>1

1 1
5 est analytique sur . = .% (O7 2 1). On vérifie que
nZn

_ 2z n 1
T 22-1 1-2z

f(2)

II. Etude au voisinage d’un point frontiére isolé
DEFINTTION 177. Soit €2 C C un ouvert. Soit a € ). Le point a est appelé point frontiére isolé de €2 si
Je>0 Bla,e) N Q= Bla,e) ~{a}
ExemPLE 178. Pour 2 = C*, 0 est un point frontiére isolé.

Soit 2 C C ouvert et soit ¢ € C un point isolé de Q. Soit € > 0 tel que Q2 N HB(a,e) = HB(a, ) \ {a}. Soit
f:+ 8 — C analytique. Soit . = .%(a,0,¢) = H(a,€) \ {a}. Supposons que f posséde un développement en
série de Laurent sur . (i.e. f posséde un développement en série de Laurent sur . (a, r1, &) pour tout 0 < 71 <

€):

400 +o0 d
&)=Y a0+ 3 o
n=0 n=1
+00 d
DEFINITION 179. La fonction U : . — C définie par U(z) = Z ﬁ est appelée la partie singuliére
n=1

de f ena.

REMARQUE 180. L’hypothése d’existence d’un développement en série de Laurent sur .¥ = .(a,0,¢) im-
plique que le rayon de convergence de la série entiére > d,u" est R = 4-00.

CLASSIFICATION :
1. U(z) =0.
—+oo
L’égalité f(z) = Z ¢n(z—a)" montre que f est prolongeable en une fonction analytique sur %(a, ).
n=0

Supposons que f ne soit pas identiquement nulle sur %(a, ). Dans ce cas, il existe un coefficient ¢,
non nul. Notons w(f,a) =inf{n € N : ¢, #0} =ng.Ona

f(2) = (z=a)" (cny + npr1(z —a) +...) = (2 —a)" f1(2)
ou f; est analytique sur %B(a, ¢) et vérifie f1(a) # 0.

DEFINITION 181. L’entier ny défini ci-dessus s’appelle 'ordre du zéro a.

Réciproquement, s’il existe une fonction analytique f; vérifiant d’une part f;(a) # 0, d’autre part
quil existe ng € N tel que f(z) = (z — a)™ f1(2), alors w(f, a) = ng.

2. U(z) estun polynéme en .
zZ—a

d d,
— +

U(z) =

DEFINITION 182. On dit que a est un pole d’ordre n de f et 'on note w(f,a) = —n.
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Dans ce cas, f(z) = (z — a) " f1(2), o f1 est une fonction analytique sur %(a,¢) et vérifie
fi(a) # 0. En effet, il suffit de prendre

fiz)=dn+dp—1(z—a)+---+di(z g ch "+k

Réciproquement, s’il existe une fonction f; analytique sur %’(a, 8) vérifiant fi(a) # 0 et s’il existe
n > 1tel que f(2) = (z — a) " f1(2) sur B(a,e) \ {a}, alors la partie singuliére de f en a est un

tw(f,a) = —n.
—e w(f,a) n
1
z—a
YVN>0 In>N d,#0
Dans ces conditions, on dit que @ est un point singulier essentiel de f.

polynéme en p,

3. U(z) n’est pas un polynéme en

DEFINITION 183. Dans la situation ci-dessus donnée au point on dit que f est méromorphe sur QU {a}.

THEOREME 184. Gardons les notations de la classification. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) f est méromorphe sur QU {a}

(ii) il existe & > 0 tel qu’il existe deux fonctions g et h analytiques sur % (a,c) vérifiant f(z) = 9z) pour
z
z € B(a,e) avecw(f,a) = w(g,a) —w(h,a) < 0.
DEMONSTRATION. () = 1l suffit de prendre g(z) = f1(2) et h(z) = (2 — a) (/o).

= () Ecrivons g(z) = (2 — a)™g;(z), ot ng = w(g,a) et g1(a) # 0 (resp. h(z) = (z — a)™ hy(2), ot
mo = w(h,a) et hi(a) # 0). Ona

f(z)=(z—a)ro™™mo le(( %

D’apreés le principe des zéros isolés, z—l est localement analytique en a. On en déduit que w(f,a) = ng — mo,
1

d’ou le fait que f soit méromorphe sur Q U {a}. O

THEOREME 185 (CARACTERISATION DE w(f,a)). Soit f : D — C une fonction analytique non identiquement

nulle. Soit a € C un point frontiére isolé de D. Supposons que a ne soit pas un point singulier essentiel de f. Soit
m € Z. 1l y a équivalence entre

1. (Vk>—m lim (z—a)kf(z)‘:()) A (Vk<—m lim

z—a z—a

(2 = ) f(2)] = +o0)
2 w(f,a)=m

DEMONSTRATION. |28 == |1} Ecrivons f(z) = (z — a)™ f1(2), ou f; est analytique dans un voisinage de a
et fi(a) #0.Sik € Z,ona

‘(Z—a)’ff(z)’:|f1(z)||z_a‘m+k_>

z—a

0 ,sik>—m+1
+oo ,sik<-m-—1

= 2] Remarquons dans un premier temps que si f se prolonge en une fonction holomorphe en a, alors
f(z) = (z = a)™ fi(z), ot ng = w(f,a), f1 est analytique et vérifie f1(a) # 0. L’assertion[1] est donc vérifiée
dans ce cas puisque

0 ,si¢ >0
lim|zfa\zz 1 ,sil =0
z—a
+oo ,sil <0
Intéressons-nous désormais au cas o f ne peut étre prolongée en une fonction analytique en a. Ecrivons f(z) =
Z cn(z — Z —. Supposons dans un premier temps que d,, est nul pour n assez grand et posons
ng = —w(f,a) > 0 Il s’agit de montrer I'égalité ng = m

f(2)

n d1 dno
ch(z—a) +Z_a+"'+m

1
ch s (z —a)"o (dng + dny-1(2 — @) + -+ + di(2 — a)™ ")
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Soit k € Z.
—+o0
(z— a)’“f(2>\ = > enlz = )"+ (2 = @) (dpg + dug-1(z —a) + -+ di(z = a)™ )
n=0
+oo
=|z—alf" |d,, +dn,_1(z—a)+ -+ di(z—a)" ! + Z cn(z —a)™tmo
n=0

— |dng |
z—a

Les limites annoncées au point[1} montrent donc que 17y = m est I'unique possibilité, d’ot le point[2] dans ce cas.
1 s’agit désormais de montrer que si[l] est vraie, alors a n’est pas une singularité essentielle de f. Pour n > —m,

ona
27

1 1 ) ) )
dy, = %in [y f(2)(z —a)"tdz = Sir ; fla+ relt)rnfle(”*l)Ztire”dt
n 2 ) )
- fla+ret)e™dt
2 J,

D’aprés la propriété, lim |z — a|"|f(2)| = 0, donc
z—a

Ve>0 Frg>0 Yo<r<ry |flat+re™) <er ™
Ainsi, pour n > —m, on obtient
Ve >0 |dy| <e
assertion qui implique que d,, = 0 et qui termine la démonstration. O

ProposITION 186. Soit f : D — C analytique non identiquement nulle. Soit a. € D. Soit ng I'unique entier
n € N vérifiant

flay=---=f""a)=0 et f™(a)#0
Alors w(f,a) = no.
DfMONSTRATION. En utilisant les formules de Taylor,
X rw) RO
=3 Ige-at = 3 e -0~ - o

k!
k=0 k:’no

ou f1 est analytique et vérifie f1(a) # 0. On en déduit immédiatement que w(f, a) = ng. O

DEFINITION 187. On dit que f admet un ordre en a si w(f, a) est bien défini.
THEOREME 188. Soient f,g : D — C. Soita € C un point frontiére isolé de D. On suppose que f et g admettent
un ordre en a. Alors
1. fg est analytique et admet un ordre en a.
w(fg,a) = w(f,a) + w(g,a)
2. f + g est analytique et, si elle est non nulle, alors elle admet un ordre en a.

w(f + g,a) 2 min(w(f, a),w(g, a))
Side plusw(f,a) # w(g, a), il y a égalité dans l'inégalité précédente.

1 . - .
3. — est analytique au voisinage de a et posséde un ordre.

w (%,a) =—w(f,a)

DEMONSTRATION. Soient ng = w(f,a) et mg = w(g,a). Ecrivons f(2) = (z — a)™ f1(2), g(z) = (z —
a)™gi(z), ou f1,g1 sont deux fonction holomorphes en « (et analytiques dans un voisinage de a) vérifiant
f1(a) # 0 et g1{a) #0.

1. Comme f1(a)gi(a) # 0,1égalité f(2)g(z) = (z—a)™ ™ f1(2)g1(z) montre que w(fg,a) = w(f,a)+
w(g, a).
2. Quitte a échanger f et g, on peut supposer que 1y < mgp. On a alors
(f+9)(2) = (z = a)i (f1(2) + (z = @)™ g1(2)) = (2 — a)ghu(2)
La fonction h; est holomorphe en a et est non nulle puisque f + g # 0. Ceci montre que f + g possede
un ordre et
w(f +g,a) =no +w(hi,a) = ng
Si de plus ng < my, alors hy(a) = fi(a) # 0, d’ou I'égalité annoncée.
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3. Ona ) )
O
f f1(2)
.1 . cip 1 I 1
Comme f1(a) # 0,1afonction A estlocalement analytique en a et vérifie f—(a) # 0. Ainsi, w (?, a) =
1 1
7&)(][', a)'
O
III. Résidus
“+oo
THEOREME 189. Soit v une fonction entiére : pour tout z € C, v( Z dnz". Alors pour tout a € C et pour
n=0

tout lacety : I — C tel quea & ~y(I), on a

/v( ! )dz:Qiﬂ'dlj(a,’y)
L, \z—a

DEMONSTRATION. Montrons dans un premier temps que I'on peut intervertir les signes | et . Posons

) 1 2
0 = d(a,v(I)). L'inégalité |y(t) — a| > 3 implique 'inégalité @ —al < 5 pour tout t € I.Comme v est une
v(t) —a
fonction entiere, la série " d,, 2" converge uniformément vers v sur tout compact K de C, en particulier sur le
dn?'(t)

2
— ]. Ceci montre donc que la série E converge normalement sur I. Ainsi,

compact & <0, 5

(v(t) —a)”

/vv<zla>dzz/f<§wil§> Zd / )a)”dt

S [ 255

Remarquons que pour n # 1, la fonction z —

1 1
possede une primitive : z — : .En
1-n (z—a)n!

1
(z—a)"
d
particulier, pour n # 1, le théoréme implique / oo o Ainsi,
2l

a)"
/v( ! >dz-d1/d7:2i7rd1j(a,fy)
L, \z—a L Z—a

O
+oo
DEFINITION 190. Soit f : D — C analytique. Soit a € C un point frontiére de D. Notons f(z) = Z en(z—
n=0
"4 Z — le développement en série de Laurent de f en a. On appelle résidu de f en a le nombre
Res,(f) = dy
THEOREME 191 (THEOREME DES RESIDUS). Soit D un domaine simplement connexe. Soient a1, ...,a, € D
n nombres complexes deux a deux distincts. Posons D = D ~\ {a1,...,an}.

Soit f D—C une fonction analytique. Soit~y : I — D un lacet. Alors

[ #:)dz = 2in Y 0w, ) Resoy (1

k=1

DEMONSTRATION. Pour k& € [1; n], notons u(z) la partie singuliére du développement en série de Laurent
de f en ay. Notons

400 (k)
dn
ur(z) = Q) ———n
n=1 (Z - ak)n

et définissons pour k € [1;n]

+oo
() = 3 P
n=1
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1
de sorte que ug(z) = vg (7> Rappelons que chaque fonction vy, est analytique sur C, donc uy, est analy-
Z — Qg

tique sur C \ {ay}. Posons g(z) = f(z) —u1(z) — -+ — up(2) et fixons k € [1;n]. Pour ¢ # k, I'application
uy est analytique en ay. De plus, par définition de uy, la fonction f — uy est analytique dans un voisinage de
a. Ainsi, g est analytique dans un voisinage de ay. Ceci étant vrai pour k € [1; n] quelconque, la fonction g est
analytique sur D.

Le domaine D est simplement connexe. Le théoréme de Cauchy implique donc que / g(z)dz = 0. Ainsi

v
n
/f )dz = Z/uk )dz = ZQM’Res% jlag, )
k=177
égalité qui démontre le théoréme des résidus. O

Exemples de calcul des résidus

1. On suppose que a est un pole d’ordre m de f : f(z) = (fl(z;m Considérons Le développement de Taylor
z—a)m
de fiena:
m—1 (m) a
fi(z) = fila) + fi(a)(z —a) + - —l—{ _(1))(2' a)m71—|—f m'( )(z—a)m+...

Le développement en série de Laurent de f en a est donc

) fi(a) f77Ne) 1 ()
f(z)_(zfa)m—’_(z—a)m*l—’“ +( -1 zfa—i_ m! T
Ainsi Res, (f) = M De plus, lorsque m = 1, Res,(f) = fi1(a)
)= Ty — - T PR, Tomsaue T = L HERalS )= k)
2. Supposons que f(z) = ng;, ou P, @ sont analytiques. Soit a € C tel que P(a) # 0 et a est un zéro simple
de Q. Alors Res, f = g((z))

En effet, écrivons Q(z) = (z — a)Q1(z), ou Q1(a) # 0. On en déduit
Q'(2) = Qu(2) + (2 — a)Q1(2) - Q'(a) = Qu(a)

Or P(2)
1 z
f(Z):Z—(I.Q1<Z)
et la fonction z — P(z) est analytique dans un voisinage de a. Ainsi,
Q1(2)
P(z) _ n _ Pl _ P(a)
Gz @ila) Foat e Rl =51 =

IV. Application au calcul intégral

Le but est de calculer des intégrales impropres | j;o f(z)dz, ou f estlarestriction 4 R d’une certaine fonction
analytique toujours notée f (par abus de notation) :

f:D—C ou D'=D~{a1,...,an}, ar &R,

ou D est un domaine simplement connexe comprenant le demi-plan supérieur.
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Le théoréme des résidus nous donne la valeur de I'intégrale de f le long d’un lacet. L’idée ici consistera, en
prenant R > max{|ax| : 1 < k < n}, a concaténer deux chemins

4N [_RaR] — (C Y2 - [077(] — (C
t — t — Re't

La concaténation v = -1 V 72 est donc un lacet vérifiant j(ax,y) = 1 pour k € [1,n]. Ainsi, d’une part,

/f(z)dz = ZiWiReS% f
v k=1

et d’autre part,

/yf(z)dz = [ﬂ f(z)dz + /72 f(z)dz = /}; ft)dt + /Vz f(z)dz (3)

Silon arrive a montrer que lim f(z)dz = 0, alors
R—+o0 72

/+°° flx)dz = QiWiResak f
k=1

P
APPLICATION 192. f(z) = QEZ; ou P,Q € C[X] et pged(P, Q) = 1. Supposons de plus que deg(Q) >
z
2 + deg P et que Q(x) # 0 pour tout = € R.
Notons ay, . .., a, les zéros de ) dans le demi-plan supérieur. L’hypothese sur les degrés et la non annulation de
Q sur R implique que f est intégrable sur R. Utilisons les chemins introduits précédemment. Ecrivons
P(z)=coz™ +c12™ -4 em (co #0)
Q(2) =boz" + 012" P -+ b, (bo # 0)
™ P(Re') _ . ™| P(Re')
fzdz:/ ,Re”dtSR/ — | dt
LT e o Qe

|Q(Reit)’ — ’bORneint + ban—lei(n—l)t 4ot bn

> |b0|Rn _ 'ban—lei(n—l)t + 4 by

bi| 1 b 1
>bR"—bR"_1—~-~—bn:bR"<1——-— ----- iy )
= ‘ 0‘ | 1| ‘ ‘ | 0| bO R bO Rn

Ainsi,
; b
SRy VR >Ry |Q(ReY)| > "R
En ce qui concerne P, I'inégalité triangulaire donne directement
. 1 c 1
P (Ret)| < Rm(l ar Lo L )
|P (Re™)| < |eol +Co 7T —|—C0 T
Ainsi, ‘
3R, VR> Ry |P(Re™)| < 2|co]R™
En multipliant les deux inégalités pour R > max(Ry, R}), nous obtenons
Y2 bo
Orm—n+1<—-1,donc lim / f(z)dz| =0et
R—+oc0 ya
“+o0
/ f(z)dz = Z Resq, f
> a;zéro de Q
oo dg 1 P(z)
ExEMPLE 193. Calculons/ —————. Notons f(z) = — = ,ou P(z) = letQ(z) =
oo (2241) Z+1 Qz)

(22 + 1)3. Les seuls zéros de () étant 4, l’application donne

+oo
/ f(z)dz = 2im Res; f

— 00
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Afin de déterminer le résidu de f en i, écrivons z = 1 + w :
1 1 1

f(z)=fli+w)= (w2+2iw)3 :_Siw3x(1+2ﬂi>3

g (1350 () -10(5) +-+)
3

ReSi f = T6Z

/+°° de o 3 37
o @241 168

Avant d’introduire le prochain exemple, nous aurons besoin du

LEMME 194 (DE JorDAN). Soit D = {z € C : Imz > 0}. Soit f : D — C une fonction méromorphe sur
H ={z¢€C : Imz > 0} et continue sur D. Soit a > 0. Définissons g a I'aide de la formule f(z) = e***g(z). Soit
vr ¢ [0, 7] — C le demi-cercle défini par yg(t) = Re™.
Simax {g (Re') : 6 € [0,7]} tend vers 0 lorsque R — +oc, alors

li dz=0
A, | S

DEMONSTRATION. Nous avons

d " R it R itd T R it R itd
ARf(z)z | firetyine t\s/ome)! et

us

:/ |g(Rezt)| |eiaRcost7aRsint6it}Rdt :/ |g(Rezt)| RefaRsintdt
0 0

Posons M (R) = max {g (Re'®) : 6 € [0,7]}. Nous aurons besoin du

LEMME 194.1. ot
Vt € {0, E} sint > —
2 0
DEMONSTRATION DU LEMME[194.]] L’inégalité étant claire pour ¢ = 0, nous supposerons ¢ > 0 désormais.
sint
Intéressons-nous a la fonction h (prolongée par continuité en 0) d’expression h(t) = —~ Sa dérivée est b/ (t) =
tcost —sint t—tant
2 = Teos POW t # 0. Rappelons cost > 0 pour ¢ € [0, . Le signe de //(t) est donc identique
au signe de £(t) = ¢t — tant sur {O, g [ Or /'(t) = 1 — (1 + tan?t) = —tan?¢ < 0. La fonction ¢ est donc

strictement décroissante sur [0, 3 [. Comme £(0) = 0, la fonction { est strictement négative sur |0, % [. La fonction

2

h est donc décroissante sur [0, g] . En particulier, pour tout ¢ € ]O, g] Jh(t) > h (g) = —.L’inégalité souhaitée
T

s’obtient en multipliant par ¢ lorsque ¢ > 0. O

Revenons a la démonstration du lemme de Jordan.

f(z)dz

TR

< M(R) / Re~ofisintq — oM (R) / " Re—aRtsint gy
0 0

< 2M(R)/2 Re™*F%dt = M(R)g (1—e )
0

Or lim M(R)=0et lim (1-— efaR) =1, donc

R—+o00 R—+oco
. . ™ _
lim f(z)dz| < lim M(R)=(1—e *%) =0
R—+oc0 R R—+o0 a
Cette inégalité termine la démonstration. g
T cosx
ArprricATION 195. Calculons I = ———dx, oi a > 0. L’intégrale converge bien puisque, lorsque
0 a?+az?
cos T 1 cos x ) T cosz T cosa
T = +00, |5 —— < —Q.Remarquons quex — ——— estpaire, donc ﬁdx =2 ——dz.
a‘+z T a®+x L @Ft T 0 a*+z

L’intégrale étant convergente,

R
. COST
R—+oo J_pa®+T
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) sinx . . B sinx L
La fonction x — ——— est impaire, donc ————dx = 0. Ainsi,
a? + x2 _p @+ 22
R R R 1T
cos S
o= tim [ SEEEIRTG o [ S a4
R—+oo J_p G +T R—+4oco J_gpa*+x
ei* 1
Considérons les fonctions f et g d’expression f(z) = ——— et g(2) = ———. Ces des fonctions sont méro-
f g p f( ) ag i 22 g( ) a2 + 252
morphes sur C. f et g ont les mémes poéles : +ia. De plus,
Re™)| = : < — 0 car |R%e?* +a?| > |R? — d?| pour R > 0,t € R
|9 (Re")] |R2e%i + a2| = |R2 — a2| Rotoo (car | = |p )

Notons v1 g : [-R,R] — Cetvar : [0,7] — C les chemins définis par 71 g(t) = t et 2 r(t) = €. Le

lemme de Jordan implique Rlim f(z)dz = 0. Le théoréme des résidus (théoréme|191) quant a lui implique
—
Y2,R
f"/l,RV"m,R f(2)dz = 2im Res,, f. Intéressons-nous au calcul de ce résidu :

fe) = et = Ly

T 2ra?t z—ia z+ia  z—ia
f1 est holomorphe en ia et f1(ia) # 0 :

. e ¢
Res;o [ = f1(ia) = 570

+o0 1
I:/ ‘£§£4$:§/  do = in Resia(f) = o
0 elT

Ainsi,

2ae?
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