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1 Une introdu@ion au corps des nombres réels

1.1 Principales propriétés de R.
1.1.1 Le corps des nombres réels.
On commence par rappeler quelques définitions :

e Soit E un ensemble et < une relation binaire. On dit que < e$§t une relation
d’ordre si elle est reflexive, transitive et antisymétique. L'ensemble E, < eét alors
dit ordonné.

SionaV(x,y) €E, x <y ou y <x, < et alors appellé ordre total et E,< est dit
totalement ordonné.

e Soient E, < un ensemble totalement ordonné, F C E et x € E. on dit de x que c’e$t

un majorantde FsiVyeF, y <ux.

un minorantde FsiVy e F, x <.

le plus grand élément de F si x € F et x majorant de F.

le plus petit élément de F si x € F et x minorant de F.

la borne supérieure de F si x et le plus petit des majorants de F.

la borne inférieure de F si x et le plus grand des minorants de F.

Une partie majorée d’un ensemble totalement ordonné n’admet pas forcément
une borne supérieure. Par exemple, dans Q, <, le corps ordonné des nombres
rationnels,si 'on considére ’ensemble des nombres rationnels positifs de carré
§tri¢tement inférieur a 2

Y={xeQt/x*<2}

alors cet ensemble e§t majoré (par exemple par 2) mais n‘admet pas de borne
supérieure. En effet, s’il admettait une borne supérieure s, celle-ci vérifierait s2=2
(voir plus loin pour une juStification). On pourrait donc écrire s = p/g ou p et g
serait deux entiers non nuls premier entre eux. On aurait donc p? = 2¢4°. Donc p?
et g2 ne seraient pas premier entre eux, ce qui e$t absurde.

Cette carence pose probléeme, notament pour ’étude des suites. C’est pourquoi,
pour faire de I’analyse on est amené a travailler dans un ensemble plus gros que
Q, un ensemble qui vérifie lui cette propriété : R.

Cara&érisation de R.— L'ensemble des nombres réels R est muni de deux lois de com-
positions interne (+,.) et d’une relation d’ordre < vérifiant les propriétés suivantes :

1) (R, +,.) e$t un corps commutatif.

2) L'ordre < e$t total dans R.

3) Pour tous a,b,ceR, (a<b=a+c<b+c)et (a<betc>0= ac<boc).
4) Q est un sous-corps de R.

5) Propriété d’archimede: Va >0, Vx € R, dn € N*; x < na.

6) Propriété de la borne supérieure: Toute partie majorée non vide de R admet dans
R une borne supérieure.

Remarque : Les propriétés 1),2),3),5) peuvent se résumer en disant que R est
un corps totalement ordonné archimédien (en fait, on peut démontrer qu’a elles



seules ces propriétés implique la propriété 4)). On remarque que Q vérifie aussi
toutes ces propriétés a I’exception de la propriété 6).

Notations: On note :

R7, I'ensemble des réels positifs i.e. R* = {x € R/x > 0}.

R**, 'ensemble des réels Stri¢tement positifs i.e. R** = {x € R/x > 0}.

R~, I'ensemble des réels négatifs i.e. R™ = {x € R/x < 0}.

R*7, ’ensemble des réels §trictement négatifs i.e. R*™ = {x € R/x < 0}.
Des propriétés 1),2),3), on déduit sans difficulté que pour tous 4, b, c,a’, b e R,

ea<bce—-b<-a

e 4 <b & —-b < —a, (version §trilte).

ea<betd <b = a+a <b+b.

ea<betd <b = a+a <b+b, (version Qricte).

e0<a<bet0O<da <b & 0<aa <bb.

e0<a<bet0<d <b & 0<ad <bb, (version §tricte).

Regle des signes:
ab>0& (a>0etb>0)ou(a<0et b<0)
ab< 0= (a>0etb<0)ou(a<0etb>0)

En particulier, pour tout x € R*, x2>0,donc 1 >0 dou -1 < 0 et donc
I’équation x2+1 = 0 n’a pas de solution. Donc R n’e$t pas algébriquement clos (i.e.
Il exi$te un polyndme a coefficients réels de degré plus grand que 1 qui n'admet
pas de racine réelle).

Remarque: R et R** sont §table par I'addition et la multiplication.

Valeur absolue: R étant totalement ordonné, toute partie non vide et finie de R
admet un maximum et un minimum. En particulier, pour tout réel x, max(—x, x)
existe.

Définition.— Soit x € R, on appelle valeur absolue de x et on note |x| le réel max(—x, x).
Proposition.— Soient a,b € R et r € R** alors :

e |al>0.

ela=0=a=0.

olal=|-al

ela—b|<resa-r<b<a+r.

ela-bl<rea-r<b<a+r.

o la+b| <l|a|+1|b|, (premiére inégalité triangulaire).

o |la| - |b|| < |a—b|, (deuxiéme inégalité triangulaire).

o |ab| = |al|b].

n

)

o V(xy, -, x,) R, X
i=1

n
< Z|Xi|.
i=1



n n

=[ il

i=1

o V(xy, -+ ,x,) eR", X;

i=1

Distance entre deux réels

Définition.— Si a et b sont deux réels, on appelle distance (euclidienne) de ada b et I'on
note d(a,b), le réel |b — al. On définit ainsi une application de R? dans R.

Théoréme.— On a les propriétés suivantes :

1) Y(a,b) € R?, d(a,b) =0 = a=0b (Séparation).

2) ¥(a,b) € R?, d(a,b) = d(b,a) (Symétrie).

3)VY(ab,c)e R3, d(a,c) <d(a,b)+d(b,c) (Inégalité triangulaire).

Ces trois propriétés sont fondamentales. Elles jouent un role centrale en topolo
gie. Il et interressant de remarquer qu’il exite bien d’autres applications de R?
dans R vérifiants ces trois propriétés. Par exemple d(a,b) = |a| + |b| ou d(a,b) =
max(|al, |bl).

1.1.2 Bornes supérieures et inférieures dans R.

On vient de voir que 'une des grosse nouveauté de R (par rapport a Q) était la
propriété de la borne supérieure. Nous allons voir une fagon plus "topologique" de
caraltériser une borne supérieure.

Théoréme.— Soit A une partie de R, les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) p=sup{x €A},

ii) BeR, YacA, a<fetVyeR, (VaecAa<y)= B<y),

iii) eER, VacA, a<petVeeR™, JacA; p—e<a<P.

Preuve : i) = ii) e$t évident.

i) = iii): BER, Va€ A, a < p traduit que f e§t un majorant de A. Soit g’ le plus
petit majorant de A (donc la borne supérieure).

(non i) = non iii)) : supposons B>p et posons € = (B—p')/2. Alors fla e A tel que

p-e<a<pfcarf-e> /5 on aurait alors a > ﬁ ce qui nierait le fait que ﬁ majore
a donc A.

(non iii) = non i)) Soit € tel qu’il n'existe pas a € A tel que f—e <a < . Alors
B—e>p etdoncp>p.

Dans R on a une version duale de la propriété de la borne supérieure :
Théoreme.— Toute partie A de R minorée, admet une borne inférieure.

Preuve : Soit A une partie minorée de R, alors la partie —A = {—x, x € A} est une
partie majorée. Elle admet donc une borne supérieure g. Il s’ensuit que —f est une
borne inférieure de A.

On a, comme pour la borne supérieure :

Théoréme.— Soit A une partie de R. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) B =inf{x € A},

ii) BeER, YacA, a>fetVyeR, (VaeAa>y)= B>y),

iii) feR, VacA, a>petVeecR™, JacA; f+e>a=p.



Remarque: La borne supérieure d’une partie de R n’appartient pas forcement a
cette partie: Par exemple sup]0,1[=1et 1 €]0,1].

1.2 Suites réelles.
1.2.1 Définitions, propriétés.

Définition.— Une suite réelle U est une application de N dans R. On note U = (U,,),,
ou plus simplement (U,,),, la suite U : n +— U(n).

L’ensemble des suites réelles et naturellement noté RN.

Définition.— Une suite réelle U est dite majorée (resp. minorée, resp. bornée) quand
le sous-ensemble U(N) = {U,;n € N} de R est majoré (resp. minoré, resp. majoré et
minore).

Définition.— Une sous-suite d’une suite (U,,),, (dite aussi suite extraite de U) e$t une
;{ite de la forme (Uy(n)), . 0 @ €t une application strictement croissante de N dans

Définition.— (Convergence de suite) On dit qu’une suite réelle (U, ), converge dans
R (ou est convergente) si et seulement si il existe | € R tel que :

Ve>0dANeN; Vu>N |U,-I|<e

On dit alors que | est la limite de (U,,),,.
Théoreme.— Si une suite (U,), converge dans R alors sa limite e$t unique.
Preuve : Supposons que (U,), admette deux limites di§tintes I; et I,. Prenons
€ =|l; —1,|/3. D’apres la definition :
HNl eN; Vn > N; |Un_ll| <€

3N2€N; \7/71>N2|Un—12|<€

alors pour un entier n supérieur a la foisa Ny et N, on a
I =Ll <l = Upl + U, = I < 2e <|l; = ]

ce qui et absurde.

Terminologie: On dit "(U,), converge vers I" ou "l e$t limite de (U,,),,” ou bien encore
"(Uy), tend vers | quand n tend vers plus 'infini". On écrit alors U, —» [ ou I =
lim U,,.

n—+oo

Théoréme.— On a les propriétés suivantes :
1) Toute suite réelle convergente et bornée.
2) Toute sous suite, d’une suite réelle convergente, converge vers la méme limite.

Preuve: 1) Si N e§tassociéae =1,VneN, |u,| < max(|l|+ 1, |ugl,- -, [un])-
2) Si @ : N — N croit §tritement, pour tout n € N, ¢(n) > n.



1.2.2 Suites adjacentes.

Définition.— Deux suites (a,) et (b,) sont dites adjacentes lorsque (a,,) est une suite
croissante et que (b,) et décroissante et que l'on a lim d(a,,b,) = 0.
n—-+oo

Théoréme.— Soient (a,) et (b,) deux suites réelles adjacentes, alors:
1) Ces deux suites converge vers la méme limite .
2)VneN, a,<I<b,.

Preuve : 1) La suite (a, — b,,) étant croissante de limite 0, elle ne peut prendre que
des valeurs négatives. Ainsi Vn e N, a, <b,,. Soit A = {a,;n € N}, cet ensemble est
majoré par by, donc il admet une borne supérieure /. Soit € > 0:

Par le critere de la borne supérieure: dp € N;I —€ <a, <.

Par convergence de (b, —a,): g e N;Vn > g;|b, —a,| <e.

Donc pour n > N = max(p,q)on a:

l-e<a,<ay<a,<let

a,<b,<a,+e<l+edou:

la, -1l <eet|b,-I<e

Les suites (a,) et (b,,) convergent vers [.
2) On remarque pour terminer que:
VneN,a, <I (borne sup.)
VneN, b, >1 (sinon, ¥n <p,b, < b, <l:ceci contredit b, — I.)

Théoréme.— (Théoréme des segments emboités) Soit ([a,, by]),cy une suite de seg-
ments décroissante pour la relation d’inclusion et telle que lim d(a,,b,) = 0. Alors:
n—+oo

1) ﬂ[an, b, ] est un singleton {I}.
neN
2) Les suites (a,), et (b,), convergent toute deux vers I.

Preuve : Il est clair que (a,), et (b,), sont des suites adjacentes. Elles convergent
donc toutes deux vers une limite [. Il et clair que Vn, I € [4,,b,] donc I appartient
bien a l'interse&ion. S’il exi$te a # | dans l'intersetion alors soit € = |l —af. 11
exiSte n tel que d(a,,b,) < €. Mais alors I et « sont dans [a,,b,] donc d(a,,b,) > €
ce qui e$t absurde.

1.2.3 Suites de Cauchy.

Définition.— Une suite de réels (U,,), est dite de Cauchy si elle vérifie:

Ye>0dN eN;V(p,q) eN(p=Netq>N)= |u, —uy|<e

Remarque: On a, de fagon équivalente, la formulation suivante :
Ye>0, AN eN;Y(p, k) eNp > N = [y —up| <€
Proposition.— On a les deux propriétés suivantes :

1) Toute suite convergente est de Cauchy.

2) Toute suite de Cauchy est bornée.
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Preuve: 1)Sip,q >N, |up —uy| =[u, =1+ 1—ug| <|up, —I|+|l —uy| <e/2+€/2, avec
N associé a €/2 dans la def de la convergence.
2) On prend € =1 et on a |u,| < max(|ugl, -, lun_1], lun|+1)

Théoreme.— Toute suite de Cauchy réelle est convergente.

Preuve : Si la suite (u,), est de cauchy, elle e§t bornée, on peut donc définir
a, =inf(uy) et b, =sup(uy). Onaa, <a,,  etbh, >b,,.

kzn k>n
Soit € > 0, il existe N € N tel que pour p,q > N on ait |u, —u,| < €/3. Pour tout n > N
il existe p,,,q, > n tels que a, <u, <a,+e/3etb,-€/3<u,; <b, de telle sorte
que0<b,—a,<e/3+€e/3+€e/3=¢€.
La suite de segments [a,, b, ] et donc décroissante et leur longueur tend vers 0. 11
exiSte alors un unique réel a tel que ﬂ[an, b,] ={a}.

neN
En gardant les mémes notations, pour tout € > 0, si n > N, u, et a sont dans

[an,by], donc |a—u,| < |by —an| < €. La suite (u,,),, converge vers 4.

Remarques: 1) Les propriétés 1) et 2) de la proposition 1.2. sont valables dans Q.
2) Le théoreme, en revanche, n’e$t pas valable pour les suites dans Q. Considérons
par exemple la suite définie par U, = 107"E(10"V2). C’e§t une suite de Cauchy
dans Q et pourtant elle ne converge pas dans Q.

3) On dit que R e$t complet parce que toute suite de Cauchy y e$t convergente. On
peut d’ailleur montrer qu’a un isomorphisme prés R est le seul corps totalement
ordonné archimédien complet.

1.2.4 Suites monotones.

Définition.— Une suite de réels (U,,), est dite croissante (resp. décroissante) si pour
tout n>0o0na U, > U, (resp. Uy <U,).

Une suite réelle qui est croissante ou décroissante est dite monotone.

Théoréme.— (dit de "la limite monotone") Soit (U,), une suite monotone. Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

i) (Uy,), est bornée,
ii) (Uy,), converge.
Preuve: ii) = i) est déja fait.

i) = ii) Supposons (U,), croissante et posons U = {U,/n € N}. Par hypothése, U
e$t un ensemble non vide majoré, il admet donc une borne supérieure, notons la
I. Par la caratérisation de la borne supérieure, pour tout € > 0, il existe x € U tel
que I —e <x <. Soit ny € N tel que x = U, alors pour tout n > 1y, on a

l-e<U,,<U,<I

et donc par suite |U,, — I| < €. On en déduit donc que (U,,),, converge vers .

Theme — Propriétés équivalentes au théoreme de la borne supérieure En reprenant
les preuves faites précédement, montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Théoreme de la borne supérieure,
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ii) Théoreme des suites adjacentes,
iii) Théoreme des segments emboités,
iv) Théoréme de la limite monotone,

v) R est complet.

Theme — Une construction de R : On considére sur Q la notion de suite de Cauchy
en reprenant la méme définition que celle proposée ci-dessus, mais en prenant soin de
prendre € rationnel. On note C l'ensemble des suites de Cauchy sur Q.

a) Montrer que, muni de I'addition et de la multiplication des suites, C e$t un anneau
commutatif et unitaire dans lequel s’injecte de maniére naturelle le corps Q.

b) On consideére I U'ensemble des éléments de C qui convergent vers 0. Prouver que I est
un idéal maximal de C.

¢) En déduire que l'anneau quotient C/I est un corps et que ce corps vérifie les 6 pro-
priétés fondamentales qui définissent R.

1.3 Approximation décimale d’un réel.
1.3.1 Partie entiére d’un réel.

Soit x un nombre réel. D’apres la propriété d’Archimede, il existe deux entiers
p et g tels que x < p et —x < g soit —q < x. Alors {m € Z;m < x} e§t une partie non
vide (—q y appartient) et majorée (par p), donc admet un maximum. Définition.—
La partie entiére de x est le plus grand entier inférieur a x. Elle et noté E(x) ou parfois
[x]. Par définition on appelle partie frationnaire de x le réel x — E(x). On la note < x >.

Lemme.— On a les propriétés suivantes :
1))VxeR, m=E(x) e (meZetm<x<m+1).
2) x —> E(x) croit sur R.

3) x —>< x > est périodique de période 1.

Lemme.— (Division euclidienne) Soit a un réel §trictement positif. Pour tout réel x,
il existe un unique couple (q,r) dans Z x R tel que

x=aq+r, avec0<r<a

Preuve : On prend g = E(x/a) et r = x —aq.

1.3.2 Nombres décimaux. Approximation décimale d’un réel.

Définition.— On appelle rationnel décimal tout élément de Q pouvant s’écrire p/10"
avecp e ZetneN.

n-1
Notation : si 0 < p < 10", p s’écrit Zan_klok avec ay,---,4a, €[0,9]| (représenta-

k=0
tion d’un entier en base dix). On note alors

p a;
= — =0,a1a;---4a,
n
10 = 10!

reme

L'entier a; e$t alors appelé la i"¢ décimale.
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Proposition.— Si x et un réel, et n un entier naturel, p,, = E(10"x) est 'unique entier
tel que :
Pi . Putl

<
10" =" 10m

Définition.— On dit alors que f—gn est la valeur approchée décimale par défaut 4

+1
107" prés de x et que p;O” e$t la valeur approchée décimale par excés a 107" prés
de x.
Proposition.— Si x est un réel, la suite ( p(;ln ) deses décimales approchées par défaut
neN

converge vers x dans R.

Preuve : En effet, pour € > 0 fixé, on a: 0 < x-p,/10" < 1/10" < 1/n < e sin >
E(1/e).

1.3.3 Developpement décimal illimité d’un réel.

On reprend les notations du paragraphe précédent, avec x réel et n entier > 0.
L'entier pg = m = E(x) e$t aussi la partie entiere du rationnel décimal p,/10". Donc

Pn
10"

n
a
-m=0,a,ay-a, = Zl_(;z avec a; € {0,1,2---,9}
=1

On a:
aps1 = E(10™ %)= 10E(10"x)

Exercice : Montrer qu’il exiSte une unique suite d’entiers compris entre 0 et 9,

(a;);ene telle que pour tout # > 0, la valeur décimale approchée par défaut a 1/10"
n

a:

rés de x s’écrive E(x)+ ) —-.
P (x) g T

Cette suite, a laquelle on adjoint I'entier ay = py, détermine x puisque
n a:
x= lim [Z—Z]
n—+oo| £ 10*
i=0

Définition.— On appelle développement décimal illimité (propre) du réel x et
on écrit x = ag+ 0,a1a,---a,--- ou (si x >0), x =b;---bg,a1a,---a,--- (b;---by étant
les chiffres de I'écriture de agy en base dix), la suite d’entiers (a,), ey, définie par:

ag = E(x), et pour n>1, a, = E(10"x) = 10E(10" )

Soit, réciproquement, une suite (a;);cy avec ag € Z et Vi e N, a; = 0,1,---,9.
aj
10"

n
Soit ug = ag et pour n e N*, U, =ag + Z
i=1

Lemme.— La suite (U,,), converge dans R.

Preuve : En effet, elle e§t de Cauchy puisque pour n>¢g > 1:

. g 1- =
0<U,-U, = i o9 1 9 "7 1

q P = Tni = +1 1 109
e 10’ apre) 100 101 -1 10




13

etsiN >1/e, V<N, 1/107 <e.

Reprenons le lemme précédent et désignons par x la limite de (U,,),,. Deux cas
se présentent alors :

1er cas) Yn e N*, 3k > n; a; = 9.

Fixons un entier n et prenons un entier k > n tel que a; # 9. La suite (U,), est
croissante et pour p > k,ona:

p 1
9 1 9 1_10;7771 1
OSU”_U”S.Z 100 10k 10m1 1-1 1ok
i=n+1 10
9 1 1 11
0<U,-U, < =

10MT1- L 10k 10" 10k

ce qui donne

1
“0+Zﬁ<” <“O+Zloz 0 o

En faisant tendre p vers l'infini, on obtient alors:

1 1
UnSXSUn+W—W<Un+1—On

Finalement:

VneN, a0+Z—<x<ao+Zlol 10n

donc ag + Z—O est la valeur décimale approchée a 1/10" pres par défaut de x.

i=1
Dans ce cas précis, la suite (a,),y correspond exactement pour x au développe-

ment décimal illimité propre obtenu précédement.
2éme cas) An e N; Yk >n, a; = 9.

Dans ce cas,

9 1-1j 11
Vk>n, Uy =U,+9 Z =U”+W1—%=U’“+1—0”_W
ismr1 1 10
et par conséquent Uy — U, + 1/10" rationnel décimal. Donc x et un rationnel
décimal et pour k > n, Uy n'e§t pas la valeur approchée décimale par défaut a
1/10% prés de x.
On parle alors de développement décimal illimité impropre de x:

x=a9g+0,ay---a,999---9--.

En résumé, on vient de montrer que si x € R n’est pas rationnel alors il ne
possede qu'un unique développement décimal illimité (i.e. il exiSte une unique
suite (a;);oy avecag € ZetVieN*, a; =0,1,---,9 telle que x = Zunlo_”). Si x eft

n>0
rationnel, alors il en existe deux.

Exercice: Déduire de ce résultat que R n’est pas dénombrable.



14

1.4 Topologie de R.
1.4.1 Densité.

Définition.— On dit qu’une partie A de R est dense dans R si et seulement si

V(x,y)eIR{Z,x<y, dacA; x<a<y

Proposition.— Soit A un sous-ensemble de R, alors les deux propriétés suivantes sont
équivalentes:

i) A e$t dense dans R.

i) Y(x,v) € R?, x <y il existe une suite (an) ey Stri¢tement croissante d’éléments
de A vérifiant: VneN, x <a, <y

Exemples : o QQ est dense dans R. En effet, soient x <y deux réels et @ =y —x > 0.
D’aprés la propriété d’Archimeéde, In € N; n > 1/a. C'eét a dire 1/n < a. Soit
p = E(nx), alorson a :

p+1
<—X<
x . Y

eneffet p<nx<p+1ldonc(p+1)/n>x.Orl/n<y-xetp/n<xdonc(p+1)/n<y.

e R/Q e$t dense dans R. En effet, on a montré précédement que V2 € R/Q. Soit

X X
= <yV2. Q étant dense dans R, il existe r € Q tel que —= <r < V2.
NG Y q V2 Y

Sir = 0 alors r\/E e§t irrationnel et <2 < y\/E. Si r =0, alors toujours

x <y, alors
x
V2

par densité de Q dans R, il exiSte r e Q tel que 0 < r < % De méme r V2 est

X ’
irrationnel et — < r V2 <pV2
2 g

1.4.2 Voisinages dans R.

Définition.— On appelle intervalle de R toute partie I de R vérifiant:

V(a,b,c)eR3 (acl,beleta<c<b)=cel

Proposition.— Une partie I de R e$t un intervalle si et seulement si I est une partie

convexe i.e.
V(x,p)el?, VO €[0,1], (1-0)x+Oyel

Par récurrence, si I et un intervalle de R:

n n
VneN, V(0,,-,0,) e (R, (x1,-,x,) € I" et Zei =1) = Ze,-xi el
i=1 i=1

Remarque: Un intervalle non vide et non réduit a un point e§t nécéssairement
infini.
Classification:

1. Les intervalles bornés:

(@) [a,b]={xeRa<x<b}(a<gh).
(b) Ja,b[={xeR;a<x<b}(a<b).
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(c) Jabl={xeR;a<x<b}(a<b).
(d) [a,b]={xeR;a<x<b}(a<b).

2. Les intervalles non bornés:

Définition.— Soit x un réel. Une partie V de R est dite voisinage de x si et seulement
si
A(a,B)eR?* a<x<pet]a,plcV

De facon équivalente une partie V est un voisinage de x dans R si et seulement
siil exite € > 0 tel que Jx—€,x+€[C V.

Notation: On note Vg(x) I’ensemble des voisinages de x dans R.
Proposition.— On a les propriétés suivantes :

i) Tout intervalle ouvert contenant x est un voisinage de x.

ii) Toute intersection finie de voisinages de x est un voisinage de x.

iii) Toute partie de R contenant un voisinage de x est un voisinage de x.

Définition.— Si A est une partie de R, on dit que a € A et un point intérieur a A si et
seulement si A € Vg(a). L'intérieur de A est I'ensemble des points intérieurs d A. On le
o

note A. Ainsi
acA=Je>0; Ja—e,a+e[CA

Proposition.— Soit A, B, A4, -- ,Ap des parties de R. On a les propriétés suivantes :

I)IZCA.

2)ACB :>Ac§.

Exemples: i) [a, b]=]a, b[=[a, b[=]a, b]=]a, b].

ii) R=R.
iii) N=0; Q= 0; R/Q= 0.
iv) {x}=0.

o

) [0, 1[U[1,2]=[0, 2]=]0, 2[=[0, 1[ U [1, 2]=]0, 1[U]1, 2[.
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Définition.— Soit A une partie de R et a un réel. On dit que « e$t un point adhérent
a A si et seulement si tout voisinage de o rencontre A:

VYV eW(a), VNA=0

L'adhérence de A, noté A, est Uensemble des points adhérents a A.

Lemme.— Soit A une partie de R et a € R. Alors
aceAe=Ve>0,Jach; la—al<e

de méme:

acAe=(a,),€AY; lim a,=a

n—+oo

Proposition.— Soient A, B, Ay, ,Ap des parties de R, on a les relations suivantes:

1. ACA.

2. ACB=ACB.

5. A=A

4 Ay = Ay
1<k<p 1<k<p

5 Ar C A
1<k<p 1<k<p

6. Si A et majorée (resp. minorée), sup(A) € A (resp. inf(A) € A).

Exemples : i) [a,b] = ]a, b[ = [a, b].
ii)Q=R,R/Q=R,N=N.
10,1[N]1,2[ = {1} =]0,1[N]1,2[ = 0 = 0.

Lemme.— Les deux propriétés suivantes sont équivalentes:
i) A e$t dense dans R.
i) A=R.

On peut donc généraliser la notion de densité:

Définition.— Soit A et B deux parties de R. On dit que A est dense dans B si et
seulement si A = B.

Proposition.— On a les relations suivantes entre intérieur et adhérence:

1. CrA =CpA.

@
»ofof
I
B

-~
ID|>|o|o
2o
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5. Il existe des parties A de R telles que les sept ensembles X, X,X,X,X,X,X soient

distinéls deux a deux.

6. On appelle frontiére de A I'ensemble Fr(A) = ANCRA, et extérieur de A 'ensemble
Ext = CRA.

5. Ext(A)= Ext(A).

Définition.— Une partie () de R est un ouvert de R si c’est un voisinage de chacun de
ses points:
VxeQ), Qe Vr(x)

Remarque: Comme la définition l'indique, 0 et un ouvert de R.

Lemme.— Si Q est une partie non vide de R, alors les trois propriétés suivantes sont
équivalentes:

i) Q ouvert.

ii)Vxe€Q, e >0; |[x—€,x+€[CQ.

o

iii) Q =Q).
Proposition.— On a les proprietés suivantes :
i) Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.

i1) Toute réunion d’ouverts est un ouvert.

iii) Tout ouvert est réunion d’une famille d’intervalles ouverts.

Théoreme.— Si A est une partie de R alors A e$t le plus grand ouvert contenu dans A.

Définition.— Un fermé de R est par définition le complémentaire dans R d’un ouvert
de R.

Lemme.— Si F e$t une partie de R, alors les propriétés suivantes sont équivalentes:
i) Fferrfé de R.
ii) F =F.
iii) F C F.
iv) Toute suite (a,),cy 4 élements de F qui converge dans R converge dans A.
Proposition.— On a les proprietés suivantes :
i) Toute intersection de fermés est un fermé.
ii) Toute réunion finie de fermés e$t un fermé.

Théoréme.— Si A est une partie de R alors A est le plus petit fermé contenant A.

Exemples d’ouverts:
) la, bf
.) ]a, +o0]
) 1= ool
JR
Exemples de fermés:
) [a, b]
) {a)
JR
Attention:
Il exi$te des ensembles a la fois ouverts et fermés. Par exemple @ et R. On
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pourrait montrer qu’il n'y a que ces deux ensembles qui vérifient cette propriété,
on dit alors que R e$t connexe.
Il exiSte des ensembles qui ne sont ni ouvert ni fermé. Par exemples ]0,1], Q.

Définition.— Soit A une partie non vide de R.

On appelle ouvert de A toute intersetion d’'un ouvert de R avec A.

On appelle fermé de A toute intersection d'un fermé de R avec A.

Si x e$t un point de A, on appelle voisinage de x dans A, toute intersection d’'un
voisinage de x dans R avec A.

Lemme.— Les deux propriétés suivantes sont équivalentes:
i) F e$t un fermé de A. ii) C4F e$t un ouvert de A.

Proposition.— Soit A une partie de R, alors
i) Toute réunion d’ouverts de A est un ouvert de A.
ii) Toute intersection finie d'ouverts de A e$t un ouvert de A.
iii) Toute réunion finie de fermés de A est un fermé de A.
iv) Toute intersection de fermés de A et un fermé de A.

Définition.— Soit (U,,),, une suite réelle. On dit qu’un réel A est une valeur d’adhérence
de la suite (U,,), si et seulement si elle vérifie les propriétés équivalentes suivantes:
i)Ye>0VN €N, dn>N; |U, - A|<e.
ii) Pour tout € > 0, I'ensemble des n € N vérifiant |U,, — A| < € est infini.

Lemme.— Si (U,,), est une suite réelle, le réel A est une valeur d’adhérence de (U,,),, si

et seulement si il exiSte une sous-suite (Ugp(n)),,cp CONvergeant vers A.

Preuve : Soit A une valeur d’adhérence de (U,,),. Il exiSte un entier n, tel que
|Up, — Al < 1. On pose ¢(0) = ny. On suppose avoir ¢(0) < (1) <--- < ¢@(n) tels que
[Ugp(k)— Al < 1/k, alors 'ensemble {p € N; |U, - A| < 1/(n+1)} est infini, donc il exite
un tel p tel que p > ¢(n), on pose @(n+1) = p. Il est clair que lim, Uy, = A.
Réciproquement, si Uy (,) — A alors Ye > 0{|Uy(y) — Al < €} est infini, donc a fortiori
I’ensemble {|U, — A| < €}. A est donc valeur d’adhérence.

Remarque: Si une suite e$t convergente, elle admet une unique valeur d’adhérence:
sa limite. En effet, toute sous suite converge vers sa limite.

Théoreme.— (Bolzano-WeiersStrass) Toute suite réelle bornée a au moins une valeur
d’adhérence.

Preuve : Soit (U,), une suite réelle bornée. On veut montrer par récurrence la
propriété suivante D(p) : Hao,---,ap,bo,m,bp tels que gy < a; <--- < a, < bp <
bp-1 <+ < bg, Yk =0,--,p, (b —ax) = (bx_1 —ag_1)/2 et {n € N; U, € [ay, bi]} ebt
infini.

D(0) e$t vraie. En effet la suite étant bornée, il existe 4,b telle que VneN, a< U, <
b.

Si D(p) est vrai soit alors ¢, = (b, +a,)/2. On définit N, = (n € N; U, € [a,,c,]} et
./\/p/ ={neN; U, € [c,,byl}. Si N, edtinfini on prend a,,; = a, et by, = c,. Sinon
N, eétinfini et 'on prend a,,1 = ¢, et b, 1 = b,.

La propriété D(p) et ainsi héréditaire.

La suite de segments [a,, bl’]peN vérifie les hypothéses du théoréme des segments
emboités. On note ¢ 'unique élément de l'intersection de ces segments. Soit € > 0,
ilexi&eNeNtelqueN>“g—halorsOSbN—aN:%<“X[—h<e,maisal\]§c§b1\]
et {neN; ay < U, < by} eStinfini. Donc {n € N; |U,,—c| < €} e§t infini et ¢ e$t valeur
d’adhérence de (U,,).

Remarque : Le procédé adopté pour con$truire les segments emboités est appellé



19

procédé de dichotomie.

Définition.— Une partie A de R est dite compacte lorsque toute suite d’éléments de A
admet au moins une valeur d’adhérence dans A.

Théoréme.— Les parties compacles de R sont exaétement les fermés bornés.

Preuve : Soit A un compaét. Soit x € A. Il existe donc une suite (x,),cy d’éléments
de A convergeant vers x. Cette suite n’a qu’une seule valeur d’adhérence: sa limite.
Donc x € F, ainsi F C F et F e§t fermé. Si A n’était pas bornée, il exi$terait une suite
dy,en telle que pour tout n € N, |a,| > n, toute sous-suite n’étant pas bornée, ne
pourrait converger.

Réciproquement si A e§t borné toute suite d’éléments de A admet une sous-suite
convergeant dans R. Comme A et fermé, elle converge dans A. A e§t compate.

1.4.3 La droite numérique achevée R.

Définition.— On appelle droite numérique achevée et U'on note R U'ensemble RU{—co, +c0},
obtenu en adjoignant a R deux éléments, muni d’un ordre total prolongeant celui de R
en posant:

¥x€R, —co<x <400

Attention: R n’a pas de Structure algébrique. Notament les opérations suivantes
n’ont aucun sens: x + 0o, X.(+00) +00 — oo etc...

Lemme.— Toute partie non vide de R admet une borne supérieure et une borne in-
férieure.

Preuve : Soit A une partie de R. Si Aest majorée dans R, alors A admet une borne
supérieure dans R, c’est aussi une borne supérieure de A dans R.

Si A n’e$t pas majorée dans R, alors +co e§t une borne supérieure dans R.

On a la méme chose pour les bornes inférieures.

Définition.— On appelle voisinage dans R de +co toute partie V de R pour laquelle il
existe a € R tel que [a,+oo[C V. Lensemble de ces voisinages est noté Vg (+00).

On appelle voisinage dans R de +oo toute partie V de R pour laquelle il existe b € R tel
que | —o0,b] C V. L'ensemble de ces voisinages e$t noté Vg(—oo).

Les ensembles Vg (—c0) et Vg(+00) ont les méme propriétés que Vy(x) lorsque x
est réel, en particulier celle d’intersection finie.

Définition.— a € R e§t dit adhérent @ A C R lorsque pour tout V € Vg(a), VN A =0.

Définition.— Si A est une partie de R, on dit qu'un élément a de R et un point
d’accumulation de A si et seulement si a e$t adhérent a A —{a}; c’est a dire si tout
voisinage de a rencontre A en un autre point que a.

Remarque: Tout point d’accumulation e§t un point d’adhérence mais la réciproque
est fausse. Ainsi tout réel e§t un point d’accumulation de @, mais N ne posseéde
aucun point d’accumulation.

Lemme.— Pour que a soit un point d’accumulation de A, il faut et il suffit que pour
tout voisinage V de a, V N A soit infini.

Définition.— Si A e$t une partie de R, on appelle point isolé de A tout point de A qui
n’est pas point d’accumulation de A, c’est a dire tout point de A ayant un voisinage V
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tel que VN A = {a}.

Exemple: Tout point de N et isolé, un ensemble e$t dense dans R si et seulement
siil n’a pas de point isolé.

1.5 Limites de suites.
1.5.1 Suites réelles.

Rappel: On dit qu'une suite réelle (U,,), converge vers | € R si et seulement si :
Ye>0,ANeN; Vu>N, |U,-I|<e€

On a vu que dans ce cas la suite (U,,), eSt bornée et que sa limite est unique. La
définition s’étend facilement au cas des suites "définies a partir d’un certain rang":

(Un)an‘

Proposition.— Soient (U,,), et (V,)), deux suites réelles et I, a, B, A, u des réels. On a la
propriétés suivantes :
1) lim U,=1l< lim |U,-I|=0.
n—+00 n—-+0o
2) lim U, =1= 1lim|U,|=]l|.
n—+oo n—-n
3) nl_i)rfoo U,=Aet nl_l)I}_loo Vi=p= nl_i)rPWaUn +BV,=al+ppu
4) lim U, =0etV, bornée = lim U,V, =0.
n—-+oo n—-+oo
) Jim Uy = et lim Vy=p== lim UV, =g

1
6)Si lim U, =1lavecl=0,ilexiSte meNtelquen>m=—0et lim —=-.
n—+00 n—-+oo,nzm U, !

Proposition.— On a les propriétés suivantes :

1) Si une suite réelle (U,,),, converge vers | et que a <1 < B, il exiSte N € N tel que
Yn>N, a<U,<p.

2) Si les suites (U,), et (V,,),, convergent respectivement vers les réel | et I'. Alors s’il
existe p € N tel que pour n > p, U, < V,, alors [ <1 .

3) Si(ay) ey (Bn)pen €t (€y) ey SOnt des suites telles que :
i) (a,) et (b,) converge vers la méme limite I.
ii) ANy € N tel que pour n > Ny, a, <c, < b,
alors (c,),, converge vers .
Définition.— Soit (U,,),, une suite réelle.
i) On dit que (U,,) tend vers +oo et 'on note lim U, = +oo si
n—+oo
VAeR AN eN; Vn>NU, > A
ii) On dit que (U,) tend vers —co et 'on note lim U, = —oo si
n—+o0o

VAeRANeN; Vn>NU, <A



21

Remarque : Si (U,), et une suite réelle et I € R, la propriété lirf U, =1 peut
n—+oo

s’exprimer de facon unifiée par:

VVeVr(),ANeN;Vu>N U, eV

Proposition.— Soit (U,,),, une suite réelle.

1
1. SiU,>0pourn>ng, lim U,=4c0 lim — =0

n—+oo n—+oo n

2. Si lim U, = +oo et si pour tout n > ng, V,, > U, alors lim V, = +c0.

n—+oo n—+oo

3. Si lim U,=+co0et lim U, =1€RU{+o0}, alors lim (U, +V,)=+co

n—+oo n—+oo n—+oo

4. lim U, =+coetsi lim U, =1€R"™ U{+oo}, alors hm U,V, = +co.

n—+oo n—+oo n—+

1.5.2 Extension de la notion de convergence aux suites complexes.
Définition.— Une suite complexe est une application U de N dans C.

Note: On utilise les méme notations pour les suites complexes que pour les suites
réelles.

Définition.— On dit qu’une suite complexe (U,), converge (dans C) lorsqu’il existe
I € C tel que:
VYe>0,dneN; Vn>N |u,—I|<e

Note: On garde la méme terminologie et les méme notations pour la convergence
des suites complexes que pour celles des suites réelles.

Proposition.— Si une suite complexe converge, sa limite est unique.
Lemme De la définition on déduit les propriétés suivantes :

i) Toute suite complexe convergente est bornée.
ii) Y(U,), €CN, VlieC

lim u, =l lim u, =1
n—+oo n—-+o0o

Proposition.— Soit (Uy,),cy €t (Vy),en deux suites complexes et I,a, B, A, p des com-
plexes.

1. lim U, =l hm |U, —1]=0.

n—+oo0

2. lim U,=1—= 11m|U | =11

n—+oo

3. lim U,=Aet hm Vi=p= 11m aU,+pV,=al+ppu

n—+oo n—+

4. 11m U,=0etV, bornée = lim U,V, =0.

n—+ n—+oo

5. lim U,=Aet lim V,=p= lim U,V, =Apn

n—+oo n—+oo n—+oo

1
6. Si lim U,=1lavecl=#0,ilexiste meNtelquen>m=—0et lim — =
n—+0o n—-+oo,n=m Uy,

1
R
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Théoréme.— Soit (U,), une suite complexe, on pose pour tout n a,, = Re(u,) et b, =
Im(uy,). Alors pour tout (a,b) € R? :

(lim u,=a+ib)—( lim a,=aet lim b, =D)

n—+oo n—+oo n—+oco

1.5.3 Suites de Cauchy dans C.

Définition.— Une suite complexe (U,)), est dite de Cauchy dans C si et seulement si

Ye>0, AN eN; Vp>NVg>N, Iup—uq|<e

Théoréme.— Une suite complexe converge si et seulement si elle est de Cauchy dans C.

2 Fon&ions continues

2.1 Limites de fon&ions et continuité.
2.1.1 Limites de fon&ions réelles de variable réelle.

Dans ce paragraphe, on envisage des fon&tions réelles de variable réelle, c’et
a dire des applications d’une partie D C R dans R.

Définition.— Soit f : D — R, & un point de R adhérent a D et | € R. On dit que f a
pour limite | en a ou que f(x) tend vers | quand x tend vers a, et on note lim f(x) =1,
X—a

si et seulement si :
VYW eVr(l), AV eVg(a); VxeVND, f(x)eW

Soit maintenant A C D et a un point adhérent a A. On dit que f a pour limite | en o
suivant A ou que f(x) tend vers | quand x tend vers o dans A, et I'on note  lim Af(x)
X—a,Xe

lorsque lim,_, 4 fia(x) = 1.

Lemme.— Soit A et A’ deux parties de D. I v a équivalence entre  lim Af(x) =let
X—a,Xe.
lim  f(x)=1, lorsqu’il existe Vi € Vg(a) tel que A'NVy=AnY,.

7
x—a,xeA

Lemme.— Soit | et I dansR. Si  lim f(x)=let lim f(x)= I alors1=1.
x—a,x€A x—a,x€A

Preuve : En effet si [ = [ alors il exi§te W et W' deux ouverts de R qui voisinnent

respectivement [ et | et tels que WN W = 0. Il exiSterait donc V et V deux

voisinages de a tels que f(VNA)CWet f(V NA)CW .MaisVNV NA=0..

Théoreme.— (Critere séquentiel) Soient f : D — R une application, A C D une
partie non vide et | € R. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) lm f(x)=1,

x—a,X€EA

ii) ¥(a,) € AV, lim a,=a= lim f(a,)=1.
n—+oo

n—+oo

Preuve: Condition necessaire: Soit (a,,) une suite d’éléments de A telle que lim a, =
n—-+oo

«. On a donc:
VYV eVg(a), AINEN; Yu>N, g, €V
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maintenant lim f(x) =/. On a donc:
x—a, x€A

VYW eVp(l), AVheV,; Vxe VonA, f(x)eW

Ainsi soit W € Vi(l), soit V; vérifiant la condition ci-dessus, comme et un voisi-
nage de «, il existe N € N tel que Vn > N a,, € V), donc f(a,) € W ainsi:

VW eVg(a), AN eN; Vu >N, f(a,)e W

Condition suffisante: Raisonnons par I’absurde et supposons que I n’e$t pas limite
de f(x) en a suivant A:

AW e Vg(l), VV e Vg(a); Axe VNA, f(x)e W

Alors pour n € N7,

-SiaeR,onprend V, =]la—1/n,a+1/n|,

-Si a = +o0, on prend V,, = [n,+o0],

-Si @ = —c0, on prend V,, =]oo, 1],
et 'on choisit a4, dans V,, N A tel que f(a,) ¢ W. Alors la suite a, tend vers a mais
f(a,) ne tend pas vers /.

Théoreme.— Soient D et A deux partiesde R, f : D - Ret g: A — R. Soient AC D et
B C A tel que f(A) C B et soient a, 8,1 € R tels a soit adhérent a A (alors B est adhérent
aB)
Si lim f(x)=pet lim g(y)=Ilalors lim gof(x)=1
y—pyeB

x—a,x€EA x—a,Xx€EA

Preuve : B e§t un point adhérent a B car f(A) C B et f(x) tend vers 8 quand x tend
vers o dans A.

La démons$tration s’obtient en apliquant le critere séquentiel du théoreme précé-
dent.

Lemme.— Soit [ € R

lim f(x)=leVe>0,3AVelg(a), Vxe VNA|f(x)-Il<e

x—a,x€A
Sion suppose « réel alors:

lim f(x)=le=Ve>0,dn>0VxecAlx—al<n=|f(x)-I|<e

x—a,x€A
Si on suppose a = xoo alors:

lim f(x)=leVe>0, Ix,eRVxcAx>x. = |f(x)-I|<e
X—+00,XEA

lim f(x)=le=Ve>0, Ix,eR¥VxcAx<x.=|f(x)-I|<e

x—>—oo,x€A

Théoréme.— (Critére de Cauchy) Soient f : A — R et a € R. Pour que f admette une
limite réelle en o suivant A, il faut et il suffit qu’elle vérifiele critere de Cauchy:

Ve>0, AV elg(a); V(x,y) e VNA|f(x)-f(v)l<e
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Preuve : Condition nécessaire: Si f(x) — I alors

Ve>0, AV e Vg(a); Yxe ANV|f(x)-1|<€/2

Donc pour (x,y) e ANV
f)-f@I<Ifx)-1+If(y)-ll<e

Condition suffisante: On suppose maintenant que

Ve >0, AV, e Vg(a); Y(x,p) € Ve NA|f(x) - f(v)| <€

Soit (x,),ey € AY une suite tendant vers a et € > 0. 1 existe ny € N tel que n >
ng = x, € V., donc:

Ye>03dngeN, Vp>no¥q>ng|f(xp) - f(xy) <e

Donc la suite (f(x,)), ey €St de Cauchy dans R. Elle converge donc vers un réel /.
Soit maintenant (x,),.y € A" une autre suite tendant vers a. On définit la suite
(2n) peny PAT:

VneNzy, =x, et 20,41 =Yy

Cette suite tend vers a donc d’apres ce qui précede (f(z,)) converge vers un réel
I'. Mais (f(z,,)) e§t une sous-suite de (f(z,)) convergeant vers [. Donc /=1 . Ainsi
(f(z241)) converge vers I c’est a dire que (f(y,)) converge vers [.

Par le critere séquentiel on en déduit lim f(x)=1.
x—a, x€A

Proposition.— Soient fy, f, deux fonétions définies sur A C R et Iy,1, des réels. On
suppose que limy_,, vea fi(x) =1 et que limy_, 4 xes fo(x)=1. Ona:

i) lm_ [fi(x)] =[]
x—a,x€A

11) Si (/\1,/\2) € Rz, lim /\1f1 (x) + /\zfz(x) = /\111 + /\2[2.
x—a,x€A

iii) lim fi(x)f(x) = L 1.

x—a,x€A
iv) Sily #0alors AVy € Vp(a), Am > 0; Yx e Vo N A, |fi(x)| > m et
fHx) I

x—a,x€ANV) fl (x) - ll

Preuve : Toutes les propriétés découlent du critére séquentiel.

Proposition.— Soient fi, f, f3 trois fonétions définies sur A C R et 1,14,1, trois réels.
Ona:
i) S’il existe Vy € Vr(a) tel que fi soit bornée sur Vo N A et si de plus  lim Afz(x) =0,
X—a,Xe
alors lim fi(x)f2(x)=0.
x—a,Xx€EA
ii) Si lim fi(x)=1 et lim fy(x) =1, et si en outre il exisSte V;y € Vg(a) tel que
x—a,x€A x—a,x€A

pour tout x € VyN A, f1(x) < fr(x), alors Iy < 1.
iii) Si  lim  fi(x)=1let lim f(x) =1 et si en outre il existe Vy € V() tel que
x—a,x€A x—a,x€A

pour tout x € Vo NA, f1(x) < f3(x) < fo(x), alors  lim f3(x) =1.
x—a,x€EA

Preuve : Critére séquentiel.
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On prend f,g, fi, f» des applications de A C R dans R et on considére @ € R un
point adhérent a A.

Lemme.—

lim f(x)=4c0 = VCeR, AV e Vg(a); Vxe VNA, f(x)>C

x—a,x€A

lim f(x)=-c0o=VCeR, AV eVg(a); Vxe VNA, f(x)<C

x—a,xEA

Proposition.— On a :
i) lim f(x)=-c0— lim —f(x)=+oo.
x—a,x€A x—a,x€A

ii) S’il exiSte Vy € V() tel que pour tout x € Vo N A, f(x)> 0, alors

1
li x)=+oo = i — =
m  f)=tee=  lm 5

iii) S’il existe Vy € Vr(a) tel que pour tout x € Vo N A, g(x) > f(x), alors

lim f(x)=4c0= lim g(x)=+oc0
x—a,xeA x—a,xeA

iv)Si lim fi(x)=+occet lim fo(x)=1€RU{+co}alors,
x—a,x€A x—a,x€A

xjangeAf1(X)+f2(X) =+00

v)Si lim fi(x)=+coet lim fo(x)=1€R"™ U{+oo}alors,
x—a,xeA x—a,x€A

lim f(x)f2(x) = +c0

x—a,x€EA

Preuve : Critere séquentiel.

2.1.2 Limites particulieres.

1.— Limite a droite en « réel:
C’eét le cas ou A est de la forme o, a [. On ecrit

i _ li _ ) i _
Xﬂgrl;mf(x) I ou Xig%f(x) lau lieu de xﬁzr;leAf(x) )

Le critére de limite devient donc:
YW eVe(l), Ay >0; Vxela,a+y[, f(x)e W
N.B. Quand ! € R, on le note parfois f(a + 0).

2.— Limite a gauche en « réel:
C’e&t le cas ot A et de la forme Ja”, . On ecrit

xlal};<af(x) =1lou xlg}xl_f(x) =laulieu de XizfgeAf(x) =1

Le critere de limite devient donc:

VYW eVg(l), A3y >0; Vxela—n,af, f(x)eW
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N.B. Quand ! € R, on le note parfois f(a —0).

3.— Limite en « par valeurs différentes, ou limite pointée:
C’e$t le cas ou A et de la forme Ja , a [/{a}. On ecrit

X_}})g{lmf(x) =laulieude xib{geAf(x) =1

Le critére de limite devient donc:
YWelg(l), An>0; Vxela—-n,a+n[ (x=a), f(x) e W
N.B. On a I’équivalence:

xigrgiaf(x) =l (lim f(x)=1let xlilzl_f(x): I)

2.1.3 Fondtions monotones.

Définition.— Soit D une partie de Ret f : D — R, alors:

f croit (ou f e$t croissante) signifie: ¥(a,a’) € D, a<d = f(a) < f(a)).

f décroit (ou f e§t décroissante) signifie: ¥(a,a’) e D2, a<a = f(a)> f(a).
(Dans ces deux cas on dit que f est monotone)

f croit é‘cri&em’ent (ou f e$t StriCtement croissante) signifie: V(a,a) € D?, a <
a = f(a)<f(a). )
f/décroit éh'i&e/ment (ou f et §tritement décroissante) signifie: V(a,a ) € D?, a <
a = f(a)>f(a).

(Dans ces deux cas on dit que f est §triCtement monotone.

De méme si A est une partie de D, on dira que f est croissante, décroissante etc... sur A
si f|A e$t croissante, décroissante etc...

Lemme.— On a les propriétés suivantes :
i) f est croissante si et seulement si —f esSt décroissante.
ii) La somme de deux fonétions croissantes est croissante.

iii) Le produit de deux fonétions positives croissantes est une fonétion croissante mais
Vensemble des fonctions monotones sur A n'est §table ni par addition ni par la multi-
plication.

Théoréme.— Soit f une application croissante de ]a,b[ dans R (avec a et b dans R.
Alors

lim,f(x) = inf(f (Ja, b)) et Jim f (x) = sup(f (Ja, b))

x—at
R

Preuve : Quitte a changer x en —x, on peut se contenter d’étudier la limite en b.

Premier cas: Si la fonction e§t majorée, M = supg(f(]a,b[)) est élément de R et
pour tout x €]a, b[, f(x) <M. Soit alors € > 0. Le réel M —e n’étant pas un majorant
de f, il exiSte y €]a, b[ tel que f(y) > M —e.

Mais alors comme f est croissante

Vxely,b[, M—e< f(x)<M
donc lilil f(x)=M (En effet AV € V() tel que VNla, b[=]y, b[).
X—0"

Deuxieme cas: La fontion n’e$t pas majorée et M = +oco. Pour tout réel A, A n'est
pas majorant, donc il existe y €]a, b[ tel que f(y) > A, mais comme f e$t croissante:

Vxely, b, f(x)>f(y)>A
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donc lim,_,j- f(x) = +o0.

Corollaire.— Si f est monotone sur un intervalle I et si c est point intérieur a I, alors
f a, au point c, des limites d gauche et a droite réelles. De plus

fle=0)<f(e) < f(c+0)

Preuve : On applique le théoréme précédent aux restriction de f a chacun des
intervalles
I =INn]-oo,c[et I =1IN]c,+o0[

qui sont non vide car ¢ e$t intérieur a I.

Proposition.— Soient A et B deux parties de R, f : A > R, g: B— R. On suppose
f(A) C B. Si f et g sont toutes deux monotones (resp. $trictement monotones), alors
go f e$t monotone (resp. Strictement monotone).

Exercices : 1/ Soient I un intervalle et f : I — R une application monotone véri-
fiant la propriété des valeurs intermédiaires. Montrer que f est continue.

2/ Déterminer les fonétions f : R — R vérifiant

xz0= f(x)=0

f)=1

Vx,p €R, flx+y)=f(x)+f(v)
Vx =0, f(%):ﬁ

(Ind. En étudiant f( montrer que f(x)? = f(x?) et, par suite, que f et

1
x(l—x))

croissante.)

2.1.4 Continuité.
Dans ce paragraphe A e$t une partie non vide de R.
Définition.— Soit f une application de A dans R et a € A. La fonction f est dite

"continue a droite en a” si lim f(x)=f(a), (a=max(A)).
x—a,x€AN]a,+oo[

"continue a gauche"” en a si lim f(x) = f(a), (a=min(A)).
x—a,x€AN]—o0,a]

"continueen a”si  lim  f(x) = f(a), ou, ce qui revient au méme, si lim f(x) =
x—a,x€A/{a} x—a,x€A
f(a).

Lemme.— (formulations équivalentes)On a :

f continue a droite de a équivaut Ve >0, An >0Vx e A(x >aet |x—a|<n) =

|f (x) = f(a)l <e.

f continue d gauche de a équivaut a Ve >0, Ay >0Vx e A(x<aet [x—al <y) =

If (x) - fla)l <e.

f continue en a équivaut aVe >0, An>0Vx e A(lx—a|<n) = |f(x) - f(a)| <e.
En utilisant les propriétés sur les limites, on trouve :

Proposition.— i) Soit a un point intérieur a A, alors f continue en a équivaut a f
continue d gauche et a droite de a.
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ii) f est continue en a (vesp. a gauche de a, resp. d droite de a) équivaut a pour toute
suite (a,)qen délement de A convergeant vers a (resp. et ¥n a,, <0, resp. et Vn a, > 0)

Jlim f(a,) = f(a).

iii) Si f et g sont continues en a (resp. d gauche de a, resp. d droite de a) alors f + g et
f g sont continues en a (resp. d gauche de a, resp. a droite de a).

iv) Soient f : A — Ret g: B — R tels que f(A) C Bet que f continue en a et g en f(a),
alors g o f est continue en a.

Définition.— f : A — R e§l dite continue si et seulement si elle et continue en tout
point de A:
Yae A, lim f(x) = f(a)

X—a

Si BC A, f et dite continue sur B si et seulement si fip est continue.

Remarque: Si A est un intervalle I non vide alors f continue sur I équivaut a f
continue en tout point intérieur a I et si I a un maximum b, f e$§t continue a gauche
de b etsi aun minimum a, f est continue a droite de a.

Théoréeme.— f : A — R e$t continue si et seulement si I'image réciproque de tout
ouvert de R par f est un ouvert (relatif) de A.

Preuve : Soit O un ouvert de R et Q = f~1(O). Pour tout x € Q, il existe e(x) > 0 tel
que

1f (x) - e(x), f (x) + e(x)[c O

f étant continue en x, il existe #(x) > 0 tel que:
fQx=n(x), x+n(x)[) Clf (x) = €(x), f (x) + e(x)[€ O

Soit Q' = U Jx—n(x), x+n(x)[. Il et clair que @ e§t un ouvert de R, mais w = ANQ’

xeQ)
donc Q et un ouvert (relatif) de A.

Réciproquement: Soit a un point de A et € > 0. Comme f~!(]f(a)— ¢, f(a) + €[) est
un ouvert de A, il existe 1 > 0 tel que:

Ja—n,a+nlc f(f(a)~e f(a)+el)
c’e§t a dire
Vxela—ma+nl [f(x)-fla)l<e
et ainsi f est continue en tout a € A.

Corollaire.— f : A — R est continue si et seulement si I'image réciproque de tout fermé
de R par f est un fermé (relatif) de A.

Preuve : Le corollaire e$t en fait équivalent au théoréme par passage au complé-
mentaire: En effet soit F un fermé de R alors CrF = O e§t un ouvert de R. F
et O forment une partition de R donc f~'(F) et f~1(O) forment une partition de
f~YR) = A. Ainsi si f et continue alors f~1(O) et un ouvert relatif de A donc
son complémemtaire dans A e§t un fermé relatif de A, c’e§t a dire f ! (F) e$t fermé
relatif de A. Ceci étant valable pour n’importe quel ouvert et fermé la réciproque
en découle.

Théoreme.— Soit f : A — R. f e$t continue si et seulement si pour toute suite
(ay),en € AN convergeant vers un point de A, la suite (f (a,,)) est convergente.
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Preuve: Condition nécessaire: Si lim a, = aetsi f et continue en a alors lim f(x) =
n—+0o n—a

f(a) donc par le critere séquentiel liIP f(a,) = f(a).
n—+oo

Condition suffisante: Soit (a,),y € A" tel que lim a, = a, par hypothése 3/ € R

n—+oco

tel que liIJIrl f(a,)=1. Considérons la suite (b,,),,cy définie par:
n—+00

VneN, by, =a, et by,.1 =a

(b,) converge vers a, par hypotheése (f(b,)) e§t convergente, mais (f(b,,) converge
vers | et (f(by,11)) converge vers f(a), donc I = f(a). Par le critére séquentiel on en
déduit que lim f(x) = f(a), donc f et continue en a.

n—a

Exercice : On considére A 'ensemble des applications f : R — R vérifiant

VxeR, f(x)>0
3AB,C>0, Vx,v €R, f(x+v) < f(v)(1 +Blx|)"

a) Soit g(x) =1 +|x| et h(x) = 2*. Montrer que gc Aet h ¢ A.
b) Prouver que si f e$t élément de A alors f et continue.

¢) Montrer que f e A= f* € A.

2.1.5 Propriétés des applications continues.

Proposition.— Si f et g sont des applications continues de A dans R et A et y des réels,
alors |f|, Af + ug et fg sont continues. Si, de plus, g ne s’annule pas, alors f/g est
continue.

Conséquence: Toute fonction polyndéme et continue. Toute fonction rationnelle
(i.e. tout rapport de deux fonétions polyndmes) e$t continue sur sont domaine de
définition.

Proposition.— Si f et une application continue de A dans R et g une application
continue de B dans R, alors si f(A) C B go f est continue.

Proposition.— Soient f une application de A dans R, a un point de A/A et | € R.
On pose A = AU {a}. On suppose que lim Af(x) = 1. Alors, il existe une unique
X—a,xe

application f continue de A" dans R telle que
fa=f
Lapplication f s’appelle le prolongement par continuité de f en a.

Preuve : Soit x € A, on pose f(x) = f(x), et f(a) = I. Il et clair que f et continue

sur A. Maintenant comme lim f(x) = [ il s’ensuit que lim f(x) =1 et donc
x—a,x€A x—a,xeA’

f eSt continue en a. Donc f et continue sur A". L'unicité provient du fait que
si g: A — R e$t une autre application vérifiant les conditions du théoréme alors
ga)=lor lim g(x)=1donc g n’e§t pas continue en a.

x—a,x€A

Théoréme.— Soit f : D — R une application continue et A une partie compacle de D,
alors f(A) et compalle.

Preuve : Soit (b,,),y une suite d’éléments de f(A). Donc il existe une suite (a,),,cy
d’éléments de A tel que b, = f(a,). A étant compadt, il existe une sous-suite
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(ap(n)), cONVergeant vers a € A. f étant continue (by(y)) = f(aq(n)) converge aussi
vers f(a) € f(A). Ainsi f(A) est compact.

Corollaire.— Soit f : A — R une application continue. Si A e$t compact alors f est
bornée et atteint ses bornes.

Preuve : A étant compa&, f(A) est compa&t donc borné donc f e§t borné. Mais
f(A) eSt aussi fermé donc il contient ses borne m et M. Ainsi il existe X, € A et
Xm € A tel que f(xp) =M et f(x,,) =m.

Remarque: On déduit de ce corollaire que |f| a un maximum. On le note ||f||

2.1.6 Uniforme continuité.

Définition.— Soit f : A —» R. On dit que f est niformément continue si et seulement
si
Ve>0, Ja>0; V(x,p) € A% (x—y|<a—|f(x)- f(¥)|<e)

Définition.— Soit f : A — R. On dit que f est lipschitzienne de rapport K ou que f
est K-lipschitzienne si et seulement si

V(x,y) € A%, |f(x) - f(¥)| <Klx -]

On dit que f est contraltante si et seulement si f est K-lipschitzienne avec 0 < K < 1.
Lemme.— Soit f une application. On a: "f contractante” implique " f lipschitzienne”
implique " f uniformément continue” implique " f continue”.

Preuve: o f e$t contractante = f eét lipschitzienne e$t évident.

o [ e§t lipschitzienne = f e$§t uniformément continue : pour € fixé on prend
a =¢e/K.

e f e§t uniformement continue = f e$t continue : on fixe xy = x et on prend, pour
€ fixé, le méme a.

Théoréme.— (Heine) Soit A un compaét de Ret f : A — R. Alors si f e$t continue, f
est uniformément continue.

Preuve : Supposons que f n’e§t pas uniformément continue sur A :
Je>0; Va>0, A(x,p) € A% |x—yl<aet |f(x)- f(v) > €

En prenant a = 1/2" on obtient deux suites (x,), oy et (V4),,cy Vérifiants :

VneN, |x,—v,l < et If (x,) f(yn)l =€

Comme A e$t compad, il existe une sous-suite (xp(n)), €t un réel a € A tel que
(Xp(n)) converge vers a. Mais comme |Xy () = Yoo ()| < 1/57 alors (Vg(n)),,y CONVeETgE
aussi vers a. et par continuité de f, (f(xq(n)) — f(yqJ ))) converge vers O ce qui e$t
absurde.

Exercices : 1/ Soient A = R* et f(x) = x?, montrer que f e§ continue mais pas
uniformément continue.
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2/ Méme question pour A =]0,1] et f(x) = 1/x.

. . . 1 —cos2mx
3/ Etudier 'uniforme continuité de f(x) = ———
x?logx
4/ Soit f : [0,+co[—> R uniformément continue. Montrer qu’il exi$te a,b € R tels
que pour tout t > 0 on ait |f(¢)| < at +b.

5/ Montrer que f(x) = sinx? n’et pas uniformément continue sur R.

2.1.7 Limites pour les fon¢tions a valeurs complexes.

Exercice : On considere ici des fonctions de la variable réelle a valeurs dans le
corps C des nombres complexes. On reprend toutes les définitions concernant les
limites dans le cas des fon&tions a valeurs réelles, mais en entendant le symbole |.|
par "module” et non plus "valeur absolue". Reprendre 'ensemble des définitions
et résultats obtenus dans la cas réel et regarder comment ils s’étendent aux cas
complexe.

2.2 Valeurs intermédiaires.

Dans ce qui suit, I désigne un intervalle de R, non réduit a un point.

Théoréme.— (dit des valeurs intermédiaires) Soit f : I — R une application con-
tinue et a et b deux éléments de I tels que a < b et f(a)= f(b). Alors

Yy elf(a), f(b), Ax€la,b], f(x)=y

Preuve: (Par dichotomie)
On suppose f(a) < f(b) et m €]f(a), f(b)[. On va définir par récurrence deux suites
(ay), et (by), et considérer une suite auxiliaire (c,), définie pour n > 0 par ¢, =

a,+b, N .
, de la maniére suivante :

i) ag = a, by = b (donc ¢y = #).
e Si f(cg) <m, on pose a; = c( et by = by.
e Si f(cg) = m on pose a; = ay et by =cy.

de sorte que ag < ay, by < by, f(a1) <m< f(by), by > ay et (bg—ag) =2(by —ay).

ii) On suppose qu'au rang n > 1 on a des réels aqy <a; <---<a, et b, <---
by < by tels que pour tout k = 1,---,n, f(ay) <m < f(bg), by > ax et (bg_1 —ax_1)
2(by —ag). Aurang n+1:

I IA

e Si f(c,) <monposea,,; =c,etb,,; =b,
e Si f(c,) > m, on pose a,,1 =a, et b, =cy.

On aalors f(ay1) <m < f(byi1), b1 > angy et (b, —ay) = 2(byy1 —apy1)-

Les suites (a,,),, et (b,), ainsi con$truites permettent d’obtenir la suite ([a,, b,,]),,
de segments emboités dont la longueur tend visiblement vers 0. Soit alors c 'unique
élément de (,en[dn, by]- On a lirP a, = cet lilll b,, = ¢ donc lil’P fla,) = f(c)

n—+oo n—-+oo n—-+oo
et lirP f(by) = f(c) car f e§t continue. Mais comme f(a,) < m < f(b,), par pas-
n—+oo
sage a la limite on obtient f(c) = m. Maintenant ¢ € [a,b] mais c # a et ¢ # b car
f(a)< f(c) < f(b), donc c €]a, b].

Le cas f(a)> f(b) se rameéne au précédent en considérant la fonction —f.
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Une démonstration "topologique" du théoréme des valeurs intermédiaires: On
se propose de donner ici une preuve du théoréme des valeurs intermédiaires qui
permet d’ouvrir une perspective bien plus générale pour cette propriété.

On rappelle qu’on appelle intervalle de R toute partie A C R vérifiant
Va,feA, VteR a<t<f=1tcA

Un théoréme de Structure assure que les intervalles de R sont les ensembles du
type: 0, [a,b], |a,b], [a,b], 1a,b[, | — o0, a[, ] — 00,a], |b, +o0[, [b, +o0[ et R.

Remarque : Le théoréme des valeurs intermédiaires a pour conséquence :

Corollaire.— Soit A C Ret f : A — R une application continue. Si I C A est un
intervalle alors f(I) est un intervalle.

Preuve : Exercice.

On rappelle qu'une partie A C R e$t dite connexe si A n’e$t pas réunion dis-
jointe de deux ouverts relatifs de A non triviaux (i.e. si Uy, U, sont deux ouverts de
R tels que (U NA)U(U;NA)=Aet (U NA)N (U, NA)=0, alors soit (U3 NA) =0,
soit (U, NA) =0).

Théme : connexité de R.

On veut montrer que R est connexe. On raisonne par 'absurde en supposant qu’il
exiSte deux ouverts non vides Uy, U, tels que Uy U U, = Ret Uy NU, = 0. Comme
UiUU;=Rona0eU; ou0e€ U,,disons 0 € U,.

a) Montrer qu’un des deux ensembles ] — co,0[NUy, |0, +0o[NU; est non vide. Disons
A; =]—00,0[NU; = 0.

b) Montrer que Ay est fermé et que, par suite, a = sup Ay est un élément de A;.

c) On considére l'ensemble A, = [a,+oo[NU,. Montrer que A, est un fermé et que
infA, = a. En déduire que o € A, et conclure.

Théoreme fondamental.— Soit A C R une partie connexe et f : A — R une appli-
cation continue. La partie f(A) est connexe (on dit plus simplement pour résumer que
I'image d’un connexe par une application continue est connexe).

Preuve : Soit f : A — f(A) continue et A # () connexe. Supposons que f(A) ne soit
pas connexe, alors il exi$te 1,0, deux ouverts non vide de R tels que Q; NQ, N
fA)=0,(QUQ)Nf(A)=f(A) et Q1N f(A) 20, QN f(A) = 0. Mais alors comme
f et continue O; = f~1(Q1) et O, = f~1(Q),) sont des ouverts relatifs de A. Ils sont
tout deux non vide, on a O; UO, = A et O; N O, = 0. Donc A n’e§t pas connexe, ce
qui est absurde.

Proposition.— Soit A CR. Les propositions suivantes sont équivalentes :
i) A e$t connexe,
ii) A est un intervalle.

Preuve : i) = ii) Supposons que A soit connexe et qu’il ne soit pas un intervalle.
Alors il exi$te a, B,y des réels tels que a <y < et a,f € A et y ¢ A. Mais alors
O = AN] — oo, ¥[ est un ouvert relatif de A non vide (car il contient «), de méme
O, = AN]y,+oo[ est un ouvert relatif de A non vide (car il contient ). Mais O; N
O, =0et O, UO, = A, ce qui et absurde car A e§t connexe.
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ii) = i) Supposons que A soit un intervalle non réduit a un point. On a vu que R
était connexe, si A =]a,b[ alors A = f(R) avec f = ((b—a)/mt)Ar&tan(x) + (b +a)/2, f
étant continue A e$t connexe.

Les autres cas, A =]a,b], A=[a,b[, A=[ab], A=]a,+o0[, A =[a,+c0[, A=]—00,b],
A =] -0, b]; sont laissés en exercice.

Avec cette proposition, on voit que le théoréme fondamental peut étre vu
comme une conséquence du théoreme des valeurs intermédiaires (en fait la propo-
sition montre que le théoreme fondamental e$t équivalent au corollaire des valeurs
intermédiaires énoncé ci-dessus). Il se trouve que ces deux théorémes sont en fait
équivalents (et donc équivalents au corollaire) :

Reprenons les hypotheéses de I’énoncé du théoreme des valeurs intermédiaires.
Supposons que f(a) < f(b) et considérons m €]f(a), f (b)[. Comme [a, ] e§t un in-
tervalle et f e§t continue, f([a,b]) eSt un intervalle. Puisque f(a), f(b) € f([a,b]) on
ame f([a,b]) donc il exi$te c € [a,b] tel que f(c) = m. Les hypothéses montrent que
¢ ne peut étre égalnia ania b, donc c €]a, bl.

L'interét de cette preuve "topologique" du théoréme des valeurs intermédiaires
est de montrer que ce théoreme équivaut au théoréme fondamental. Par ailleurs, ce
théoreme fondamental et en fait valable dans n’importe quel espace topologique,
il con$titue donc une généralisation topologique du théoréme des valeurs intermé-
diaires.

Un conséquence du théoréme des valeurs intermédiaires est :

Corollaire Soit un segment S = [a,b], (a < b) et f une application continue de S dans
R. Alors f(S) est un segment et f e$t uniformément continue sur S.

Preuve: S et un intervalle compact, donc f(S) et un intervalle compact, donc un
segment. L'uniforme continuité de f découle du théoréme de Heine.

Exercices : 1/ Un marcheur effeftue un parcourt de 10 Km en une heure. Montrer
que pendant cette heure, il exiSte un lapse de temps d’une demie heure pendant
lequel le marcheur fait exatement 5 Km.

2/ Soit f :[0,1] — [0, 1] continue. Prouver qu’il existe x( € [0, 1] tel que f(xg) = xq.

3/ Soient f,¢:[0,1] — [0, 1] continues telles que f o g = go f. Prouver qu’il existe
%o €[0,1] tel que f(xg) = g(xp).

2.3 Monotonie et continuité.
2.3.1 Propriétés
On considére dans cette partie un intervalle non vide I.
Proposition.— Toute application de I dans R, §trictement monotone, est injective.

Preuve : En effet supposons x,x € Rtels que f(x)= f(x/). Six < x alors flx)< f(x/)

ou f(x) >f(x,) etsix<x alors f(x)< f(x)ou f(x) >f(x’). Doncx=x.
Conséquence: Si f est Stri¢tement monotone, alors f induit une bijection de I sur
f(I). Lapplication réciproque f~! : f(I) — I existe et est elle aussi §tri¢tement
monotone (dans le méme sens que f).

Théoréme.— Soit f une application de I dans R continue et Stritement croissante.
Alors
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1. Sil =[a,b] avec —oo <a<b <+ooalors f(I)=[f(a), f(b)].

2. Sil=[a,b[ avec —co <a<b < +ooalors f(I)=[f(a), hri‘,f(x)['
3. Sil =]a,b] avec —co <a<b <+ooalors f(I) =] lim+f(x),f(b)].

4. Sil=la,b[ avec —co <a<b < +ooalors f(I)=] lim f(x), lian f(x)[.
x—at x—b~
De plus l'application reciproque de f, f=', est continue et §trictement monotone sur
f(I) (dans le méme sens que f).

Preuve : On se limite au cas ou I = [4,b[, les autres se traitant de maniere sem-
blable.

On sait déja que f(I) est un intervalle. Posons a = f(a) et f = lim,_,;- f(x). B ex-
iste dans R et est égale a Sup(f(I)) d’aprés le théoréme de la limite monotone. Si
Yo € f(I) alors yo = f(xg) ot xg = f~1(g), xo € I. Or si x €]xg, b[ alors yy < f(x) et
comme f(x) € f(I),ona f(x) > . Finalement yy < . Cela prouve que & f(I), et
puisque «a est evidemment minimumde f, on a:

fI) =la, B

Reste a prouver la continuité de f~! en y, € f(I). Supposons v, intérieur a I (les
autres cas se traitant similairement). Alors x( e$t intérieur a I par $§tricte crois-
sance. Soit donc € > 0 tel que [xg—€,x9+€] CI. On a:

flxo—€)<yo < f(xo+e€)

d’apres la croissance §tricte de f~1, pour tout y € [f(xo —€), f(xg + €)], (qui e§t un
voisinage de y, inclus dans f(I)), on a:

x—e=fHfxo-e)<f W< (flxpte)=xo+e

ce qui prouve la continuité de f~! en y.

2.3.2 Homéomorphisme d’intervalles.

Définition.— Soit I et | deux intervalles de R et f une application de I dans J. On
dit que f est un homéomorphisme si f est un bijection de I sur ] et si f et f~! sont
continues.

Conséquences: Si f e§t un homéomorphisme de I sur J alors f~! e§t un homéo-
morphisme de J sur I.

Si f e$t continue et §tritement monotone sur I alors f est un homéomorphisme
de I sur f(I).

Théoreme.— Pour qu’une application f de I sur | = f(I) soit un homéomorphisme, il
faut et il suffit qu’elle soit continue et Strictement monotone.

Preuve:

Condition suffisante: Si f est §tri¢tement monotone elle est injetive, comme elle
est surjeCtive elle est bijective. Si elle est en plus continue le théoréme 1.3.1 montre
que f~! et continue.

Condition nécessaire: f étant un homéomorphisme, elle e§t continue et injeétive.
Soit alors A = {(x,y) € I*;x < y}. Fixons (x1,9;) € A et soit (x,y) € A un couple
quelconque.
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Pour t € [0,1], posons u(t) = (1 —t)x; + tx et v(t) = (1 — t)y; + ty. Il est clair que
(u(t),v(t)) € A et que u et v sont continue.
Soit G l'application de [0,1] dans R définie par

L’application G et continue, G(0) = f(y1) — f(x1) et G(1) =
s’annuler car f e$t injective et V£ € [0,1], u(t) < v( ). G(O ) (1
le théoréme des valeurs intermédiaires G s’annulerait.
Donc f(y)— f(x) est du méme signe que f(y;)—f(x1). Ce qui prouve bien que f e$t
Stri¢tement monotone.

f()—f(x). Gne peut
) > 0 car sinon d’aprés

Exemples:

X > sinx induit un homéomorphisme de [—— ] sur [-1,1].
X > cosx induit un homéomorphisme de [0, 7t] sur [-1,1].

X - tanx induit un homéomorphisme de | - > E[ sur R.

x - Inx induit un homéomorphisme de R** sur R.

Définition.— Deux intervalles I et | sont dits homéomorphes s’il existe un homéomor-
phisme de I sur ].

Proposition.— Soient I et | deux intervalles de R. Si I et ] sont homéomorphes ils sont
ou bien tous deux compact, ou bien tous deux ouverts, ou bien tous deux semi-ouverts.
Réciproquement

i) Si I et | sont compaéls non réduits a un point,

ii) Si I et | sont ouverts,

iii) Si I et | sont semi-ouverts,
Alors ils sont homéomorphes.

Preuve : D’aprés ce qui précede la premiere partie du théoreme est automatique.
i)Sil=[a,blet]=[c,d],a<betc<dalors

X —

f(x)=c+b_2(d—c)

e$t un homéomorphisme de [4,b] sur [c,d].
ii) Si I =]a, b[, a < b alors

mw2x—a—>b

f(x) = tan(5

2b—a)

est un homéomorphisme de ]a, b[ sur R.
Si I =]a, +oo alors
f(x)=1In(x-a)
est un homéomorphisme de ]a,+oo sur R.
Si I =]-o0,b[ alors
f(x)=1In(b-x)
e$t un homéomorphisme de | - oo, b[ sur R.
iii) Si I = [a,b[, a < b alors

est un homéomorphisme de [a, b[ sur [0, +oo].
Les autres cas s’obtiennent sans difficulté par symétrie ou composition.
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3 Fon&ions dérivables.
3.1 Dérivabilite.
3.1.1 Généralités.

Dans toute cette partie I et | désigneront des intervalles de R d’intérieur non
vide. On désignera R ou C indifferement par K, ce qui permettra d’énoncer en une
fois des résultats communs aux applications a valeurs dans C et aux applications
a valeurs dans R.

Définition.— e On dit que l'application f : I — K e$t dérivable au point a € I si
Papplication V(t) de 1/{a} dans K définie par

t—a

admet une limite dans K en a suivant I/{a}. En cas d’existence, cette limite s’appelle
dérivée de f en a et est notée f (a).

e On dit que Uapplication f : I — K e$t dérivable a droite (resp. a gauche) au point
a €1 siUintervalle I, = 1 N [a,+oo[ (resp. I, = IN] - oco,a)) n'est pas réduit a {a) et si la
reStriction de f a I, (resp. I, ) est dérivable en a.

Si elle existe, une telle dérivée s’appelle dérivée a droite (resp. a gauche) de f en a, on la

note f,(a) (resp. f(a)).

e Si l'application f : I — K e$t dérivable en tout point de I, on dit que f est dérivable
sur I et on note f Uapplication qui d x € I associe le réel f'(x), on Uappelle fonction
dérivée de f.

Remarque: Si a eSt intérieur a I, 'exiStence de f (a) équivaut a l'exiStence et a
I'égalité de fd’(a) et de fg/(a). Dans ce cas f/(a) = fd’(a) = fg,(a)

La dérivabilité de f en a se traduit par l’exiStence d’une application € de I dans K

continue en a , telle que €(a) = 0 et telle que:

’

Viel, f(t)=f(a)+(t—a)f (a)+ (t—a)e(t)
010

On en déduit que si f est dérivable en a elle et continue.

(pour t # a on pose €(t) =

Théoréme.— On note D,(I,K) U'ensemble des applications de I dans K dérivable en
a el et D(I,K) U'ensemble des applications dérivables de I dans K.

i) Dy(1,K) est un sous-espace ve@oriel de K! et l'application f — f (a) est linéaire
de D,(I,K) dans K.

ii) D,(I,K) et un sous-espace vectoriel de K! et I'application f — f st linéaire de
D(I,K) dans K.

iii) D,(I,K) est une sous-algébre de KI,
iv) D(I,KK) est une sous-algébre K! et pour f et g dans D(I,K) on a:
(fe) =fg+gf

v) Les inversibles de D(I,K) sont les applications qui ne s’annulle pas sur I. Alors
pour tout f de D(I,K), tel que 0 ¢ f(I):
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Preuve: Pour f et g dans D(I,K) et t # a dans I, on a:

(R0 - (2@ _ f0-f@) ) g0 -gla) o

t—a t—a t—a

par passage a la limite on obtient le résultat. De méme, si 0 ¢ f(I):

1 ft)-f(a)
f)f(a)  t-a

1

1
t—a(m

)=—

1
fla)

Remarque: Si f e$t dérivable au point a et que f(a) = 0 alors 1/f e§t dérivable en a.
Cela vient du fait que comme f et continue, il existe a > 0 tel que sur Ja—a,a+«],
f ne s’annulle pas.

Corollaire.— On a comme conséquences :
i) Dérivée d’un quotient. Soit f, g € D(I,K) telles que 0 & g(I), alors f/g € D(I,K) et
( f ) _fe-fg
g g
ii) Dérivée d’un produit fini de fon&tions dérivables. Si fi,---, f,, sont des fonétions

n
de D,(I,K) (n>1), alors ]_[fl € D(I,K) et
i=1

[I_[f] <a>=if,-'<a> [T 5@
i=1 i=1

1<j<n, j=i

3.1.2 Dérivée logarithmique.

Rappellons les notions suivantes:
f (a)
fla)

i) Soit f € D,(I,K) telle que f(a) # 0. Le nombre réel ou complexe

s’appelle dérivée logarithmique de f au point a.

’

ii) Soit f € D(I,K) telle que 0 ¢ f(I). La fonction r s’appelle dérivée logarith-

. f
mique de f.

On a alors

. e U9 8 U f g
(f,g) € DU, K") Fe f+get .

Plus généralement

fifu ’ /
(glll'gp ) = i f_i - i g_

o L Ly

818p 1= ]=

Exemple: Avec
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on obtient
f(x) 4 . 3 2x -1
flx) x-1 x+1 “x2-x+1

o (x> —3x2 )(x—1)°(x+1)
, x?=3x“+12x-2)(x—-1)"(x+1
f= (x2—x+1)*

3.1.3 Composition de fonétions dérivables.
Proposition.— On a les propriétés suivantes :

i) Soient f : 1 »> Ret g: ] — K tels que f(I) C]. Alors si f est dérivable en a et g
dérivable au point f(a), go f est dérivable au point a et on a:

’

(gof) (@) =g (f@)xf (a)
ii) Si f € D(I,R) et g € D(I,K), alors go f € D(I,K) et

(gof) =(g of)xf
g(x) ~g(f(a)

= fla) six = f(a) et A(f(a)) =

¢ (f(a)). Alors A e§ continue en f(a) puisque g e§t dérivable en f (a).
Pour tout t € I/{a},

Preuve : Soit A : ] — K définie par A(x) =

L gof(t)-gofa) =TT np)

t—a t—a

On conclue par passage a la limite.

3.1.4 Dérivée d’une fon&tion réciproque.

Théoréme.— Si f est un homéomorphisme dérivable de I sur | tel que 0 & f (I), alors

1 est dérivable sur ] et
’ 1

s

Preuve : Soit a € [ et b = f(a) € J. Définissons A de I/{a} dans R par A(x) =

f(x)-f(a) -1 gy @) 1
2 .Pourye]/{b},onay=b= f~(y)= [ (b), )b S AoF i)

Or, f~! e$t continue donc f~!(y) tend vers f~!(b) = a quand y tend vers b dans J.

De plus, A(x) tend vers f (a) quand x tend vers a. Le théoréme de composition des
limites et de Iinverse de la limite permet de conclure que f~! e$t dérivable en b et

Fh
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3.1.5 Deérivées succesives.

Définition.— Soit f une application d’un intervalle I dans K.
i) On dit que f est n fois dérivable sur I (n € N) ssi il existe n applications @qg, -+, @,
dérivables de I dans K telles que:

Qo=fetVi=0,,n-2@u; =g,

La dérivée n-iéme de f est alors (p;_l. On la note f").

ii) On dit que f a une dérivée n-iéme au point a, s’il existe un sous-intervalle ] C I,
voisinage de a dans I tel que f est n—1 fois dérivable sur J et tel que f\"~1) soit dérivable
en a. On pose alors

’

() = f" (a)

Convention: On note plus souvent [0 = f, f) = f', £@) = " £G) = " ay
dessus, on garde la notation "puissance".
Exemple:

exp™(x) = expx

cos”(x) = cos (x + n%)
SiPeC[X]etd°P=palorsVn>p
PM(x)=0

Notations: Pour n € N, on note D"(I,K) I'ensemble des applications n fois dériv-
ables sur I; on note C"*(I,K) ’ensemble des applications # fois dérivables sur I telles
que " soit continue sur I.

Définition.— Un élément de C"(1,KK) est appellé "application de classe C" sur I". On
peut aussi dire d’une telle application qu’elle est C"

On dit que f : I — K e$t de classe C* (ou est C*), si elle est de classe C" sur I pour tout
n.

Remarque: il et clair que
VneN* C"(I,K)c D*(I,K) c C" (I, K)

Ces inclusions sont §trictes:

Soit f : R — R définie par f(0) = 0 et f(x) = x*>sin(1/x) pour x = 0. Et soit la suite
d’application f,, définie par fy = f et f, et la primitive de f,_; qui s’annulle en 0.
Alors pour tout n €N, f,, € D"(R,R) mais f,, ¢ C"(R,R). En effet, par construction
méme, f, est n—1 fois dérivable. Par les théorémes généraux, fn(n_l) est dérivable

pour x = 0 et

Y 1 1
frfn V' = 2xsin = —cos ~
x x

En 0, f,fn_l)(x)/x = xsin(1/x) admet 0 pour limite en 0, donc e$t dérivable en 0.
Ainsi f, € D"(R,R), mais fn(n) n’a pas de limite en 0, donc f, ¢ C"(R,R).
Pour l'autre inclusion §tri¢te, on recommence le méme procédé avec f(x) = |x|.

Lemme.— D"(I,K) est un espace vectoriel et I'application f — ") est linéaire de
DY(I,K) dans KI.

Théoréme.— Si f et g appartiennent a D"*(1,KK), alors f g appartient a D"(I,K) et on

a:
n

(fg)" =) Chfiginh

k=0
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(Formule de Leibniz)

Preuve : On fait une récurrence sur n:

n=0,(f3)" = (fg) = fs.

n=1(fg) =fg+gf.
Donc le résultat e$t vrai pour n=0,1.

Supposons le résultat vrai pour un #n quelconque. Et supposons f et g n+1 fois
dérivables sur I. Par hypothese

n
(fQ)" =) Chfgh®
k=0

OrVk=0,1,---,nlafon&ion fk)g("k) et dérivable, donc (fg) appartient a D"+1(I,KK)
et

n 7
(fg)" =) Ch(fPgh)
k=0

’

Or (f(k)g(n_k)) — f(k+1)g(n_k) +f(k)g(n_(k_1)) donc,
n
(fg)(n+1) _ chncf(kﬂ)g(n—k) " Zk — ! C£+1f(k+l)g(n—k) n Cgfg(nﬂ)
k=0

Comme Ck + Ck*! = C**1on a:

n—1

(Fg)" V= Yl flertighh) gl 4 gl ¢
k=0

Soit .
(Fg)mh) = Zcﬁﬂf(k)g((nﬂ)—k) + fntllg 4 glntl) ¢
k=1

Théoreme.— (Inverse et quotient) a) Si f € D'(I,K) et f ne s’annulle pas sur I. Alors
f~1eDY(I,K).
b) Si f et g sont éléments de D"(I,K) et que g ne s’annulle pas sur I. Alors (f/g) €
DI, K).
Preuve : Par récurence, on démontre la propriété suivante:

H(n): si f e DI, K)et0e f(I)alors (1/f) e D*(I,K)
11 e$t clair que H(0) et H(1) sont vraies.
Supposons qu’au rang n— 1, H(n — 1) soit vraie, et considérons f € D"(I,K) telle
que 0 & f(I). Donc f? € D" I(I,K) et 0 & f%(I), par hypothése (1/f?) et n—1 fois
dérivable sur I. Par la formule de Leibniz, —f x 1/f2 e§t n—1 fois dérivable. Donc
(1/f)’ e D" (I,K), c’est a dire (1/f) € D*(I,K) (i.e H(n)).

Corollaire.— Les espaces D"(I,KK), C"(I,K) et C*(I,K) sont des sous-algébres de K.

Proposition.— Soit I et | deux intervalles de R d’intérieur non vide, si f € D*(I,K) et
ge€D™(J,K)et f(I)C] alors (go f) e D*(I,K).

Preuve : Par récurence, on démontre la propriété suivante:
K(n): si f e D"(I,R), g€ D"(],K) et f(I)C ] alors go f € D"(I,K)
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On a montrer (1).

Supposons qu’au rang n— 1, K(n — 1) soit vraie, et considérons f € D"(I,R) et g €
D"(],K) telles que f(I) C J. Par hypothése de récurrence g, o f € D(I,K). Par la
formule de Leibniz, f x g o f e§t n—1 fois dérivable. Donc (gof), e D" Y(I,K),
c’e§t a dire (go f) e DL K) (i.e K(n)).

Proposition.— Soit I et | deux intervalles de R. Si f est un homéomorphisme n fois
dérivable de I sur J tel que 0 & f (I), alors f~! est n fois dérivable sur J.

Preuve : Par récurence, on démontre la propriété suivante:

L(n): si f € D*(I,R) homéomorphisme de I sur ] tel que 0 ¢ f'(I) alors f~! e D'(I,R)
On a montrer £(1).
Supposons qu'au rang n— 1, £(n — 1) soit vraie, et considérons f € D"(I,R) homéo-
morphisme d’intervalle de I sur J tel que 0 & f (I). Par hypothése de récurrence et

f’lﬁ e D"Y(I,R). Donc (f‘l), e D" Y(I,R), c’est
adire (f71) e D(I,R) (i.e L(n)).

par les propriétés précédente

Theme : polynomes d’Hermite.
On consideére la fonétion f : R — R définie par f(x) = /2,

a) Montrer que f est C* et que pour tout entier naturel n il existe un polynome H,, €
R[X] de degré n tel que pour tout x € R,

f(x) = (=1)"Hy(2)f (x)
b) Montrer que pour tout entier n>1 on a
(1) Hyy (X) - XH,(X) + nH, 1 (X) = 0.
(2) H,(X) = nH,_(X).
(3) H,(X) - XH,(X) + nH,(X) = 0.
En déduire l'expression de H,, pour les premiéres valeurs de n.

c) Montrer que pour tout n > 1, H,, est scindé a racines simples et que pour tout entier
n > 2 entre deux racines consécutives de H,, il exi$lte une et une unique racine de H,_,
(on dit que les racines de H,_1 séparent celle de H,,).

3.2 Accroissements finis.

Proposition.— Soit f : I — R une application admettant en un point x, intérieur a I
un extrémum local. Si f est dérivable en xq alors f (xg) = 0.

Preuve : Supposons, par exemple, que f présente un maximum local en x. Il
exi$te donc un voisinage V de x; tel que pour tout x € V on ait f(x) < f(xg). Ainsi,

FE=f%0) _ ) e done lim T(x) < 0. Si

X —Xp X=X,

M > 0etdonc lim T(x)>

X —Xp x—x]

six € V est tel que x < xg alors T(x) =

maintenant x € V e$t tel que x > xq alors T(x) =

0. Comme f,(xo) = lim T(x) = lim T(x) on en déduit que f’(xo) =0.

x—-x§ X=Xy
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Remarque : Cette condition est nécessaire mais bien sur pas suffisante : la fonction
f(x) = x3 vérifie f,(O) = 0 et pourtant xy = 0 n’e§t pas un extrémum local pour f.

Dans la pratique, pour rechercher les extréma locaux d’une fon¢tion f dériv-
able, on résoud I’équation f (x) = 0 et on cherche ensuite parmis les solutions de
cette équation celles qui fournissent effetivement des extréma.

Théoreme.— (Rolle) Soient a < b deux réels et f : [a,b] — R une application continue
sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[. Si f(a) = f(b) alors il existe c €]a,b] tel que f (c) = 0.

Preuve : Si f e$t constante la proposition est évidente. Si f n’eSt pas constante,
comme [a,b] et un segment et f continue, f([a,]) e§t un segment différent d’un
point et comme f(a) = f(b), f présente un extrémum absolu dans ]a, b[. La propo-
sition précédente montre alors le théoreme.

Exercices : a) Interpréter graphiquement ce théoreme.

b) En considérant une fonction auxiliaire judicieusement choisie, montrer la général-
isation suivante du théoreme de Rolle : si f : [4,+oo[—> R une application continue
sur [a,+oo[ et dérivable sur |a,+oo[ vérifiant f(a) = lim,_,, ., f(x) alors il exiSte

¢ €]a, +oo[ tel que f'(c) = 0. Interpréter graphiquement ce résutat.

Corollaire.— (Egalité des accroissements finis) Soient a < b deux réels et f : [a,b] —
R une application continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[. Il existe c €la,b| tel que

f(b)—f(a)=f(c)(b-a).
) — W}C. Elle et
bf(a;:Zﬂb) _ ) e

théoréeme de Rolle assure qu'il existe ¢ €]a, b tel que g (c) = 0, c’e§t-a-dire tel que

f(b)-f(a)=f(c)(b-a).

Preuve : On considere la fonétion auxiliaire g(x) = f(x

continue sur [4,b] et dérivable sur ]a,b[. Comme g(a) =

Exercices : a) Interpréter graphiquement ce corollaire.

b) Montrer la généralisation suivante de la formule des accroissements finis : soient
f,g:[a,b] — R deux applications continues sur [a,b] et dérivable sur ]a, b, il ex-

. fb)=fla) f(e)|_
iSte c €]a, b[ tel que o(b)-g(a) (0 =0

Interpréter graphiquement cette propriété en considérant la courbe paramétrique
t (f(2),8(1)).

Proposition.— Soient ¢ : [a,b] — Keet f : [a,b] — R deux applications continues sur
[a,b] et dérivable sur |a,b[. Si on suppose Yt €]a, b, |@ (t)| < f (t), alors

lp(b) —g(a)l < f(b) - f(a)

Preuve : Si K = R alors d’aprés la généralisation du théoreme des accroissements
finis, on sait qu’il exi$te c €]a, b[ tel que |f(b)— f(a)l.le (c)| = |(p(b)—(p(a)|.|f'(c)| mais
lp (c)| < f (c) d’ou le résultat.

Si K = C alors on pose @1 (t) = Re(p(t)) et @ (t) = Im(qp(t)). Si (b) — @(a) € R alors
@(b) - p(a) = @1 (b) — @1 (a) et comme |, | <|@| <|f | d’aprés ce qui précede

lp(b) - p(a)l = |1 (b) — @1 (a)l < f(b) - f (a)
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Si p(b)— @(a) ¢ R alors il exi$te r e R** et 0 € [0, 27| tel que

@(b) - p(a) = re'®

On pose g(x) = e"9¢(x). g e§t continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[, ona g (x) =
e" 99 (x), donc |g (x)| < f (x) et d’apres ce qui préceéde |g(b) - g(a)| < f(b) - f(a).
Mais |g(b) — g(a)| = |@(b) — @(a)|, le résultat en découle.

Corollaire.— (inégalité des accroissements finis) Soient a et b deux réels (a < b) et
f :[a,b] = K continue et dérivable sur ]a,b[. Si f est bornée sur |a, b[ alors

F(B) = f(@) <|b—alSup,.,plf (8]

Preuve : Soit M = Supa<t<h|f,(t)| et soit g(x) = Mx, alors |f (x)| < g (x) donc d’apreés
la proposition

|f (b) - f(a)l < g(b) - g(a) = (b—a)M

Théoreme.— (Egalité de Taylor-Lagrange) Soit a et b deux réels tels que a < b et
f €C"([a,b],R) dérivable n fois sur |a, b[ alors

e clab it = Y L= i O o
5
Preuve : On pose
(0 =f(b)—f(t)—i(b;t)if“)(t)—A(b;!t)n
On pose _
A= - ; O o)

de sorte que g(a) = g(b). L'application g e§t continue sur [a,b] car f et C"7!, et
dérivable sur ]a,b[ car f est n fois dérivable sur ]a,b[. D’apres Rolle dc €]a, [ tel
que g (c) =0, or

, N =L (bt

IRPORSE el Ul (ks -n""
g1 =f(t) ZO[ ESURARUAS R ARG

(n—1)

: ="y (="
0=y O~ F O+ AT

donc .
’ b - n=
g(0)= %(A—f"”(c))

commeb-c#0ona
A=f")
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c’e§t a dire I'égalité attendue.

Cette formule, au rang n = 1, et exaCtement ’égalité des accroissements finis.

Exercice : Soit x € R* et

3
A,=1{0¢€]0,1[/ sinx =x— %cos@x}

a) Montrer que A, = 0.

b) Trouver un réel xg tel que pour tout x € R* tel que |x| < x; on ait §A, = 1. Pour
un tel x, on note O(x) 'unique élément de A,.

¢) Montrer que 6(x) admet une limite en 0 et calculer cette limite.

3.3 Conséquences.

3.3.1 Monotonie et dérivabilité.

Théoréme.— Soit f : I — R continue sur I et dérivable sur ?, alors:
i) f est croissante = V't € ;, f()=0
ii) f es$t décroissante & V't € ;, (<o
iii) f e$t conSlante = Vt € ;, f'(t) =0

> 0.

f(x)—f(a)
X—a

Preuve: i) Si f est croissante sur I, on a pour a €I et pour x € I[/{a},
Par prolongement des inégalité, f (a) > 0. Donc la condition et nécessaire.
Si f est positive sur I, alors soit (x,y) € 1% avec x < y, comme f e$t continue sur
[x,v] et dérivable sur |x,y[, d’apres le théoréeme des accroissements finis, il existe
celx, y[ tel que f(v)— f(x) = (y—x)f (c) = 0 et f et croissante sur I.

ii) Il suffit de considérer —f.

iii) Résulte de la conjonttion de i) et ii)

o
Théoreme.— Soit f : I — R continue sur I et dérivable sur 1. Pour que f soit stricle-
ment croissante, il faut et il suffit que I'on ait les deux conditions suivantes:

DViel, £(t) >0
2)A={tel; f'(t) =0} et d’intérieur vide.

Preuve : Dire que A = {t € ;; f(t) = 0} e$t d’intérieur vide signifie que A ne con-
tient aucun intervalle ouvert.

Si f e§t striCtement croissante, c’est d’une part qu’elle est croissante (d’ou 1))
d’autre part que f ne peut s’annuller sur tout un intervalle ]a, b[ (a,b) appartenant
a I, car sinon f(a) = f(b) (d’ou 2)).

Réciproquement, si 1) est vérifié alors f et croissante, et si il exi$tait a < b dans I

tel que f(a) = f(b), f serait con$tante sur [a,b], donc IZ # (), ceci contredirait 2).

Remarque: Il e$t trés important que f soit considérée sur un intervalle. En effet
soit f(x) = —1/x sur R*. f e§t continue et dérivable et f (x) = 1/x? > 0, mais f(1) =
—letf(-1)=1.
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Corollaire Soit f : I — R continue sur I et dérivable sur I. Pour que f soit Strictement
décroissante, il faut et il suffit que l'on ait les deux conditions suivantes:

DViel, £(t)<0
2)A={tel; f'(t) = 0} est d’intérieur vide.
Preuve : Il suffit d’appliquer le théoréme précédent a —f.

Remarque-exercice : Le fait que f soit §tri¢tement croissante si f et StriGtement
positive e§t donc présenté ici comme une conséquence du théoréme des valeurs
intermédiaires. On se propose de donner ici, en exercice, une preuve de cette
propriété qui n’utilise pas las valeurs intermédiaires.

On considére donc un intervalle ouvert I et une application f : I — R dérivable de
dérivée $trictement positive.

1) Montrer que pour tout x, € I il existe un voisinage V. de x tel que pour tout t € V,
ona f(xqg)> f(t)sixg>tet f(xg)< f(t)sixg<t.
2) On suppose qu’il existe deux réels x,y € I tels que f(x) > f(v) et x <y et on considére
Uensemble

E={tel/t>xet f(t) < f(x)}
a) Montrer que E n'e$t pas vide, en déduire que E posséde une borne inférieure .

b) Montrer que a > x et que f(x) > f(a). En déduire une absurdité. (Ind. Appliquer
plusieurs fois le 1).)

d) Indiquer précisément ou, dans la preuve, on s’est servi de ’hypothése I intervalle.

Exercice : Soit f : [0,+co[—> R une application de classe C? telle que

f"(x) > 0 pour tout x > 0
Jim xf'(x) = f(x) <0
f(x)

Montrer que —— e$t décroissante.
x

3.3.2 Dérivabilité aux bornes.

Théoreme.— Si f e$t une application continue de [a,b] dans R, dérivable sur |a, b| et
telle que f  ait une limite | dans R quand x tend vers a, alors f est dérivable en a et

f(a)=1
Si f' a une limite infinie quand x tend vers a, f n'e§t pas dérivable en a et le graphe de
f admet une tangente verticale au point a.

Preuve : Pour tout h tel que a+h € [a,b], il exi$te c(h) €]a, b[ tel que

T BT _ f (e

Or c(h) tend vers a quand h tend vers 0, donc

lim LM - fl@) _,
h—0* h

f e§t donc dérivable en a et f(a) = 1.
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Remarque: On obtient le méme résultat en b.

Exemple: g :[0,1] — R, définie par g(x) = Arcsin(1 — x°), e§t continue sur [0,1],
dérivable sur ]0,1] et
3vx

V2 -3
¢ (x) tend vers 0 en 0, donc g e§t dérivable en 0 et g'(0) = 0.

Vx €]0,1], g’(x) =-

Corollaire.— Si f est une application continue de [a,b] dans R, et si f et de classe C!
sur |a,b] et a une limite réelle en a, alors f est de classe C' sur [a,b].

Théoreme.— (Dérivées des fonctions prolongées) Soient a€ R, b € R (a<b),neN
et f une application de ]a, b[ dans R de classe C" sur |a, b[. Si pour tout entier p tel que
0 <p <n, fP) admet une limite réelle au point a, alors f se prolonge en une application
de classe C" sur [a, b|.

Preuve : Une récurence immédiate montre ce théoreme a partir du théoréme
précédent.
On remarque qu’on obtient un énoncé équivalent en b.

Exercice : Soit I'application de R* — R définie par
. 1
VaeR", f(x)= exp(—;)

Montrer que f se prolonge en une fonction de classe C*° sur R tout entier.

3.3.3 Fondtions dérivées et valeurs intermédiaires.

Théoreme.— (Darboux) Soit f : I — R une application dérivable. Soit x,y €I et
A€ [f’(x),f'(y)], il exi§te un réel z € [x,y] tel que f'(z) = A : une fonction dérivée
vérifie la propriété des valeurs intermédiaires.

Preuve : Considérons la fonétion

py= (L2100 (=)
X—1u y—u
prolongée par continuité en x et en y par
N —/\) et 7o) =(FZLE ) (- )
Cette fonction et continue et comme
2
FFo) = (' (9-A)-(£ 1 -2)- FO=LE 4 <o

on en déduit par le théoréme des valeurs intermédiaires que F s’annulle, c’est-a-
dire qu’il exiSte u € [x, p] tel que (par exemple)

f@-f) _
Xx—u
Maintenant 1’égalité des accroissement finis montre qu’il exiSte z € [x,u] tel que

JOI=IW) _ £(2). Ona done f(z) = A.

X—u
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3.3.4 Lesregles de L'Hospital.

Proposition.— (Régle de 1'Hospital) Soient f et g deux applications de I dans R et
a € R un point adhérent a I. On suppose qu’il exiSte un voisinage V de a tel que f et g
soient dérivables sur INV /{a} et que Vx e INV /{a}, g,(x) = 0. On suppose en outre que
}Ciir{llf(x) = ;lclgplzg(x) =0, alors

lim = l= lim M:A(Ae@)
x—a, xeINnV/{a} (X) x—a, xeINV/{a} g(x)

Preuve : Les hypotheses faites sur les limites en a de f et ¢ montre que I'on peut
les prolonger par continuité en a en posant f(a) = g(a) = 0. Maintenant, g ne peut
pas s’annuler sur V NI autre par qu’en 0, sinon le théoréme de Rolle impliquerait
que g’ s’annule.

Supposons que a est intérieur a I (Les autres cas se déduisent facilement). Alors
d’apres la généralisation du théoréme des accroissements finis, pour tout x € I N
V, x> a, il exiSte c(x) €]a, x[ tel que

g(x)  g(x)-g(0)  g'(c(x))

11 eét clair que lim c(x) = a donc

x—at
fo) _
x—at g(x)
On obtiendrait de méme
lim M =
X—a- g(x)
c’est a dire
lim ﬁ =1

x—a, xeINV/{a} g(x)

Proposition.— (Régle de I'Hospital au point infini) Soient f et g deux applications
de I (+oo adhérent a I) dans R. On suppose qu’il exisSte un voisinage V de +oo tel que
f et g soit dérivable sur INV et que Vx € INV, g (x) = 0. On suppose en outre que

Jim (5= lim g3 = 0, alrs

TN G NN {C B (AeR)

X—+00 g'(x) X—+00 g(x)

Preuve : On pose V NI =]b,+oo[ (b > 0) et on définit u(t) = f(1/t) et v(t) = g(1/t)
pour 0 <t < (1/b).
11 e$t clair que u et v sont dérivable sur |0, (1/b)[ et que l'on a:

W 0=7(3)

, -1 /1
v(t)=—38(3)
Maintenant lil}’)l u(x) = lirgl v(x) = 0 et v'(x) ne s’annule pas sur ]0,(1/b)[. On a
x—0% x—0*

im u,(x) =A
x—0+ v’ (x)
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donc d’apres le théoréme précédent:

u(x)

“00r v(x)
c’e$t a dire
lim flx)

X—+00 g(x)

Remarque: Ce résultat reste bien évidemment valable en —co.

Proposition.— (Regle de I’'Hospital généralisée) Soient f et g deux applications de I
dans R et a € R un point adhérent a 1. On suppose qu’il existe un voisinage V pointé
de a tel que f et g soit dérivable sur INV et que Vx € INV, g (x) # 0. On suppose en
outre que ylcl—%g(x) = 400, alors

FO v wm Yoy gew

im .
x—a, xeINV & (x) x—a, xeINV g(x)

Preuve : On di§tingue deux cas:
1) a € R On suppose a intérieur a I. Sur INV, on a g (x) > 0, en effet d’apres

le théoréme de Darboux si g n’était pas de signe constant alors g s’annullerait.
Maintenant sir g'(t) < 0 g serait décroissante et donc ne pourrait pas tendre vers
+o0 en a.

Soit tg e INVN]a,+oo[ et a < t < ty. D’apres la généralisation des accroissements
finis on peut écrire:

Vit >adc(t) €lt, tp]

f(t)=f(to)  f(c(t)
g(t)—g(to)  g'(c(t))

maintenant
m:f(t)—f(to)( _g(to)) f(to)
(1) g(t)—gl(to) g(t) " g(t)
donc ,
f_f (C(t))( _g(to)) f(to)
g(t)  g(c(t) g(t) " gl(t)

Supposons A € R On a alors

f& o few) gl g(to), (ko)
e T et T e 1 g

Maintenant fixons € > 0.

£ €
¢y, Vit €la, ty] lg'(t) -A< 2(1+€)

(En particulier ¢(t) €]a, tg])

gl(to)
dt; <tg, Yiela, ty]|(1-=="=)|<1+e€
1<fp la, t1]I( g(t))l
f(to), €
3t2 <ty A3 E][l,tz” g(t) |< 5
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Par conséquent:

f()

Vt€la,t]|— - Al<e

(
g(t)
f(t)

o g(f)

On a la méme chose en a~ d’ou le résultat.

et donc

Si A = +o0, alors pour M > 0 donné, on a:

dty, Yt €la, ty] m >M
g ()
(En particulier c(t) €]a, ty])
Ity <to, Vt€la, ty](1 - %) >1- %
f(to)

3t2<t1, A3 E][l,tz” |<1

g(t)
Comme on a:

fo_f (C(t))(1 _ g(to))_ |f(t0)|

gt) ~ gl(e(t)) g(t) " " gl(t)
Il s’ensuit
Vit €la, t;] % >M-2
et donc
im M = +o0
x—a* g(t)

On a la méme chose en a~ d’ou le résultat.

2)a=+oo (Le cas a = —oo se traite de la méme facon) On pose b > 0 tel que
1b,+oo[C INV. On définit alors u(t) = f(1/t) et v(t) = g(1/t) pour 0 < t < (1/b).
Il e$t clair que u et v sont dérivable sur ]0,(1/b)[ et que 'on a:

-1 .1
u (t) t_if (1;)
v (t) = t_zg (?)
Maintenant lirg u(x) = +00 = 0 et v'(x) ne s’annule pas sur ]0,(1/b)[. On a
x—0*
m u’(x) 3
x—0t v (x)
donc d’apres la partie 1):
u(x)

im
x—0* v(x)
c’est a dire

fx) _

X—+00 g(x)

Theme : exemples et contre-exemples d’applications aux régles de I’Hospital.
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L’interet majeur de cette régle est le calcul de limite. Nous illustrerons se propos a
Paide d’exemples:

Exercice : Calculer Arech
lim 218 ()i)
x=1" Arccos(;)

Exercice : Trouver un équivalent au voisinage de +oo de

x 2
F(x) :J el dt
0

(Ind. On le cherchera sous la forme G(x) = x“e"z.)
Mise en garde: Il st tres important, pour ne pas se tromper, d’ appliquer avec grandes
précautions les régles de I’'Hospital. Les erreurs les plus fréquemment commises consiste
a appliquer ces régles dans le mauvais sens (c’'est a dire de penser que si f/g d une
limite alors f'/g d la méme) oit d’oublier une des conditions d’application (par exmple
d’oublier de vérifier que f tend vers 0).

Hlustrons ces remarques:

Exercice : Montrer que si f(x) = x?sin(1/x) et g(x) = x, alors

m M =0 mais lim f:(x)
x—0* g(x) x>0t g'(x)

n’existe pas.

C’est le cas ot 'on applique dans le mauvais sens la régle. Toutefois on peut dire la chose
suivante:

Lemme.— Si f et g sont deux applications qui vérifient les hypothéses de la régle de

b . . f(x)
I’Hospital et gue lim —— = A alors
P q x—a g(x)
lim f,(x) existe = lim f/(x) =
x—a g (x) x—a g (x)

Exercice : Soient f(x) =x+ 1 et g(x) = x. Montrer que

f@) o fW

10+ g(x) x50t g'(x)

Le probleme vient ici du fait que l'on a pas supposé que f tendait vers O en 0.

4 Convexite.
4.1 Parties convexes de R".

Définition.— On considere un entier n > 1 et I'espace R".

e Soient x,y € R”, on appelle segment d’extrémités x et y Uensemble, noté [x,vy], consti-
tué des points de R" de la forme tx+ (1 —t)y ou t € [0,1].

e On dit d’'une partie A de R" qu’elle est convexe si pour tout x,y € A, [x,y] C A.

Exercice : Donner des exemples de parties convexes et de parties non convexes de
R".
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Théoreme.— (Caractérisation de la convexité d’une partie) Soit A C R". Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

i) A e$t convexe,
ii) pour tout entier p > 2, toute suite finie X100, Xy € A et toute suite finie aq,--- ,a, €

R* telle que Zal =1l,0na Za x; € A.

i=1 i=1

Preuve : Exercice.

4.2 Fondions convexes.
Dans ce qui suit, I désigne un intervalle de R d’intérieur non videet f : I — R
une application.

Définition.— On appelle graphe (resp. épigraphe) de f I'ensemble des couples (x,y) €
I xR tels que y = f(x) (resp. v = f(x)). On dit que la fonétion f est convexe si son
épigraphe est une partie convexe de R

Théoréme.— (Caraltérisation de la convexité d’une fonétion) Les propriétés suiv-
antes sont équivalentes :

i) f est convexe,
ii)pourtoutx,x,eIettoutte[0,1],f(tx+(1—t )<tf(x)+(1-1)f(x )

iii) pour tout x1,x, € I (x; < x;) et tout x € [x1,x;3], on a f(x) < a(x), ot a est V'unique
fonction affine qui coincide avec f en x; et en x;.

Preuve : Exercice.

Corollaire.— Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) f est convexe,

ii) pour tout entier p > 2, toute suite finie X100, Xp € I et toute suite finie ay,e,ap €

p P p
R* telle que Zai =1,0ona f[Zaix,-] < Zaif(x,)
i=1 i=1 i=1

Preuve : Exercice.

Théoréme.— (Inégalité des pentes) Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) f est convexe,
ii) pour tout x,y,z€ I tels que x <y <zona

f(y)-f(x)

y—x z—x z-7y

iii) pour tout u € I, la foncétion p,, : I —{u} — R définie par

est croissante.
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Preuve : i) = ii) Considérons la fonltion affine a qui coincide avec f en x et en z.
Puisque f e$t convexe et que y e§t compris entre x et z, on a donc f(y) < a(p). Ainsi
ona
fO)—fx) _a@)-fx) _aly)-alx) _a(z)-alx) _ f(z2)-f(x)
y-x = y-x y—X z— x

De méme, on a

X z

fl) = fx) _alz)-alx) _alz)-aly) _f(z)-f(y)

z—x z—x z-y z-y

ii) = iii) Se déduit du ii) en remplacant le triplet (x,v,z) par (t1,t,,u), (t1,u,t;) et
(u,t1,t,). Dans tous les cas on obtient t; < t, = p,(t1) < p,(t2).

iii) = i) Considérons x, v, z tels que x <y < z. En choisissant u = x, on obtient

fO)-f) _ f&) =)

y-x = z-X

Considérons la fonction affine a qui coincide avec f en x et z. On a donc

f2)-f(x) _a(z)—alx) _aly)

- a(x)
z—

x zZ-X y—X

et donc f(y) — f(x) < a(y) —a(x). Comme a(x) = f(x), on en déduit que pour tout
y €lx,z[, f(y) < a(y). La fonltion f est donc convexe.

Exercice : (CAPES 2004) Soit F, f : [4,b] — R deux applications vérifiant
Vx,y €la,b], F(y)-F(x) 2 (y—x)f(x)

Montrer que f et croissante et que F et convexe.

4.3 Convexiteé et derivabilite.
Dans ce qui suit, I désigne un intervalle de R d’intérieur non videet f : I — R
une application.

Théoreme.— Si f est convexe alors f est dérivable a droite et d gauche sur I (en parti-
culier f e$t continue). De plus, pour tout s,t,x €[ tels que s<x<tona

PR g < i < LS

Les applications fd, et fg' sont croissantes.

f)—-f6) _ f(H)-f(x)

Preuve : L'inégalité des pentes assure que et de plus que

x—-s t—x
t)—
l'application py : t +— M et croissante sur IN]x, +oo[ et que l'application
Gyt fx)-f) e$t croissante sur IN] — oo, x[.

x-s
Le théoréeme de la limite monotone assure que p, a une limite a droite en x et
donc que fd,(x) exi$te et que l’on a de plus
f)=f(s)

T Sfd,(X) <
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En appliquant de nouveau le théoréme de la limite monotone, on voit que g, a une
limite a gauche en x et donc que fg x) existe et que l'on a de plus

f()=£(s) LS

< )< filx) <
x—s f s Ja(x) t—x
Etant dérivable a droite et a gauche en tout point, la fontion f et bien sur
continue.

Soient x,p €I tels que x < y. Pour tout u €]x,y[ on a

fi < oty < LI JOIZW) ey o o)

u—x y—u

. . . . ’ ’
ce qui assure la croissance des applications f, et f,.

Corollaire.— Si f e$t dérivable alors les propriétés suivantes sont équivalentes
i) f est convexe,

i1) f’ e$t croissante.

Preuve : Exercice.

Corollaire.— Si f est deux fois dérivable alors les propriétés suivantes sont équiva-
lentes

i) f est convexe,
ii) f e$t positive sur I.

Preuve : Immédiat.

Corollaire.— Si f e$t dérivable alors les propriétés suivantes sont équivalentes
i) f est convexe,

ii) le graphe de f e$t situé au dessus de chacune de ses tangentes.

Preuve : i) = ii) Soita € I. Si t < a alors w < f’(a) et si t > a alors
f(tz_f >f DoncpourtoutteIonaf(t)zf(a)+(t—a)f’(a).

ii) = i) Supposons que pour tout a4,t € I on ait f(t) > f(a)+(t—a)f’(a). Soienta<b

dans I, on a donc )
{ f(b)= a)f ()
fla) = b)f
et par suite , /
f(a)= f(a)+(b—a)(f (a)—f (b))

et donc f'(a) - f(b) <0, c'e§t-a-dire f  croissante. Ainsi f et convexe.

Théme : Inégalités de convexité
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1) Soient n € N* et xq,---,x,, € R**. Montrer que

1
s ) w

. 1 1
b) Soient p,q € R** tels que » + 7 =1 et u,v € R*. Montrer que

1 1
uv < —uPf + —v1
q
P T . . 11 .
c) En déduire I'inégalité de Holder : sip,q € R™ tels que —+— = letsiay,---,a,,by,--, by
q
sont 2n réels $trictement positifs (n > 0) alors
n n 1/p n 1/q
> ans(3 ] (v
i=1 i=1 i=1

d) En déduire I'inégalité de Minkowski : si p > 1 est un réel et si ay,---,a,,by,---,b,
sont 2n réels Strictement positifs (n>0) alors

n 1p n 1/p
[Z(ai T bi)”] < [Zaf] +

i=1 i=1

n 1p
)|
1

i=

Quelle conséquence topologique a cette inégalité pour R"?

e) Soient I,] deux intervalles homéomorphes de R et f : I — | un homéomorphisme.
n

Soit p=(x,a) ott x = (x1, -, x,) €M et a = (ay, -, a,) € R'" tels que Za,- =1.

i=1
On appelle moyenne d’ordre f de y, le nombre réel

My (p) = f7! [me(x»]
i=1

e Pour I =]0,+co[, @; = 1/n pour tout i = 1,---,net f(x) = 1/x, M¢(p) s'appelle la
moyenne harmonique de x,---,x,. On la note M_1(xy,---,x,).

e Pour I =10,+o0[, &; = 1/n pour tout i =1,---,n et f(x) = x, Mf(y) s’appelle la
moyenne arithmétique de xq,---,x,. On la note My (x1,--,x,).

e Pour I =]0,+co[, @; = 1/n pour tout i = 1,---,n et f(x) = x?, My (p) s’appelle la
movyenne quadratique de xq,---,x,. On la note My (X1, ,%y).

e Pour I =]0,+o0[, a; = 1/n pour tout i = 1,---,n et f(x) =logx, Mf(y) s’appelle
la moyenne géométrique de xy,---,x,. On la note Miog(xq,++, xp).

Montrer que pour tout xq,-+-,x,, €]0,+0co[ on a

M—l(xly"'rxn) SZ\/Ilog(xl""’xn) SZ\/Il(xl""lxn) SZ\/I2(x1""rxn)

5 Etude locale des fon¢tions.

5.1 Comparaison au voisinage d’un point.

Dans cette partie, on considére une partie D de R et a un point de R adhérant a D.
Les fonctions considérées sont des applications de D dans K.
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5.1.1 Prépondérance et négligeabilité.

Définition.— Soit f et g deux fonétions de D dans K. On dit que f est négligeable
devant g (ou que g est prépondérante sur f) au voisinage du point a si et seulement si

Ve>0,dV eV(a); Vxe VND |f(x) < e|g(x)|
Dans ce cas on écrira

f(x) < g(x) (Notation de Hardy)
X—a
ou bien
f(x) = o(g(x)) (Notation de Landau)

X—a

Quand il n’y a pas d’ambiguité on note plus simplement f < g ou f = o(g) (Attention
il ne s’agit pas d’une égalité au sens propre du terme).

Remarque: S’il existe un voisinage Uy de a tel que sur D N U, g ne s’annulle pas

alors fx)
_ x
f(x) = olglv)) = }Clj{}l@ =0
. Dire qu’une fonction e$t o(1) ou et négligeable devant 1 revient a dire qu’elle a
une limite nulle en a:

=xiao(1) <=>}Ci1)r{12f(x) =0

Exemple: On prend D =]0, +co[ on prend a4 = +co.

a<p=1x" <« xP

X—+00
aeRet f>0= In(x)" < xP
X—>+00

acRet f>0=x" < of*

X—+00

Pour a=0:
a<p=xP <« x*

x—0

a>0etf>0=|In(x)" < xP
X—+00

Proposition.— L'ensemble des applications de D dans K négligeables devant g au voisi-
nage du point a forment un espace vectoriel:

V(fi.f) eKP, VA€eR, fl(x)xfmo(g(x))eth(x)xiao = (Afitfo)(x) = 0 g(x))
On a aussi:
filx) = o(gilx) et fo(x) = o(g2(x)) == (fifa)(x) = o(81(x)g2(x))

Preuve : Ces deux propositions sont immédiates.

Proposition.— (Composition) Soit ¢ : A — R une application telle que @(A) C D.
Soit ty un point d'accumulation de A tel que tling @(t) = a. Alors si f et g sont deux
—1p

applications de D dans K,

f(x) =, 0@x) = fop(t) 5 olgoplt)
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Preuve :
Ve>0,dVeV(a); Vxe DNV |f(x) < €|g(x)|

Or AW e V(ty); Vie WNA ¢(t) e VN D, donc:
Ye>0, AW e V(ty); Ve e WNA |f(@(1))] < elg(@(t))l

Attention: On ne peut pas en général composer a gauche dans la relation <, i.e.
Si f =o(g), on ne peut rien dire de ¢ o f et @ o g dans le cas général. En effet, par
exemple au voisinage de +co on a V/x = o(x) mais on a pas sin(y/x) = o(sin(x)), car
pour x; = k1t on a sin(xy) = 0 et sin(sqrtxy) = 0. On a toute fois I’exception notable
suivante :

Lemme.— Soit a > 0 alors

7
Preuve : Prendre ¢ =¢€“.

5.1.2 Equivalence.

Définition.— Soient f et g deux applications de D dans K et a un point de R adhérent

d D. On dit que f est éqyuivalente a g au voisinage de a ssi f — g est négligeable devant

g au voisinage de a. On note alors f(x) ~ g(x) ce qui équivaut a f(x)—g(x) = o(g(x)).
X—a x—a

Lemme.— Sur l'ensemble des application de D dans K, "étre équivalent a” au voisinage
de a est une relation d’équivalence.

Preuve:
Réflexivité: 11 et clair que f ~ f
Symétrie: Supposons que f(x e (x ) alors
Ye>03V.eV(a), Vxe V. (1-€)g(x) < f(x) <(1+¢€)g(x)
Donc
Vx eV, ! flx)<gx) < !
“ 1+e 8= T¢
Les fon¢tions m et 1—- tendent toutes deux vers 1, donc pour tout € > 01l existe
€ >0 tel que
1-€ < L < <l+é
1+e 1-e€
Ainsi
Ve >03VeV(a)(V=V.) VxeV (1-€)g(x)< f(x)<(1+€)g(x)
c’est a dire
g = f(x)

Transitivité: Soit f, g, h trois fon&tions de D dans K telles que

flx) = g(x)etg(x) = h(x)

X—a X—a
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Alors Ye > 03V, € V(a), Vx e V. (1 - ) < f(x) < (1 + €)g(x) mais on a aussi
AV, eV(a), Vxe V. (1 —€e)h(x) < g(x) < ( )h(x) ona par conséquent

Vxe V.NV. (1-e)?h(x) < g(x) < (1+€)*h(x)

Les fon&ions (1 —¢)® et (1+¢€)® convergeant toutes deux vers 1, on applique le
méme raisonnement que précédement.

Remarque: S’il exiSte un voisinage U, de a tel que sur D N Uy ¢ ne s’annulle pas
alors

N f)
f(x)X:NZg(x> )16141')121 g(x) - 1
D’apres la définition, on traduira f(x) = g(x) par
X—a

f(x)=g(x)(1+e€(x)), avec lime(x) =0

X—a
Exemples:
i) Soit f une fonétion polyndme s’écrivant

n

f)=) et

k=0
alors pour x # 0 on peut écrire
ap_1 1 ag 1
fx)=aux(1+2L 2 4y 202
a, X a, x"

On en déduit

ii) Si f e§t une application dérivable en 0 telle que f(0) =0 et f (0) 0, alors
fx) = xf (0)
x—0

Ainsi
x =~ sin(x) =~ sh(x) =~ Arcsin(x)
x—0 x—0 x—0

Plus généralement si f et dérivable en a et que f (a) = 0 alors

’

f(x)=f(a) = (x=a)f (a)

X—a

Ainsi:

Inx ~ x-1,¢ -1 ~ x, x*-1 = a(x-1)
x—1 x—0 x—1

iii) Fonltions hyperboliques au voisinage de +oo.

eX+e ™ 2, €F e

= =(1 e~
ch(x) 5 (L+e™) T e
eX—e™ o €F e

sh(x) = 7 =(1-e )?X_)_mi

Proposition.— Si f; ~ gy et f, ~ g, alors f1f, ~g1%
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Proposition.— (Composition) Soit ¢ : A — R telle que @(A) C D. Soit ty un point
d’accumulation de A tel que tling @(t) = a. Alors si f et g sont deux applications de D
—lo

dans K,
flx) = 8x) == foplt) = goplt)

Preuve : On applique la proposition précédente a f —g et g.

Attention : e On ne peut pas, en général, additionner des équivalent: Si f(x) =
sin(x) et g(x) = x + x2. On a f(x) — g(x)~,_0—x* et g(x)~,_,0x. Pourtant sin(x)—
Xy 50 —x3/6.

e On ne peut pas de méme, en général, composer des équivalent: En effet on a x? +

X~y 00X’ et pourtant lim,_,, o X% /eX" = yoo. 11 y a pourtant deux exceptions
notables:

Lemme.— Soit a > 0. Alors

flx) = glx) = If (" = [g(x)|*

X—a X—a

Preuve : En effet si lime(x) = 0 alors lim (1 +€(x))* = 1. 1l suffit donc de poser
X—a

€ (x)=(1+e(x)*—1. o

Lemme.— On suppose que lim |g(x)| = 0 ou + oco. Alors
X—a

fx) = glx) = In(lf(x)]) = In(lg(x)])

Preuve : En effet si f(x) = g(x)(1 + €(x)) avec lim e(x) = 0 alors
X—a

In(|1 + e(x)|)

In(|f (x)]) = In(lg(x)]) + In(]1 + e(x)]) = In(|g(x)])(1 + In(gx))

)

In(|1
On a limIn|g(x)| = +co donc lim In([L+e()) _ 0.
X—a

x—=a  In(|g(x)])

5.2 Développements limités, formules de Taylor.

Dans cette partie, I désigne un intervalle de R d’intérieur non vide et a un
point réel adhérent a I. Pour un entier n, on note K, [X] 'ensemble des polynomes
a coefficients dans K de degré au plus n.

5.2.1 Développements limités.

Définition.— On dit qu’une application f : I — K admet un développement limité
d’ordre n en a, s’il exi$te un polynéme P € K, [X] tel que :

f(x)-P(x) = o((x—a)")

On écrit alors f(x) =ag+aj(x—a)+--+a,(x—a)" +o((x—a)").
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Définition.— (développement limité en +oo) Si I est de la forme la,+oo[ (resp. |-
o0, al), on dit qu’une application f de I dans K admet un développement limité d’ordre
1 en +oo (resp. en —oo, s’il existe un polyndme P € K, [X] tel que:

por-p[2) o) oo o)

X ) x—>+o0 \x" X——00 F
On écrit alors f(x) =ag+ay/x+---+a,/x" +o(1/x").

Remarque: Dans le cas d'un developpement limité en a, la translation x + a et
dans le cas d’un developpement limité en +oco la transformation 1/x permettent de
se ramener au cas des developpements limités en o. C’e$t donc ceux-la que nous
étudierons par la suite.

Théoréme.— L'application nulle admet pour unique développement limité en o a l'ordre
n, le polynome nul:
0=P(x)+o(x")=P=0

Preuve : Supposons qu'il exiSte n > 0 et P € K,,[X] non nul tel que 0 = P(x) + o(x™).
Alors notons P(x) = Y }_;a;x* et soit p < n le plus petit entier tel que a, #0. On a
donc:

—apxP —-- —a,x" = o(x")

donc —a, — -+ —a,x""P = o(x""P). En passant a la limite en o, on en déduit que
a, =0, ce qui eét absurde.

Corollaire.— Si f admet un développement limité en 0 d’ordre n, il existe un unique
polynéme P € K, [X] tel que
f(x) = P(x) + ofx")

Ce polyndme est appellé développement limité de f en o d l'ordre n. On le note alors

dly(f).

Preuve : Supposons que f admette deux développement limités en o a I'ordre n, P
et Q, alors P — Q et le développement limités en o a l'ordre n de la fonction nulle,
donc et nulle. i.e. P = Q.

Corollaire.— Si f admet un développement limité en 0 d’ordre n et que f e$t paire
(resp. impaire), alors dl, (f) est pair (resp. impair).

Preuve: On a f(x) - P(x) = o(x") ou P = dl,,(f). On a donc f(—x)— P(-x) = o(x")

donc . )
E(f(X) +f(=x))- E(P(X) +P(=x)) = o(x")

f étant paire, on a f(x) = %(f(x) + f(—x)), par uncité du DL, on a donc P(x) =
%(P(x) + P(—x)) c’e$t a dire P pair.

Corollaire.— Si f admet un développement limité en O d’ordre n, alors pour tout p =
0,1,---,n f admet un developpement limité d’ordre p en 0, obtenu en tronquant le
développement limité d’ordre n de ses termes de degré > p + 1. Ainsi pour p <n, dl,(f)

est le reste de la division de dl,,(f) par X1
Preuve: On a f(x)=ag+a;x+---a,x" + o(x"). Soit p < n, alors ap+1xp+1 4+, xX" +
o(x") = o(xP) donc,

f(x)=apx+---a,xP +o(xF)
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Proposition.— Soit [ un intervalle de R contenant 0. Pour tout n, U'ensemble DL, (I)
des applications de I dans K admettant un développement limité d’ordre n en 0 est un
sous-espace vectoriel de K!. De plus I'application de DL, (I) dans K,[X] est linéaire.
Enfin on a:

-~ CDL,(I)cDL,1(I)C---CDLy(I)CDLH(I)

Preuve : Si f et g sont dans DL, (I ) alors (f +9)(x Li(f)(x)+dl,(g)(x) + o(x").
Donc (f +g) e DL, (I) et dI,(f + g)(x L(f)(x) + dl )(x) Les inclusions sont
conséquences du corollaire.

Remarque: On peut définir DL, (I) comme étant I’ensemble des applicatins de I
dans K admettant un développement limité a tout ordre on a donc

=(PLuh)

neN

Ainsi:

feDLL(I) = A(ay),oy KN VmeN, f(x)= Zakxk +o(x™)

5.2.2 Fon&ion admettant un développement limité.

Nous allons tenter dans cette partie de donner des conditions nécessaires et
suffisantes pour qu'une fonction admette un DL au voisinage de 0. On regarde
d’abord une condition nécessaire, puis une suffisante.

Lemme.— Les deux propriétés suivantes sont équivalentes:
i) f € DL(I)
ii) f est continue en 0.

Preuve: Si f(x) =a+o(1) alors on a vu que lim,_,o f(x) —a = 0 c’est a dire a = f(0)
et f continue en 0.

Réciproquement, si f e§t continue en 0 alors lim,_,o f(x) — f(0) = 0 donc f(x) =
f(0)+0(1). Ainsi DL(I) représente I'ensemble des fonétions de I dans K continues
en 0.

Lemme.— Les deux propriétés suivantes sont équivalentes:

i) f DLy (D)

ii) f est dérivable en 0.

Preuve : Si f(x) = f(0)+bxo(x) alors limi,_,o(f(x)— £(0))/x = b ’e§t a dire b = f'(0)
et f dérivable en 0.

Rec1proquement 51 f e& dérivable en 0 alors lim,_,o(f(x) — f(0))/x = f'(O) donc

f(x) = £(0) + £ (0)x + o(x). Ainsi DL;(I) représente I’ensemble des fon&ions de I
dans K dérivables en O

Corollaire.— Si une application f : I — K admet un développement limité en 0 a
Pordre n (n > 1), alors f est dérivable en 0.

Preuve : Ceci e$t conséquence du fait que DL, (I) Cc DL (I).
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Passons maintenant aux conditions suffisantes:

Théoréeme.— (Formule de Taylor-Young) Soit I un intervalle de R d’intérieur non vide
etacl. Sif e§t une application de classe C" de I dans K, elle admet un développement
limité d’ordre n au point a; plus exaclement:

(x—a)"

(n)!

Vx €la, B[Acy €la, x], f(x)xiaf(a) + 5 F®(a)+ FM(cy)

On a donc:

(f"(cy) - f"(a))

k=1

Quand x tend a droite vers g, par continuité de f(”), onalim,_,+ (f(”)(cx)—f(”)(u)) =
0. On a la méme chose a gauche, par conséquent:

Preuve pour K = C: On utilise ici une autre formule de Taylor, qui permet de
démontrer Taylor-Young dans tout les cas:

Théoréme.— (Formule de Taylor-Laplace) Soit f une application de classe C"*! de
[a,b] dans K, alors

n

_ 0k by, _ 1
f(b):f(a)+Z(b k!“) f(k)(a)+—[ O ne1) )44

n!
k=1

En utilisant cette formule on a:

n k b4 n—1 n
Ru(x)=f(x)- ) (x;!”) £0(a) :j ) MG Sl PTET

(n—=1)! n!

X (g1
Rofw) = | E T (P00 £

La continuité de f(") en a se traduit par
Ve>0,da>0; Viela—a,a+al |f™ () - f"(a) < e

Ainsi pour x € I tel que |[x—a| <«

x x_t)n—l |x_a|n
IR, (x)] < e|f ( I=e
a

(n—1) n!
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Exercice : Donner une démonstration de la formule Taylor-Laplace

Pour résumer, une condition nécessaire pour avoir un DL & l'ordre n (n > 1) et
que f soit dérivable; une condition suffisante e§t que f soit C". Il y a un "fossé€" en-
tre ces deux conditions, fossé qu’il va étre dur de franchir, on pourrait se contenter
de l'exiStence de f(")(0) en utilisant une version plus "pointue”" de Taylor-Young,
mais méme la, la condition ne devient pas nécessaire. On va donner un exemple
qui fixera bien les esprits quant a ce probléme:

Soit x : R — R I'application caraltéristique des rationnels. Nous avonx déja vu que
cette application n’e§t continue en aucun point. Pour n € N posons:

fulx) = 2" x(x)

Cette application n’est continue qu’en 0 et pourtant il et clair que

fu(x) = o(x")

Donc f, admet un DI d’ordre #, et pourtant f n’e§t méme pas C° sur aucun voisi-
nage de 0...

Application au calcul de DL de fon&tions usuelles (en 0):

x? x"
X — n
e _1+F+E+ ..+m+o(x )
2 x2n
ch(x)=1+ TR 2 +o(x2") (ou o (x2™1))
X3 x2n+1 2n+1 2n+2
Sh(x):x+§ "+(2n+1)'+0(x ) (ou o (x™7))
2 2n
x X
cos() = 1=yt (S o(x2") (ou o (x*"*1))
. x3 w2+l
Sln(x):x—§+...+( )71(211_*_1)1 o(x2n+1)(0u O(x2n+2))
1
1+x=1_x+x2_ +(=1)"x" + o(x")
-1 —-1)--- — 1
(1+x)% = 1+%x+ a(azl )x2+...+ ala-1) n|(a n+ )x"+o(x”) (pour @ € RY).

5.2.3 Primitivation et dérivation des développement limités.

Lemme.— Soient f et g deux applications continues de I dans K, et a € I. On suppose
que g e$t a valeurs réelles positives, alors

0 =, ot = [ sinne = o [ gt

X—a
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Preuve : Ye > 0,3a > 0; Vt €la—a,a+a[ |[f")(t) - f"(a)| < € Ainsi pour x €I tel

que [x—a| < a on a:
|f Flt)dt < |f £ ()l < e|f g(dt]

Proposition.— Soit f une application continue de I dans K (0 € I) admettant un DL
d’ordre n en 0:
f(x)=ag+ayx+---a,x" +o(x")
X
Alors lapplication F : x — j f(t)dt admet un développement limité d’ordre n + 1

0
obtenu par primitivation de celui de f:

n+1

n+1)

F(x):a0x+a1§+---+ +o(x

n+1

Preuve : Si P(x) = dl,(x) alors f(x)— P(x) = o(x"). Pour x > 0 la fonction x" e$t
positive d’aprés le lemme précédent on a:

x x " B xn+1 ~ -
[ orw-pumar=o [rar) <o Zp) <ot

Pour x < 0, il suffit de changer x en —x et d’écrire f(x)— P(x) = o(|x"|).

On peut donc toujours "primitiver" un DL, mais il n’e$t pas vrai que 'on puisse
a coup sur dériver un DL. Soit, en effet, la fon&tion

f(x)= x”“sin(%), f(0)=0

La fonltion f est continue et dérivable en tout point et sa dérivée vérifie

’

fx= —ncos(xl_n)+ (n+ 1)x”sin(x1_n)

Il e$t clair que f(x) = o(x™), mais f n’e§t pas continue en 0 donc nadmet aucun DL
a aucun ordre en 0.

On peut néanmoins énoncer un résultat partiel pour la dérivation, qui est en
fait qu'un théoréme de primitivation "a I’envers":
Proposition.— Si f est une application dérivable de I dans K, si f a un développement
limité d'ordre n et si f a un développement limité d’ordre n— 1, alors

’ ’

dl,_ (f )= (dln(f))

Preuve : On se rameéne au voisinage de 0. Par hypotheése:

’ 1

fx)=ag+arx+-+a,_1x" n=1)

+o(x

Le théoreme de primitivation implique alors:

f(x):f(0)+a0x+---+an_1%+o(x”)
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Par unicité du DL, on a bien

dl, 1 (f) = (dL,(f))

Un cas particulier d’application de ce théoréme est celui des développement
de Taylor-Young: Si f est de classe C", elle a un DL a I'ordre n, mais f e$t de classe
C" 1, alors f aun DL d’'ordre n—1 et la proposition peut s’appliquer.

5.2.4 Propriétés opératoires des développement limités.
On considere deux applications f et g de I (0 € I)dans K.

Proposition.— Si f et g admettent chacune un développement limité d’ordre n, alors
f g a un développement limité d’ordre n obtenu par troncature du produit des développe-
ments.

Preuve : Si f(x) = P(x)+ o(x") et g(x) = Q(x) + o(x"), alors
F)g(x) = P(x)Q(x) = P(x) o (x") + Q(x) o (x) + o(x*") = o(x")

Remarque: Dans la pratique, il n’e§t pas nécessaire, pour obtenir dl,(fg), de
"pousser” les développement de f et g jusqu’a 'ordre n.
Plus précisément, si p = val(dl,(f)) et g = val(dl,(g)), il suffit de développer f a
l'ordre n—q et g a l'ordre n—p.
Par exemple, on veut le DL en 0 de (sinx —x)(cosx—1) a I'ordre 5.
val(dls((sinx — x))) = 3 et val(dl5((cosx —1))) = 2. On développe donc (sinx —x) a
l'ordre 3 et (cosx—1) a l'ordre 2:
3 2
(sinx —x)(cosx—1) = (—%)(—%) +o(x°)

soit
5

(sinx —x)(cosx—1) = i o(x°)
12
Lemme.— Soient P et Q deux polyndmes non nuls. Soit n € N, alors il existe un couple
unique (A, B) de polynomes tel que d°A < n et
P(X) = A(X)Q(X) + X" B(X)
On appelle alors A(X), le quotient de la division selon les puissances croissantes de P
par Q, d l'ordre n.

Preuve : Exercice.

Proposition.— Soient f et g deux applications de I dans K, (0 € I), telles que g(0) = 0.
Si f et g admettent un développement limité d’ordre n, alors f/g a un développement
limité d’ordre n, obtenu en divisant selon les puissance croissantes le polynome dl,(f)
par le polynéme dl, (g) a l'ordre n.

Preuve : Par hypothése on a f(x) = P(x) + o(x") et g(x) = Q(x) + o(x"), on écrit la
division selon les puissances croissantes:

P(X) = A(X)Q(X) + X" B(X)
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On a donc
flx) P(x) +o(x") — A(x)(Q(x) + o(x"))
gl A = $(0) +o(1)
_ X™1B(x) +o(x)— A(x)o (x") o)
- g(0)+o(1) B

Corollaire.— Soient f et g deux fonctions de I dans K admettant un développement
limité respeltivement a l'ordre n et a l'ordre m. Si le développement limité de g est non
nul et a pour valuation q, le développement limité de f ayant p pour valuation (on
prend p = n sile DL et nul), si p > q, alors f/g admet un développement limité d’ordre
r avec:

r=min(nh—q,m+p—2q)

Preuve : On pose f(x) = xP fi(x) et g(x) = x9g;(x). Soit s = min(n — p,m q), alors
f1 et f, ont des developpements limités d’ordre s, donc comme g;(0) = 0, f;/g; en
admet aussi un au méme ordre. Mais alors,

g(x) g1(x)

d’ou le résultat.

Remarque: Dans le cas ou p < ¢, fi/g; admet toujours un développement limité
d’ordre s et on peut écrire:
fx)_ 1 filx)

g(x) X177 g (x)

Cette remarque permet de définir la notion de développement limité généralisé.

Définition.— Soit f : I — Kavec 0 € I. On dit que f admet un développement général-
isé d la précision x" en 0, sil existe m € N* et des scalaires a_,,,---,a_y et ag,---,a, tels
que:
f(x) = a x4 a o x ™ ag a4+ a,x" + o(x")
x—0
De méme, si Sup(I) = +oo, on dit que f a un développement généralisé a la précision
1/x" en +oo s’il existe des des scalaires a_,,,---,a_y et agy,---,ay, tels que:

m m—1 ai An 1
X) = a_u,Xx +a_ X +--+ap+ —+--+ — t+o(—
f( )x—>0 m m+1 0 x X" (X”)

Proposition.— Soient I et | deux intervalles de R d’intérieur non vide et contenant 0.
Soit f une application de I dans R telle que f(0) =0 et f(I) C ] et g une application de
J dans K.

Si f et g admettent un développement limité d’ordre n, alors g o f aussi, et il est obtenu
par troncature de dl,(g) o dl,(f).

Preuve : Soit f(x) = a;x + a,x? +--- + a,x" + o(x") = P(x) + x"¢(x) avec ¢(x) — 0,
g(y)=bo+b1y+bzy2+---+bny”+o(y )=Q(y)+ nb( avec ip(x) =0
gOf P(x)=go f(x)-goP(x)+goP(x)-QoP(x)
=[g(P +x P(x) =g(P()]+ (P(x)"$(P(x)
=byx" <P( X)+o(x"@(x)) + x"(ay + arx + -+ a,x"1) P(P(x))

)
P(x
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= o(x")
Comme Q o P et un polynéme a priori de degré 2n, dl, (g o f) et le reste de la
division euclidienne de Q o P par X!

Remarque: Pour trouver le DL d’un quotient, plutot que d’utiliser la méthode de
division selon les puissances croissantes, on peut utiliser la proposition précédente

avec le DL: .

L-p+p7 =+ (-1)"p" +0(p")

1+vy

Exemple: On cherche un DL a l'ordre 5 en 0 de tanx. On écrit:

¥ X
anx < S0 6 120
cos(x) x2 x4 5
—€+ﬁ+o(x )
e ) D e )
= -+ — ——+—+o0 ——+o0
6 120 2 24 2
¥ X x2 5 4
= Ly T )1+ 5
(x 6+120)( 2+24x)+o(x)
1 2
= §x3+ﬁx5+o(x5)

DL de fon&ions usuelles obtenus par primitivation et composition (en 0):

& X3 "x2n+1 2n+1
Aranx=x——+---+(-1 +olx
3 U g o)
3 2n+1
X X
Argthx:x+_+...+ +o(x2"+1)
3 2n+1

1x3 Ix3x---x2n—1 x?n*l 2
A . — 4+ —— 4+ + e
resinx =x+ 7= 2x4x--x2n 2n+1 o)
3 2n+1
X 1x3x---x2n—-1x
Arash e x 12 (1) + 2n+1
rgshx=x 23 (-1) 2xdx--x2n 2n+1 o )

Exercices :

1/ Donner des développement limités aux points et ordres indiqués des fonctions suiv-
antes :

2

x <,
a) f(x)= Arccos(%) en 0 a lordre 4.

b) f(x) =1+ V1+xen0alordre 2.

¢) f(x) = Arccos(In(cosx)) en 0 a l'ordre 4.

——en 0d l'ordre 4.

1 2
d) f(x) = (Ar&an(x)) x2
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2 x \Mx
e) f(x)= (;Arccosx+ 1 ) en 0 a lordre 2.

1 T
f) f(x)= m—;enOalorde.
2
g) f(x) = (tanx)(cosx)* — oy " 0 d lordre 7.

2/ Calculer les limites suivantes :

) ch(x) \*
{l) lim (rh(x))

b) lim cos(aazc) —cosa
x—1 exp(—ax?) —exp(—a)

A 1-
o) lim rccos(1 —x)
x—0 \/}

( tan x )1/"2

d) im

x—0 X

e) lim (1 + sinx)"/*
x—0

(1 +sinx)/* - g1=¥/2

 lim
x=0 (1 + tanx) /¥ — g1-%/2

3/ a) Montrer que pour tout n > 0, I'équation 1 + x —x" = 0 admet une unique solution
positive, notée x,,.

b) Prouver que (x,),, admet une limite et calculer cette limite.

c) Donner un équivalent en fonétion de n de la suite (x,,),,.

d) Déterminer un développement limité de x,, a 'ordre 2 en la variable 1/n.

4/ Soit (ay,), une suite réelle a valeurs dans I'intervalle | — 1, +oo|.

a
a) Montrer que si —= = o(1) alors
) q Vi (1)

n
(1022) =y e
b) Prouver que si lim a, —In(1+a,)=0alors lim a, =0. En déduire que
n—+oo n—+oo

an\" . a
(1+l) ~, e e lim —==0
n

n—+00 \/ﬁ

Theme : développement limité de la fonction tangente :

a) Montrer que la fon¢tion x +— tanx de | —1/2,1t/2[ dans R admet un développement
limité a tout ordre de la forme

N

tanx = E a2n+1x2n+1 +0(x2n+1)
n=0
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b) En utilisant la formule tan’ x = tan® x+ 1 trouver une relation permettant de calculer
Ay, en fonétion de ay,as, -+ ,a,_1. En déduire le développement a l'ordre 17.

1

c) Montrer que pour tout n>0, 0<a < — .
) q p = 2n+1 n+1

d) Etudier I'existence de Za2n+1.

Theme : développement limité d’une application réciproque :
Soient I et | deux intervalles voisinant 0 et f : I — ] une bijection vérifiant f(0) =
0 et admettant a lordre n> 1 un développement limité en 0 a 'ordre n

f(x)=ayx+ax® +---+a,x" +o(x")

a) On suppose que a; = 0. Montrer que f~' admet un développement limité en 0 a
Pordre n dont les coefficients peuvent étre déterminés, a partir des a;, comme solution
d’un systéme linéaire triangulaire.

Application : trouver le dl a Uordre 5 en 0 de f~! o1t f(x) = 2x — Ar&an x.

b) On suppose que a; = 0 et on note k la valuation de dl,(f) (on suppose que k < n).
Montrer que k est impair et que ' admet un développement limité d’ordre n—k + 1
par rapport d la variable {/x.

Application : trouver un développement généralisé avec deux termes non nuls l'ordre 5
en 0de f~1 oit f(x)=shx—sinx.



