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1 Eléments de théorie des ensembles

1.1 Introduction au calcul propositionnel

On note A, B,C' - -- des propositions élémentaires qui prennent la valeur 0 (faux)
ou 1 vrai et I’on forme de nouvelles propositions & partir des connecteurs suivants :
non, et, ou, implique, équivaut. On leur affecte alors une vérité d’apres les tables de
vérité ci-apres et la valeur prise par les propositions intervenant dans la proposition
étudiée.

e Négation.

e Conjonction.

e Disjonction.

e Implication.

e Equivalence.

Définition.— On appelle tautologie toute proposition qui ne prend que la valeur 1
quelle que soit la valeur des propositions élémentaires qu’elle contient.

Théoréme.— Soit P et Q deuz propositions ayants les méme propositions élémentaires.
Alors P et QQ ont méme table de vérité ssi P <= @ est une tautologie.

Théoréme.— Toute proposition du calcul propositionnel équivaut a une conjonc-
tion de disjonctions (et & une disjonction de conjonctions) de propositions élémentaires.

1.2 Ensembles
1.2.1 Généralités

e On appelle ensemble une collection d’objets assujétie a certaines contraintes que
nous n’énoncerons pas ici. Les objets de cette collection s’appelle les éléments
de l'ensemble. Si E est un ensemble et si --- sont ses éléments, on note alors
E = { -} ou alors on représente E par une patate (ce qui est plus visuel, car
Pordre d’énumération des éléments d’un ensemble n’a aucune importance).

e L’ensemble qui ne contient aucun élément est appellé ’ensemble vide et est noté ()
ou parfois {}. On remarquera bien que E = {(}} n’est pas I’ensemble vide puisqu’il
contient un élément.

e Si F est un ensemble et si z est un objet, on écrira x € E pour symboliser le fait
que x est élément de E, et on écrira x ¢ E pour symboliser le fait que x n’est pas
élément de E.

e Si F est un ensemble et si P désigne une propriété pourtant sur les éléments de
I’ensemble FE, on écrira
Vx € E P(z)

pour dire "pour tout z la propriété P(z)” de méme, on écrira
Jr € E P(x)

pour dire il existe z tel que la propriété P(z)”.

Définition.— Soit A et B deux ensembles. Si tout élément de A est un élément
de B, on dit que A est un sous-ensemble de B et [’on note A C B.

i.e. ACB<=Vxe€e A z€B



On dit que deux ensembles A et B sont égaux et l'on note A = B si A C B et
B C A.
Si A C B et A# B on parle d’inclusion stricte et 'on note 777

Exemple: Soit F = {z,y,{z,y}} et A = {x,y}. On a alors & la fois x € A et
X C A

Définition.— Soient A et B deux ensembles. On appelle réunion de A et de B
Uensemble, noté AU B, constitué des éléments appartenant a A ou a B

tle.x€e AUB<=zxcAouzxzeB

De méme, On appelle intersection de A et de B [’ensemble, noté AN B, constitué
des €léments appartenant a A et o B

ie.t€ ANB<«—=xcAetxzecB

Proposition.— Soit A, B, C trois ensembles. On a
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)

et
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

Définition.— Soit E un ensemble et A un sous-ensemble de E. On appelle
complémentaire de A dans E [’ensemble, noté CpA, constitué des éléments de E
qui n’appartiennent pas a A.

Proposition.— Soit E un ensemble et A, B des sous-ensembles de E. On a:
e Cp(CrA) = A,

e si AC B alors CgkB C CgA,

« Co(AUB) = (CuA) N (CaA),

e Cp(ANB)=(CgA)U(CgA).

Définition.— Soient E et F deuz ensembles. on appelle différence de E par F
l’ensemble, noté E— F, constitué des éléments de E qui ne sont pas éléments de F'.

Exemple: Soient 5N = {0, 5,10, - - -} ’ensemble des entiers multiples de 5 et 3N =
{0,3,6,- -} l'ensemble des entiers multiples de 3. L’ensemble 5N — 3N est donc
constitué des entiers multiples de 5 qui ne sont pas multiples de 3. Or, les entiers
multiples de 5 et multiples de 3 sont exactement les entiers multiples de 15. On en
déduit donc que :

5N — 3N = Csn15N = {5,10,20,25,35, - -}

Proposition.— Soient E, F, G trois ensembles. On a
e E—F=CgENF =CgyrF,

e F—(FUG)=(EUG)—F)N((EUF)—-G),

e F—(FUG)=(E-F)N(E-G),

e FE—(FNG)=(E-F)U(FE-G).



1.2.2 Ensemble des parties

Définition.— Soient E un ensemble. On appelle ensemble des parties de E ’ensemble,
noté P(E) constitué des sous-ensembles de E.

On remarquera bien que les éléments de P(FE) sont des ensembles.

Exemples: Si F = {z,y} alors

P(E) = {ij {:,C}, {y}aE}

On a
P(0) = {0}

de méme,
P(P(0)) = {0,{0}}
1.2.3 Produit cartésien

Définition.— Soit A et B deux ensembles, on appelle couple (ou paire ordonnée)
d’élément de A et de B tout ensemble de la forme {a,{a,b}} aveca € A etb € B.
Un tel ensemble se note alors (a,b). L’ensemble constitué des couples d’éléments
de A et de B s’appelle le produit cartésien de A par B et se note A X B.

1l faut bien remarquer que (a,b) # (b,a) le plus souvent. En fait :

Proposition.— Soient A et B deuz ensembles et (a,b) et (¢,d) deuz éléments de
A x B. Les propositions suivantes sont équivalentes:

i) (a,b) = (c.d),
it) a=cetb=d.

Proposition.— Soit A, B,C trois ensembles. On a:
e Ax(BUC)=AXxBUAXC,

e Ax(BNC)=AxBnAxC.

Remarque: Si Eq,---, E, sont des ensembles, on définit par récurrence le produit
cartésien £ X --- X E,, des ensembles F1,---, E,, par la relation

E1X“-XEn:(ElX"'XEn—l)XEn

Les éléments de E; x --- x E,, sont alors appellés des n-uplets et notés (1, -+, xy,)
avec r; € F; pour tout i =1,---,n. On a alors

Proposition.— Soient Eq,---, E, des ensembles et (x1,---,x,) et

(Y1, Yn) deuz éléments de E1x---x E,,. Les propositions suivantes sont équivalentes:

'L) (1'17"';:571) = (yl,"';yn)’

i) x; = y; pour tout i =1,---n.

1.3 Applications
1.3.1 Généralités

Définition.— Soit E et F deux ensembles. On appelle graphe (ou graphe fonc-
tionnel) de E X F toute partie X C E x F vérifiant :

V(a,b) € X, V(a' ,b)eX, a=d = b=1b

Exemple: Pour £ = F,



e X =10,
e X ={(a,a)/ a € E}

Définition.— On appelle fonction la donnée d’un triplet (E,X,F) ot E et F
sont des ensembles et X un graphe de E x F. On note f = (E, X, F) ou plus
classiquement f : E — F une fonction. L’ensemble E s’appelle I’ensemble de départ
de f, l’ensemble F s’appelle l’ensemble d’arrivé de f, et X s’appelle de graphe de
f. On dit alors que f est une fonction de E dans F de graphe X .

Si (x,y) € X, on note alors y = f(x).

Si f = (E,X,F) est une fonction, on appelle ensemble de définition de f le
sous-ensemble A de E constitué des éléments a € E tel qu’il existe b € I vérifiant
(a,b) € X.

On dit qu’une fonction f = (E, X, F) est totale et on parle alors d’application,
si le domaine de définition de f est E.

Lemme.— Soit E et F' deux ensembles et X un graphe fonctionnel de E x F'. Soit
U C E. L’ensemble
Xv={(a,b) € X/ a €U}

est un graphe fonctionnel de U x F.

Définition.— Soit f : E — F une fonction, X sont graphe etU C E. La fonction
de U dans F' de graphe Xy s’appelle la restricion de f a U et se note fii (c’est
une fonction). En particulier, si A est le domaine de définition de f, alors fia est
une application.

Notation : Si F et F sont deux ensembles, on note F(E, F') 'ensemble des appli-
cations de E dans F.

Exemples: e Si E est un ensemble et X = {(a,a) € E x E, a € E}, lapplication
f=(E, X, E) s’appelle Uapplication identité de E et se note Idg.

e Si E C F sont deux ensembles et X = {(a,a) € E x F, a € E}, Papplication
f=(E,X,F) s’appelle Iinjection canonique de E dans F. Dans le cas ou E = F
il s’agit alors de Idg.

Définition.— Soit E, F,G trois ensembles, X1 un graphe fonctionnel de E x F
et Xo un graphe fonctionnel de ' x G. On appelle graphe composé de X1 et Xo
l’ensemble

X ={(a,b) e Ex G/ Ic€F, (a,c) € X1 et (¢,b) € Xa}

(C’est un graphe fonctionnel de E x G)

Proposition.— Si f : E — F est une application de E dans F de graphe X1 et
g: F — G est une application de F' dans G de graphe X5, le graphe composé de X
et Xo est le graphe X d’une application de E dans G.

Définition.— Awvec les notation précédente, l'application (E,X,G) s’appelle la
composée de f et g et se note go f.

Proposition.— Soient f: E— F, g: F — G, h: G — H sont trois applications.
Les deux applications (hog)o f et ho(go f) sont identique (i.e. ont méme graphe).
Remarque: La loi o est donc associative. Dans F(E, F) elle est rarement associa-
tive. Par exemple si f,g: R — R sont définie par, f(z) =2 + 1 et g(z) = 2% on a

alors fog(x) =22+ 1et go f(x) = (v +1)2



1.3.2 Image directe et réciproque

Définition.— Soit f : E — F une application. Pour toute partie A C E, on
appelle image directe de A par f ’ensemble

flA)={ye F/ 3z €A f(zr)=y}

et pour tout partie B de F', on appelle image réciproque de B par f l’ensemble

f7HB) ={z € B/ f(z) € B}
Exemple: Soit f: R — R définie par f(z) = 2. Soit B = [1,2], on a alors

FHB) = [-vV2, -1 U1, V2]

Soit maintenant A = [1,1/2], ona f(A) = [1,2] = B. Onremarqu’alors f~(f(A)) #
A.

Proposition.— Soit f : E — F une application.

1/VA,BCPF, f~YAnB) = f~YA)NfYB) et fFY(AUB) = f~Y(AUfYB).
2/VA,BCE, f(ANB)C f(A)N f(B) et f(AUB) = f(A)U f(B).

3/VBCF, f(f/1(B)) C B.

J/VACE, AC 7 (f(A)).

5/VBCF, f/Y{(CrB)=Cgf Y(B).

Remarque: Si A C E alors f(CgA) et Crpf(A) sont des ensembles incomparables.

1.3.3 Injectivité, surjectivité, bijectivité

Définition.— Soit f : E — F une application. On dit que f est :
e injective siVx,y € E, f(x) = f(y) =z =y,

o surjective siVy € F', Jx € E, f(z) =y,

o bijective siVy € F, Az € E, f(x) =y.

Lemme.— Soit f : E — F wune application. Les propositions suivantes sont
équivalentes:

1) [ est bijective,
it) [ est injective et surjective.
Proposition.— Soit f: E — F et g: F — G deuz applications. On a alors
go f injective = f injective
et
go f surjective => g surjective

Proposition.— Soient f : E — F et g: F — G deuz applications. Si [ et g sont
injectives (resp. surjectives) alors g o f est injective (resp. surjective).

Proposition.— Soit f : E — F une application. Si f est bijective, alors il existe
une unique application g : F' — E telle que

gof:IdE 6tf0g:]dp

Cette application s’appelle la réciproque (ou linverse) de f et se note f~*. On a
alors:



1/ f=1 est bijective,
2/ (f~H =1

Remarque: Il ne faut pas confondre f~! ”application réciproque” et f~! "image
inverse”.

Proposition.— Soient f : E — F et g : F — E deux applications telles que
gof =1Idg et fog=Idp. Les applications f et g sont bijectives et f~! = g et
-1

g =1

Remarque: Si seulement une seule des égalités go f = Idp et fog = Idp est
vérifiée, on ne peux rien dire. En effet, soit f, g : N — N définies par, f(n) = 2n et
g(n) = E(n/2). On a alors go f = Idy et pourtant, f n’est pas surjective et g n’est
pas injective.

Proposition.— Soient f : E — F et g : F' — G deuz applications. Si f et g sont
bijectives alors g o f est bijective et (go f)~t = f~tog™t

Définition.— Soit f : E — E une application. On dit que f est une involution de
E sifof=Idg.

Définition.— Soit f : E — E une application. Les proposition suivantes sont
équivalentes :

1) [ est involutive,

ii) f est bijective et f~1 = f.

1.3.4 Caractérisation de l’injectivité et de la surjectivité

Proposition.— Soit f : E — F une application. Les propositions suivantes sont
équivalentes :

i) [ est injective,
ii)VA,BCE, f(AnB) = f(A)N f(B),
i) VA C E, f71(f(A)) = A.

Proposition.— Soit f : E — F une application. Les propositions suivantes sont
équivalentes :

1) [ est surjective,

ii)VB C F, f(f~Y(B)) = B.

1.4 Relations binaires
1.4.1 Généralités

Définition.— Soient A et B deux ensembles. On appelle relation binaire de A vers
B toute partie de A x B. Si R est une relation binaire de A vers B et si (a,b) € R,
on note alors aRb ou R(a,b). On appelle relation binaire sur un ensemble E, toute
relation binaire de ¥ dans E.

Exemples: o
e F=RetazRy<=2x<y.
e E ensemble et R = ().

e E et F deux ensembles et f : E — F. Le graphe de f est une relation binaire, on
a alors Ry <= y = f(z). Réciproquement,...



Graphe d’une relation binaire sur un ensemble:
Notations: e La relation binaire sur un ensemble E {(z,z), = € E se note Idg.
e Si R est une relation binaire sur un ensemble F, on note

e R={(z,y) € Ex E/ (z,y) ¢ R} (i.e. R =CpxgR),

e R t={(y,z) e ExE/ (z,y) € R}

e RO =1Idp, R' =R.

Définition.— Soit R et T deux relations binaires sur un ensemble E. On note:
RoT ={(x,y) € Ex E/ existez € E, xRz et 2Ty}

Définition.— Soit e un ensemble et R une relation binaire sur E. On dit que R
est :

o reflexive siVa € E, aRa (i.e. Idg CR,

o symétrique siVa,b € E, aRb = bRa (i.e. R=TR™1),

o antisymétrique si Va,b € E, aRb et bRa = a =b (i.e. RNR-L=10),
e antireflezive si Va € E, (a,a) ¢ R (i.e. RNIdg =0),

e transitive si Va,b,c € E, aRb et bRc = aRec.

Exemples: 1/ F ensemble, R = {).

2/ E ensemble, R = Idg.

3/ Sur P(E), ARB < A C B.

4/ Sur R, aRb < a < b.

5/ Sur E ensemble, aRb < a # b.

6/ €2 ensemble & au moins deux éléments. Sur P(2), AR B ssi il existe une bijection
f:A— B.

1.4.2 Relations d’équivalence

Définition.— Soit E un ensemble et R un relation binaire sur E. On dit que R
est une relation d’équivalence si R est reflerive, symétrique et transitive.

Exemple: Congruence sur Z.

Notation: Si R est une relation d’équivalence sur un ensemble F, pour tout x € F,
on note
T ={y € E/ 2Ry}

Cet ensemble s’appelle la classe d’équivalence de x modulo R.

Proposition.— Soit E un ensemble et R une relation d’équivalence sur E.

a) Siz,y € FE sont tels que T #7Y, alorsTNY = 0.

b) Les propositions suivantes sont équivalantes:

i) TRy,

W) T=79.

Définition.— Soit E un ensemble et R un relation d’équivalence sur E. On appelle

ensemble quotient de E par R l'ensemble des classes d’équivalences des éléments de
E modulo R. On note cet ensemble E/R (c’est un sous-ensemble de P(E).
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Exemple: Z/nZ.

Proposition.— Soit E un ensemble, R et T deuz relations d’équivalences sur E.
Les propositions suivantes sont équivalentes:

)R=T,
i) E/R =E/T.

1.4.3 Partitions et relations d’équivalences

Définition.— Soit E un ensemble. On appelle partition de E toute partie {E;}icr
de P(E) telle que :

eViecl, E; #10,

eVi£j, E;NE; =0,

o J,Ei=FE.

Proposition.— Soit E un ensemble et R une relation d’équivalence sur E. L’ensemble
E/R C P(E) est une partition de E.

Réciproquement, si {E;};c;r C P(E) est une partition de E, alors il existe une
unique relation d’équivalence R sur E telle que E/R = {E;}icr.

Il y a donc une correspondance bijective entre les partitions d’un ensemble F
et les relations d’équivalence sur FE.

Définition.— Soit E un ensemble. Soient Py et P, deux partitions de E. On dit
que Py est plus fine que Py si

VAe P, 3Be P, ACB

Si R et T sont deux relations d’équivalence sur E, on dit que R est plus fine que
T si E/R est une partition de E plus fine que E/T.

Proposition.— Soit E un ensemble et ) l’ensemble des relations d’équivalence sur
E. La relation binaire sur Q "étre plus fine que” est une relation d’ordre (i.e. est
réflexive, antisymétrique et transitive).

Lemme.— Si R et T sont deux relations d’équivalence sur E, la relation binaire
S =RNT est une relation d’équivalence. De plus, S est plus fine que R et que T .

1.4.4 Représentation matricielle d’une relation binaire

Définition.— On appelle matrice booléenne d’ordre n, toute matrice nxn a coef-
ficients dans {0,1}. Dans l’ensemble des matrices booléenne d’ordre n, on définit
deux lois de composition + et . définie, pour A = (a; ;)1<ij<n €t B = (bij)i<ij<n,
par

A + B= (Ci,j)lgi,jgn avec Ci)j = Max(ai)j,bi,j)
et

A.B= (di,j)lgi,jgn avec dl'_’j = Maxk:L.,,,n(ai’kbk’j)

Définition.— Soit E = {x1,---,2x,} un ensemble fini et R une relation binaire
sur E. On appelle matrice booléenne associée a R la matrice Mr = (ai,j)lgi,jgn
définie par:

V1<ij<n{ %=L siaiRa
- - a;; =0 sinon

Proposition.— Dans cette situation, on a:
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o R est reflexive si et seulement si Mr ne posséde que des 1 sur sa diagonale.
o R est symétrique si et seulement si *Mp = Mg.

Proposition.— Soit E un ensemble fini et R et T deux relations binaire sur E de
matrice booléenne respective M et Mr. La matrice booléenne de R UT wvaut

Mrur = Mg + M7

et celle de RoT est
Mpor = Mg .Mt

1.5 Dénombrement

1.5.1 Principe de récurrence

Théoréme.— (Principe de récurrence) Soit A C N telle que :

e0€c A,

evVneN,neA=n+1¢cA.

Alors A =N.

Corollaire.— (Démonstration par récurrence) Soit P,, une famille de propositions

indexées par N. Si :
o Py est vrate,
o Vn € N, P, vraie = P11 vrate.

Alors P, est vraie pour tout n € N.

plp+1)

Exemples.— o Vn € N, Zp = 5

p=0
e Paradoxe de Tarski : Si dans une population de n personnes il y a au moins une
femme, alors il n’y a que des femmes.

1.5.2 Ensembles finis

Définition.— On dit qu’un ensemble non vide E est fini, s’il existe un entiern > 1
et une bijection de E sur {1,---,n}. L’entier n s’appelle alors le cardinal de E et
se note au choiz, card(E), $E ou |E|.

On décrete que @ est un ensemble fini et que son cardinal est 0.
Théoréme.— Un ensemble fini posséde un unique cardinal.

Proposition.— Soit E et F deux ensembles finis. Les propositions suivantes sont
équivalentes.

i) card(E) = card(F),
1) Il existe une bijection de E sur F'.

Proposition.— Soit E et F' deux ensembles finis de méme cardinal et f: E — F
une application. Les propositions suivantes sont équivalentes.

i) [ est bijective,
1) f est injective,

iii) f est surjective.
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1.5.3 Analyse combinatoire

Proposition.— Soit E et F' deux ensembles finis. Alors EUF et ENFE sont finis
et
H(FUF)=tE+tF—#(ENF)

Proposition.— Soit E et F deux ensembles finis. L’ensemble F(E, F) est fini et
$F(B,F) = (1F)™
Notation: C’est pourquoi, on note plus souvent F'¥ au lieu de F(E, F).

Proposition.— Soit FE et F' deux ensembles de cardinal respectif p et n. Le sous-
ensemble de F(E,F) constitué des applications injectives d un cardinal qui vaut

o0 sip>n,
n! .
o —— sip<mn.
(n—p)!
Notation: On note AP ce cardinal, c’est le nombre d”arrangements” de p éléments
dans un ensemble a n éléments.

Proposition.— Soit E un ensemble de cardinal n. Le sous-ensemble de P(E)
constitué des sous-ensemble de de E de cardinal p est un ensemble fini de cardinal

o0 sip>n,
n!

* P —p)!

Notation: On note C? ce cardinal, c’est le nombre de ” combinaisons” de p éléments

dans un ensemble a n éléments.

stp < n.

Théoréme.— (Formule du binéme de Newton) Soit (A, +,.) un anneau commau-
tatif, a,b€ A etneN. On a :

(CL + b)n _ chapbn—P
p=0

Principe des nids de pigeons: Soit n pigeons dans p nids. Si n > p, alors il
existe un nid contenant au moins 2 pigeons.

Généralisation: Soit n pigeons dans p nids. Si n > pk (pour un entier k # 0
donné), alors il existe un nid contenant au moins k + 1 pigeons.

Interprétation.— Soit f : E — F wune application entre deux ensembles finis
vérifiant $E > $F. Il existe un élément y € F tel que $f 1 ({y}) > 2.

1.6 Ensembles infinis
1.6.1 Cardinalité

Définition.— On dit qu’un ensemble E est infini, s’il n’est pas fini. Soient E et
F deuz ensembles. On dit que E et F' sont équipotent s’il existe une bijection entre
ces deux ensembles. On dit alors qu’ils ont méme cardinal et I’'on note card(E) =
card(F).

S’il existe une injection de E dans F', on note card(E) < card(F) et s’il existe
une surjection de E dans F, on note card(E) > card(F).
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Proposition.— Soit E et F' deux ensembles.

o si card(E) < card(F) et si E est infini alors F est infini.

e si card(E) < card(F) et card(F) < card(E) alors card(E) = card(F).
e si card(E) < card(F) alors card(F) > card(F)

La réciproque de la derniere propriété n’est pas décidable. En fait, elle dépend
de 'axiome suivant :

Axiome du choix. Soit E un ensemble non vide. Il existe une fonction (dite
fonction de choix sur E) f: P(E) — E vérifiant :

VAEP(E), A40= f(A) e A

On a alors :

Théoreme.— L’aziome du choix équivaut a la propriété suivantes : si E et F' sont
des ensembles tels que card(E) > card(F), alors card(F) < card(E).

Théoréme.— Soit E un ensemble. Les ensembles E et P(E) ne sont jamais
équipotents.

1.6.2 Ensembles dénombrables
Proposition.— Toute partie infinie de N est équipotente a N.

Définition.— Un ensemble E est dit dénombrable s’il est fini ou équipotent a N
(ce qui revient a dire qu’il existe une injection de E dans N).

Exemples: e N est dénombrable.

e 7 est dénombrable. L’application ¢ : Z — N qui a n > 0 associe 2n et a n < 0
associe —2n — 1, est bijective.

e N x N est dénombrable. L’application f : Nx N — N qui & (a,b) associe 2¢3°
est injective. De maniere générale, N™ est dénombrable. L’application f : N™ qui &
(a1, -, an) associe 291392 ... pfn (ol (pg)r désigne la suite des nombres premiers)
est injective.

e Q est dénombrable. Sir € Q, il existe un unique couple d’entiers (p, q) avec p € Z
et ¢ € N tel que r = p/q. Si on pose f(r) = (¢(p),q) € N x N, alors f est une
application injective.

Proposition.— Si A et B sont deux ensembles dénombrables, alors A x B [’est
ausst

Proposition.— Si (E,,)nen est une famille d’ensembles dénombrables, | J,, Ern est
dénombrable.

Proposition.— R n’est pas dénombrable.

2 Ordres

2.1 Généralités
2.1.1 Ensembles ordonnés

Définition.— Soit E un ensemble et R une relation binaire sur E£. On dit que R
est :

e un pré-ordre sur E, si R est réflexive et transitive,
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e un ordre sur E, si R est réflexive, transitive et antisymétrique,
e un ordre stricte sur E, si R est antiréflexive, antisymétrique et transitive.
Si < est un ordre sur E, on dit que (E, <) est un ensemble ordonné.
Exemples: e (N, <) est un ordre.
o (R, <) est un ordre stricte.
e (P(E),C) est un ordre.
o (N*, <) avec a <b <= a divise b est un ordre.
o (Z*,<) avec a < b <= a divise b n’est pas un ordre, mais est un pré-ordre.
o (P(E),<) avec A < B <= #A < B n’est pas un ordre, mais est un pré-ordre.
Proposition.— Soit (FE1,<1) et (E9,<s) deuzx ensembles ordonnés. Sur E =
FEy x Es, la relation < définie par :

(e1,e2) < (f1,f2) <= e1 <1 f1 et ea <s fo

est un ordre. On appelle cet ordre, ”I’ordre produit”.

Proposition.— Soit (E1,<1) et (B9, <3) deuz ensembles ordonnés. Sur E =
Ey x Es, la relation <;c, définie par :

e1 <1 fi et er# fi
(e1,€2) <iex (f1, f2) = ou
eir=fi et e<fo

est un ordre. On appelle cet ordre, ”I’ordre lexicographique”.

Définition.— Soit (F,<) un ensemble ordonné. On dit que < est total si pour
tout z,y € E, on ax <y ouy < x. Si < nlest pas total, on dit que < est partiel.

Proposition.— Soit (E1,<1) et (Es,<3) deuz ensembles totalement ordonnés.
L’ordre lexicographique <., sur E = FEi x Ey est total.

Définition.— Soit (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E. On appelle
ordre induit par E sur A, la relation <a=< N(A x A). C’est un ordre sur A; s’il
n’y a pas d’ambiguité, on continue a le noté <.

2.1.2 Eléments remarquables

Définition.— Soit (E, <) un ensemble ordonné, A C E et o« € E. On dit que o
est :

e un majorant (resp. minorant) de A si
Ve e A, x <a (resp. a <)
o un élément maximal (resp. minimal) de A, si « € A et si
Vee A a<z=z=a(resp.c<a=2z=aq)
o un plus grand élément (resp. plus petit élément) de A, si « € A et si
Ve e A, x <a(resp. a <x)

e une borne supérieure (resp. inférieure) de A, si a est le plus petit des magjorants
(resp. le plus grand des minorants).
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Proposition.— Soit (E, <) un ensemble ordonné, ACE et € E. On a :
1/ « plus grand élément = « élément mazimal.

2/ « plus grand élément = « borne supérieure.

3/ a borne supérieure = « majorant.

Exemples: e Majorant qui n’est pas une borne supérieure :

e Borne supérieure qui n’est pas un plus grand élément :

e Elément maximal qui n’est pas un plus grand élément :

e Elément maximal qui n’est pas un majorant :

e Majorant qui n’est pas un élément maximal :

Remarques : o Si « est un plus grand élément, il est unique. De méme si « est
une borne supérieure.

e Si a est 'unique élément maximal de A, il se peut quand méme que « ne soit
pas le plus grand élément de A. Par contre, si < est total, il y a au maximum un
élément maximal dans A et si ce dernier existe, ¢’est un plus grand élément.

Notation: Si A admet une borne supérieure (resp. inférieure), on note celle-ci
Sup(A) (resp. Inf(A)).
Proposition.— Soit (E, <) ordonné et X une partie de E.

e Si X admet une borne supérieure et inférieure, alors Inf(X) < Sup(X).

e 39 X = 0 alors X admet une borne supérieure (resp. inférieure) ssi E posséde
un plus petit élément (resp. un plus grand élément). Dans ces condition, on a

Sup(0) < Inf(0).
Définition.— Soient (E1,<1) et (Fa2, <2) deux ensembles ordonnés et f : By — FEy
une application. On dit que f est croissante si

Vo, y € By, 2 <1y = f(x) <2 f(y)

Exemple.— Soit f : E — F une application. On ordonne P(E) et P(F) par
I'inclusion. L’application g : P(E) — P(F') définie par

VA€ P(E), g(A) = f(4)

est croissante.
Définition.— Soit (E, <) un ensemble ordonné.

e On appelle chaine de E tout partie X totalement ordonnée (i.e. (X,<x) est
totalement ordonné).

e On appelle antichaine de E tout partie X telle que (X x X)N <= Idx (i.e.
Ve,ye X, a<y=xz=y)

Si X est une chaine (resp. une antichaine), on dit que X est mazimale si pour
toute chaine (resp. antichaine) Y de E,

XCY=X=Y
Exemple : Soit £ = P({a,b,c}), muni de I'inclusion.

o X ={0,{a},{a,b},{a,b,c}} est une chaine maximale.

o X = {{a},{a,b},{a,b,c}} est une chaine non maximale.
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o X = {{a}} est une antichaine non maximale.

Définition.— Soit (E, <) un ensemble ordonné fini. On appelle
o largeur de E, le cardinal mazimal des antichaines de F,

e hauteur de F, le cardinal mazximal des chaines de E.

Définition.— Soit (E,<) un ensemble ordonné et a,b € E tels que a < b. On
appelle intervalle d’extrémité a,b l’ensemble

[a,b) ={c€ E/ a<c<b}

Exemples : Sur (P({a,b,c}),C) ona:
o [0, {a,b,c}] = P({a, b},

o [0,{a,b}] = {0,{a},{b},{a,b}},

o [{a},{b}] n’a pas de sens.

Définition.— Soit (E, <) un ensemble ordonné. On dit que E est inductif si toute
chaine X C E admet un majorant.

Lemme (Axiome) de Zorn.— Tout ensemble inductif admet un élément maxi-
mal.

En fait, le lemme de Zorn équivaut a ’axiome du choix.

Définition.— Soit (E, <) un ensemble ordonné. On appelle extension linéaire de
<, tout ordre total <g tel que <C<y.

Théoréme.— Tout ensemble ordonné (E,<) admet des extensions linéaires et
<= m <o
ext. lin.

2.2 Treillis
2.2.1 Ensembles réticulés

Définition.— On dit qu’un ensemble ordonné (E,<) est filtrant a droite (resp.
filtrant a gauche, resp. filtrant) si pour tout couple (a,b) € E?, la partie {a,b}
admet un majorant (resp. un minorant, resp. un magjorant et un minorant).
Définition.— On dit qu’un ensemble ordonné (E,<) est réticulé a droitre (ou
est un semi-treillis supérieur) (resp. réticulé a gauche (ou est un semi-treillis
inférieur), resp. réticulé (ou est un treillis)) si pour tout couple (a,b) € E?, la
partie {a,b} admet une borne supérieure (resp. une borne inférieure, resp. une
borne supérieure et inférieure).

Notation.— Si (E, <) est un treillis et si a,b € E, on note:

e aUb= Sup({a,b}),

e anb=Inf({a,b}),

Proposition.— Soit (F,<) un treillis et X C E une partie finie non vide. X
admet une borne supérieure et inférieure.

Corollaire.— Si (F,<) un treillis fini, alors E admet un plus grand et un plus
petit élément.

Proposition.— Soit (F, <) un treillis.



17

rUx =

eVrec FE,| (a

; } Idempotence

rUy = yUx

o Vr.y ek, rNy = yNx

} Commutativité

(xUy)Uz = 2U(yUz)

*vry,z € E, (zNy)Nz = zN(yNz)

} Associativité

(xUy)Nzx =

o Vr.yek, (xNny)Uzx =

m } Absorption
x

Définition.— On dit qu’un treillis (E, <) est distributif si pour tout z,y,z € F,
ezxU(yNz)=(zUy) N(zUz2),
erxN(yUz)=(zNy)U(zNz).

2.3 Ensembles complets et bien fondés
2.3.1 Généralités
2.3.2 Principe d’induction Noethérienne

2.3.3 Les théoréemes de Knaster et Tarski



