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Suites de fon�ions

Etude de suites explicites

Exercice .— Pour p ≥ 1 et x > 0, on pose

fp(x) =
1

(1 + x)1+1/p

Etudier la convergence simple puis uniforme de la suite de fon�ions (fp)p.





Exercice .— Sur quels intervalles y-a-t-il convergence uniforme pour la suite (fn)n lorsque :

a) fn(x) =
2nx

1 +n2nx2 pour x ∈R.

b) fn(x) = 4n(x2n − x2n+1
) pour x ∈ [0,1].

Exercice .— Etudier sur [0,+∞[ la convergence simple et uniforme de la suite de fon�ions (un)n
définie par

un(x) = xn lnx

Exercice .— Etudier sur [0,1] la convergence simple et uniforme de la suite de fon�ions (un)n
définie par

un(x) =
x

n(1 + xn)

Exercice .— Pour n ≥ 0 et x ∈ [0,+∞[, on pose un(x) = e−nx sin(nx).

a) Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (un)n sur [a,+∞[ pour a > 0.

b) Même queion sur [0,+∞[.

Exercice .— Pour n ≥ 0 et x ∈R, on pose un(x) =
1

(1 + x2)n
.

a) Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (un)n sur ]−∞, a]∪ [a,+∞[ pour a > 0.

b) Même queion sur R.

Exercice .— Pour n ≥ 0 et x ∈ [0,+∞[, on pose un(x) = nx2e−nx.

a) Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (un)n sur [a,+∞[ pour a > 0.

b) Même queion sur [0,+∞[.

Exercice .— Pour n ≥ 0 et x > 0, on pose un(x) = x2 sin
( 1
nx

)
et un(0) = 0.

a) Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (un)n sur [−a,a] pour a > 0.

b) Même queion sur [0,+∞[.

Exercice .— Soit fn : R+ −→R définie par fn(x) =
(
1 +

x
n

)−n
.

a) Etudier la limite simple de la suite (fn)n.

b) Montrer que, pour tout x > 0, la suite (fn(x))n e ri�ement décroissante et en déduire que

fn(x) > lim
n
fn(x)

c) Après avoir montré que, pour tout t ≥ 0, on a :

t − t
2

2
≤ ln(1 + t) ≤ t

juifier que la suite (fn)n converge uniformément sur tout intervalle [0, a] (avec a > 0).

d) Etablir qu’en fait, la suite de fon�ions (fn)n converge uniformément sur [0,+∞[.

Exercice .— Pour x ∈ [0,π/2], on pose fn(x) = nsinxcosn x.

a) Déterminer la limite simple de la suite de fon�ions (fn)n.

b) Calculer In =
∫ π/2

0
fn(t)dt. Y-a-t-il convergence uniforme de la suite (fn)n ?

c) Juifier qu’il y a convergence uniforme sur tout segment inclus dans ]0,π/2].





Exercice .— Soit fn : [0,1] −→R définie par fn(x) = n2x(1−nx) si x ∈ [0,1/n] et fn(x) = 0 sinon.

a) Etudier la convergence simple de la suite (fn)n.

b) Calculer
∫ 1

0
fn(t)dt. Y a-t-il convergence uniforme de la suite (fn)n ?

c) Etudier la convergence uniforme de (fn)n sur [a,1] avec a > 0.

Exercice .— Etudier la convergence simple et uniforme sur R de la suite de fon�ions (fn)n
données par fn(x) = sinn(x)cos(x).

Exercice .— a) Montrer que la suite de fon�ions fn(x) = x(1+nαe−nx) définies sur R+ pour α ∈R
et n ≥ 0, converge simplement vers une fon�ion f à déterminer.

b) Déterminer les valeurs de α pour lesquelles il y a convergence uniforme.

c) Calculer lim
n

∫ 1

0
x(1 +

√
ne−nx)dx.

Propriétés et contre-exemples

Exercice .— Soit (Pn)n une suite de fon�ions polynomiales qui converge uniformément sur R

vers une fon�ion f . Montrer que f e nécessairement une fon�ion polynomiale.

Exercice .— Soient (fn)n et (gn)n deux suites de fon�ions d’un intervalle I vers R, qui con-
vergent uniformément vers des fon�ions f et g supposées bornées. Montrer que la suite (fngn)n
converge uniformément vers la fon�ion f g.

Exercice .— Montrer que la limite uniforme d’une suite de fon�ions uniformément continues
d’un intervalle I vers R e elle-même une fon�ion uniformément continue.

Exercice .— Etablir que la limite simple d’une suite de fon�ions convexes d’un intervalle I
vers R e convexe.

Exercice .— Soient fn : [0,1] −→ R des fon�ions décroissantes et continues telles que la suite
(fn)n converge simplement vers la fon�ion nulle. Montrer que cette convergence e uniforme.

Exercice .— (Théorème de Dini) On considère une suite décroissante (fn)n de fon�ions contin-
ues d’un segment [a,b] dans R et qui converge vers la fon�ion nulle. On désire montrer que la
convergence e en fait uniforme.

a) Juifier l’exience de limn ||fn||∞.

b) Montrer que, pour tout n ≥ 0, il exie xn ∈ [a,b] tel que ||fn||∞ = fn(xn).

c) En observant que pour tout p ≤ n, fn(xn) ≤ fp(xn), montrer finalement que limn ||fn||∞ = 0.

Exercice .— Soit fn : R −→R définie par

fn(x) =

√
x2 +

1
n

Montrer que chaque fn e de classe C 1 et que la suite (fn)n converge uniformément vers une
fon�ion f qui n’e pas de classe C 1.

Exercice .— Soit fn : R+ −→ R définie par fn(x) = x +
1
n

. Montrer que la suite (fn)n converge

uniformément mais pas la suite (f 2
n )n.

Exercice .— (Théorème de Bernein-Weierrass) On se donne une application continue f :





[0,1] −→R. Pour n ≥ 1, on définit le n-ème polynôme de Bernein associé à f par la formule

Bn(f )(x) =
n∑
k=0

Cknf

(
k
n

)
xk(1− x)n−k

/ a) Juifier que, pour n ≥ 1 fixé, l’application

C 0(R) −→ R[x]
f 7−→ Bn(f )

e R-linéaire.

b) Calculer explicitement les polynômes Bn(f ) lorsque

• f (x) = 1,

• f (x) = x,

• f (x) = x(x − 1).

c) En déduire que
n∑
k=0

Ckn(k −nx)2xk(1− x)n−k = nx(1− x).

/ On fixe ε > 0. Juifier qu’il exie un réel α > 0 tel que, pour tous x,y ∈ [0,1], |x − y| ≤ α =⇒
|f (x)− f (y)| ≤ ε/2. On fixe un tel α dans la suite.

Pour x ∈ [0,1] et n ≥ 1, on considère les ensembles d’indices

An,x =
{
k = 0, · · · ,n/

∣∣∣∣∣x − kn
∣∣∣∣∣ ≤ α} et Bn,x =

{
k = 0, · · · ,n/

∣∣∣∣∣x − kn
∣∣∣∣∣ > α}

a) Montrer que
∑
k∈An,x

Ckn

∣∣∣∣∣∣f (x)− f
(
k
n

)∣∣∣∣∣∣xk(1− x)n−k ≤ ε
2

.

b) Montrer que
∑
k∈Bn,x

Ckn

∣∣∣∣∣∣f (x)− f
(
k
n

)∣∣∣∣∣∣xk(1− x)n−k ≤
2||f ||∞
α2n

.

c) Prouver alors que la suite (Bn(f ))n converge uniformément vers f .

/ En déduire le théorème de Weierrass : toute fon�ion continue sur un segment e limite uniforme
d’une suite de fon�ions polynômes.

/ (Application) On considère une fon�ion continue sur un segment [a,b]. Montrer que, si pour

tout n ≥ 0,
∫ b

a
tnf (t)dt = 0 alors f ≡ 0.

Exercices généraux

Exercice .— Soit f : R −→ R une fon�ion deux fois dérivable et de dérivée seconde bornée.
Montrer que la suite des fon�ions (gn)n où

gn(x) = n
(
f
(
x+

1
n

)
− f (x)

)
converge uniformément vers f

′
.

Exercice .— Soit f (x) = 2x(1 − x) pour x ∈ [0,1]. Etudier la convergence de la suite (fn)n où fn
e l’itérée n-ième de la fon�ion f .

Exercice .— Soit (fn)n la suite de fon�ions définies sur R+ par, f0(x) = x et, pour tout n ≥ 0,

fn+1(x) =
x

2 + fn(x)





Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (fn)n sur R+.

Exercice .— On définit la suite de fon�ions (un)n de [0,1] vers R par u0(x) = 1 et, pour tout
n ≥ 0,

un+1(x) = 1 +
∫ x

0
un(t − t2)dt

a) Montrer que, pour tout x ∈ [0,1], 0 ≤ un+1(x)−un(x) ≤ xn+1

(n+ 1)!
.

b) En déduire que pour n,p ≥ 0, ||un+p −un||∞ ≤
∑
k≥n+1

1
k!

.

c) Etablir que pour tout x ∈ [0,1], la suite numérique (un(x))n e de Cauchy.

d) Etablir que la suite (un)n converge uniformément vers une fon�ion u non nulle vérifiant u
′
(x) =

u(x − x2).

Exercice .— On note E l’ensemble des fon�ions f : [0,1] −→ R
+ continues. Pour tout f ∈ E, on

pose

Φ(f )(x) =
∫ x

0

√
f (t)dt

On considère la suite de fon�ions (fn)n définie par f0 = 1 et, pour tout n ≥ 0, fn+1 = Φ(fn).

a) Etudier la suite (fn)n.

b) Si l’on note f = limn fn, trouver une équation différentielle dont f e solution. Y a-t-il unicité
de la solution nulle en 0 ?

Séries de fon�ions

Exercices élémentaires

Exercice .— (convergences) Etudier les convergences simple et normale des séries de fon�ions
suivantes :

a)
∑ xn

1 + xn
sur [0,+∞[, puis sur [0,1], puis sur [0, a] avec 0 < a < 1.

b)
∑ x2

n3 + x3 sur [0,+∞[ puis sur [0, a] avec 0 < a < 1 ;

c)
∑ x

n3 + x3 sur [0,+∞[.

d)
∑

x2n sur [0,1], puis sur [0, a] avec 0 < a < 1. Etudier aussi sa convergence uniforme.

Exercice .— On considère la série de fon�ions
∑

(−1)n
x2

x4 +n
.

a) Etudier la convergence simple de cette série de fon�ions sur R.

b) En utilisant le théorème des rees des séries alternées, montrer que la convergence e aussi
uniforme.

c) Prouver finalement que la série ne converge normalement sur aucune partie de R
∗.

Exercice .— (continuité) Montrer que les fon�ions suivantes sont définies et continues :





a) f (x) =
∑
n≥2

1
n2 + sin(nx)

sur R ; b) g(x) =
∑
n≥1

cos(nx)
n2 sur R ; c) h(x) =

∑
n≥0

(−1)n

nx+ 1
sur ]0,+∞[.

Exercice .— (dérivabilité) Montrer que les fon�ions suivantes sont définies et dérivables sur
R :

a) f (x) =
∑
n≥0

e−n sin(n2x) ; b) f (x) =
∑
n≥1

sin(nx)
n3 ; c) f (x) =

∑
n≥1

1
n2 + x2 .

Exercice .— (dérivabilité) Prouver que la série de fon�ion
∑ (−1)n

(n+ x)
converge simplement sur

]0,+∞[. On note f (x) =
∑
n≥0

(−1)n

(n+ x)
. Montrer que f e dérivable et que, pour tout x > 0, on a

f
′
(x) =

∑
n≥0

(−1)n+1

(n+ x)2

Exercice .— (intégration) Montrer que la série de fon�ion
∑
xn converge normalement sur

I = [0,1/a] pour a > 1. En déduire que
∑
n≥1

1
nan

= ln
( a
a− 1

)
.

Etude de séries explicites

Exercice .— Sur [0,+∞[, on considère la série de fon�ions de terme général un(x) =
x

n2 + x2 .

a) Montrer que
∑

un converge simplement.

b) Prouver que
∑

un converge normalement sur tout segment inclus dans [0,+∞[ et en déduire

que S(x) =
∑
n≥1

un(x) e une fon�ion continue.

c) Vérifier que, pour n ≥ 1, on a
2n∑

k=n+1

n

k2 +n2 ≥
1
5

et en déduire que
∑

un ne converge pas uniformément sur [0,+∞[.

d) En utilisant une comparaison série-intégrale, déterminer lim
x→+∞

S(x).

Exercice .— Pour x ∈ [0,1], a ∈R et n ≥ 1, on pose un(x) = naxn(1− x).

a) Etudier la convergence simple sur I de la série
∑

un. On notera dans la suite S la somme de la
série.

b) Etudier la convergence normale.

c) On suppose dans cette queion que a = 0. Calculer S sur [0,1[. En déduire que la convergence
n’e pas uniforme sur [0,1].

d) On suppose a > 0. Démontrer que la convergence n’e pas uniforme sur I .

Exercice .— Etudier la convergence simple et normale de la série de fon�ions de terme général
un(x) = nx2e−x

√
n. La série converge-t-elle uniformément sur R+ ?

Exercice .— On considère la série de fon�ions
∑

nxe−n
2x.

a) Montrer que cette série converge simplement vers une fon�ion S sur R+.





b) Etudier sa convergence normale puis uniforme sur R+. Même queion sur les intervalles de la
forme [a,+∞[ avec a > 0.

c) Montrer que S e continue sur ]0 +∞[ mais pas en 0.

d) Montrer que S(x) '
x→+∞

xe−x (premier terme de la série). En déduire lim
x→+∞

S(x).

e) Déterminer lim
x→0+

S(x).

(On pourra encadrer les sommes partielles par des intégrales faisant intervenir la fon�ion t 7−→ xte−xt
2
.)

Exercice .— Sur ]0,+∞[, on considère la série de fon�ions
∑ (−1)n

1 +nx
.

a) Montrer que cette série converge simplement vers une fon�ion S.

b) Montrer que la convergence e uniforme sur tout intervalle de la forme [A,+∞[ avec A > 0. En
déduire que S e continue.

c) Déterminer lim
x→+∞

S(x).

d) Montrer que S e C 1 sur ]0,+∞[ et expliciter S
′
.

Exercice .— Trouver un équivalent simple en 0+ de la fon�ion f (x) =
∑
n≥1

arctan(nx)
n2 .

Exercice .— On considère un paramètre α > 0 et la série de fon�ions
∑

xn
α
.

a) Montrer que cette série converge simplement vers une fon�ion S sur [0,1[ et que la convergence
e normale sur tout segment de la forme [0, a] avec 0 < a < 1. En déduire que S e continue.

b) Donner un équivalent simple de S au voisinage gauche de 1 en fon�ion de α.

Exercice .— On se donne un réel x ∈]0,π[ et l’on considère la série de fon�ions (en la variable
t)

∑
tp−1 sin(px).

a) Montrer que cette série converge simplement sur ] − 1,1[ vers une fra�ion rationnelle S que
l’on déterminera. Montrer que S e en fait définie sur R tout entier.

b) En calculant
∫ 1

0

n∑
p=1

tp−1 sin(px)dt et en utilisant le théorème de convergence dominé, montrer

que la série
∑ sin(px)

p
converge et que

∑
p≥1

sin(px)
p

=
π − x

2

c) En exploitant la même ratégie, calculer
∑
p≥1

(−1)p
sin(px)
p

.

Exercice .— Etudier la convergence simple et uniforme de la série de fon�ions∑
(−1)n ln

(
1 +

x2

n(1 + x2)

)
puis la continuité de sa somme S. Montrer que lim

x→+∞
S(x) = ln

( 2
π

)
.

Exercice .— Juifier l’exience sur R−Z de f (x) =
1
x

+
∑
n≥1

( 1
x −n

+
1

x+n

)
.

/ Montrer que f e impaire, 1-périodique et qu’elle vérifie les équations fon�ionnelles

f (1− x) = −f (x) et f
(x

2

)
+ f

(x+ 1
2

)
= 2f (x)





/ On se rereint donc à l’intervalle I =]0,1[.

a) Montrer que f e C ∞ et expliciter f (n) grâce à une série.

b) En déduire que f e ri�ement décroissante et étudier la convexité de f .

c) Donner des équivalents simples de f au voisinages de 0+ et de 1−.

Exercice .— On considère la fon�ion S(x) =
∑
n≥1

(1
n
− 1
n+ x

)
.

a) Montrer que S e définie et continue sur I =]− 1,+∞[.

b) Etudier la monotonie de S.

c) Calculer S(x+ 1)− S(x).

d) Déterminer un équivalent simple de S(x) en −1+.

e) Etablir que, pour tout n ≥ 1, S(n) =
n∑
k=1

1
k

et en déduire un équivalent simple de S(x) en +∞.

Exercice .— On considère la fon�ion S(x) =
∑
n≥1

x

n(1 +nx2)
.

a) Montrer que S e définie et continue sur R et que S e impaire.

b) Montrer que S e de classe C 1 sur R∗ et donner une expression de S
′

sous forme de séries.

c) Montrer qu’au voisinage de +∞, on a S(x) =
π2

6x
+ o

( 1
x2

)
.

d) Prouver que S n’e pas dérivable en 0 mais que le graphe de S présente une tangente verticale
en 0.

Exercice .— Montrer que, pour tout x ∈]0,π[, on a∑
n≥1

cosn(x)sin(nx)
n

= −x

Exercices d’applications

Exercice .— Montrer que pour tout réel a > 0,
∫ 1

0

dx
1 + xa

=
∑
n≥0

(−1)n

1 +na
.

Exercice .— (Fon�ion zêta de Riemann) Pour tout x > 1, on pose ζ(x) =
∑
n≥1

1
nx

.

/ a) En étudiant la convergence de la série sur [A,+∞[ avec A > 1, montrer que ζ e bien définie.

b) Prouver que ζ e une fon�ion C ∞ et expliciter ζ(n) par une série. En déduire que ζ e une
fon�ion convexe et décroissante.

c) Montrer que lim
x→+∞

ζ(x) = 1 et que ζ(x) '
x→1+

1
x − 1

.

/ On considère la fon�ion f (x) =
∑
n≥1

(
1
nx
−
∫ n+1

n

dt
tx

)
.

a) Montrer que f e définie et continue sur ]0,+∞[.

b) Que vaut ζ(x)− f (x) sur ]1,+∞[ ?





c) Prouver finalement qu’au voisinage de 1+, on a ζ(x) =
1

x − 1
+γ +o(1) où γ désigne la conante

d’Euler-Mascheroni.

/ a) Etudier la fon�ion ζ̃(x) =
∑
n≥1

(−1)n

nx
.

b) Trouver une équation fon�ionnelle satisfaite par ζ et ζ̃ sur ]1,+∞[.

c) Déterminer lim
x→0+

ζ̃(x).

Indication. On pourra remarquer que 1 + 2ζ̃(x) =
∑
n≥1

(−1)n
(

1
nx
− 1

(n+ 1)x

)
.

Exercice .— On considère la suite de fon�ions (fn)n définies sur [−1,1] par

fn(x) =
1
n
xn sinnx

/ Montrer que la série
∑

fn converge simplement sur ]− 1,1[.

/ On considère a ∈]0,1[.

a) Montrer que la série
∑

f
′
n converge normalement sur [−a,a].

b) En déduire que la fon�ion f =
∑

fn e de classe C 1 sur ]− 1,1[ et que, sur cet intervalle,

f
′
(x) =

sinx+ xcosx − x2

1− 2xcosx+ x2

(Indication. On pourra remarquer que xn sinnx =I m((xeix)n).)

c) En déduire que, pour tout x ∈]− 1,1[, on a f (x) = arctan
( x sinx

1− xcosx

)
.

/ On se place désormais sur le segment [−1,1] et, pour tout n ≥ 1 et tout x ∈ [−1,1], on pose

An(x) =
n∑
k=1

xk sinkx

a) Montrer que, pour n ≥ 2, on a
n∑
k=1

xk sinkx
k

=
n−1∑
k=1

Ak(x)
k(k + 1)

+
An(x)
n

.

b) Montrer qu’il exie une conanteM > 0 telle que sur [−1,1] on ait ||An||∞ ≤M pour tout n ≥ 1.

c) En déduire que
∑ xn sinnx

n
converge simplement sur [−1,1] et que, pour tout x ∈ [−1,1], on a

f (x) =
∑
k≥1

Ak(x)
k(k + 1)

d) En étudiant la convergence normale de cette dernière série de fon�ions, montrer que f e
continue sur [−1,1].

e) En déduire les valeurs de
∑
n≥1

sinn
n

et
∑
n≥1

(−1)n
sinn
n

.

Exercice .— (Exemple de fon�ion continue nulle part dérivable) Pour x ∈R, on pose

φ(x) = d(x,Z) = inf{|x − k|/ k ∈Z}

et l’on considère la fon�ion

f (x) =
∑
n≥0

(3
4

)n
φ(4nx)





a) Montrer que f e définie et continue sur R et qu’elle e 1-périodique.

b) Montrer que f n’e dérivable en aucun point.

Exercice .— On considère une fon�ion φ : [−a,a] −→ R (a > 0) et l’on cherche des fon�ions f
continues en 0 telles que f (0) = 0 et vérifiant l’équation fon�ionnelle

f (x)− f (x/2) = φ(x)

pour tout x ∈ [−a,a].

/ Montrer que si f exie alors elle e unique.

/ On suppose dans cette queion que φ e continue et qu’il exie un polynôme P ∈ R[x] véri-
fiant P (0) = 0 et tel que |φ(x)| ≤ |P (x)| pour tout x ∈ [−a,a].

a) Montrer que la fon�ion f (x) =
∑
n≥0

φ
( x

2n

)
e l’unique solution au problème.

b) Prouver que si φ e de classe C p, il en e de même de f .

c) Déterminer f lorsque φ e un polynôme et lorsque f (x) = |x|α avec α > 0.

Exercice .— En étudiant la série de fon�ion
∑ (−1)n

n!
(x lnx)n sur [0,1], montrer que

∫ 1

0

dx
xx

=
∑
n≥1

1
nn

Séries entières

Rayon de convergence

Exercice .— Donner le rayon de convergence de la série
∑

anz
n lorsque

a) an e le n-ème chiffre de l’écriture décimale de
√

2.

b) an e le nombre de chiffre de l’écriture décimale de n.

c) an e une suite périodique.

d) an =
∫ 1

0
tne−tdt.

Exercice .— Déterminer le rayon de convergence des séries suivantes (a > 0):

1/
∑ zn
√
n

2/
∑ n!

2n!
zn 3/

∑ (1 + i)n

n2n
z3n 4/

∑
(2 + in)zn 5/

∑ a(a+ 1) · · · (a+n− 1)
n!

zn

6/
∑

a
√
nzn 7/

∑
(lnn)zn 8/

∑
sin

( 1
2n

)
zn 9/

∑ (−i)n(n!)n

(2n+ 1)!
zn 10/

∑
ln(1 + sin1/n)zn

Exercice .— On considère une suite complexe (λn)n. Montrer que les séries entières
∑

λnz
n et∑ n

n2 +n− 2
λnz

n ont même rayon de convergence.

Exercice .— On considère un entier p ≥ 1 fixé et une suite (an)n de complexes non nuls telle que

lim
n

∣∣∣∣∣an+p

an

∣∣∣∣∣ = ` ∈ [0,+∞]. On cherche à déterminer le rayon de convergence R de la série entière





S(z) =
∑
n

anz
n.

Pour tout i = 0, · · · ,p − 1, on considère la série entière Si(z) =
∑
k

akp+iz
kp+i dont on note Ri le

rayon de convergence. Montrer que R = R0 = · · · = Rp−1 et déterminer alors R en fon�ion de ` et
p.

Exercice .— On suppose que les séries entières
∑

a2nz
n et

∑
a2n+1z

n ont pour rayons de

convergence respe�ifs R > 0 et R
′
> 0. Déterminer celui de

∑
anz

n.

Exercice .— On considère une série entière
∑

anz
n de rayon de convergence r.

a) Montrer que si r > 0 alors la série entière
∑ an

n!
zn a pour rayon de convergence +∞. Que

peut-on dire de r si
∑ an

n!
zn a un rayon de convergence fini ?

b) Montrer que la série entière
∑ an

1 + |an|
zn a pour rayon de convergence max(1, r).

c) Quel e le rayon de convergence de la série
∑
|an|αzn où α désigne un réel ?

d) Montrer que le rayon de convergence R de la série
∑

(a0 + · · ·+ an)zn vérifie

inf(1, r) ≤ R ≤ r

Exercice .— On considère deux séries entières
∑

anz
n et

∑
bnz

n de rayons de convergence

respe�ifs r1 et r2. Montrer que le rayon de convergence R de la série entière
∑

anbnz
n vérifie

R ≥ r1r2. A-t-on toujours égalité ?

Exercice .— Montrer que le rayon de convergence d’une série
∑

anz
n e la borne supérieure

de l’ensemble des réels r ≥ 0 tels que la suite

 n∑
k=0

akr
k


n

soit bornée.

Comportement au bord

Exercice .— On considère la série entière f (x) =
∑
n≥1

sin
(

1
√
n

)
xn.

/ a) Quel e son rayon de convergence R de cette série ?

b) Y-a-t-il convergence de la série en x = ±R ?

/ a) Montrer que ` = lim
x→1−

f (x) ∈ R exie et que, pour tout N ≥ 1 et tout x ∈ [0,1[, on a

N∑
n=1

sin
(

1
√
n

)
xn ≤ f (x) ≤ `.

b) En déduire que, pour tout N ≥ 1, on a N sin
(

1
√
N

)
≤ `. Que vaut ` ?

/ On considère la série entière g(x) =
∑
n≥2

sin
(

1
√
n− 1

− 1
√
n

)
xn.

a) Sur ]−R,R[, exprimer la fon�ion x 7−→ (1−x)f (x) en fon�ion de g. En déduire que le rayon de
convergence de g e également R.

b) Montrer que la série g converge normalement sur [0,1] (on pourra appliquer judicieusement
l’inégalité des accroissements finis à la fon�ion sinx). Que vaut g(1) ?





c) Montrer finalement qu’au voisinage de 1−, on a f (x) = o
( 1

1− x

)
Exercice .— (Théorèmes taubériens) On considère une série entière réelle S(x) =

∑
n≥0

anx
n de

rayon 1 et telle que lim
x→1−

= ` ∈R.

/ Montrer que, si an ≥ 0 pour tout n, alors la série
∑

an converge et
∑
n≥0

an = `.

/ On suppose dans cette partie que an = o(1/n). Pour N ≥ 1 et x ∈ [0,1[, on note A(x) = S(x)− `,

BN (x) =
N∑
n=0

(1− xn)an et CN (x) =
∑

n≥N+1

anx
n.

a) Vérifier que
N∑
n=0

an − ` = A(x) +BN (x)−CN (x).

b) Soit ε > 0. Montrer qu’il exie un indice N0 tel que, pour tout N ≥N0,

|CN (x)| ≤ ε
N (1− x)

c) Soit ε > 0. Montrer qu’il exie un indice N1 tel que, pour tout N ≥N1,

|BN (x)| ≤ (1− x)
N1∑
n=0

n|an|+ εN (1− x)

d) Montrer finalement que la série
∑

an converge et que
∑
n≥0

an = `.

Exercice .— On considère deux suites de réels ri�ement positifs (an)n et (bn)n. On fait les
hypothèses suivantes :

• La série entière B =
∑

bnx
n a un rayon de convergence 1.

• La série numérique
∑

an diverge.

• lim
n

an
bn

= λ ∈R.

/ Montrer que la série entière A =
∑

anx
n a un rayon de convergence 1.

/ Prouver que lim
x→1−

A(x)
B(x)

= λ.

/ (Applications)

a) Trouver un équivalent simple au voisinage de 1− de
∑
n≥1

lnnxn.

b) Déterminer lim
x→1−

(1− x)p
∑
n≥0

np−1xn où p e un entier naturel non nul.

Exercice .— Donner un équivalent en 1− de la série entière
∑

xn
2
.

Développement en séries entières





Exercice .— Développer en série entière au voisinage de 0 les fon�ions suivantes :

1/ z 7−→ −1
(z+ 1)2 2/ z 7−→ 2

(z+ 1)3 3/ z 7−→ 1
1 + z+ z2 + z3 + z4 4/ z 7−→ ez

1− z

5/ x 7−→ (x+
√

1 + x2)α 6/ x 7−→ (arcsin x)2 7/ x 7−→ ln(1 + x − 2x2) 8/ x 7−→
√

1 + x
1− x

Exercice .— Que penser du développement en 0 d’une fon�ion d.e.s.e paire (resp. impaire) ?

Exercice .— (Développement de la fon�ion tan)

a) Pour n ≥, exprimer sur [0,π/2[ la fon�ion tan(n) en fon�ion des fon�ions tan, · · · , tan(n−1). En
déduire que tan(n) ≥ 0 sur [0,π/2[.

b) Montrer que la série de Taylor f de tan en 0 converge sur [−π/2,π/2[.

c) Montrer que f
′

= 1 + f 2 et en déduire que f = tan.

d) Prouver que le rayon de convergence de f e π/2.

Exercice .— Montrer que la fon�ion f : R −→R définie par

f (x) = e−1/x2
si x , 0

= 0 si x = 0

e C∞ mais n’e pas développable en série entière en 0.

Exercice .— On considère la fon�ion de la variable réelle

f (x) =
∑
n≥0

e−nein
2x

Montrer que f e C ∞ sur R mais qu’elle n’e pas développable en série entière en 0.
(On pourra montrer que, pour tout k ≥ 1, on a |f (k)(0)| ≥ k!.kke−k .)

Exercice .— On considère une fon�ion f : [−a,a] −→ R (avec a > 0) de classe C ∞ telle que les
dérivées successives de f soient toutes positives.

a) Montrer que, pour tout x ∈ [−a,a] et tout n ≥ 0, on a

f (x) = f (0) + xf
′
(0) + · · ·+ xn

f (n)(0)
n!

+Rn(x)

où Rn(x) = xn+1
∫ 1

0

(1−u)n

n!
f (n+1)(xu)du.

b) Prouver alors que, pour tout x ∈]− a,a[, on a |Rn(x)| ≤
∣∣∣∣xa ∣∣∣∣n+1

Rn(a) ≤
∣∣∣∣xa ∣∣∣∣n+1

f (a).

c) En déduire que f e développable en série entière en 0.

Exercice .— (Théorème de réalisation de Borel)

A/ On se donne 0 < a < b deux réels et l’on va conruire une fon�ion ϕ : R −→R de classe C ∞ et
qui vérifie f|[−a,a] ≡ 1 et f|R−[−b,b] ≡ 0.

a) En utilisant la fon�ion de l’exercice , conruire une fon�ion de classe C ∞ et qui vérifie
f (x) > 0 pour x ∈]a,b[ et f (x) = 0 pour x <]a,b[.

b) Pour une fon�ion ψ vérifiant les propriétés du a), on considère la fon�ion ϕ définie par

ϕ(x) =

∫ +∞

|x|
ψ(t)dt∫ +∞

0
ψ(t)dt





Montrer que la fon�ion ϕ a les propriétés que l’on recherche dans cette queion A/.

B/ On considère une suite de complexes (an)n et l’on va conruire une fon�ion f : R −→ C de

classe C ∞ et qui vérifie an =
f (n)(0)
n!

pour tout n ≥ 0.

Pour cela, on considère une fon�ion ϕ qui vérifie les propriétés de la partie A/ et, pour tout
n ≥ 0, on considère la fon�ion ϕn(x) = xnϕ(x).

a) Montrer que ϕn e de classe C ∞ et prouver que Mn = max(||ϕn||∞, ||ϕ
′
n||∞, · · · , ||ϕ

(n)
n ||∞) , +∞.

b) Calculer ϕ(p)
n (0) pour tout p ≥ 0.

c) Montrer qu’il exie une suite (λn)n de réels ri�ement positifs telle que lim
n
λn = +∞ et elle

que la série
∑ |an|Mn

λn
converge.

On considère alors la fon�ion f (x) =
∑
n≥0

anx
nϕ(λnx).

d) Montrer que f a les propriétés que l’on recherche dans cette queion B/.

Calculs de sommes

Exercice .— Pour les séries entières S suivantes, calculer le rayon de convergence R de S, une
expression simple de S sur ]−R,R[ de la fon�ion associée et, quand cela à un sens la valeur de la
série numérique associée à S(±R) :

1/
∑ n− 1

n!
xn 2/

∑ n+ 2
n+ 1

xn 3/
∑ n2 −n− 2

n!
xn 4/

∑ (−1)n+1

2nn!
x2n

5/
∑ xn

4n2 − 1
6/

∑ x2n

2n+ 1
7/

∑ n3

n!
xn 8/

∑
(−1)n+1nx2n+1

9/
∑ x2n

4n2 − 1
10/

∑
Hnx

n où Hn =
n∑
k=1

1
k

Exercice .— On fixe un entier p ≥ 1 et l’on considère le complexe ξp = e
2iπ
p et le polynôme

P (t) = 1 + t + · · ·+ tp−1.

a) Calculer P (ξkp ) pour tout entier k ≥ 0.

b) En déduire une expression simple de S(x) =
∑
n≥0

xpn

(pn)!
.

Exercice .— On considère la série entière
∑ xn

n+ (−1)n
.

a) Déterminer le rayon de convergence puis écrire la fon�ion somme sous la forme de fon�ions
usuelles.

b) Montrer la convergence puis calculer la valeur de
∑
n≥2

(−1)n

n+ (−1)n
.

Exercice .— On considère un polynôme P ∈ C[z]. Déterminer le rayon de convergence ainsi
que la somme de la série entière

∑
P (n)zn.

Séries génératrices





Exercice .— On considère les deux suites (un)n et (vn)n définies par, u0 = 1 et v0 = 0, et, pour
tout n ≥ 0, {

un+1 = un + 2vn
vn+1 = un + vn

Etudier le rayon de convergence ainsi que la somme de la série entière
∑

unx
n.

Exercice .— (Nombre de dérangements)

/ On fixe un entier n ≥ 1 et on "appelle" permutation tout bije�ion de l’ensemble {1, · · · ,n} dans
lui-même. On note Sn l’ensemble des permutations et, pour tout entier 0 ≤ k ≤ n, on note Sn,k
l’ensemble des permutations ayant k-points fixes, c’e-à-dire

σ ∈ Sn,k ⇐⇒ ]{i = 1, · · · ,n/ σ (i) = i} = k

et l’on pose Dn,k = ]Sn,k . Un "dérangement" e par définition un élément de Sn,0 et l’on note plus
simplement dn =Dn,0 le nombre de dérangements dans Sn. On convient que d0 = 1.

Montrer que, pour 0 ≤ k ≤ n, on a Dn,k = Ckndn−k et que l’on a aussi

n! =
n∑
k=0

Dn,k =
n∑
k=0

Ckndn−k

/ On s’intéresse à la série entière
∑ dn

n!
xn.

a) Montrer que cette série a un rayon de convergence R ≥ 1. Sur ]− 1,1[, on pose f (x) =
∑
n≥0

dn
n!
xn.

b) Montrer que, pour tout x ∈]− 1,1[, on a exf (x) =
1

1− x
.

/ a) Déduire de ce qui précède que, pour tout n ≥ 0, dn = n!
n∑
k=0

(−1)k

k!
.

b) Montrer que la suite (dn/n!)n possède une limite finie non nulle. Que représente cette limite
d’un point de vue "probabilie" ?

Exercice .— (Nombre d’involutions) Une involution de l’ensemble {1, · · · ,n} e une permuta-
tion σ vérifiant σ ◦ σ = Id. On note In le nombre d’involutions et l’on convient que I0 = 1.

a) Montrer que, pour tout n ≥ 1, In+1 = In +nIn−1.

b) Montrer que la fon�ion S(x) =
∑
n≥0

In
n!
xn e définie sur ]− 1,1[ et que, pour tout x ∈]− 1,1[, on

a S
′
(x) = (1 + x)S(x).

c) En déduire une expression de S(x), puis de In.

Exercice .— (Nombres de Catalan) On considère la suite (an)n définie par récurrence par a0 = 1

et, pour tout n ≥ 0, an+1 =
n∑
k=0

akan−k . On note S =
∑

anz
n la série génératrice associée.

a) Montrer que S l’unique série entière qui vérifie l’équation xS2 − S + 1 = 0 dans l’algèbre des
séries entières R[[x]].

b) Chercher une fon�ion f , définie au voisinage de 0 et C ∞, qui vérifie l’équation fon�ionnelle
xf (x)2 − f (x) + 1 = 0.

c) En déduire que S a pour rayon de convergence 1/4 et exprimer simplement les valeurs des réels
an.

Exercice .— (Série génératrice de Wallis) On considère la suite de Wallis (Wn)n, où Wn =∫ π/2

0
(cos t)ndt.





Montrer que la série entière
∑

Wnx
n a pour rayon de convergence 1 et exprimer

∑
n≥0

Wnx
n sur

]− 1,1[ à l’aide de fon�ions usuelles.

Exercice .— (Nombre de solution d’une équation linéaire entière) On considère des entiers
a1, · · · , ar > 0 et l’on note An le nombre de solutions (x1, · · · ,xr ) de l’équation

a1x1 + · · ·+ arxr = n

formées de nombres entiers positifs.

a) Montrer que la série
∑

Anz
n a un rayon de convergence ≥ 1 et que, pour tout |z| < 1, on a∑

n≥0

Anz
n =

1
(1− za1 ) · · · (1− zan )

b) (Application) Montrer que le nombre de solutions (x,y,z) entières positives de l’équation x +

2y + 3z = n e l’entier le plus voisin de
(n+ 3)2

12
.

Exercice .— (Nombres de Bell et formule de Dobiński) Pour un entier n ≥ 1, on note Bn le nom-
bre de partitions de l’ensemble {1, · · · ,n} autrement appelé n-ième nombre de Bell. On convient
que B0 = 1.

/ a) Montrer que pour tout n ≥ 0, Bn+1 =
n∑
k=0

CknBk .

b) En déduire que, pour tout n ≥ 0, Bn ≤ n!en

/ a) Montrer que la série entière
∑ Bn

n!
xn a un rayon de convergence infini.

b) Montrer que, pour tout x ∈ [0, e−1[, on a
∑
n≥0

Bn
n!
xn = exp(ex − 1).

/ a) Montrer finalement la formule de Dobiński : pour tout n ≥ 0, Bn =
1
e

+∞∑
k=0

kn

k!
.

(Indication. On pourra remarquer que ee
x

=
∑
k≥0

ekx

k!
=

∑
k≥0

∑
n≥0

kn

k!
xn

n!
et permuter les deux sommes infinies

en utilisant le théorème de Fubini pour les séries doubles de réels positifs.)

b) Expliquer comment l’on peut obtenir la valeur de Bn à partir d’une certaine somme partielle
dans la formule de Dobiński.

Résolution d’équations différentielles

Exercice .— Trouver l’unique série entière solution de l’équation différentielle

x(4− x)y
′
− (x+ 2)y = −2

et déterminer son rayon de convergence. En déduire la valeur de
∑
n≥0

1
Cn2n

.

Exercice .— Trouver l’unique solution de l’équation différentielle y
′′

+ xy
′
+ y = 1 qui vérifie

y(0) = y
′
(0) = 0.

Exercice .— On considère un paramètre λ ∈R et, sur ]−1,1[, la fon�ion f (x) = exp(λarcsinx).

a) Expliciter une équation différentielle linéaire du second ordre (E) vérifiée par f .

b) Chercher les séries entières solutions de (E).





c) En déduire que f e développable en série entière en 0 et donner son développement.

Zéros isolés

Exercice .— On considère G l’ensemble des séries entières de rayon de convergence non nul.

a) Montrer que G e une sous-K-algèbre de K[[z]].

b) Prouver que G e un anneau intègre.

Exercice .— On considère deux séries entières f et g de rayons de convergence respe�ifs plus
grand qu’un réel R > 0 donné.

a) Montrer que si, pour un réel 0 < r < R, l’équation f (z) = g(z) admet une infinité de solutions
sur la boule fermée Bf (0, r) alors f = g.

b) Donner un exemple où f , g et l’équation f (z) = g(z) admet une infinité de solutions sur la
boule ouverte B(0,R).

Fon�ions analytiques

Holomorphie

Exercice .— Déterminer les domaines d’holomorphie des fon�ions suivantes : z 7−→ |z|, z 7−→
Re(z) et z 7−→I m(z).

Exercice .— Soit f une fon�ion holomorphe sur D(0,1). Montrer que la fon�ion

g : D(0,1) −→ C

z 7−→ f (z)

e holomorphe.

Principes du maximum et du prolongement analytique

Exercice .— Etudier l’exience et l’unicité de fon�ions analytiques définies au voisinage de 0
et vérifiant pour tout entier n ≥ 1 :

a) f
(1
n

)
=

1
n3 , b) f

(1
n

)
=

1
2n+ 1

, c) f
(1
n

)
= f

( 1
2n

)
, d) f

(1
n

)
= e−n, e)

∣∣∣∣∣f (1
n

)∣∣∣∣∣ ≤ 1
2n

.

Exercice .— Soit f une fon�ion analytique sur un domaine D. Montrer que si K ⊂ D e
compa� alors f ne possède qu’un nombre fini de zéros sur K . Donner un exemple où si l’on
suppose jue K borné (resp. fermé), f possède une infinité de zéros sur K .

Exercice .— Soient f ,g : D −→ C deux fon�ions analytiques sur un domaine D. Montrer que
si f g = 0 sur D alors f = 0 ou g = 0 sur D.

Exercice .— / Montrer que z 7−→Re(z) e une fon�ion qui n’e holomorphe en aucun point
de C.

/ On considère une fon�ion analytique f sur un domaine D et la fon�ion g : z 7−→Re(f (z)).

a) Montrer que la fon�ion g possède sur tout compa� K ⊂D, un maximum absolu.





b) Prouver que si g possède un maximum local sur D alors g e conante (on pourra étudier la
fon�ion exp(f )).

c) A-t-on le même résultat pour la fon�ion z 7−→I m(f (z)) ?

Exercice .— On considère une fon�ion continue f :D(0,1) −→ C qui e analytique sur D(0,1).

/ On suppose que f = 0 sur C(0,1).

a) Montrer que, sur D(0,1), f e bornée et atteint ses bornes.

b) En déduire que f = 0 sur D(0,1).

/ On se donne deux réels 0 ≤ θ1 < θ2 ≤ 2π et l’on suppose que f (eiθ) = 0 pour tout θ ∈ [θ1,θ2]
(i.e. f = 0 sur l’arc du cercle C(0,1) compris entre les angles θ1 et θ2).

On considère un entier m ≥ 1 tel que 2π/m ≤ θ2 − θ1 et l’on pose θ0 = 2π/m. On pose alors,
pour tout z ∈D(0,1),

h(z) = f (eiθ0z)f (e2iθ0z) · · ·f (emiθ0z)

a) Montrer que h e une fon�ion continue sur D(0,1) qui e analytique sur D(0,1). Que vaut
h(z) pour z ∈ C(0,1) ?

b) En utilisant l’exercice , montrer alors que f = 0 sur D(0,1).

Exercice .— / On considère une fon�ion analytique f : C −→ C. Montrer que si lim
|z|→+∞

|f (z)| =

0 alors f = 0.

/ En déduire que si P ∈C[X] e un polynôme non conant alors P possède au moins une racine
dans C (théorème de d’Alembert-Gauss).

Exercice .— a) Soit f une fon�ion analytique non conante sur un domaine U . On suppose
que f possède un minimum local en z0 ∈U . Montrer que f (z0) = 0.

b) En déduire que si f e une fon�ion analytique qui ne s’annule pas sur un domaine U alors,
pour tout réel R > 0 et tout z0 ∈ U tels que D(z0,R) ⊂ U , la fon�ion f atteint un maximum et un
minimum sur D(z0,R) et que ceci sont atteint sur le cercle C(z0,R).

Exercice .— Soit f une fon�ion analytique sur D(0,R). Pour tout r < R, on pose

M(r) = sup
|z|≤r
|f (z)|

Montrer que la fon�ion r 7−→ M(r) e une application croissante et continue sur [0,R[. Que
penser de f si M n’e pas ri�ement croissante?

Exercice .— a) Soit f une fon�ion analytique non conante sur le disque D(0,R). On suppose
qu’il exie 0 < r < R tel que sur le cercle |z| = r la fon�ion f soit de module conant. Montrer
que f possède un zéro dans le disque D(0, r).

b) Soit a1, · · · , an ∈ C tels que max{a1, · · · , an} < 1. On pose U = C − {a1, · · · , an} et on considère la
fon�ion h définie pour z ∈U par

h(z) =
n∏
k=1

1− zak
z − ak

Montrer que h e analytique sur U , que h(z) , 0 sur D(0,1) et que |f (z)| = 1 pour tout |z| = 1.
N’e-ce pas contradi�oire avec la queion a)?

Exercice .— On utilise ici l’exercice précédent pour montrer qu’une fon�ion entière de module
conant sur le cercle unité e en fait une fon�ion monomiale. Soit f : C −→ C une telle fon�ion.

a) Montrer que le résultat e vrai si f (z) , 0 pour tout z ∈D(0,1).

b) On suppose que f s’annule au moins une fois dans D(0,1) et on note a1, · · · , an les zéros de f
dans D(0,1) comptés avec multiplicité. Juifier que les ak sont bien en nombre fini.





c) Pour tout z ∈C− {a1, · · · , an} on pose

g(z) = f (z)
n∏
k=1

1− zak
z − ak

Montrer que l’on peut prolonger g en une fon�ion entière qui ne s’annule pas dans D(0,1).

d) Montrer que g e conante.

e) En déduire que ak = 0 pour tout k = 1, · · · ,n. Prouver finalement que f e monomiale.

Exercice .— Pour m ≥ 1, on considère des fon�ions analytiques f1, · · · , fm : D −→ C sur un
domaine D. Montrer que la fon�ion |f1|2 + · · ·+ |fm|2 e conante si et seulement si chaque fi e
conante.

Montrer que l’on a la même équivalence si l’on remplace |f1|2 + · · ·+ |fm|2 par |f1|+ · · ·+ |fm|.

Exercice .— / (Lemme de Schwarz) On pose D = D(0,1) et l’on considère une fon�ion ana-
lytique f :D −→ C telle que

f (0) = 0
∀z ∈D, |f (z)| < 1

a) Montrer que, pour tout z ∈ D, on a |f (z)| < |z| (on pourra appliquer l’exercice ). En déduire
que f

′
(0) ≤ 1.

b) Montrer que s’il exie z0 ∈D−{0} tel que |f (z0)| = |z0| alors il exie c ∈U tel que f (z) = cz pour
tout z ∈D.

/ (Application à l’étude des automorphismes du disque unité). Soit f : D −→ D un automor-
phisme, c’e-à-dire une bije�ion telle que f et f −1 soient analytiques.

a) On suppose que f (0) = 0. En considérant f −1, montrer que f (z) = cz pour un certain c ∈U.

b) Soit b ∈D. Montrer que la fon�ion

ϕb : z 7−→ z+ b

1 + bz

e un automorphisme de D. Identifier sa réciproque et calculer ϕb(0).

c) En déduire la forme de tous les automorphismes de D.

Séries de Fourier

Développements en séries de Fourier et applications

Exercice .— Déterminer le développement en série de Fourier des fon�ions suivantes et cal-
culer les sommes associées :

a) f (x) = x2 pour x ∈ [−π,π] et 2π-périodique.
∑
n≥1

1
n2 ,

∑
n≥1

(−1)n+1

n2 et
∑
n≥1

1
n4 .

b) f (x) = |x| pour x ∈ [−π,π] et 2π-périodique.
∑
n≥0

1
(2n+ 1)2 et

∑
n≥0

1
(2n+ 1)4 .

c) f (x) = ex pour x ∈ [−π,π[ et 2π-périodique.
∑
n≥0

1
n2 + 1

et
∑
n≥0

(−1)n+1

n2 + 1
.

d) f (x) = x − x3 pour x ∈]− 1,1] et 2-périodique.
∑
n≥0

(−1)n

(2n+ 1)3 .





e) f (x) = max(0,sinx) pour x ∈R.
∑
n≥1

1
4n2 − 1

.

Exercice .— Soit f la fon�ion impaire et 2π-périodique définie par f (x) =
π − x

2
pour x ∈]0,π[,

et soit g la fon�ion définie sur R par la relation

g(x) = f (x+ 1)− f (x − 1)

a) Déterminer les séries de Fourier de f et de g.

b) En déduire que
∑
n≥1

sinn
n

=
∑
n≥1

sin2n

n2 =
π − 1

2
.

Exercice .— On considère la fon�ion 2π-périodique f définie, pour x ∈ [−π,π[ par f (x) =
cos(αx) où α ∈R−Z e fixé.

/ Calculer la série de Fourier de f .

/ En déduire que cotan(απ) =
1
απ

+
∑
n≥1

2α
π(α2 −n2)

.

/ Montrer que la série de fon�ions
∑

ln
(
1− x

2

n2

)
converge vers une fon�ion g de classe C 1 sur

]− 1,1[ et calculer g
′
.

/ En déduire que, pour tout x ∈]− 1,1[, on a

sinπx
πx

=
∏
n≥1

(
1− x

2

n2

)
Retrouver alors la formule de Wallis.

Exercice .— Développer en série de Fourier la fon�ion f (x) = exp(eix). En déduire que∫ 2π

0
e2cos tdt = 2π

∑
n≥0

1
n!2

Exercice .— On se donne un paramètre λ > 0 et l’on considère la fon�ion 2π-périodique f
définie, pour x ∈ [−π,π], par f (x) = ch(λx).

a) Montrer que la série de Fourier associée à f converge vers f sur R.

b) Exprimer les coefficients de Fourier de f en fon�ion de sh(λπ).

c) En déduire une expression des valeurs des sommes
∑
n≥0

(−1)n

n2 +λ2 ,
∑
n≥0

1
n2 +λ2 et

∑
n≥0

1
(n2 +λ2)2

faisant intervenir les valeurs ch(λπ) et sh(λπ).

(On rappelle que ch(x) =
ex + e−x

2
et sh(x) =

ex − e−x

2
.)

Exercice .— On considère f (z) =
∑
n≥0

anz
n une série entière complexe de rayon R > 1.

a) Juifier que la fon�ion x 7−→ f (eix) e 2π-périodique et C ∞ sur R.

b) En utilisant l’exercice , donner le développement en série de Fourier de cette fon�ion.

c) Montrer que 2π
∑
n≥0

|an|2 =
∫ 2π

0
|f (eix)|2dx.

d) (Application) Montrer que, pour tout λ ∈R, on a∫ 2π

0
exp(λcos t)dt = 2π

∑
n≥0

λ2n

4n.n!2





Exercice .— (Nombres de Bernoulli et valeurs de ζ(2m).)

On considère la fon�ion 2π-périodique P1 définie par P1(0) = 0 et, pour tout x ∈]0,2π[, P1(x) =
π − x. On définit alors une suite de fon�ions (Pm)m, par la relation de récurrence : pour m ≥ 2,

Pm(x) = Cm +
∫ x

0
Pm−1(t)dt

où Cm e l’unique réel tel que
∫ 2π

0
Pm(t)dt = 0.

) Montrer que :

a) Pour tout m ≥ 1, Pm e 2π-périodique.

b) La fon�ion P2 e continue et de classe C 1 par morceaux.

c) Pour tout m ≥ 3, Pm e de classe C m−2.

) En déduire, pour m ≥ 2, une relation entre les coefficients de Fourier de Pm+1 et de Pm. Donner
alors le développement en série de Fourier de Pm pour tout m ≥ 1.

) Montrer finalement que, pour tout m ≥ 1,
∑
n≥1

1
n2m = (−1)m

C2m

2
.

) On se donne m ≥ 2.

a) Montrer que la fon�ion Pm e polynomiale sur [0,2π] et expliciter son polynôme associé en
fon�ion des réels C2, · · · ,Cm.

b) En déduire une relation de récurrence liant Cm+1 à C2, · · · ,Cm.

c) Prouver que Bm = (−1)m
Cm

2πm
e un nombre rationnel positif.

d) En déduire les valeurs de
∑
n≥1

1
n2m pour m = 1,2,3,4.

Exercice .— On considère une fon�ion 2π-périodique f : R −→ C de classe C p pour un
certain p ≥ 1 donné.

) a) Pour tout k = 0, · · · ,p, calculer cn(f (k)) en fon�ion de cn(f ).

b) En déduire que, pour tout n ∈Z,

|cn(f )| ≤ |cn(f
′
)| ≤ · · · ≤ |cn(f (p))|

et que, si |n| ≥ 2, alors
cn(f ) , 0 =⇒ |cn(f )| < |cn(f

′
)| < · · · < |cn(f (p))|

) On suppose qu’il exie deux indices 0 ≤ i < j ≤ p tel que |f (j)| ≤ |f (i)|.

a) Montrer que
∑
n∈Z
|cn(f (j))|2 ≤

∑
n∈Z
|cn(f (i))|2.

b) En déduire une expression simple de f et, qu’en particulier, f e C ∞.

Exercices théoriques

Exercice .— Montrer que la série de Fourier d’une série trigonométrique qui converge unifor-
mément e égale à elle-même.

Exercice .— (Cara�érisation des fon�ions C ∞) Pour une fon�ion f : R −→ R réglée et 2π-
périodique et pour n ∈Z, on notera cn(f ) le n-ième coefficient de la série de Fourier de f .

/ Montrer que si deux fon�ions sont continues et 2π-périodiques, alors elles ont même série de
Fourier si et seulement si elles sont égales.





/ Montrer que la série de Fourier d’une série trigonométrique qui converge uniformément e
elle-même.

/ Soit f une fon�ion réglée et 2π-périodique. Montrer que lim|n| cn(f ) = 0.

/ On considère une fon�ion f de classe C k , pour un entier k ≥ 0 donné, et 2π-périodique.

a) Exprimer cn(f (k)) en fon�ion de cn(f ).

b) En déduire, en utilisant la queion /, que cn(f ) = o
(

1
|n|k

)
.

/ On se donne une fon�ion f continue et 2π-périodique et l’on suppose que cn(f ) = o

(
1
|n|k+2

)
pour un certain entier k ≥ 0. On considère la série de Fourier S de f .

a) Montrer que S e de classe C k .

b) En utilisant les queions ,/ montrer que f = S et en déduire que f e C k .

c) Cara�ériser les fon�ions 2π-périodiques qui sont de classe C ∞.

Exercice .— Montrer que, si f et g désignent deux fon�ions reglées et 2π-périodique, alors
on a

1
2π

∫ 2π

0
f (t)g(t)dt =

∑
n∈Z

cn(f )cn(g)

1
2π

∫ 2π

0
f (t)g(t)dt =

∑
n∈Z

cn(f )c−n(g)

et, pour tout x ∈R,
1

2π

∫ 2π

0
f (x − t)g(t)dt =

∑
n∈Z

cn(f )cn(g)einx

1
2π

∫ 2π

0
f (x+ t)f (t)dt =

∑
n∈Z
|cn(f )|2einx

Exercice .— (Produit de convolution) Sur la C-algèbreReg2π des fon�ions 2π-périodiques et
réglées on définit le produit de convolution ∗, par : pour f ,g ∈ Reg2π et x ∈R, on pose

(f ∗ g)(x) =
1

2π

∫ 2π

0
f (x − t)g(t)dt

a) Montrer que le produit de convolution ∗ e une loi de composition interne sur Reg2π qui e
bilinéaire, commutative, associative et sans élément neutre.

b) Montrer que, si f ou g e un polynôme trigonométrique alors f ∗ g en e un aussi.

c) Montrer que, si f ou g e de classe C p, alors f ∗ g l’e aussi.

d) Montrer que, pour tout n ∈Z, cn(f ∗ g) = cn(f )cn(g).

b) En utilisant l’exercice , montrer que la série de Fourier d’une convolée converge simplement
vers cette convolée.

Exercice .— (Théorème de Féjer) On considère une fon�ion f continue et 2π-périodique.

Pour tout k ∈ Z, on note ek(x) = eikx. On considère alors, pour n ≥ 0, les fon�ion Sn =
n∑

k=−n
ek et ,

Cn =
1

n+ 1

n∑
k=0

Sk .

a) Montrer que f ∗ Sn e un polynôme trigonométrique. Que représente-t-il pour f ?





b) Montrer que si x ∈R− 2πZ, alors on a

Cn(x) =
1

n+ 1


sin

(
(n+ 1)x

2

)
sin

(x
2

)


2

c) En déduire que, pour tout n ≥ 0, Cn ≥ 0 et
1

2π

∫ π

−π
Cn(t)dt = 1. Prouver que, pour tout 0 < α ≤ π,

la suite de fon�ions (Cn)n converge uniformément vers 0 sur [−π,π]− [−α,α].

d) Prouver finalement que (f ∗Cn)n converge uniformément vers f sur R et en déduire le théorème
de Féjer : toute fon�ion continue et 2π-périodique e limite uniforme surR de polynômes trigonométriques
et, plus précisément, f e la limite uniforme de la suite des moyennes de Cesàro des sommes partielles
de la série de Fourier de f .

Exercice .— On considère une fon�ion f : R −→ C qui e 2π-périodique et de classe C 1 et

qui vérifie
∫ 2π

0
f (x)dx = 0.

A/ Montrer que, pour tout x ∈R, on a |f (x)| ≤
∑
n∈Z∗

∣∣∣∣∣∣cn(f
′
)

n

∣∣∣∣∣∣ et, en déduire que,

||f ||2∞ ≤
π
6

∫ 2π

0
|f
′
(x)|2dx

B/ (Inégalité de Wirtinger) Montrer que∫ 2π

0
|f (x)|2dx ≤

∫ 2π

0
|f
′
(x)|2dx

et cara�ériser les cas d’égalités. Comparer cette inégalité avec celle que permet de fournir immé-
diatement la queion A/.


