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 Cohomologie des groupes

. Généralités

On considère un groupe G, un groupe abélien A et une a�ion à gauche
ϕ de G sur A. On notera dans la suite ag l’a�ion de g ∈ G sur a ∈ A.
Etant donné un entier n ≥ 0, on appelle n-cochaîne de G à valeurs dans

A relativement à l’a�ion ϕ (ou plus simplement n-cochaîne) toute application
f : Gn −→ A. L’ensemble des n-cochaînes sera noté Cn(G,A), cet ensemble a
une ru�ure naturelle de groupe abélien.

On définit alors une application dite de cobord dn : Cn(G,A) −→ Cn+1(G,A)
de la manière suivante : pour f ∈ Cn(G,A) et g1, · · · , gn+1 ∈ Gn+1, on pose

dn(f )(g1, · · · , gn+1) =

f (g2, · · · , gn+1)g1 +
n∑
i=1

(−1)if (g1, · · · , gigi+1, · · · , gn+1) + (−1)n+1f (g1, · · · , gn)

On conate que l’application de cobord e un morphisme de groupes et en
rajoutant le groupe trivial, on obtient une suite

0
d−1// C0(G,A)

d0 // C1(G,A)
d1 // · · ·

On appelle n-cocycle tout élément de ker(dn) et n-cobord tout élement de Im(dn−1).

Exemple .— (basses dimensions).

n = 0. Les cochaînes s’assimilent aux éléments de A. Il y a un seul 0-cobord qui
e la conante nulle et les 0-cocycles sont les éléments de a ∈ A tel que pour
tout g ∈ G, ag = a. Ainsi l’ensemble des 0-cocycles e AG.

n = 1. Les 1-cobords sont les applications de la forme g 7−→ ag−a (ou g 7−→ aga−1

en notations multiplicatives) avec a ∈ A. Les 1-cocycles sont les applications f
qui vérifient pour tout g1, g2 ∈ G,

f (g1g2) = f (g2)g1 + f (g1)

(ou f (g1g2) = f (g2)g1f (g1) en notations multiplicatives). De telles applications
s’appellent aussi des homomorphismes croisés.

n = 2. Les 2-cobords sont les applications de la forme (g1, g2) 7−→ f (g2)g1 −
f (g1g2) + f (g1) (ou (g1, g2) 7−→ f (g2)g1f (g1g2)−1f (g1) en notations multiplica-
tives) avec f ∈ C1(G,A). Les 2-cocycles sont les applications f qui vérifient
pour tout g1, g2, g3 ∈ G,

f (g2, g3)g1 + f (g1, g2g3) = f (g1g2, g3) + f (g1, g2)

(ou f (g2, g3)g1f (g1, g2g3) = f (g1g2, g3)f (g1, g2) en notations multiplicatives). De
telles applications s’appellent aussi des syèmes de fa�eurs.

Théorème .— Pour tout n ≥ 0, on a dn ◦ dn−1 = 0.





Preuve :
——–

 Extensions de groupes

. Généralités

Étant donnés deux groupes N et G, on appelle extension de N par G toute
suite exa�e de groupes de la forme :

1 // N
h // Γ

f // G // 1

Il exie une notion "d’isomorphisme" relative à la notion d’extensions : deux
extensions de N par G

1 // N
h0 // Γ0

f0 // G // 1

1 // N
h1 // Γ1

f1 // G // 1

seront dites équivalentes s’il exie un isomorphisme ψ : Γ0 −→ Γ1 tel que le
diagramme suivant

Γ0
f0

��?
??

??
??

ψ

��

1 // N

h1 ��@
@@

@@
@@

h0
??��������

G // 1

Γ1

f1

??�������

soit commutatif. La relation "être équivalentes" e visiblement d’équivalence
sur l’ensemble des extensions de N par G. Les classes d’équivalence pour cette
relation, sont appelées les classes d’extensions de N par G. Une queion im-
portante de la théorie des groupes consie à décrire les classes d’extensions
d’un groupe par un autre. Nous allons voir que l’outil cohomologique e pré-
cieux pour cette description.

Etant donné

1 // N
h // Γ

f // G // 1

une extension de N par G, le fait que h(N ) soit diingué dans G permet de
définir une a�ion Φ de Γ sur N par

Φ : Γ −→ Aut(N )
g −→ Φg : x 7−→ h−1(gh(x)g−1)





L’image par Φ du sous-groupe h(N ) e exa�ement le sous-groupe Int(N ) des
automorphismes intérieurs de N et d’après ???, Φ permet ainsi de définir par
passage au quotient un morphisme Φ̃ : Γ /h(N ) −→ Aut(N )/Int(N ). On en dé-
duit, via f , l’exience d’un morphisme Φ̂ : G −→ Out(N ). On a ainsi le dia-
gramme commutatif suivant

N

h

��

// Int(N )

��
G

'
ω ��?

??
??

??
?

Φ̂=Φ̃◦ω

::

Γ
foo

��

Φ // Aut(N )

��
Γ

h(N )
Φ̃ // Out(N )

Définitions .— / Etant donnés deux groupesN etG, on appelle a�ion extérieure
de G sur N tout morphisme de G dans Out(N ).

/ Etant donnée 1 // N
h // Γ

f // G // 1 une extension de N par G,
l’a�ion extérieure Φ̂ de G sur N définie précédemment s’appelle l’a�ion extérieure
relative à l’extension, on dit alors que l’extension e une extension de N par G
relative à Φ̂ .

Considérons une extension de N par G relative à une a�ion extérieure Φ̂ ,

1 // N // Γ0
f // G

s

cc
// 1

et s une se�ion ensemblie de f (i.e. pour tout g ∈ G, f ◦ s(g) = g). Pour tout
g ∈ G, on pose

Ψg : N −→ N

x 7−→ h−1
(
s(g)h(x)s(g)−1

)
Ceci permet de définir une application Ψ : G −→ Aut(N ), dont on notera Ψ̂
l’image dans Out(N ).

Proposition .— Avec les notation précédentes, on a Ψ̂ = Φ̂ . En particulier, pour

une extension 1 // N
h // Γ

f // G // 1 donnée, son a�ion extérieure
relative e entièrement déterminée par le choix (arbitraire) d’une se�ion ensemb-
lie s de f .





Preuve : Comme le diagramme suivant

G

s
""

ω ��?
??

??
??

? Γ
f

oo

π
��

Φ // Aut(N )

θ

��
Γ

h(N )
Φ̃ // Out(N )

e commutatif, on a

Ψ̂ = θ ◦Φ ◦ s = Φ̃ ◦π ◦ s = Φ̃ ◦ω ◦ f ◦ s = Φ̃ ◦ω = Φ̂

——–

Corollaire .— Si deux extensions sont équivalentes, alors leurs a�ions extérieures
relatives sont égales.

Preuve : Considérons deux extensions équivalentes

Γ0

f0 ��?
??

??
??

ψ

��

1 // N

h1 ��@
@@

@@
@@

h0
??��������

G

s1ww

s0
gg

// 1

Γ1

f1
??�������

ψ étant un isomorphisme qui fait commuter le diagramme et s0 (resp. s1) une
se�ion ensemblie de f0 (resp.f1). Soit g ∈ G, comme f0 ◦ψ−1 ◦ s1(g) = g, on en
déduit qu’il exie λ ∈N tel que

ψ−1(s1(g)) = s0(g)h0(λ)

Ainsi, si x ∈N alors

h−1
1 (s1(g)h1(x)s1(g)−1) = h−1

0 ◦ψ−1(s1(g)ψ(h0(x))s1(g)−1)
= h−1

0 (s0(g)h0(λ)h0(x)h0(λ−1)s0(g)−1)
= h−1

0 (s0(g)h0(λxλ−1)s0(g)−1)

Ainsi l’image de g dans Aut(N ) relativement à s0 différe de celle relativement
à s1 de l’automorphisme intérieur x 7→ λxλ−1. Leurs images dans Out(N ) sont
donc égales.

——–

Remarque .— / On fera bien attention au fait que la notion d’extension ne
dépend pas uniquement du groupe, mais bien de la suite exa�e en entier. Par
exemple, les suites exa�es

1 // Z/3Z ×1 // Z/9Z // Z/3Z // 1





1 // Z/3Z ×2 // Z/9Z // Z/3Z // 1

sont des extensions de Z/3Z par lui-même relativement à la même a�ion ex-
terieure, elles ont toutes deux même groupe et pourtant elles ne sont pas équiv-
alentes.

/ Quand N e abélien, Int(N ) e trivial et donc Out(N ) se confond à Aut(N ).
Dans cette situation, les a�ions extérieures sont donc exa�ement les a�ions.

/ Si l’on note C le centre de N alors toute a�ion extérieure de G sur N induit
une a�ion sur C. En effet, puisque C e un sous-groupe cara�ériique de
N (voir ???), on a donc un morphisme (de reri�ion) Aut(N ) −→ Aut(C). Il
e évident que Int(N ) e inclus dans le noyau de ce morphisme, on en déduit
d’après ??? l’exience d’un morphisme Out(N ) −→ Aut(C) qui, composé avec
l’a�ion extérieure, donne une a�ion de G sur C. De manière pratique, cette
a�ion ce décrit par le choix arbitraire d’une se�ion S :

Int(N )

��
Aut(N ) r //

��

Aut(C)

G
Φ̂ // Out(N )

S

UU

L’a�ion ϕ de G sur C induite par Φ̂ e alors égale à ϕ = r ◦ S ◦ Φ̂ .

La problématique que nous allons tenter de résoudre dans les paragraphes
ci-dessous e la suivante : étant donné N et G et une a�ion extérieure Φ̂ ,
exie-t-il des extensions de N par G d’a�ion extérieure relative égale à Φ̂ et, le
cas échéant, peut-on décrire ces extensions à équivalence près? Nous noterons
dans la suite Ext

Φ̂
(N,G) l’ensemble des classes d’extensions de N par G rela-

tivement à Φ̂ . Nous allons voir que lorsque Ext
Φ̂

(N,G) e non vide, cet ensem-
ble e paramétré parH2(G,C) oùC e le centre deN (l’a�ion considérée étant
celle induite par Φ̂ sur C). Nous verrons aussi que l’obru�ion à l’exience
d’une extension se lit dans H3(G,C).

. Cas des extensions à noyau abélien

On considère ici un groupe G de neutre e et un groupe abélien N . On
se donne une a�ion exterieure ϕ, c’e-à-dire ici tout simplement une
a�ion (remarque -) de G sur N et on s’intéresse à Extϕ(N,G). Re-

marquons préalablement que cet ensemble n’e jamais vide puisque la suite
exa�e

1 // N // G ×ϕ N // G // 1

où G×ϕN désigne le produit semi-dire� de N par G relativement à ϕ e bien
une extension de N par G relativement à l’a�ion ϕ.





Considérons une extension de N par G relativement à ϕ,

1 // N // Γ0
f // G

s

cc
// 1

et s une se�ion ensemblie de f . Afin de ne pas alourdir les notations on
confondra quand c’e possible N avec son image dans Γ0. On notera, pour
g ∈ G et x ∈ N , xg = ϕ(g)(x). Ainsi, d’après le paragraphe précédent, on a
xg = s(g)xs(g)−1.

Pour tout g,g
′ ∈ G, les éléments s(gg

′
) et s(g)s(g

′
) sont dans la même classe

modulo N . Il exie donc un unique t(g,g
′
) ∈N tel que

s(gg
′
) = t(g,g

′
)s(g)s(g

′
)

Ceci permet de définir une application t : G ×G −→N (relative au choix de s).

Proposition .— / L’application t précédemment définie e un 2-cocycle, c’e le
2-cocycle associé à la se�ion s.

/ Si t (resp. t
′
) e le 2-cocycle associé à une se�ion s (resp. s

′
) de l’extension, alors

t et t
′

diffèrent d’un cobord. Ainsi, on peut associer de manière naturel à l’extension
un élement de H2

ϕ(G,N ).

/ Si deux extensions de N par G sont équivalentes alors les deux éléments de
H2
ϕ(G,N ) associés à chacune de ces deux extensions sont égaux.

Preuve : / Si l’on applique l’associativité du produit dans G au trois éléments
g,g

′
, g
′′ ∈ G on trouve séparément

s((gg
′
)g
′′
) = t(gg

′
, g
′′
)s(gg

′
)s(g

′′
)

= t(gg
′
, g
′′
)t(g,g

′
)s(g)s(g

′
)s(g

′′
)

et s(g(g
′
g
′′
)) = t(g,g

′
g
′′
)s(g)s(g

′
g
′′
)

= t(g,g
′
g
′′
)s(g)t(g

′
, g
′′
)s(g

′
)s(g

′′
)

= t(g,g
′
g
′′
)s(g)t(g

′
, g
′′
)s(g)−1s(g)s(g

′
)s(g

′′
)

= t(g,g
′
g
′′
)t(g

′
, g
′′
)gs(g)s(g

′
)s(g

′′
)

On en déduit que pour tout g,g
′
, g
′′ ∈ G

t(gg
′
, g
′′
)t(g,g

′
) = t(g,g

′
g
′′
)t(g

′
, g
′′
)g

ce qui montre que t e un 2-cocycle.

/ Comme s et s
′

sont des se�ions de f , il exie une application h0 : G −→ N
tel que pour tout g ∈ G,

s
′
(g) = h0(g)s(g)





Par ailleurs, pour tout g,g
′ ∈ G, on a

s
′
(gg

′
) = h0(gg

′
)s(gg

′
)

= h0(gg
′
)t(g,g

′
)s(g)s(g

′
)

= h0(gg
′
)t(g,g

′
)h0(g)−1s

′
(g)h0(g

′
)−1s

′
(g
′
)

= t(g,g
′
)h0(gg

′
)h0(g)−1(h0(g

′
)−1)gs

′
(g)s

′
(g
′
)

et comme s
′
(gg

′
) = t

′
(g,g

′
)s
′
(g)s

′
(g
′
) on en déduit que pour tout g,g

′ ∈ G, on a

t(g,g
′
)t
′
(g,g

′
)−1 = h0(g)h0(gg

′
)−1h0(g

′
)g

qui e l’expression d’un 2-cobord. Ainsi, t et t
′

diffèrent d’un 2-cobord, leurs
classes dans H2

ϕ(G,N ) sont donc égales.

/ Considérons deux extensions équivalentes

Γ0

f0 ��?
??

??
??

ψ

��

1 // N

��@
@@

@@
@@

??��������
G

s1ww

s0
gg

// 1

Γ1

f1
??�������

ψ étant un isomorphisme qui fait commuter le diagramme et s0 (resp. s1) une
se�ion ensemblie de f0 (resp.f1). On considère t0 (resp. t1) le 2-cocycle as-
socié à s0 (resp. s1). Pour tout g,g

′ ∈ G on a s0(gg
′
) = t0(g,g

′
)s0(g)s0(g

′
) et par

suite, en composant par ψ,

ψ ◦ s0(gg
′
) = t0(g,g

′
)ψ ◦ s0(g)ψ ◦ s0(g

′
)

Puisque ψ e un isomorphisme faisant commuter le diagrammme, ψ ◦ s0 e
une autre se�ion de f1. l’égalité prédédente assure que son 2-cocycle associé
e t0. D’après le /, t0 et t1 diffèrent d’un 2-cobord et définissent donc un
même élément dans H2

ϕ(G,N ).

——–

La proposition précédente montre donc qu’à une classe d’extensions de N
par G donnée on peut associer de manière naturelle un élément de H2

ϕ(G,N ).
Ainsi, il exie une application naturelle

Θ : Extϕ(G,N ) −→H2
ϕ(G,N )

Théorème .— L’application Θ e une bije�ion.

Preuve : Surje�ivité de Θ : Soit t un 2-cocycle. Sur le produit cartésien
(d’ensembles) Γ = N ×G, on considère la loi de composition ∗ suivante : pour
tout (x,g), (x

′
, g
′
) ∈ Γ , on pose

(x,g) ∗ (x
′
, g
′
) = (xx

′ g
t(g,g

′
)−1, gg

′
) ()





Muni de la loi ∗, Γ e un groupe. En effet :

• Associativité de ∗ : soient (x,g), (x
′
, g
′
), (x

′′
, g
′′
) ∈ Γ , on a d’une part(

(x,g) ∗ (x
′
, g
′
)
)
∗ (x

′′
, g
′′
) = (xx

′ g
t(g,g

′
)−1, gg

′
) ∗ (x′′ , g ′′ )

= (xx
′ g
x
′′ gg

′

t(g,g
′
)−1t(gg

′
, g
′′
)−1, gg

′
g
′′
)

et d’autre part

(x,g) ∗
(
(x
′
, g
′
) ∗ (x

′′
, g
′′
)
)

= (x,g) ∗ (x′x′′ g
′

t(g
′
, g
′′
)−1, g

′
g
′′
)

= (xx
′ g
x
′′ gg

′

t(g
′
, g
′′
)−1g t(g,g

′
g
′′
)−1, gg

′
g
′′
)

Comme t e un 2-cocycle, on a t(g
′
, g
′′
)g t(g,g

′
g
′′
) = t(g,g

′
)t(gg

′
, g
′′
) et donc il y

a égalité des deux quantités considérées. La loi ∗ e bien associative.

• (t(e,e), e) e un neutre bilatère pour ∗. En effet, remarquons pour commencer
que comme t e un 2-cocycle, on a pour tout g ∈ G

t(g,e)t(g,e) = t(g,e)t(e,e)g

(choix de g
′

= g
′′

= e dans la relation qui définit un 2-cocycles)
t(e,g)t(e,e) = t(e,g)t(e,g)
(choix de g = g

′
= e et “g

′′
= g”)

c’e-à-dire que pour tout g ∈ G,{
t(g,e) = t(e,e)g

t(e,g) = t(e,e)

Donc, pour tout (x,g) ∈ Γ , on a

(x,g) ∗ (t(e,e), e) = (xt(e,e)g t(g,e)−1, g)
= (xt(g,e)t(g,e)−1, g)
= (x,g)

et
(t(e,e), e) ∗ (x,g) = (t(e,e)t(e,g)−1, g) = (x,g)

• Inversibilité : soit (x,g) ∈ Γ , on a

(x,g) ∗
((
x−1t(g,g−1)t(e,e)

)g−1

, g−1
)

= (t(e,e), e)

Ainsi (x,g) e inversible pour ∗ et

(x,g)−1 =
((
x−1t(g,g−1)t(e,e)

)g−1

, g−1
)





Ainsi (Γ ,∗) e bien un groupe. Maintenant l’application de proje�ion

f : Γ −→ G
(x,g) 7−→ g

e visiblement un épimorphisme de groupes et son noyau vaut

ker(f ) = {(x,e)/ x ∈N }

Considérons l’application

λ : N −→ ker(f )
x 7−→ (xt(e,e), e)

qui e visiblement une bije�ion. Pour x,y ∈N on a

λ(x) ∗λ(y) = (xt(e,e), e) ∗ (yt(e,e), e)
= (xt(e,e)yt(e,e)t(e,e)−1, e)
= (xyt(e,e), e)
= λ(xy)

ainsi λ e un isomorphisme, et donc on a la suite exa�e

1 // N
λ // Γ

f // G // 1

Nous allons montrer que cette suite exa�e e une extension de N par G et que
son image dans H2

ϕ(G,N ) par Θ a pour représentant t. Ceci prouvera bien la
surje�ivité de Θ. A cet effet, considérons la se�ion s de f suivante :

s : G −→ Γ

g 7−→ (t(e,e), g)

Pour tout x ∈N et tout g ∈ G, on a

s(g) ∗λ(x) ∗ s(g)−1 = (t(e,e), g) ∗ (xt(e,e), e) ∗ (t(g,g−1)g
−1
, g−1)

= (t(e,e)xg t(e,e)g t(g,e)−1, g) ∗ (t(g,g−1)g
−1
, g−1)

= (t(e,e)xg t(g,e)t(g,e)−1, g) ∗ (t(g,g−1)g
−1
, g−1)

= (t(e,e)xg , g) ∗ (t(g,g−1)g
−1
, g−1)

= (t(e,e)xg t(g,g−1)t(g,g−1)−1, e)
= (t(e,e)xg , e)

Ainsi, on a λ−1(s(g)∗λ(x)∗s(g)−1) = xg et donc l’a�ion de G surN induite par la
suite exa�e e bien égale à ϕ. Nous sommes bien en présence d’une extension.

Considérons maintenant le 2-cocycle t0 associé à la se�ion s. Par défini-
tion, pour tout g,g

′ ∈ G, on a

s(gg
′
) = λ(t0(g,g

′
)) ∗ s(g) ∗ s(g

′
) = (t0(g,g

′
)t(e,e), e) ∗ s(g) ∗ s(g

′
)





Par ailleurs, on a

s(gg
′
) ∗ s(g ′ )−1 ∗ s(g)−1 = (t(e,e), gg

′
) ∗ (t(g ′ , g ′−1

)g
′ −1

, g
′−1

) ∗ (t(g,g−1)g
−1
, g−1)

= (t(e,e)t(g
′
, g
′−1

)g t(gg
′
, g
′−1

)−1, g) ∗ (t(g,g−1)g
−1
, g−1)

= (t(e,e)t(g
′
, g
′−1

)g t(gg
′
, g
′−1

)−1t(g,g−1)t(g,g−1)−1, e)

= (t(e,e)t(g
′
, g
′−1

)g t(gg
′
, g
′−1

)−1, e)

Comme t e un 2-cocycle, on a

t(g
′
, g
′−1

)g t(gg
′
, g
′−1

)−1 = t(g,g
′
)t(g,e)−1

et donc
s(gg

′
) ∗ s(g

′
)−1 ∗ s(g)−1 = (t(g,g

′
)t(e,e)−1g t(e,e), e)

On en déduit que pour tout g,g
′ ∈ G,

t(g,g
′
)t0(g,g

′
)−1 = t(e,e)g

Considérons l’application h0 : G −→N définie pour x ∈ G par h0(x) = t(e,e).
Pour g,g

′ ∈ G on a
h0(g)h0(gg

′
)−1h0(g

′
)g = t(e,e)g

On en déduit que (g,g
′
) 7−→ t(e,e)g e un 2-cobord et donc t0 et t, différant

d’un 2-cobord, définissent un même élément de H2
ϕ(G,N ). L’application Θ e

bien surje�ive.

Inje�ivité de Θ : on considère

1 // N
λ0 // Γ0

f0 // G

s0

cc
// 1

1 // N
λ1 // Γ1

f1 // G

s1

cc
// 1

deux extensions de N par G dont les classes ont même image par Θ. Nous
allons montrer que ces deux extensions sont équivalentes, ce qui prouvera
l’inje�ivité de la fon�ion Θ.

Fixons s0 et s1 des se�ions de f0 et f1 et notons t0 et t1 les 2-cocycles as-
sociés à s0 et s1. Par hypothèse, t0 et t1 diffèrent d’un 2-cobord : t−1

0 = ut−1
1 où

u : G ×G −→N e telle qu’il exie ω : G 7−→N vérifiant pour tout g,g
′ ∈ G,

u(g,g
′
) = ω(g)ω(gg

′
)−1ω(g

′
)g

Pour tout γ0 ∈ Γ0 il exie un unique g ∈ G et un unique x ∈ N tels que
γ0 = λ0(x)s0(g). On définit alors

ψ(γ0) = λ1(xω(g))s1(g)





ce qui fait de ψ une application bije�ive de Γ0 sur Γ1. Soit γ0 = λ0(x)s0(g) et
γ
′
0 = λ0(x

′
)s0(g

′
) deux éléments de Γ0. On a

γ0γ
′
0 = λ0(x)s0(g)λ0(x

′
)s0(g

′
)

= λ0(x)λ0(x
′ g

)s0(g)s0(g
′
)

= λ0(x)λ0(x
′ g

)λ0(g,g
′
)−1s0(gg

′
)

= λ0(x)λ0(x
′ g

)λ0(t0(g,g
′
)−1)s0(gg

′
)

= λ0(xx
′ g
t0(g,g

′
)−1)s0(gg

′
)

et donc

ψ(γ0γ
′
0) = λ1(xx

′ g
t0(g,g

′
)−1ω(gg

′
))s1(gg

′
)

= λ1(xx
′ g
t1(g,g

′
)−1ω(g)ω(g

′
)g )s1(gg

′
)

= λ1(xω(g))λ1(x
′ g
ω(g

′
)g )λ1(t1(g,g

′
)−1)s1(gg

′
)

= λ1(xω(g))λ1(x
′ g
ω(g

′
)g )s1(g)s1(g

′
)

= λ1(xω(g))s1(g)λ1(x
′
ω(g

′
))s1(g

′
)

= ψ(γ0)ψ(γ
′
0)

Ainsi ψ e un isomomorphisme. Il ree à vérifier que le diagramme

Γ0
f0

��?
??

??
??

ψ

��

1 // N

λ1 ��@
@@

@@
@@

λ0
??��������

G // 1

Γ1

f1

??�������

e bien commutatif. Commençons par remarquer que puisque

s0(e) = s0(ee) = λ0(t0(e,e))s0(e)s0(e)

on a s0(e) = λ0(t0(e,e)−1) et, de même, s1(e) = λ1(t1(e,e)−1). Par ailleurs, on a
t0(e,e)−1 = u(e,e)t1(e,e)−1 et comme u(e,e) = ω(e), on en déduit queω(e)λ−1

1 (s1(e)) =
λ−1

0 (s0(e)) et par suite que

s1(e)−1 = λ1

(
ω(e)λ−1

0 (s0(e)−1)
)

Ainsi, pour tout x ∈N on a

(ψ ◦λ0)(x) = ψ(λ0(x)s0(e)−1s0(e))
= ψ(λ0(xλ−1

0 (s0(e)−1))s0(e))
= λ1

(
xλ−1

0 (s0(e)−1)ω(e)
)
s1(e)

= λ1(x)λ1

(
λ−1

0 (s0(e)−1)ω(e)
)
s1(e)

= λ1(x)





Enfin, pour tout γ0 = λ0(x)s0(g) ∈ Γ0 on a

(f1 ◦ψ)(γ0) = f1(λ1(xω(g))s1(g)) = g = f0(λ0(x)s0(g)) = f0(γ0)

Ceci achève la preuve.

——–

La bije�ion Θ permet de définir, à partir de la ru�ure de H2
ϕ(G,N ), une

ru�ure de groupe abélien sur Extϕ(G,N ). La formule  dans la preuve du
théorème  permet de conruire explicitement, à partir d’un 2-cocycle f , une
extension Ef dont l’image de la classe parΘ e la classe de f dansH2

ϕ(G,N ). Si
l’on applique ceci au 2-cocycle trivial, on décrit donc le neutre de Extϕ(G,N )
et on conate, en appliquant la formule , qu’un représentant naturel de ce
neutre n’e rien d’autre que la suite exa�e relative au produit semi-dire� de
G par N :

1 // N // G ×ϕ N // G // 1

Notons que la classe neutre de Extϕ(G,N ) e en fait composée de l’ensemble
des extensions qui admettent une se�ion au sens de ???. Ainsi, on ne peut
retrouver le groupe G×ϕN dans une extension de N par G que dans une seule
classe d’extensions. Ce ne sera pas le cas pour tous les groupes apparaisant
dans une extension, comme le montre l’exemple qui suit.

Exemple .— Appliquons ce qui précède pour décrire les classes d’extensions
de Z/pZ par lui-même (p étant un nombre premier). En appliquant la proposi-
tion ???, on déduit queH2(Z/pZ,Z/pZ) ' Z/pZ et donc Ext(Z/pZ,Z/pZ) compte
p éléments. Considérons les extensions suivantes :

E0 : 1 // Z/pZ // Z/pZ×Z/pZ // Z/pZ // 1

et pour tout i = 1, · · · ,p − 1

Ei : 1 // Z/pZ ×i // Z/p2Z // Z/pZ // 1

La conclusion générale pour le cas du noyau abélien e que l’ensemble
des classes d’extensions de N par G e décrit biunivoquement par la réunion
disjointe

⊔
ϕ∈Aut(N )

H2
ϕ(G,N ).

. Cas général

.. Obru�ion

On se fixe deux groupes N et G, on note C le centre de N . Pour toute ac-
tion extérieure Φ̂ de G sur N , on notera ϕ l’a�ion de G sur C induite
par Φ̂ (remarque -). Nous allons nous intéresser à l’éventuelle ob-

ru�ion à l’exience d’une extension de N par G d’a�ion extérieure relative
Φ̂ donnée.





Considérons à cet effet un relevé L : G −→ Aut(N ) de Φ̂ pour le morphisme

Aut(N ) θ // Out(N ) (i.e. θ ◦ L = Φ̂). Soit alors l’application f : G ×G −→
Aut(N ) définie, pour g1, g2 ∈ G, par

f (g1, g2) = L(g1g2) ◦L(g2)−1 ◦L(g1)−1

Comme θ e un morphisme, on a θ(f (g1, g2)) = θ◦L(g1g2)θ◦L(g2)−1θ◦L(g1)−1 =
1 et donc f e une application à valeurs dans Int(N ). On considère un relevé
f : G ×G −→ N de f pour le morphisme naturel N // Int(N ) . Ainsi, pour

tout g1, g2 ∈ G et tout x ∈ N on a f (g1, g2)[x] = f (g1, g2)xf (g1, g2)−1. Soit alors
l’application µL,f : G ×G ×G −→N définie, pour g1, g2, g3 ∈ G, par

µL,f (g1, g2, g3) = L(g1)
[
f (g2, g3)−1

]
f (g1, g2g3)−1f (g1g2, g3)f (g1, g2)

Proposition .— L’application µL,f ainsi définie e un 3-cocycle à valeurs dans

C relativement à l’a�ion ϕ induite par Φ̂ .

Si L
′

e un autre relevé de Φ̂ et f ′ e un relevé de l’application f
′

associée à L
′
,

alors les 3-cocycles µL,f et µ
L′ ,f ′

diffèrent d’un 3-cobord. Réciproquement, si α e
un 3-cocycle dans la même classe que µL,f dans H3

ϕ(G,C), alors il exie L
′

un autre

relevé de Φ̂ et f ′ e un relevé de l’application f
′

associée à L
′

tels que α = µ
L′ ,f ′

.

Preuve : L’image dans Int(N ) de L(g1)
[
f (g2, g3)−1

]
e L(g1) ◦ f (g2, g3) ◦ L(g1)−1

et donc celle de µL,f (g1, g2, g3) vaut

L(g1) ◦ f (g2, g3)−1 ◦L(g1)−1 ◦ f (g1, g2g3)−1 ◦ f (g1g2, g3) ◦ f (g1, g2)
= L(g1) ◦L(g2) ◦L(g3) ◦L(g2g3)−1 ◦L(g1)−1 ◦L(g1) ◦L(g2g3) ◦L(g1g2g3)−1◦

L(g1g2g3) ◦L(g3)−1 ◦L(g1g2)−1 ◦L(g1g2) ◦L(g2)−1 ◦L(g1)−1

= Id

ce qui montre que µL,f (g1, g2, g3) ∈ ker(N −→ Int(N )), noyau qui e précisé-
ment égal à C d’après ???. D’après la remarque - l’a�ion ϕ d’un élément





g ∈ G sur x ∈ C e égale à xg = L(g)[x]. Ainsi, pour tout g1, g2, g3, g4 ∈ G, on a

µL,f (g2, g3, g4)g1µL,f (g1, g2, g3)µL,f (g1, g2g3, g4)

= L(g1) ◦L(g2)
[
f (g3, g4)−1

]
L(g1)

[
f (g2, g3g4)−1

]
L(g1)

[
f (g2g3, g4)

]
L(g1)

[
f (g2, g3)

]
L(g1)

[
f (g2, g3)−1

]
f (g1, g2g3)−1f (g1g2, g3)f (g1, g2)

µL,f (g1, g2g3, g4)

= L(g1) ◦L(g2)
[
f (g3, g4)−1

]
L(g1)

[
f (g2, g3g4)−1

]
L(g1)

[
f (g2g3, g4)

]
f (g1, g2g3)−1

f (g1g2, g3)f (g1, g2)µL,f (g1, g2g3, g4)

= L(g1) ◦L(g2)
[
f (g3, g4)−1

]
L(g1)

[
f (g2, g3g4)−1

]
L(g1)

[
f (g2g3, g4)

]
µL,f (g1, g2g3, g4)f (g1, g2g3)−1f (g1g2, g3)f (g1, g2)
(Car µL,f (g1, g2g3, g4) e un élément de C.)

= L(g1) ◦L(g2)
[
f (g3, g4)−1

]
L(g1)

[
f (g2, g3g4)−1

]
L(g1)

[
f (g2g3, g4)

]
L(g1)

[
f (g2g3, g4)−1

]
f (g1, g2g3g4)−1f (g1g2g3, g4)f (g1, g2g3)f (g1, g2g3)−1

f (g1g2, g3)f (g1, g2)
= L(g1) ◦L(g2)

[
f (g3, g4)−1

]
L(g1)

[
f (g2, g3g4)−1

]
f (g1, g2g3g4)−1f (g1g2g3, g4)

f (g1g2, g3)f (g1, g2)
= f (g1, g2)L(g1) ◦L(g2)

[
f (g3, g4)−1

]
f (g1, g2)−1f (g1, g2)L(g1)

[
f (g2, g3g4)−1

]
f (g1, g2g3g4)−1f (g1g2g3, g4)f (g1g2, g3)f (g1, g2)f (g1, g2)−1

(On a conjugué par f (g1, g2), ce qui ne change rien puisqu’il s’agit d’un
élément de C.)

= L(g1g2)
[
f (g3, g4)−1

]
f (g1, g2)L(g1)

[
f (g2, g3g4)−1

]
f (g1, g2g3g4)−1f (g1g2g3, g4)

f (g1g2, g3)
= L(g1g2)

[
f (g3, g4)−1

]
f (g1, g2)L(g1)

[
f (g2, g3g4)−1

]
f (g1, g2g3g4)−1f (g1g2, g3g4)

f (g1, g2)f (g1, g2)−1f (g1g2, g3g4)−1f (g1g2g3, g4)f (g1g2, g3)
= L(g1g2)

[
f (g3, g4)−1

]
f (g1, g2)µL,f (g1, g2, g3g4)f (g1, g2)−1f (g1g2, g3g4)−1

f (g1g2g3, g4)f (g1g2, g3)
= L(g1g2)

[
f (g3, g4)−1

]
µL,f (g1, g2, g3g4)f (g1g2, g3g4)−1

f (g1g2g3, g4)f (g1g2, g3)
(Car f (g1, g2)µL,f (g1, g2, g3g4)f (g1, g2)−1 = µL,f (g1, g2, g3g4) puisque
µL,f (g1, g2, g3g4) ∈ C.)

= L(g1g2)
[
f (g3, g4)−1

]
f (g1g2, g3g4)−1f (g1g2g3, g4)f (g1g2, g3)µL,f (g1, g2, g3g4)

(Puisque µL,f (g1, g2, g3g4) ∈ C commute avec tous les éléments de N.)
= µL,f (g1g2, g3, g4)µL,f (g1, g2, g3g4)

et donc µL,f e bien un 3-cocycle à valeur dans C relativement à ϕ.

Dans la suite de cette preuve pour tout x ∈N , on notera σx l’automorphisme
intérieur de N relatif à x (i.e. σx(y) = xyx−1 pour tout y ∈ N ). Soit maintenant
L
′

un autre relevé de Φ̂ . Pour tout g ∈ G, il exie x(g) ∈N tel que

L
′
(g) = σx(g) ◦L(g)





Pour g1, g2 ∈ G, on a donc

f
′
(g1, g2) = L

′
(g1g2) ◦L′ (g2)−1 ◦L′ (g1)−1

= σx(g1g2) ◦L(g1g2) ◦L(g2)−1 ◦ σx(g2)−1 ◦L(g1)−1 ◦ σx(g1)−1

= σx(g1g2) ◦L(g1g2) ◦L(g2)−1 ◦L(g1)−1 ◦L(g1) ◦ σx(g2)−1 ◦L(g1)−1 ◦ σx(g1)−1

= σx(g1g2) ◦ f (g1, g2) ◦ σL(g1)[x(g2)−1] ◦ σx(g1)−1

= σx(g1g2) ◦ σf (g1,g2) ◦ σL(g1)[x(g2)−1] ◦ σx(g1)−1

= σx(g1g2)f (g1,g2)L(g1)[x(g2)−1]x(g1)−1

= σ
f ′ (g1,g2)

On en déduit qu’il exie λ(g1, g2) ∈ C tel que

f ′ (g1, g2) = x(g1g2)f (g1, g2)L(g1)[x(g2)−1]x(g1)−1λ(g1, g2)

Soit alors g1, g2, g3 ∈ G, on a

µL,f (g1, g2, g3)µ
L′ ,f ′

(g1, g2, g3)−1

= µL,f (g1, g2, g3)f ′ (g1, g2)−1f ′ (g1g2, g3)−1f ′ (g1, g2g3)L(g1)
[
f ′ (g2, g3)

]
= µL,f (g1, g2, g3)λ(g1, g2)−1x(g1)L(g1)[x(g2)]f (g1, g2)−1x(g1g2)−1λ(g1g2, g3)−1

x(g1g2)L(g1g2)[x(g3)]f (g1g2, g3)−1x(g1g2g3)−1x(g1g2g3)f (g1, g2g3)
L(g1)[x(g2g3)−1]x(g1)−1λ(g1, g2g3)L(g1) [x(g2g3)]L(g1)

[
f (g2, g3)

]
L(g1) ◦L(g2)

[
x(g3)−1

]
L(g1)

[
x(g2)−1

]
L(g1) [λ(g2, g3)]

= λ(g1, g2)−1x(g1)L(g1)[x(g2)]f (g1, g2)−1x(g1g2)−1λ(g1g2, g3)−1x(g1g2)
L(g1g2)[x(g3)]f (g1g2, g3)−1f (g1, g2g3)L(g1)[x(g2g3)−1]x(g1)−1λ(g1, g2g3)
L(g1) [x(g2g3)]L(g1)

[
f (g2, g3)

]
µL,f (g1, g2, g3)L(g1) ◦L(g2)

[
x(g3)−1

]
L(g1)

[
x(g2)−1

]
L(g1) [λ(g2, g3)]

(Puisque µL,f (g1, g2, g3) ∈ C.)
= λ(g1, g2)−1x(g1)L(g1)[x(g2)]f (g1, g2)−1x(g1g2)−1λ(g1g2, g3)−1x(g1g2)

L(g1g2)[x(g3)]f (g1g2, g3)−1f (g1, g2g3)L(g1)[x(g2g3)−1]x(g1)−1λ(g1, g2g3)
L(g1) [x(g2g3)]f (g1, g2g3)−1f (g1g2, g3)f (g1, g2)L(g1) ◦L(g2)

[
x(g3)−1

]
L(g1)

[
x(g2)−1

]
L(g1) [λ(g2, g3)]

=
(
λ(g2, g3)g1λ(g1g2, g3)−1λ(g1, g2g3)λ(g1, g2)−1

)
x(g1)L(g1)[x(g2)]f (g1, g2)−1

L(g1g2)[x(g3)]f (g1g2, g3)−1f (g1, g2g3)L(g1)[x(g2g3)−1]x(g1)−1L(g1) [x(g2g3)]
f (g1, g2g3)−1f (g1g2, g3)f (g1, g2)L(g1) ◦L(g2)

[
x(g3)−1

]
L(g1)

[
x(g2)−1

]
(Puisque λ e à valeurs dans C.)

=
(
λ(g2, g3)g1λ(g1g2, g3)−1λ(g1, g2g3)λ(g1, g2)−1

)
x(g1)L(g1)[x(g2)]f (g1, g2)−1

L(g1g2)[x(g3)]f (g1g2, g3)−1f (g1, g2g3)L(g1)[x(g2g3)−1]x(g1)−1L(g1) [x(g2g3)]
f (g1, g2g3)−1f (g1g2, g3)L(g1g2)

[
x(g3)−1

]
f (g1, g2)L(g1)

[
x(g2)−1

]
On en déduit finalement que µL,f µ

−1
L′ ,f ′

e le 3-cobord relatif à la 2-cochaine

λ.





——–

Ainsi, étant donnés deux groupes G et N et une a�ion extérieure Φ̂ : G −→
Out(N ), on peut associer au triplet (G,N, Φ̂) un élément µ̂(G,N, Φ̂) ∈ H3

ϕ(G,C)
où C désigne le centre de N . C’e la classe des applications µL,f décrites
précédemment. Cet élément sera appelé l’invariant d’obru�ion associé au
triplet (G,N, Φ̂). Cette terminologie e motivée par le théorème suivant :

Théorème .— Soient G et N deux groupes et Φ̂ : G −→ Out(N ) une a�ion
extérieure de G sur N . Les propriétés suivantes

i) il exie une extension de N par G relativement à l’a�ion extérieure Φ̂ ,

ii) l’invariant d’obru�ion µ̂(G,N, Φ̂) e l’élément neutre de H3
ϕ(G,C),

sont équivalentes.

Preuve : i)⇒ ii) Soit 1 // N
σ // Γ

π // G // 1 une extension de N

par G relativement à l’a�ion extérieure Φ̂ . On a donc le diagramme commu-
tatif suivant

Γ

π

��

Φ // Aut(N )

p

��
G

s

II

Φ̂ // Out(N )

et on considère une se�ion s de π. Pour tout g ∈ G, on pose L(g) = Φ ◦ s(g)
et L e alors un relevé de Φ̂ à Aut(N ). Pour tout x ∈ N et tout g ∈ G on a
L(g)[x] = s(g)xs(g)−1 et donc pour tout g1, g2 ∈ G,

L(g1g2) ◦L(g2)−1 ◦L(g1)−1[x] = f (g1, g2)[x]
= s(g1g2)s(g2)−1s(g1)−1xs(g1)s(g2)s(g1g2)−1

on peut donc poser f (g1, g2) = s(g1g2)s(g2)−1s(g1)−1 et f devient un relevé de f
à N . On a alors, pour tout g1, g2, g3 ∈ G,

µL,f (g1, g2, g3)

= L(g1)
[
f (g2, g3)−1

]
f (g1, g2g3)−1f (g1g2, g3)f (g1, g2)

= s(g1)
(
s(g2g3)s(g3)−1s(g2)−1

)−1
s(g1)−1

(
s(g1g2g3)s(g2g3)−1s(g1)−1

)−1

s(g1g2g3)s(g3)−1s(g1g2)−1s(g1g2)s(g2)−1s(g1)−1

= s(g1)s(g2)s(g3)s(g2g3)−1s(g1)−1s(g1)s(g2g3)s(g1g2g3)−1s(g1g2g3)s(g3)−1

s(g1g2)−1s(g1g2)s(g2)−1s(g1)−1

= 1

ce qui prouve bien que µ̂(G,N, Φ̂) (qui e la classe dans H3
ϕ(G,C) de µL,f ) e

l’élément neutre.

ii)⇒ i) Si µ̂(G,N, Φ̂) e le neutre de H3
ϕ(G,C) alors, d’après la proposition ,

il exie un relevé L de Φ̂ et un relevé f de l’application f associée à L tels que





µL,f ≡ e. Considérons alors sur l’ensemble Γ = N ×G la loi de composition ∗
définie pour, (x,g), (x

′
, g
′
), par

(x,g) ∗ (x
′
, g
′
) = (xL(g)[x

′
]f (g,g

′
)−1, gg

′
)

C’e une loi de groupe :

• Associativité de ∗ : soient (x,g), (x
′
, g
′
), (x

′′
, g
′′
) ∈ Γ , on a d’une part(

(x,g) ∗ (x
′
, g
′
)
)
∗ (x

′′
, g
′′
)

= (xL(g)[x
′
]f (g,g

′
)−1, gg

′
) ∗ (x′′ , g ′′ )

= (xL(g)[x
′
]f (g,g

′
)−1L(gg

′
)[x
′′
]f (gg

′
, g
′′
)−1, gg

′
g
′′
)

= (xL(g)[x
′
]f (g,g

′
)−1f (g,g

′
) ◦L(g) ◦L(g

′
)[x
′′
]f (gg

′
, g
′′
)−1, gg

′
g
′′
)

= (xL(g)[x
′
]f (g,g

′
)−1f (g,g

′
)L(g) ◦L(g

′
)[x
′′
]f (g,g

′
)−1f (gg

′
, g
′′
)−1, gg

′
g
′′
)

= (xL(g)[x
′
]L(g) ◦L(g

′
)[x
′′
]f (g,g

′
)−1f (gg

′
, g
′′
)−1, gg

′
g
′′
)

et d’autre part

(x,g) ∗
(
(x
′
, g
′
) ∗ (x

′′
, g
′′
)
)

= (x,g) ∗ (x′L(g
′
)[x
′′
]f (g

′
, g
′′
)−1, g

′
g
′′
)

= (xL(g)[x
′
]L(g) ◦L(g

′
)[x
′′
]L(g)[f (g

′
, g
′′
)−1]f (g,g

′
g
′′
)−1, gg

′
g
′′
)

On en déduit que ∗ e associative si et seulement si pour tout x,x
′
,x
′′ ∈ N et

tout g,g
′
, g
′′ ∈ G, on a

(xL(g)[x
′
]L(g) ◦L(g

′
)[x
′′
]L(g)[f (g

′
, g
′′
)−1]f (g,g

′
g
′′
)−1, gg

′
g
′′
)

= (xL(g)[x
′
]L(g) ◦L(g

′
)[x
′′
]f (g,g

′
)−1f (gg

′
, g
′′
)−1, gg

′
g
′′
)

Ceci équivaut à ce que pour tout g,g
′
, g
′′ ∈ G, on ait

L(g)[f (g
′
, g
′′
)−1]f (g,g

′
g
′′
)−1 = f (g,g

′
)−1f (gg

′
, g
′′
)−1

ou encore à ce que µL,f ≡ 1.

• Notons e le neutre de G. Pour tout g ∈ G, on a f (e,g) = L(g) ◦ L(g)−1L(e)−1 =
L(e)−1. On en déduit que f (e,g) e conant, notons x0 cette conante. On a
alors, pour tout (x,g) ∈ Γ ,

(x,g) ∗ (x0, e) = (xL(g)[f (e,g)]f (g,e)−1, g)

Maintenant, puisque µL,f ≡ 1, on a

L(g)[f (e,g)]f (g,e)−1 = 1

(choix de g1 = g, g2 = e et g3 = g) et donc (x,g) ∗ (x0, e) = (x,g). De même, on a

(x0, e) ∗ (x,g) = (f (e,g)L(e)[x]f (e,g)−1, g) = (L(e)−1 ◦L(e)[x], g) = (x,g)





Ainsi, (x0, e) e un élément neutre pour ∗.

• Inversibilité : soit (x,g) ∈ Γ , on a

(x,g) ∗ (L(g)−1
[
x−1f (e,g)f (g,g−1)

]
, g−1) = (xx−1f (e,g)f (g,g−1)f (g,g−1)−1, e)

= (x0, e)

et donc (x,g)−1 = (L(g)−1
[
x−1f (e,g)f (g,g−1)

]
, g−1) pour la loi ∗.

(Γ ,∗) e donc bien un groupe et la proje�ion sur le deuxième fa�eur π :
Γ −→ G e visiblement un épimorphisme de groupe, de noyau (ensemblie)
N × {e}. Comme f (e,e) = L(ee)L(e)−1L(e)−1 on en déduit que L(e) = f (e,e)−1.
Ainsi donc, si l’on considère l’application σ :N −→ Γ définie, pour x ∈N , par

σ (x) = (xx0, e) = (xf (e,e), e)

alors pour tout x,x
′ ∈N on a

σ (x) ∗ σ (x
′
) = (xf (e,e), e) ∗ (x′ f (e,e), e)

= (xf (e,e)L(e)[x
′
f (e,e)]f (e,e)−1, e)

= (xf (e,e)f (e,e)−1x
′
f (e,e)f (e,e)−1f (e,e)−1, e)

= (xx
′
f (e,e), e)

= σ (xx
′
)

et donc σ e un monomorphisme de groupe induisant un isomorphisme sur
le noyau de π. On en conclue que

1 // N
σ // Γ

π // G // 1

e une extension de N par G. D’après la proposition  l’a�ion extérieure Ψ̂
de G sur N induite par cette suite exa�e e entièrement définie par la donnée
d’une se�ion s de π. Choisissons la se�ion s définie, pour g ∈ G, par

s(g) = (x0, g)

et notons Ψ : G −→ Aut(N ) l’application définie par cette se�ion (voir le para-
graphe qui précède la proposition ). Pour tout g ∈ G et tout x ∈N , on a

Ψg (x) = σ−1
(
s(g) ∗ σ (x) ∗ s(g)−1

)
= σ−1

(
(x0, g) ∗ (xx0, e) ∗ (L(g)−1[f (g,g−1)], g−1)

)
= σ−1

(
(x0L(g)[x]L(g)[x0]f (g,e)−1, g) ∗ (L(g)−1[f (g,g−1)], g−1)

)
= σ−1

(
(x0L(g)[x], g) ∗ (L(g)−1[f (g,g−1)], g−1)

)
= σ−1

(
(x0L(g)[x]f (g,g−1)f (g,g−1)−1, e)

)
= σ−1 ((x0L(g)[x], e))
= L(g)[x]

On a donc Ψg = L(g) pour tout g ∈ G, et donc Ψ̂ = Φ̂ . L’a�ion extérieure de G
sur N induite par la suite exa�e e bien Φ̂ .

——–





.. Classification

Dans cette partie on suppose donné un triplet (N,G,φ : G −→ Out(N))
ainsi qu’un relevé L : G −→ Aut(N) et f : G ×G −→ N tels que µL,f ≡ e.
D’après la démonration du théorème 11, on a alors qu’une extension

e donnée par : Γ =N ×G où la loi de composition ∗ e définie par

(x,g) ∗ (x′ , g ′) = (xL(g)[x′]f (g,g ′)−1, gg ′)

On dit que le couple (L,f ) e équivalent au couple (L′ , f ′) s’il exie un isomor-
phisme

τ : (N ×G,µL,f ) −→ (N ×G,µL′ ,f ′ )

tel que τ(1 ×N ) soit l’identité et qu’il induise une application τ̂ : G −→ G qui
soit aussi l’identité.

En fait cette notion d’équivalence et celle d’extensions équivalentes sont les
mêmes.

Proposition .— Tout homomorphisme τ : (N ×G,µL,f ) −→ (N ×G,µL′ ,f ′ ) tel que
τ |N = id et que l’application quotient τ̂ : G −→ G e également l’identité e de la
forme τ(n,g) = (κ(g)n,g) où κ(g) = c(g)n(g)−1 avec c(g) ∈ G et L′(g) = σn(g) ◦L(g).

Preuve : On a (n,1) −→ (n,1) et (1, g) −→ (κ(g), g) pour un κ : G −→ N par hy-
pothèse. On a donc que (1, g)(n,1) −→ (κ(g), g)(n,1) qui vaut (κ(g)L′(g)[n], g).
Mais on a aussi (1, g)(n,1) = (L(g)[n], g) = (L(g)[n],1)(1, g) qui a pour image
(L(g)[n],1)(κ(g), g) = (L(g)[n]κ(g), g).
Par identification on obtient donc κ(g)L′(g)[n] = L(g)[n]κ(g). D’où le résultat
en utilisant L′(g) = σn(g) ◦L(g).

——–

Lemme .— On suppose que

f ′(g,g ′) = n(gg ′)f (g,g ′)L(g)[n(g ′)−1]n(g)−1

alors, en posant κ(g) = n(g)−1, on a l’équivalence (N ×G,µL,f ) ∼ (N ×G,µL′ ,f ′ ) où
L′(g) = σn(g) ◦L(g).

Preuve : En posant τ(1, g) = (n(g)−1, g) on a que τ((1, g)(1, g ′)) = τ(1, g)τ(1, g ′).
En effet, d’une part τ((1, g)(1, g ′)) = τ(f (g,g ′)−1, gg ′) = (f (g,g ′)−1n(gg ′)−1, gg ′) et
d’autre part

τ(1, g)τ(1, g ′) = (n(g)−1, g)(n(g ′)−1, g ′)
= (n(g)−1L′(g)[n(g ′)−1]f ′(g,g ′)−1, gg ′)

Or par hypothèse,

f ′(g,g ′) = n(gg ′)f (g,g ′)L(g)[n(g ′)−1]n(g)−1





D’où le résultat en utilisant L′(g) = n(g)L(g)n(g)−1.

——–

Pour notre classification on peut donc supposer que L = L′ .

Théorème .— (N × G,µL,f ) ∼ (N × G,µL,f ′ ) si et seulement si on peut écrire

f ′(g1, g2) = f (g1, g2)k(g1, g2) où k : G ×G −→ C e un -cobord.

Preuve : On suppose que τ exie. On a d’une part :

τ((1, g)(1, g ′)) = τ(f (g,g ′)−1, gg ′)
= (κ(gg ′)f (g,g ′)−1, gg ′),

Et d’autre part :

τ(1, g)τ(1, g ′) = (κ(g), g)(κ(g ′), g ′)
= (κ(g)L(g)[κ(g ′)]f ′(g,g ′)−1, gg ′).

Comme L = L′ , κ(g) ∈ C pour tout g ∈ G. Par identification, on obtient que :
f ′(g,g ′) = f (g,g ′)L(g)[κ(g ′)]κ(gg ′)−1κ(g). Or on a que L(g)[κ(g ′)] = κ(g ′)g donc
en posant k(g,g ′) = κ(g ′)gκ(gg ′)−1κ(g), k e bien un -cobord.

Réciproquement, on définit f ′(g,g ′) comme dans le lemme précédent. Cette
définition e la même que celle utilisée dans la preuve da la proposition 10
avec λ(g,g ′) = 1 pour tout (g1, g2) ∈ G2. Or dans cette même démonration
nous avons vu que µL,f et µL′ ,f ′ diffèrent du -cobord relatif à la -cochaine λ.
Comme λ = 1 ici, on en déduit que µL,f = µL,f ′ = 1. On a donc l’équivalence
attendue.

——–

Théorème .— L’ensemble des classes d’équivalence d’extensions deN par G pour
l’a�ion φ e isomorphe à H2

φ(G,C).

Preuve : Si µL,f = µL,f ′ = 1 alors µL,f et µL,f ′ diffèrent d’un -cobord. Récipro-

quement si on pose pour tout (g1, g2) ∈ G2, f ′(g1, g2) = f (g1, g2)h(g1, g2) où h e
un -cobord alors µL,f = µL,f ′ = 1.

Donc h e un -cobord si et seulement, en posant (g1, g2) ∈ G2, f ′(g1, g2) =
f (g1, g2)h(g1, g2), on a que µL,f = µL,f ′ = 1. De plus f e un -cocycle (on utilise
l’associativité de la loi comme dans la preuve de la proposition 7).

Mais les choix possibles de f ′ représentent l’ensemble des extensions pos-
sibles.

Ainsi le théorème précédent conclue la démonration.

——–

. Chaque élément de H3
Φ

(G,C) représente une obru�ion

La conru�ion "Pull-back".





Nous allons présenter ici une conru�ion d’extension dans un cas très
général que l’on utilisera dans le paragraphe suivant.

Définition .— Soient G1,G2,G3 trois groupes, f1 : G1 −→ G3, f2 : G2 −→ G3
deux homomorphismes. Alors on définit le "pull-back"

G1 ×G3
G2 = {(g1, g2) ∈ G1 ×G2, f1(g1) = f2(g2) ∈ G3}

.

En rereignant, les deux proje�ions pi : G1 ×G2 −→ Gi , on obtient deux appli-
cations pi : G1 ×G3

G2 −→ Gi et le diagramme suivant commute :

G1 ×G3
G2

p2

��

p1 // G1

f1
��

G2
f2 // G3

Lemme .— G1 ×G3
G2 e un groupe et p1,p2 définis précédemment sont des

homomorphismes.

Preuve : Soient (g1, g2), (g ′1, g
′
2) ∈ G1 ×G3

G2. Comme f1 et f2 sont des homomor-
phismes, on a que f1(g1g

′
1) = f1(g1)f1(g ′1) = f2(g2)f2(g ′2) = f2(g2g

′
2) ∈ G3 et que

f1(g−1
1 ) = f1(g1)−1 = f2(g2)−1 = f2(g−1

2 ) ∈ G3 i.e. (g1g
′
1, g2g

′
2), (g−1

1 , g−1
2 ) ∈ G1×G3

G2
ce qui signifie que G1 ×G3

G2 e bien un groupe.
Le fait que les applications p1 et p2 sont des homomorphismes en découle

immédiatement.

——–

Théorème .— Supposons que f1 : G1 −→ G3 e surje�ive, de noyau N . Alors
p2 : G1 ×G3

G2 −→ G2 e surje�ive de noyau N ′ isomorphe à N . On a donc une
extension

N ′ /G1 ×G3
G2 −→ G2 = (G1 ×G3

G2)/N ′

où N ′ = (N,1).

Preuve : Pour g2 ∈ G2, on peut toujours trouver g1 ∈ G1 tel que f2(g2) = f1(g1)
car f1 e surje�ive. Ainsi p2 e également surje�ive. Le noyau de p2 e
l’ensemble des couples (n,1) avec f1(n) = 1 ∈ G3 ce qui e précisément N .

——–

Une certaine extension universelle.

Pour un groupe G donné, pour tout syème de générateurs {gj , j ∈ J} il exie
une application surje�ive p du groupe libre F(J) sur G, p : F(J) −→ G définie
par p(j) = gj . Notons N (J) le noyau de p. On a alors que N (J) / F(J)→ G e
une extension de N (J) par G. De plus cette extension e universelle dans le
sens où si N /L→ G e une extension par G alors il exie un homomorphisme





Φ : F(J) −→ L tel que Φ |N (J) a une image dans N et Φ̂ : G −→ G e l’identité.
On a alors le diagramme commutatif :

N (J)

��

// F(J) //

Φ

��

G

=
��

N // L // G

N (J) e libre comme sous groupe d’un groupe libre.
Nous allons maintenant étudier le cas particulier où J = G\{1} en utilisant la
méthode du "pull-back". La surje�ion p : F(J) −→ G e donnée par p([g]) = g
où l’on note le générateur du groupe libre correspondant à l’élément g ∈ J par
[g]. Pour deux éléments g,g ′ ∈ J , on définit |g,g ′ | par le produit [g ′]−1[g]−1[gg ′].
On a évidemment |g,g ′ | ∈ Ker(p).

Lemme .— N (J) e le groupe libre de générateurs {|g,g ′ | , g,g ′ ∈ J} avec une
a�ion définie par la formule (

∣∣∣g ′ , g ′′∣∣∣)g−1
=

∣∣∣g ′′ , g∣∣∣ ∣∣∣g ′ , g ′′g∣∣∣ ∣∣∣g ′g ′′ , g∣∣∣−1
.

Preuve : On a :

[g]−1[g,g ′′][g] = [g]−1[g ′′]−1[g ′]−1[g ′g ′′][g]
= ([g]−1[g ′′]−1[g ′′g])([g ′′g]−1[g ′]−1[g ′g ′′g])([g ′g ′′g]−1[g ′g ′′][g])

Le groupe généré par {|g,g ′ | , g,g ′ ∈ J} e donc diingué dans F(J) et l’a�ion e
bien celle mentionnée.

Pour vérifier que ces éléments génèrent N (J), posons M =< {|g,g ′ | , g,g ′ ∈
J} > et considérons U =

⊔
g∈J

[g]M. Montrons que U = F(J). On a naturellement

U ⊂ F(J).
Soit [gr ][gr−1] . . . [g1] ∈ F(J) un mot quelconque. On a alors :

[g1g2 . . . gr ]−1[gr ][gr−1] . . . [g1] =
([g1 . . . gr ]−1[gr ][g1 . . . gr−1])([g1 . . . gr−1]−1[gr−1][g1 . . . gr−2])

= . . . [g1g2])([g1g2]−1[g2][g1])

qui appartient à M. Le mot de départ appartient donc à [g1 . . . gr ]M ⊂U .
On admet que les |g,g ′ | sont des générateurs libres.

——–

Corrolaire .— L’application l : G −→ Aut(M) définie par

∀(g,g ′ , g ′′) ∈ G3, l(g)(
∣∣∣g ′ , g ′′∣∣∣) =

∣∣∣g ′′ , g∣∣∣ ∣∣∣g ′ , g ′′g∣∣∣ ∣∣∣g ′g ′′ , g∣∣∣−1

induit une inje�ion φ : G −→Out(M) dès que G � Z/2Z. De plus, pour ce φ, on a
F(J) = Aut(M)×Out(M)G.

Preuve : Tout automorphisme α : F(J) −→ F(J) envoie nécessairement le sous
groupe commutatif sur lui-même et induit donc un automorphisme

F(J)/F(J)′ −→ F(J)/F(J)′





où F(J)′ e la sous groupe commutatif. Or F(J)/F(J)′ e le groupe libre abélien
de l’ensemble J et tout automorphisme intérieur de F(J) e envoyé sur l’identité
dans F(J)/F(J)′ .

Remarquons que l(g)(
∣∣∣g,g−1

∣∣∣) =
∣∣∣g−1, g

∣∣∣ donc l(g) n’e pas l’identité sur
F(J)/F(J)′ sauf si g = g−1 i.e. g2 = 1. Supposons g2 = 1. Il y a alors un h ∈ G tel
que g,h,gh soient  à  diin�s (car G � Z/2Z). Alors l(g)(|h,g |) = |g,g | |hg,g |−1

et, à nouveau, l(g) n’e pas l’identité sur F(J)/F(J)′ .

——–

Remarque .— Si G � Z/2Z, on a J = {g} et F(J) = Z. Dans ce cas l’extension

e Z

×2−→Z −→Z/2Z et φ e l’application triviale.

Théorème .— Supposons G � Z/2Z. Pour une a�ion φ̂ : G −→ Aut(C) et un
élément {a} ∈ H3

Φ̂
(G,C) donnés, il exie un groupe N de centre C et un homomor-

phisme φ : G −→ Out(N ) induisant φ̂ par reri�ion sur C tel que l’obru�ion
d’extension pour φ e {a}.
Preuve : Soit N ′ = F(J) où J = (G\{1})2 et on définit l’a�ion de G sur N ′ comme
précédemment par

(l̃(g))(
∣∣∣g ′ , g ′′∣∣∣) =

∣∣∣g ′′ , g∣∣∣ ∣∣∣g ′ , g ′′g∣∣∣ ∣∣∣g ′g ′′ , g∣∣∣−1
.

Comme G � Z/2Z, le groupe libre N ′ e non commutatif et a donc un centre
trivial.
On étend l’a�ion au produit N = C ×N ′ par

L(g)[(c,1)] = φ̂(g−1(c),1)
L(g)[(1, |g ′ , g ′′ |)] = (a(g,g ′′ , g ′), (l̃(g))−1(|g ′ , g ′′ |))

où a e un -cocycle représentant {a}.
Cela définit bien une a�ion car l̃(g) e une a�ion et le fait que d3(a)(h,g,g ′′ , g ′) =

1 nous donne

(a(g,g ′′ , g ′))ha(h,g,g ′′)a(h,gg ′′ , g ′)a(h,g,g ′′g ′) = a(hg,g ′′ , g ′).

Comme on l’a vu dans le paragraphe précédent, on peut choisir f ′(g,g ′) =
f (g,g ′) dans N ′ = Int(N ) comme |g,g ′ |. Alors :

L(g1)[f ′(g2, g3)]f ′(g1g2, g3)−1f ′(g1, g2g3)f ′(g1, g2)−1 = a(g1, g2, g3)

et l’obru�ion e alors représentée par {a}.
——–




