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1 Cohomologie des groupes

1.1  Généralités

¢ de G sur A. On notera dans la suite a8 'action de g € G sur a € A.
Etant donné un entier n > 0, on appelle n-cochaine de G a valeurs dans
A relativement a I'action ¢ (ou plus simplement n-cochaine) toute application
f : G" — A. Lensemble des n-cochaines sera noté C"(G,A), cet ensemble a
une §tructure naturelle de groupe abélien.
On définit alors une application dite de cobord d,, : C"(G,A) — C"*1(G, A)
de la maniere suivante : pour f € C*(G,A) et g1, ,%u41 € G"1 on pose

; dn(f)(gl""'gn+l):

(g2 @uet)¥ 4 ) (D Fg1&iier o &uet) + (1) f(g1,0-80)
i=1

ON considere un groupe G, un groupe abélien A et une ation a gauche

On con$tate que 'application de cobord e§t un morphisme de groupes et en
rajoutant le groupe trivial, on obtient une suite

d*l 0 do 1 dl
0 —= C%G, A) —2> C1(G, A) -+

On appelle n-cocycle tout élément de ker(d,,) et n-cobord tout élement de Im(d,,_1).
Exemple 1.— (basses dimensions).

n = 0. Les cochaines s’assimilent aux éléments de A. Il y a un seul 0-cobord qui
e$t la constante nulle et les 0-cocycles sont les éléments de a € A tel que pour
tout g € G, a® = a. Ainsi I'ensemble des 0-cocycles e$t AG.

n=1. Les 1-cobords sont les applications de la forme g +> a8—a (ou g +> a8a™!
en notations multiplicatives) avec a € A. Les 1-cocycles sont les applications f
qui vérifient pour tout g, ¢, € G,

f(8182) = (&) + f(g1)

(ou f(g192) = f(22)% f(g1) en notations multiplicatives). De telles applications
s’appellent aussi des homomorphismes croisés.

n = 2. Les 2-cobords sont les applications de la forme (g1,£,) +— f(g2)$' —

f(8182) + f(81) (ou (81,82) ¥ f(82)' f(8182)7' (1) en notations multiplica-
tives) avec f € C!(G,A). Les 2-cocycles sont les applications f qui vérifient

pour tout ¢1,¢7,¢3 € G,

f(82,83)% + f(81,8283) = f(8182,83) + f(g1,82)

(ou f(g2,83)8" £(81,8283) = f(8182,83)f(81,82) en notations multiplicatives). De
telles applications s’appellent aussi des systémes de facteurs.

Théoreme 2.— Pour tout n >0,onad,od,_1 =0.



Preuve :

2 Extensions de groupes

2.1 Généralités

Z TANT donnés deux groupes N et G, on appelle extension de N par G toute
E suite exacte de groupes de la forme :

1 LN

I1 exi$te une notion "d’isomorphisme" relative a la notion d’extensions : deux
extensions de N par G

1 N I} G 1

seront dites équivalentes s’il exi§te un isomorphisme ¥ : Iy — I tel que le
diagramme suivant

N
N

I

soit commutatif. La relation "étre équivalentes” est visiblement d’équivalence
sur I'ensemble des extensions de N par G. Les classes d’équivalence pour cette
relation, sont appelées les classes d’extensions de N par G. Une question im-
portante de la théorie des groupes consiste a décrire les classes d’extensions
d’un groupe par un autre. Nous allons voir que I'outil cohomologique et pré-
cieux pour cette description.

Etant donné

1 Nt

une extension de N par G, le fait que h(N) soit distingué dans G permet de
définir une action @ de I' sur N par

®: T — Aut(N)
§ — @i x+—hl(gh(x)g™)



L'image par @ du sous-groupe h(N) e§t exactement le sous-groupe Int(N) des
automorphismes intérieurs de N et d’apres ???, @ permet ainsi de définir par
passage au quotient un morphisme @ : I'/h(N) — Aut(N)/Int(N). On en dé-
duit, via f, l'exiStence d’un morphisme ® : G — Out(N). On a ainsi le dia-
gramme commutatif suivant

Définitions 3.— 1/ Etant donnés deux groupes N et G, on appelle altion extérieure
de G sur N tout morphisme de G dans Out(N).

2/ Etant donnée 1 N—tsr ! G 1 une extension de N par G,

acion extérieure ® de G sur N définie précédemment s'appelle I'aCion extérieure
relative a I'extension, on dit alors que 'extension est une extension de N par G
relative a .

Considérons une extension de N par G relative a une action extérieure @,

et s une seCtion ensembliste de f (i.e. pour tout g € G, f os(g) = g). Pour tout
g € G, on pose

vy, .

e N — N

X h_l(s(g)h(x)s(g)_l)

Ceci permet de définir une application W : G — Aut(N), dont on notera v
I'image dans Out(N).

Proposition 4.— Avec les notation précédentes, on a W = ®. En particulier, pour

. h f , . L.
une extension 1 N T G 1 donnée, son action extérieure

relative est entiérement déterminée par le choix (arbitraire) d’une seftion ensemb-
liste s de f.




Preuve : Comme le diagramme suivant

e§t commutatif, on a

@:(90@05:aonoszaowofoszaowza

Corollaire 5.— Si deux extensions sont équivalentes, alors leurs aétions extérieures
relatives sont égales.

Preuve : Considérons deux extensions équivalentes

Io
ho 50
/ A
1——N [ G——1
\ f
I 5
I

i étant un isomorphisme qui fait commuter le diagramme et s, (resp. s;) une
section ensembliste de f; (resp.f;). Soit ¢ € G, comme fyop~'os;(g) =g, onen
déduit qu’il existe A € N tel que

P (s1(8)) = so(8)ho(A)
Ainsi, si x € N alors
W' (s1(8)m (0)s1(@)™1) = kgt o™ (s1(8)P(ho(x))s1(8) ™)

0(x))s1(
o (s0(8)ho(A)h (X)ho(/\ so(g)™")
gt (so(g)ho(AxA1)se(g)™h)

Ainsi I'image de g dans Aut(N) relativement a s, différe de celle relativement

a s; de l'automorphisme intérieur x > AxA~!. Leurs images dans Out(N) sont
donc égales.

Remarque 6.— 1/ On fera bien attention au fait que la notion d’extension ne
dépend pas uniquement du groupe, mais bien de la suite exacte en entier. Par
exemple, les suites exactes

1 ——7/32 2~ 7/97. 7/37. 1



1 ——=7/37 2> 7/97. 7/37. 1

sont des extensions de Z/3Z par lui-méme relativement a la méme a&tion ex-
terieure, elles ont toutes deux méme groupe et pourtant elles ne sont pas équiv-
alentes.

2/ Quand N eét abélien, Int(N) eét trivial et donc Out(N) se confond a Aut(N).
Dans cette situation, les actions extérieures sont donc exa&tement les actions.

3/ Sil’on note C le centre de N alors toute altion extérieure de G sur N induit
une action sur C. En effet, puisque C e$t un sous-groupe caraltéristique de
N (voir ???), on a donc un morphisme (de restri¢tion) Aut(N) — Aut(C). 11
est évident que Int(N) e$t inclus dans le noyau de ce morphisme, on en déduit
d’apres ??? l'exiStence d’'un morphisme Out(N) — Aut(C) qui, composé avec
l’'adtion extérieure, donne une adtion de G sur C. De maniére pratique, cette
action ce décrit par le choix arbitraire d’une section S :

L'a&ion ¢ de G sur C induite par ® et alors égalea p =705 o ®.

La problématique que nous allons tenter de résoudre dans les paragraphes
ci-dessous et la suivante : étant donné N et G et une aion extérieure @,
exiSte-t-il des extensions de N par G d’adtion extérieure relative égale a ) et, le
cas échéant, peut-on décrire ces extensions a équivalence prés? Nous noterons
dans la suite Extﬁ(N,G) I’ensemble des classes d’extensions de N par G rela-

tivement a ®. Nous allons voir que lorsque Ext6(N, G) e$t non vide, cet ensem-
ble et paramétré par H2(G, C) ou C eét le centre de N (I'a&ion considérée étant
celle induite par @ sur C). Nous verrons aussi que I'ob§trudion a l'exiStence
d’une extension se lit dans H3(G, C).

2.2 Cas des extensions a noyau abélien

N consideére ici un groupe G de neutre e et un groupe abélien N. On
se donne une altion exterieure @, c’e§t-a-dire ici tout simplement une

action (remarque 6-2) de G sur N et on s’intéresse a Ext,(N,G). Re-
marquons préalablement que cet ensemble n’e$t jamais vide puisque la suite
exacte
1*>N*>GX¢N*>G*>1

ou G x, N désigne le produit semi-direct de N par G relativement a ¢ est bien
une extension de N par G relativement a 'action ¢.



Considérons une extension de N par G relativement a ¢,

et s une setion ensembli$te de f. Afin de ne pas alourdir les notations on
confondra quand c’e$§t possible N avec son image dans I;. On notera, pour
geGetxeN, x® =¢(g)(x). Ainsi, d’apres le paragraphe précédent, on a
x8 = s(g)xs(g) "

Pour tout g,¢ € G, les éléments s(gg ) et s(g)s(g’) sont dans la méme classe
modulo N. Il exi§te donc un unique t(g,g) € N tel que

’

s(88) = (8,8 )s(g)s(g)
Ceci permet de définir une application ¢t : Gx G — N (relative au choix de s).

Proposition 7.— 1/ L'application t précédemment définie est un 2-cocycle, c’est le
2-cocycle associé 4 la section s.

2/ Si t (resp. t’) est le 2-cocycle associé d une section s (resp. s,) de l'extension, alors

t et t' different d’un cobord. Ainsi, on peut associer de maniére naturel d Uextension
un élement de Hé;(G,N).

3/ Si deux extensions de N par G sont équivalentes alors les deux éléments de
H(%,(G,N) associés a chacune de ces deux extensions sont égaux.

Preuve: 1/ Sil'on applique l'associativité du produit dans G au trois éléments
2,8 ,9 € G on trouve séparément

s((gg)g) = t

(88,8 )s(gg)s(8)
o= tgg 8 e g )s(g)s(g)s(g )
et s(glgg)) = tggg )slgsigs)
= tggg )s@)tg,g )s(g)slg)
= g8 8 )s(g)t(g g )s(g) " s(g)s(g)s(g
= Hggg g g )s(g)s(g)s(g)

On en déduit que pour tout g,¢,¢ € G

Heg g Mg g) =g g g8 )
ce qui montre que t e§t un 2-cocycle.

2/ Comme s et s sont des seions de f, il exite une application hy: G — N
tel que pour tout g € G,

s'(g) = ho(g)s(g)



Par ailleurs, pour tout g,g/ €eG,ona

s(gg) = holgg)s(sg) ,
= holgg )t(g.8 )s(g)s(g )
= ho(88)1(8,8 ho(g)™'s (9)ho(g ) !5 (g)
= 1(g,8)ho(gg Mho(8) ™ (ho(g) )85 (8)s (g

et comme s (gg') =t (g,¢)s (g)s (¢') on en déduit que pour tout g,¢g € G, on a

tg ¢t (8.8)7" = ho(g)ho(gg ) ho(g)®

qui e$t I'expression d’un 2-cobord. Ainsi, ¢ et ¢ différent d’un 2-cobord, leurs
classes dans H(f,(G,N) sont donc égales.

3/ Considérons deux extensions équivalentes

Lo
S0
TN
1—N Y G——1
\ A
51
I}

) étant un isomorphisme qui fait commuter le diagramme et s, (resp. s;) une
seCtion ensembliste de f; (resp. f1). On considere f (resp. t1) le 2-cocycle as-
socié a sy (resp. s1). Pour tout g,g eGona so(gg ) =1t0(g, g )s0(g)so(g ) et par

suite, en composant par 1,
P oso(gg) =to(g,8 )P oso(g)Poso(g)

Puisque ¢ e$t un isomorphisme faisant commuter le diagrammme, 1 o sq e$t
une autre section de f;. 1’égalité prédédente assure que son 2-cocycle associé
est tg. D’apres le 2/, t; et t; difféerent d’'un 2-cobord et définissent donc un
méme élément dans qu,(G,N).

La proposition précédente montre donc qu’a une classe d’extensions de N
par G donnée on peut associer de maniere naturelle un élément de qu)(G,N).
Ainsi, il exite une application naturelle

© : Ext,(G,N) — Hg(G,N)

Théoreme 8.— Lapplication © est une bijection.

Preuve : Surjectivité de © : Soit t un 2-cocycle. Sur le produit cartésien
(d’ensembles) I' = N x G, on consideére la loi de composition * suivante : pour
tout (x,¢),(x,g ) €T, on pose

(x,8)+(x,¢) = (xx*t(g,¢) ", g¢) (1)

10



Muni de la loi #, I est un groupe. En effet :
e Associativité de = : soient (x, g), (x/,g'), (x",g”) €T, on a d’une part
((eg)+(.8))*(",8") = (xxt(gg ) 88) (8 )
Y b0 gg g ) gg S

et d’autre part

(xg)*((x,g)+(x,8") = (xg)+(xx"* tg'g") 88"

= (x50 g e g's ) gg's))

Comme ¢ e§t un 2-cocycle, on a t(g’, g )$t(g,¢'¢ ) = (3,8 )t(3g g ) et doncil y
a égalité des deux quantités considérées. La loi = e§t bien associative.

o (t(e, e),e) eSt un neutre bilatére pour =. En effet, remarquons pour commencer
que comme t est un 2-cocycle, on a pour tout g€ G

Hg e)t(g e) = t(g e)t(e, e)f

(choix de ¢ = ¢” = e dans la relation qui définit un 2-cocycles)

te g)t(e,e) = (e g)tle,8)
(choixdeg=g¢ =eet“g’ =g”)

c’e§t-a-dire que pour tout g € G,

Dong, pour tout (x,g) €', on a

(x,8)*(t(e,e)e) = (xt(ee)ft(g,e)t,g)
= (xt(ge)t(ge),g)
= (%9

et
(te,e)e)*(x,8) = (t(e,e)t(e,2) !, 8) = (%,8)

e Inversibilité : soit (x,g) €I, ona

-1

(x,8) ((x‘lt(g,g‘l)t(e,e))g ,g‘l) = (t(e,e)e)

Ainsi (x, ) et inversible pour = et

(x,8)" = ((x1t(g,g1)t(e,e))g_1,gl)

11



Ainsi (T, ) et bien un groupe. Maintenant ’application de projeétion

f: I — G
(x,8) +— g

est visiblement un épimorphisme de groupes et son noyau vaut
ker(f) ={(x,e)/ x € N}
Considérons l'application

A: N — ker(f)
x > (xt(ee)e)

qui e$t visiblement une bijetion. Pour x,y € N on a

A(x)=Ay) = (xt(ee) e)x(yt(ee)e)

Il
—
=
-
=
o
N
o
< S
-
=
¥
N
)
-
=
=
o
N
o
|
-
<
o
-

= (xpt(ee)e)
= AMxy)

ainsi A e$t un isomorphisme, et donc on a la suite exacte

1 N1t

Nous allons montrer que cette suite exaéte est une extension de N par G et que
son image dans H(,%(G,N) par © a pour représentant t. Ceci prouvera bien la
surjeCtivité de ©. A cet effet, considérons la section s de f suivante :

s: G — r
g +—> (tlee)g)

Pour tout x € N et tout g€ G,on a

s(g)* Ax)*s(g)" = (t(e.e)g)*(xt(e ) e)*(t(g g™ )¢, g7
= (tle,e)x8t(e,e)8t(g,e) ), g)* (tg g )¢ g™
= (Hee)xft(g e)t(g e) @)+ (Hg g ), g7h)
= (tlee)x8,g)*(t(g,g7)¢ g
= (Hee)xft(g,g (g, g7 !) L e)
= (t(e,e)x8,¢e)

Ainsi, on a 171(s(g)* A(x)*s(g)~") = x€ et donc I'a&ion de G sur N induite par la
suite exacte et bien égale a ¢. Nous sommes bien en présence d’une extension.

Considérons maintenant le 2-cocycle f associé a la setion s. Par défini-
tion, pour tout g,¢ € G,on a

’

s(gg) = Mto(g,8))*s(g)*s(g) = (to(g, & (e e) e) *s(g) *s(g)

12



Par ailleurs, on a

1 -1

es(g)! = )88 (1(g' 1)g"l,g’ﬂ (tg.g7) g
e,e>t<g’,g’ )gt(gg g Lg)= ((,g he, gt
e)
¢)

)
He g )gt(gg g ) 't(g,871)t(g, g7 ve)
)

s(gg)*s(g)

o)t(g, g )t(gg g 1)

Comme ¢ e$t un 2-cocycle, on a

tg,g )EHgg, g ) =g g g e) !
et donc ) ) )
s(gg)*s(g) " *s(g) ™ = (g, g )tle,e) t(e e),e)

On en déduit que pour tout g,¢ € G,

Hg & )to(g,8) = t(e,e)®

Considérons ’'application hy : G — N définie pour x € G par hy(x) = t(e, e).
Pour g,g € Gon a
ho(9)ho(gg )" ho(g )® = t(e, e)f
On en déduit que (g, g,) > t(e,e)8 est un 2-cobord et donc t; et ¢, différant
d’un 2-cobord, définissent un méme élément de H(f)(G,N). L’application © e$t
bien surjective.

Injectivité de © : on considere

1 N I G 1
N’
S0
A
1 N g 1
N’

deux extensions de N par G dont les classes ont méme image par ©. Nous
allons montrer que ces deux extensions sont équivalentes, ce qui prouvera
I'inje&tivité de la fonction ©.

Fixons sy et s; des seltions de fy et f; et notons ¢, et t; les 2-cocycles as-
sociés a sy et s;. Par hypothese, f; et t; different d’un 2-cobord : tal = utl‘l
u:GxG—> N et telle qu'il exiSte w : G —> N vérifiant pour tout g,¢ € G,

’

u(g,g) = w(gw(ge) ' w(g)?

Pour tout y, € [} il exi$te un unique ¢ € G et un unique x € N tels que
Y0 = Ag(x)sg(g). On définit alors

P(vo) = A (xw(g))s1(g)

13



ce qui fait de i une application bijective de I sur I}. Soit yg = Ag(x)so(g) et

y(; = /\O(x')so(g,) deux éléments de I,. On a
Yo¥o = Ao(x)so()Ao(x)s0(g )

(gg ) ,
to(g, 8 ), )s0(88)

Il
=

S
=
R\

=)

-

S

%

OQ\

et donc

’

2w (g )%)s1(88 ) ,
)M(tl(g,g) Dsi(gg)

Proyy) = Mxx*to(g g
= (&8

Ainsi ¢ est un isomomorphisme. Il re$te a vérifier que le diagramme
Iy
TN
N 4 G
N

5
e$t bien commutatif. Commengons par remarquer que puisque

so(e) = so(ee) = Ag(to(e, e))so(e)so(e)

on a so(e) = Ao(to(e,e)™) et, de méme, s;(e) = A;(t;(e,e)”!). Par ailleurs, on a
tole,e)™! = u(e e)t;(e,e)"! et comme u(e, e) = w(e), on en déduit que w(e)/\fl (s1(e)) =

/\51(50(6)) et par suite que

si(e)" = Ag (@(e)Ag" (so(e) ™))

Ainsi, pour tout x € N on a

(Wedo)lx) = w(Ao(x)sole) ! so(e)
= Pldolxg H(so(e)™))so(e))
= A (xAg( <>1>w<e))sl<e>
= A0 (A5 (so() aw(e))si (e

= Ai(x)

14



Enfin, pour tout yy = Ay(x)so(g) ey ona
(fieP)(yo) = fi(A1(xw(g))s1(g)) = & = fo(Ao(x)s0(g)) = fo(y0)

Ceci acheve la preuve.

La bijetion © permet de définir, a partir de la Structure de HqZD(G,N), une
Structure de groupe abélien sur Ext,(G,N). La formule 1 dans la preuve du
théoréme 8 permet de conStruire explicitement, a partir d’'un 2-cocycle f, une
extension E; dont 'image de la classe par © e$t la classe de f dans H(?D(G, N). Si
'on applique ceci au 2-cocycle trivial, on décrit donc le neutre de Ext,(G,N)
et on constate, en appliquant la formule 1, qu'un représentant naturel de ce
neutre n’eét rien d’autre que la suite exacte relative au produit semi-dire¢t de
Gpar N :

1*>N*>GX¢,N*>G*>1

Notons que la classe neutre de Ext, (G, N) est en fait composée de 'ensemble
des extensions qui admettent une seltion au sens de ???. Ainsi, on ne peut
retrouver le groupe G x, N dans une extension de N par G que dans une seule
classe d’extensions. Ce ne sera pas le cas pour tous les groupes apparaisant
dans une extension, comme le montre l’exemple qui suit.

Exemple 9.— Appliquons ce qui précede pour décrire les classes d’extensions
de Z/pZ par lui-méme (p étant un nombre premier). En appliquant la proposi-
tion 22?2, on déduit que H%(Z/pZ, Z/pZ) ~ Z./pZ et donc Ext(Z/pZ,7/pZ) compte
p éléments. Considérons les extensions suivantes :

Ey: 1 Z/pZ Z/pZ x L/ pZ Z/pZ 1

et pour touti=1,---,p—1

E;: 1 ZIpT —> 7/p?7 Z/pZ 1

La conclusion générale pour le cas du noyau abélien e§t que I'ensemble
des classes d’extensions de N par G est décrit biunivoquement par la réunion

disjointe |_| H2(G,N).
peAut(N)

2.3 Cas général
2.3.1  Obstru&tion

tion extérieure @ de G sur N , on notera ¢ l'a&tion de G sur C induite

par D (remarque 6-3). Nous allons nous intéresser a I’éventuelle ob-
Struftion a l'exiStence d’une extension de N par G d’altion extérieure relative
@ donnée.

ON se fixe deux groupes N et G, on note C le centre de N. Pour toute ac-

15



Considérons a cet effet un relevé L: G — Aut(N) de ® pour le morphisme

Aut(N) U Out(N) (i.e. 8oL =®). Soit alors I'application f : Gx G —
Aut(N) définie, pour g1,2, € G, par

f(81,82) = L(g182) 0 L(g2) " o L(g1) ™"

Comme 6 et un morphisme, on a 6(f(g1,9»)) = OoL(g1£>)00L(g2) ' OoL(g;) ™ =
1 et donc f et une application a valeurs dans Int(N). On considéere un relevé

f:GxG— N de f pour le morphisme naturel N —— Int(N). Ainsi, pour

tout g;,9, € G et tout x € N on a f(g1,)[x] = f(g1,22)xf(g1,82)~". Soit alors
I’'application IONE Gx Gx G — N définie, pour g1,9>,93 € G, par

1 7(81,82,85) = Lig1)[£(8283) 7 | (g1, 2285) ' F (8182, 83)F (81,22)

Proposition 10.— Lapplication BLF ainsi définie e$t un 3-cocycle a valeurs dans
C relativement d U'afion ¢ induite par ®.

Si L est un autre relevé de ® et ]7 e§t un relevé de l'application f  associée d L,
alors les 3-cocycles 7 et o différent d’un 3-cobord. Réciproquement, si a est
un 3-cocycle dans la méme classe que HiF dans H(Z(G, C), alors il existe L' un autre

relevé de O et ]? et un relevé de application f associée d L tels que a = by 7

Preuve : L'image dans Int(N) de L(g)[f(g2 )™} | e L(g1) o f (g2 g5) 0 L(g1)™!
et donc celle de ij(gl,gz,gg,) vaut

L(g1)o f(82,8) " o L(g1)” Ofgl,gzga Yo f(8182,83) 0 f(81,8)
= L(g1)oL(g) OL(ga)OL(gzga) o L(g1)™ o L(g1) 0 L(8283) 0 L(818283) '
L(glgzga) oL(g3) ' o L(g182) ' o L(g182) 0 L(g2) ! o L(g1) ™!

ce qui montre que ij(gl,gz,g3) € ker(N — Int(N)), noyau qui e$t précisé-
ment égal a C d’apres ???. D’apres la remarque 6-3 l'altion ¢ d’un élément
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g€ Gsurx e C et égale a x8 = L(g)[x]. Ainsi, pour tout g1,97,¢3,84 € G,on a

P, 7(82, 83, 84)% 1y 7(81, 82, 83) M, f(gl,gzgs,g@

= L(g1) o L(g)[f (g3 2) 7 | Lig) [F (g2 8380) 7 | Lig1) [F (2283 80)]

(81) [f (82,83 ]L (81 [f 82,83) 1]f £1,8283) " (8182,83)f (81, &2)
#17(81:8283:84)

= Llgi)eL(g )[£ (83,807 | L(g1) [F (g2 8384 | L(1) [ F (3283, 84)] F (81, 8283) !
f(g182,8)f ( glxgz)mf(gpgzga,gzl)

= L(g1)oL(g2)[F(g3.80)7 | L(&n [f 283847 | L(81) [f (2283 84)]
1 7(81,8283, 84 (81,8283) ' F (8182, 83)f (81, &2)
(Car ny(gl,g2g3,g4) e$t un élément de C.)

= L(g1)oL(g [f 83:84) 1]L 81 [f 82,8384) 1]L 81 [f gzga,g4)]

(91)[F (2283, 24)7" | F(81,228384) " F (218283, 84)f (81,2283)F (81, 8285) ™!

f(8182,83)f (81, 82)

(81) 0 L(g2) [f (3, 80) 7 | Lig1) [ £ (22 8380) 7" | F (81, 228584) " F (818283, 84)

~

(8182 83)f (81, 82)

(81,82)L(81) 0 L(g2) £ (g5, 80)7" | (g1, 2) 7 F(g1, &) L(g1) [ F (82 8384) "

(81,829584) " (18283, 84)f (8182831 (81,82)f (81, 82)™"
(On a conjugué par f(g1,£>), ce qui ne change rien puisqu’il s’agit d’un
élément de C.)

= L(g182)[F(83,84) 7| (81, 82)L(81) [ f (82 8384) | F (81, 828384) " (812283 84)

8182,83)

£182)[f(g3.80)" ]_7(g1,gz)L(g1)[_7(gz,gag4)‘1_]7(g1,g2g3g4)‘17(g1gz,gag4)

81,.82)f(81,82) 7 f(8182,8384) ' f (18285, 84)f (£182. &3)

glgz)[f(83»g4) ]f(gbgz)hj(glfng8384)]((81;gz)_lf(glgzrgsg4)_1

818283,84)(8182,83) B

2182)[F(83,84) 7 | 1y 7(81, 82, 8384)F (8182, 8384)”

218283 84)f (8182,83) _

Car (g1, 82)1;, 7(81,82,8384)f (81, 82) ™" = 4y 7(81, 82, 8384) puisque
P‘Lf(glng'g3g4) eC)

= L(218)[f (g5 80" | F(212,9380) 7 F (219285, 84)F (812,831, 7(81, 2, 8584)
(Puisque ;AL'f(gl,gz,g3g4) € C commute avec tous les éléments de N.)

= p7(8182,83 84)My F(81, 82, 8384)

L
f
L
f
f
f

Il
S =l ] s

—_
—

et donc HiF e$t bien un 3-cocycle a valeur dans C relativement a ¢.

Dans la suite de cette preuve pour tout x € N, on notera o, I’automorphisme
intérieur de N relatif a x (i.e. 0,() = xyx~! pour tout y € N). Soit maintenant

L’ un autre relevé de ®. Pour tout g € G, il existe x(g) € N tel que

’

L(g)= Ox(g) oL(g)
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Pour g1, € G, on a donc

flg8) = L(gig)oLl(g) oLl (g)™
= Ox(g1:)° L(g182) 0 L(gZ)_l O Oy(g,)-1 © L(g )_1 0 Ox(g)!
= Ox(g14)° L(g182) 0 L(gZ)_l ° L(gl)_l oL(g)o Ox(gy)~1 © L(gl)_l O Ox(gy)!
= Ox(g0) © f(81,82) 0 01 (g))[x(g0)1] © Tx(gy)!
= Ox(a18) © IF(g1,82) © OLig1)[x(82) 11 O Ox(gy)!
= Ox(g192)f(81,82)L(g1)x(g2) " Ix(g1)"
= o>
f(81,82)

On en déduit qu'il existe A(gy,g;) € C tel que

f'(81,82) = x(8182)f (81, 82)L(g1)[x(82) " Ix(g1) ' Mg1, 82)
Soit alors g1,82,83 € G, on a

P 7(81:82:83)0 (81,82 &)

= 7(8828)f (8187 f (g1gz,g3)’1f'(g1,gzg3)L(g1)[f’(gz,g3)]
= 7(8182.83)Mg1 &) X% g1 )[x(82)1f (81,82) ' %(8182) " M(g182,83) !
x(£182)L(8182)[x(g3 ]f 8182 g3) x(1283)7' %(818283)f (81, 8283)
L(g1)[x(8293) ™ 1x(81) 7 M(g1, 8285)L(81) [¥(2283)1 L(g1) [ F (22, 83))
L(gy) o L( gz)[ g 1]L 21)[x(g2) 1]L 81)[Mg2,83)]
(€1,82) " x(g)L(81)[x(€2)] (81,82) " x(8182) " A(8182,83) ' x(8182)
(

I
=~

182)[%(83)1f (8182,83) 7 F(81,8283)L(g1)[x(8283) ' 1x(81) " (81, 8283)
L(g1) [x(8285)1L(g1) [ £ (82 85)] 11, 7(81, 82, 83)L(81) 0 L(g2) [x(25)”!]
L(g1)[x(g2)7" | L(g1) [M(g2, g5)]
(Puisque VLf(gl 82,83)€C)
= A(81,82) 7 x(81)L(g1)[x(82)1f (81, 82) ' X(8182) " A(8182, 85) " X(8182)
L(8182)[x(83)1f (8182, 83) " F(81,8283)L(g1)[x(8283) ' 1x(g1) 1 (81, 8283)
L(g1)[x(8283)] f(81,8283) " F (8182, gS)f(glrgZ)L(gl)OL(g2)[x(gS)_1]
L(g )[ xX(82)” ]L 81)[A(g2,83)]
= (A(82,85)% M(8182,85) L M81, 8283)A (g1:g2)_1)x(gl )L(g1)[x(82)]f (81, 82) ™"
L(8182)[x(83)1f (8182, 83) " F(81,8283)L(g1)[x(8283) " 1x(g1) ' L(g1) [x(g283)]

f(81,8285) " f(8182,83)f (81, &2)L (gl)oL(gz)[x(g3)’1]L(g1)[x(g2)’1]
Puisque A e$t a valeurs dans C.)

(82,850 A(8182,85)™" A(81,8285)4(81,82) ™ Jx(1)L81)[x(82)]f (81, 82)!
(€182)[x(85)11(8182,83) " (81, 8283)L(81)[x(2293) " 1x(81) " L(g1) [*(8283)]
F(81,8285)" (8182 83)L(8182) [x(83) 1| F (81, 82)L(g1) [x(82) ]

Il
hAA

On en déduit finalement que ],thyZ,l? et le 3-cobord relatif a la 2-cochaine
A '

18



Ainsi, étant donnés deux groupes G et N et une adion extérieure ® : G —>
Out(N), on peut associer au triplet (G, N,Eﬁ) un élément u(G, N,a) € H(‘;’,(G,C)
ou C désigne le centre de N. C’e§t la classe des applications Hif décrites
précédemment. Cet élément sera appelé l'invariant d’ob$truction associé au
triplet (G,N,®). Cette terminologie e§t motivée par le théoréme suivant :

Théoréme 11.— Soient G et N deux groupes et ® : G — Out(N) une action
extérieure de G sur N. Les propriétés suivantes

i) il exiSte une extension de N par G relativement a 'altion extérieure Eﬁ,
ii) Uinvariant d’obstruction u(G, N,@) est I'élément neutre de H;(G, C),

sont équivalentes.

Preuve : i) = ii) Soit 1 N—2>17T—">¢G 1 une extension de N

par G relativement a l’altion extérieure @. On a donc le diagramme commu-
tatif suivant

r—2 Aut(N)

(I)

G —— Out(N)

et on considére une setion s de 7. Pour tout g € G, on pose L(g) = P os(g)
et L e§t alors un relevé de @ a Aut(N). Pour tout x € N et tout g € G on a
L(g)[x] = s(g)xs(g)~" et donc pour tout g;,¢, € G,

L(g182) o L(g) ' oL(g1) M x] = f(g1,%)x]
= s(g182)5(82) " s(g1)  xs(g1)s(82)s(g182) "

on peut donc poser f(g1,82) = 5(¢1¢2)5(¢2)""s(¢1)~" et f devient un relevé de f
a N. On a alors, pour tout ¢1,9,,95 € G,

m,;(gl_,gz,gs)
= L(@)[F(3285) 7| F(21,8285) 7 F(g182,3)f (81,22) 1
= s(g1) ((8283)( D7 s(g) ) () (<g1g2g3>s<gzg3>-1s<gl>-1)‘
SE £18283)5(83) 7" s(8182)" 1S(glgz)( 2)'s(g)™!
(

3)7!
= s(g1)s(g )( 3)5(8283) " s(g1) 7" 5(81)5(8283)5(818283) ' 5(818283)5(g3) ™!
s(8182)'s(8182)s (gz)‘IS(gl)‘1

ce qui prouve bien que u(G, N,®) (qui e la classe dans H;Z(G,C) de //LLJ) est
I’élément neutre.

ii) => 1) Si ﬁ(G,N,a) est le neutre de H(?,(G,C) alors, d’aprés la proposition 10,

il existe un relevé L de @ et un relevé f de 'application f associée a L tels que
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BLF = e Considérons alors sur I'ensemble I' = N x G la loi de composition =
définie pour, (x, g), (x',g’), par

(x,9)*(x,g) = (xL(g)x If(g.8) " g8)

C’e§t une loi de groupe :

e Associativité de = : soient (x, g), (x’,g’), (x",g”) €T, onad’une part

((v8)+(x.8))+ ('8 )
= (LI ]f(g8) " 88)*(x,g)
= (L@l ]f(88) ' Ligg )" 1f (g8’ 8") " gg'8))
(L(g)x 1f(8.8) " f(8:8) o L(g) o g )[ *If( gg,g_ sgg)
(L(g)x 1f (8,8 f(g,8)L() Lig lx ]Jf( §) ' flgg 8 ) sg’s)
= (xL(@)xIL(g) o L(g)[x 1f(¢.8) " flgg g )" gg'g)
et d’autre part
(x,g>*(< g)x.g))
= (ng)*(x [x ]f g.¢rteg)
= (xL(g)[x ] ( JoL(g)x"IL(@If (g8 ) If (888 )" 88'e")

On en déduit que * et associative si et seulement si pour tout x,x,,x" €N et
tout g,¢,¢ €G,ona

’ ”

(L(9)[x IL(g) o Lig ) LI (g,8 ) IS ( g,g §)sg's))

’ ’ "=

= (xL(g)[x |L(g) o L(g)[x 1f (8.8 1f (g5, )" 888"

Ceci équivaut a ce que pour tout g,gl,g" € G, on ait

Llfg.¢ ) Ifgge ) =flgg)  flgg g )"
ou encore a ce que pi; 7 = 1.

e Notons e le neutre de G. Pour tout g € G, on a f(e,g) = L(g) o L(g) "' L(e)™! =
L(e)™'. On en déduit que f(e,g) est constant, notons x, cette constante. On a
alors, pour tout (x,g) €T,

(x,8) * (xo,€) = (xL(g)[f (e, 8)If (g, €)', 8)

Maintenant, puisque HiF= 1,ona

L@f(eg)lf(g0)"' =1
(choix de g1 = g, g = e et g3 =g) et donc (x,g) * (xg,e) = (x,g). De méme, on a

(x0,€) = (f(e,g)L(e)[x]f(e.g) ™", g) = (L(e) ' o L(e)[x], §) = (x,8)
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Ainsi, (xg, e) e§t un élément neutre pour =.

e Inversibilité : soit (x,g) €I, on a

(x,8)* (L@ [« fleg)f@e ] g = (xfle9)f(gg)f(g87)e)

= (xp.€)

et donc (x,8)™ = (L(g)™ [x"'fle,g)f (g.87)].¢7") pour la loi .

(T, ) e$t donc bien un groupe et la projetion sur le deuxiéme falteur 7 :
I' — G e$t visiblement un épimorphisme de groupe, de noyau (ensembliste)
N x {e}. Comme f(e,e) = L(ee)L(e)"'L(e)™! on en déduit que L(e) = f(e,e) .
Ainsi dong, si l'on considére 'application 0 : N — I' définie, pour x € N, par

o(x) = (xxg,e) xf e e

alors pour tout x,x € N on a

’

o(x)*o(x) =

et donc o e§t un monomorphisme de groupe induisant un isomorphisme sur
le noyau de 7. On en conclue que

o s

1 N r G 1

est une extension de N par G. D’apres la proposition 4 l'altion extérieure V7
de G sur N induite par cette suite exacte e§t entiérement définie par la donnée
d’une section s de 7. Choisissons la section s définie, pour g € G, par

s(g) = (x0,8)

et notons W : G — Aut(N) l'application définie par cette setion (voir le para-
graphe qui précede la proposition 4). Pour tout g € G et tout x€ N, on a

We(x) = o7l(s (g)*a(x)*s(grl)
= 071 ((x0,8) * (xxp,0) 1[fg; le™M)
= o ! ((xL(®)[x]L(g [xo]f ge) g+ (L@ [f(e.g e ™)
= 0"_1((xoL(g)[x]g 8)'f(gg g ™)
= o ((xoL(g>[x1f 8¢ *lf (g8 e)
= o7 ((xoL(g)x]¢))
= L(g)[x]

On a donc W, = L(g) pour tout g € G, et donc ¥ = ®. L'adion extérieure de G
sur N induite par la suite exacte e§t bien @.
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2.3.2 Classification

ANS cette partie on suppose donné un triplet (N,G,¢ : G — Out(N))
D ainsi qu'un relevé L: G — Aut(N) et f : Gx G — N tels que pry=e

D’apres la démons$tration du théoréme 11, on a alors qu'une extension
e§t donnée par : I' = N x G ou la loi de composition * e§t définie par

(x,8)*(x,g") = (xL(g)[x'If(g.8) ", g¢)

On dit que le couple (L, f) e§t équivalent au couple (L, f’) s'il exite un isomor-
phisme
7:(N %G, VL,f) — (N x G, ptL,f)

tel que 7(1 x N) soit 'identité et qu’il induise une application T: G — G qui
soit aussi l'identité.

En fait cette notion d’équivalence et celle d’extensions équivalentes sont les
mémes.

Proposition 12.— Tout homomorphisme T : (N x G, ij) — (N xG, :’"L’f) tel que
T|y = id et que lapplication quotient T: G — G est également 'identité est de la
forme t(n,g) = (x(g)n,g) o1t x(g) = c(g)n(g)~" avec c(g) € G et L'(g) = ayg) 0 L(g).
Preuve: Ona (n,1) — (n,1) et (1,g) — (x(g),£) pour un « : G — N par hy-
pothése. On a donc que (1,¢)(n,1) — (x(g),g)(n,1) qui vaut (x(g)L'(g)[n], g).
Mais on a aussi (1,¢)(n,1) = (L(g)[n],g) = (L(g)[n],1)(1,£) qui a pour image

L(g)[n], 1)(k(g), 8) = (L(g)[n]Kk(g), g)-
Par identification on obtient donc x(g)L’(g)[n] = L(g)[n]x(g). D’ou le résultat
en utilisant L'(g) = 0y,(4) 0 L(g)-

Lemme 13.— On suppose que

f(g n(gg)f (g & )L(g)n(g) " n(g)™"

alors, en posant k(g) = n(g)’l

L'(g) = 0y(g) 0 L(g)-

Preuve : En posant 7(1,g) = (n(g)”',g) on a que 7((1,¢)(1,¢ )) =1(1, g) (1,¢').
):

En effet, d’une part 7((1,¢)(1,¢ }_[ lg¢) = (J_[( ¢ n(gg) "t gg) et
d’autre part

, on a l'équivalence (N x G, VL,T) ~ (N %G, ]JL,’?) ol

/1/

I

t(Lg)t(l,g) = (n(g) g (n(g)
= (n(g) 'L (g)ln(g)'1f (g8 88"

|

Or par hypothése,

f(g.8)=n(gg")f(g & Lgn(g) " In(g)™
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D’ou le résultat en utilisant L’(g) = n(g)L(g)n(g)".

Pour notre classification on peut donc supposer que L =L,
Théoréme 14.— (N X G,pth) ~ (N x G,/,tLT) si et seulement si on peut écrire

(g1,92) = f(g1,82)k(g1,82) 0t k: Gx G —> C est un 2-cobord.

Preuve : On suppose que 7 exi$te. On a d’une part :

7((1,8)(1,8")) T(?(g,g’)‘l,gg’l)

= (x(38)f(8,.8)7". 88",

Et d’autre part :

(1, 9)t(L,g) = (x(g)8)(x(g) &)
= (k(g)L(Q)x(g)If(g.8)7" 88

Comme L =L, x(g) € C pour tout g € G. Par identification, on obtient que :
f(2.8) = f(g.8)L(@Ir(g")r(gg) " k(g). Or on a que L(g)[x(g')] = x(g')¢ donc
en posant k(g,g’) = x(g')%x(gg’) "' x(g), k est bien un 2-cobord.

Réciproquement, on définit f’(g, ¢’) comme dans le lemme précédent. Cette
définition e§t la méme que celle utilisée dans la preuve da la proposition 10
avec A(g,¢’) = 1 pour tout (g1,¢») € G>. Or dans cette méme démonstration
nous avons vu que ji; ¢ et ji, & différent du 3-cobord relatif a la 2-cochaine A.
Comme A =1 ici, on en déduit que Hry=H,p=1 Ona donc I'équivalence
attendue.

Théoréme 15.— L'ensemble des classes d’équivalence d’extensions de N par G pour
Paétion ¢ est isomorphe a quj(G, C).
Preuve: Sip; 7 =p 7 =1alors y; retp différent d’un 2-cobord. Récipro-
quement si on pose pour tout (g1,82) € G, f'(81,82) = f(g1,82)h(g1,82) o hr est
un 2-cobord alors Pry=Hp =1 B

Donc h e§t un 2-cobord si et seulement, en posant (g,9>) € G2, f'(g1,92) =
f(g1,22)h(g1,2>), ona que B =H,p =1 De plus f e§t un 2-cocycle (on utilise
l'associativité de la loi comme dans la preuve de la proposition 7).

Mais les choix possibles de f’ représentent l’ensemble des extensions pos-
sibles.

Ainsi le théoreme précédent conclue la démonstration.

2.4 Chaque élément de H(%(G, C) représente une obstru&ion
La construd@ion "Pull-back".
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Nous allons présenter ici une con$truction d’extension dans un cas tres
général que 'on utilisera dans le paragraphe suivant.

Définition 16.— Soient Gy, G,, G5 trois groupes, f; : G| — Gs,f, : G, — Gj
deux homomorphismes. Alors on définit le "pull-back”

Gi xg, G2 =1{(81,82) € G1 x Gy, fi(g1) = f2(82) € G3}

En reftreignant, les deux proje&tions p; : G; x G, — G;, on obtient deux appli-
cations p; : G Xg, G, — G; et le diagramme suivant commute :

P1
Gl XG3 G2 _— Gl

lpz lfl
f

G2—>G3

Lemme 17.— Gy xg, G, est un groupe et py,p, définis précédemment sont des
homomorphismes.

Preuve : Soient (g1,£>),(8],85) € G1 Xg; G». Comme f; et f, sont des homomor-
phismes, on a que fi(g187) = f1(81)/1(81) = /2(82)/2(83) = f2(828;) € G5 et que
flg) =f(g) ™" = H(g) " = (") € Gsie (18],8283). (871,85 ") € Gi xG, Ga
ce qui signifie que G; X, G, eét bien un groupe.

Le fait que les applications p; et p, sont des homomorphismes en découle
immeédiatement.

Théoreme 18.— Supposons que f; : G| — Gj3 est surjective, de noyau N. Alors
P2 : Gy xg, Gy — Gy eét surjective de noyau N’ isomorphe @ N. On a donc une
extension

N,<1G1 XG3 Gz —> G2 = (Gl XG3 Gz)/N,

ou N’ =(N,1).

Preuve : Pour g, € G,, on peut toujours trouver g; € G; tel que f,(g2) = f1(g1)
car f; eSt surje@tive. Ainsi p, eS§t également surjective. Le noyau de p, est
I’ensemble des couples (1,1) avec fi(n) =1 € G5 ce qui est précisément N.

Une certaine extension universelle.

Pour un groupe G donné, pour tout sySteme de générateurs {g;,j € J} il existe
une application surjeétive p du groupe libre F(J) sur G, p : F(J) — G définie
par p(j) = g- Notons N(J) le noyau de p. On a alors que N(J) <F(]) — G et
une extension de N(J) par G. De plus cette extension est universelle dans le
sens ou si N<L — G e$t une extension par G alors il existe un homomorphisme
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@ : F(J) — L tel que P[y(;) a une image dans N et D : G —> G et I'identité.
On a alors le diagramme commutatif :

N(J) —=F(J) —

L l

N L

N(J) e$t libre comme sous groupe d’un groupe libre.

Nous allons maintenant étudier le cas particulier ou J = G\{1} en utilisant la
méthode du "pull-back". La surjection p : F(J) — G est donnée par p([g]) = &
ou l'on note le générateur du groupe libre correspondant a 1’élément g € J par
[g]. Pour deux éléments g, ¢’ € ], on définit |g, g’| par le produit [¢'] ! [¢] ! [gg’].
On a évidemment |g, g’| € Ker(p).

Lemme 19.— N(J) est le groupe libre de générateurs {|g,¢’|,, 8" € J} avec une
i ’ 7 -1
g"8|ls" "3l

Il

88,8

action définie par la formule (|g',g”|)g7l =

Preuve: Ona:

(8171 &”1Ig] (817" g’ T 8'8” 8] -

(817 g1 (8”881 [8'1 (8’8 "8 1)(([8"8 817 (8¢ Ig])
Le groupe généré par {|g,¢’|,¢,¢" € J} eSt donc distingué dans F(J) et I'action est
bien celle mentionnée.

Pour vérifier que ces éléments générent N(J), posons M =< {|g,¢'|,¢,¢’ €
J} > et considérons U = LI[g]M Montrons que U = F(J). On a naturellement
g€/

U CFE()).
Soit [¢,][gr-1]---[g1] € F(J) un mot quelconque. On a alors :

(8182 & 17 & )[gr-1]. - [81] =
(81 &1 (g )lgr - &1 D([G1 - &1 [gr-1 181 - - &r—2])
= lane)lng] gl

qui appartient a M. Le mot de départ appartient donc a [g;...g,]M C U.
On admet que les |g, ¢’| sont des générateurs libres.

Corrolaire 20.— L'application | : G — Aut(M) définie par
o

V(g.¢,¢") €G3 Ug)g\g") =g ¢||¢" ¢ el|g'e” g|”

induit une injetion ¢ : G — Out(M) dés que G & Z/2Z. De plus, pour ce ¢, on a
F(]) = Aut(M) xoutm) G-

Preuve : Tout automorphisme « : F(J) — F(J) envoie nécessairement le sous
groupe commutatif sur lui-méme et induit donc un automorphisme

F()/E(J) — F()/F(J)
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ou F(J) est la sous groupe commutatif. Or F(J)/F(J)" et le groupe libre abélien

de l’ensemble | et tout automorphisme intérieur de F(]) e$t envoyé sur I'identité

dans F(J)/F(J) .
Remarquons que [(g)(

g,g‘1|) = |g‘1,g (g) n’e§t pas l'identité sur
F(J)/F(J) sauf si g = g~ i.e. g> = 1. Supposons g2 = 1. Il ya alors un h € G tel
que g, h, gh soient 2 a 2 di§tin&s (car G z Z/2Z). Alors 1(g)(|h, gl) = |g, gl kg, g™
et, a nouveau, /(g) n'est pas I'identité sur F(J)/F(]) .

Remarque 21.— Si G=7Z/27Z,0n a ] = {g} et F(J) = Z. Dans ce cas I'extension
e Z 57— 7/27 et ¢ e$t I'application triviale.

Théoréme 22.— Supposons G & Z/27Z. Pour une altion ¢ : G —> Aut(C) et un
élément {a} € HE(G C) donnés, il existe un groupe N de centre C et un homomor-

phisme ¢ : G — Out

(N) induisant ¢ par restriétion sur C tel que 'obStrucétion
d’extension pour ¢ est {a}

Preuve : Soit N’ = F(J) ot ] = (G\{1})? et on définit 'a&tion de G sur N’ comme
précédemment par

//l

I(g)(g"8") =

/ // }*1

Comme G # Z/2Z, le groupe libre N’ e§t non commutatif et a donc un centre
trivial.
On étend 'adtion au produit N = C x N’ par

Lg)le, )] = (gt (e)1)
L(g)[(1,1g,8"D] (a(g,8”,¢)(1(g) g’ &)

ou a et un 3-cocycle représentant {a}.
Cela définit bien une aétion car /(g) e$t une action et le fait que ds(a)(h, g, 8”7, ¢’) =
1 nous donne

1w

(a(g, 8", &' )'a(h,g,8")a(h,gg”, ¢ )a(h,g,8"'¢') = a(hg,g", &).

Comme on I’a vu dans le paragraphe précédent, on peut choisir f’(g,¢’) =
f(g,¢’) dans N’ = Int(N) comme |g, g’|. Alors :

L(g1)[f(82.83)1f(8182.83) " (81, 8283) f(81,82) " = a(81, 82, 83)

et l'ob§truction est alors représentée par {a}.

26



