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.. Cara�érisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
.. Sous-groupes d’un groupe monogène . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
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 Théorie de Sylow 
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Chapitre 

Stru�ure de groupe

. Magmas

.. Lois de compositions internes.

Définition.— Soit E un ensemble. On appelle loi de composition interne sur E toute application de E ×E dans E. Si ∗
désigne une loi de composition interne sur E et si x et y sont deux éléments de E, on note plus volontier x ∗y à la place de
∗(x,y). Un ensemble non vide muni d’une loi de composition s’appelle un magma.

Exemples : a) E = R et pour x,y ∈R, x ∗ y = x2 + y2.

b) E = P (X) (ensembles des parties d’un ensemble X) et pour A,B ∈ P (X), A ∗B = A∪B.

c) E = C
C et pour f ,g ∈ E, f ∗ g = f ◦ g.

d) E , ∅ et pour a,b ∈ E, a ∗ b = a.

e) E =Mn(C) et pour A,B ∈ E, A ∗B = AB−BA.

f) E = Z et pour n,m ∈ E, n ∗m = n−m.

Définition.— Etant donné un magma fini (E,∗), disons E = {x1, · · · ,xn} on appelle table de Cayley le tableau carré de n
lignes et n colonnes obtenu en inscrivant à la i-ème ligne et à la j-ième colonne l’élément xi ∗ xj du magma.

Réciproquement, étant donné un ensemble fini E = {x1, · · · ,xn} et un tableau carré (ui,j )1≤i,j≤n avec ui,j ∈ E, on
définit une loi de composition interne ∗ sur E par xi ∗xj = ui,j . On remarque qu’alors, la table de Cayley du magma
(E,∗) e le tableau (ui,j )1≤i,j≤n.

Définition.— Soit (E,∗) un magma. On dit que ∗ e
• commutative, si ∀x,y ∈ E, x ∗ y = y ∗ x. On dit alors que le magma (E,∗) e commutatif.

• associative, si ∀x,y,z ∈ E, (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z). On dit alors que le magma (E,∗) e associatif.

Dans les exemples précédent, a) e commutative non associative, b) e commutative et associative, c) et d)
sont associatives et non commutatives, e) et f) ne sont ni associatives ni commutatives.

Exercice : Comment se lit sur une table de Cayley le fait qu’un magma fini soit commutatif?

Définition.— Soit (E,∗) un magma et e un élément de E. On dit que e e
• e un neutre à gauche pour ∗ si pour tout x ∈ E, e ∗ x = x.

• e un neutre à droite pour ∗ si pour tout x ∈ E, x ∗ e = x.

• e un neutre bilatère (ou plus simplement neutre) pour ∗ si e e un neutre à droite et à gauche pour ∗, c’e-à-dire si
pour tout x ∈ E, x ∗ e = e ∗ x = x.

Un magma muni d’un élément neutre bilatère e appelé magma unifère (ou unitaire).

Proposition.— Soit (E,∗) un magma et e,e
′ ∈ E. Si e e un neutre à gauche et e

′
e un neutre à droite alors e = e

′
. En

particulier, dans un magma unifère il n’y a qu’un seul élément neutre bilatère, c’e aussi le seul neutre à gauche (resp. à
droite).





Magmas 

Preuve : Par définition, pour tout x ∈ E, on a e ∗ x = x, donc pour x = e
′
, on a e ∗ e′ = e

′
. De même, pour tout y ∈ E,

on a y ∗ e′ = y donc pour y = e on a e ∗ e′ = e, ce qui prouve bien que e = e
′
.

�

Exercice : Dresser la lie des neutres à droite (resp. à gauche, resp. bilatères) dans les exemples a), b), c), d), e) et
f). En particulier, montrer qu’un magma peut trés bien posséder plusieurs neutres à droite (resp. à gauche).

Définition.— Soit (E,∗) un magma, e ∈ E un neutre à droite (resp. à gauche) et x ∈ E. On dit que x possède un inverse
à gauche (resp. à droite) relativement à e s’il exie y ∈ E tel que y ∗ x = e (resp. x ∗ y = e). Si (E,∗) e unifère on dit que
x possède un inverse s’il possède un inverse à droite qui e aussi un inverse à gauche.

Exercice : Dans les exemples a), b), c), d), e) et f) donner, le cas échéant, des exemples d’éléments inversibles à
droite ou à gauche et donner leurs inverses.

Définition.— Soit (E,∗) un magma. On appelle sous-magma de E toute partie non vide A de E able pour ∗ (i.e. si
x,y ∈ A alors x ∗ y ∈ A).

Si A e un sous-magma de (E,∗), on voit alors que la reri�ion de ∗ à A×A e une loi de composition interne
et donc que (A,∗) e lui-même un magma. On remarqu’alors si E e associatif (resp. commutatif) alors A l’e
aussi. Que penser de (A,∗) si (E,∗) e unifère?

.. Morphismes

Définition.— Soit (E,∗) et (F,⊥) deux magmas. On appelle morphisme (ou homomorphisme) du magma E vers le
magma F toute application f : E→ F qui satisfait

∀x,y ∈ E, f (x ∗ y) = f (x)⊥ f (y)

Si f e inje�ive (resp. surje�ive, resp. bije�ive) on dit que f e un monomorphisme (resp. épimorphisme, resp.
isomorphisme) de magmas. Lorsque E = F, les morphismes sont appelés des endomorphismes et les isomorphismes des
automorphismes.

Proposition.— Si f : (E,∗)→ (F,⊥) e un morphisme de magma, alors f (E) e un sous magma de (F,⊥). Si (E,∗) e
associatif (resp. commutatif, resp. unifère) alors f (E) l’e aussi.

Preuve : Exercice.

�

.. Relations d’équivalences compatibles

Rappels : Une relation d’équivalence sur un ensemble E e une relation binaire R qui e reflexive, symétrique
et transitive. Si x ∈ E on note x la classe de x moduloR, c’e-à-dire l’ensemble des éléments y ∈ E tel que xRy (on
écrit alors x ≡ y(R)).

L’ensemble des classes d’équivalences modulo R forme une partition de l’ensemble E et que cet ensemble e
noté E/R, on l’appelle ensemble quotient de E modulo R.

L’application s : E→ E/R définie par s(x) = x e une surje�ion que l’on appelle surje�ion canonique de E sur
son quotient. Une famille {xi}i∈I d’éléments de E satisfaisant aux deux conditions suivantes

(1) s ({xi}i∈I ) = E/R
(2) ∀i, j ∈ I, i , j =⇒ s(xi) , s(xj )

e appelée classe de représentants de E/R dans E.

Définition.—Soit (E,∗) un magma et R une relation d’équivalence sur E. On dit que R e compatible à gauche (resp.
à droite) si pour tout a,x,y ∈ E on a

x ≡ y(R) =⇒ a ∗ x ≡ a ∗ y(R) (resp. x ∗ a ≡ y ∗ a(R))

Quand R e compatible à droite et à gauche, on dit plus simplement que R e compatible.

Proposition.— Soit (E,∗) un magma et R une relation d’équivalence compatible sur E. Soient x,x
′
, y,y

′ ∈ E tels que
x ≡ x′ (R) et y ≡ y ′ (R). On a

x ∗ y ≡ x
′
∗ y
′
(R)
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Preuve : Comme x ≡ x′ (R), on a x ∗y ≡ x′ ∗y(R). De même comme y ≡ y ′ (R), on a x
′ ∗y ≡ x′ ∗y ′ (R). Par transitivité

de R, on en déduit que x ∗ y ≡ x′ ∗ y ′ (R).

�

En particulier, quandR e compatible, si x,y ∈ E la classe x ∗ y de x ∗y moduloR ne dépend pas du choix des
représentants des classes x et y. Ainsi, on peut définir sur l’ensemble quotient E/R une loi de composition ∗ (et
une seule) qui satisfait, pour tout x,y ∈ E,

x ∗ y = x ∗ y

Définition.— Le magma (E/R,∗) défini précédement s’appelle le magma quotient de E modulo R.

Exercice : Montrer que la surje�ion canonique s : E → E/R e un épimorphisme de magma. En déduire que si
(E,∗) e associatif (resp. commutatif, resp. unifère) alors E/R l’e aussi.

Exemple fondamental : On considère le magma (Z,+). Soit n ≥ 2 un entier. On considère sur Z la relation binaire
Rn définie pour a,b ∈Z, par

aRnb⇐⇒ n divise b − a

Usuellement, on note a ≡ b(n) à la place de a ≡ b(Rn). La relation Rn e une relation d’équivalence sur Z

compatible avec la ru�ure de magma (exercice), on l’appelle relation de congruence modulo n et la relation
a ≡ b(n) se lit ”a e congru à b modulo n”.

Le magma quotient Z/Rn se note plus usuellement Z/nZ ou Z/n. Par exemple, pour n = 4, la table de Cayley
du magma Z/4Z e :

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

Exercice : Montrer que pour tout n ≥ 1, Z/nZ e un ensemble fini à n éléments et qu’une classe de représentants
dans Z de Z/nZ e, par exemple, l’ensemble {0,1, · · · ,n− 1}.

Montrer que c’e un magma associatif, commutatif et unifère dans lequel tout élément possède une unique
inverse.

. Généralité sur les groupes

.. Groupes

Définition.— On appelle groupe, tout magma associatif et unifère dans lequel tout élément admet un inverse. Un groupe
dont la loi de composition e commutative e appelé groupe abélien.

Nous avons vu précédement que le neutre d’un magma unifère e unique. Dans un groupe, on a aussi :

Proposition.— Dans un groupe, chaque élément possède un unique inverse.

Preuve : Soit (G,∗) un groupe de neutre e, x ∈ G et y,y
′ ∈ G deux inverses de x. On a (y ∗ x) ∗ y ′ = e ∗ y ′ = y

′
et

y ∗ (x ∗ y ′ ) = y ∗ e = y. Comme la loi ∗ e associative, on a(y ∗ x) ∗ y ′ = y ∗ (x ∗ y ′ ) et par suite y = y
′
.

�

L’usage veut que, généralement, la loi de composition d’un groupe se note . où même plus fréquement ne se
note pas. Ainsi, on pour deux élément x et y d’un groupe, on note xy le résultat de la composition de x et de y par
la loi interne. Lorsque le groupe e abélien, on note usuellement + sa loi de composition.

Si G e un groupe et x un élement de G, on note généralement x−1 son inverse, si l’on utilise la notation . et
−x si l’on utilise la notation + pour sa loi de composition.

Règles de calcul : (Exercice) Soit (G, .) un groupe de neutre e.

a) Pour tout x ∈ G, (x−1)−1 = x (l’inverse de l’inverse e égal à l’élément).

b) Pour tout x,y ∈ G, (xy)−1 = y−1x−1 (le passage à l’inverse renverse l’ordre).
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c) Si x ∈ G et n ∈N∗, on note xn = x. · · · .x (n fois). On convient que x0 = e. On a alors (xn)−1 = (x−1)n. Cela permet
de définir xn lorsque n e un entier négatif, en posant dans ce cas xn = (x−1)−n = (x−n)−1. On a alors la relation
suivante :

∀x ∈ G, ∀a,b ∈Z, xa+b = xa.xb

On fera bien attention à ne pas se laisser piéger : généralement pour x,y ∈ G et n ∈ Z, on a (xy)n , xnyn.
Toutefois si x et y sont tels que xy = yx (on dit alors que x et y commutent, ce qui e toujours le cas dans un
groupe abélien) alors pour tout n ∈Z, on a (xy)n = xnyn.

d) Soient x,a,b ∈ G. Si ax = ay (resp. xa = ya) alors x = y (on dit que a e régulier). On remarquera que cette
propriété ne cara�érise pas les groupes parmis les magmas associatif et unifère (penser, par exemple, au magma
(Z∗, .)).

On en déduit que si dans un groupe un élément y satisfait l’équation xy = x (ou yx = x) pour un seul x, alors
y = e.

Exemples de groupes : (Exercice)

a) Les magmas (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+), (Q∗, .), (R∗, .),(C∗, .) sont des groupes abéliens.

b) Si n ≥ 1 désigne un entier, l’ensemble µn = {exp(2ikπ/n)/ k ∈ Z} e un groupe abélien pour la multiplication
complexe. De même, l’ensemble U = {z ∈C/ |z| = 1} e un groupe abélien pour la multiplication complexe.

c) Si n ≥ 1 désigne un entier, les ensembles GLn(C) = {M ∈Mn(C)/ detM , 0} et SLn(C) = {M ∈Mn(C)/ detM = 1}
sont des groupes pour la multiplication des matrices.

d) Soit E un ensemble non vide et Perm(E) l’ensemble des bije�ions de E dans E. L’ensemble Perm(E) e un
groupe (non commutatif sauf pour quelques cas que l’on précisera exauivement) pour la composition des ap-
plications. Si n ≥ 1 désigne un entier et si En = {1, · · · ,n}, le groupe (Perm(En),◦) s’appelle le n-ième groupe
symétrique et se note Sn. Un élément σ ∈ Sn se note par son image, élément par élément :

σ =
(

1 2 · · · n
σ (1) σ (2) · · · σ (n)

)

Ainsi le neutre de Sn (qui e l’identité) e e =
(

1 2 · · · n
1 2 · · · n

)
.

e) Soit P le plan affine et euclidien et Ω une partie du plan P . L’ensemble des isométries qui envoient Ω sur
lui-même e un groupe pour la composition des applications.

f) Le magma (Z/nZ,+) e un groupe abélien.

g) On considère un ensemble E et P (E) son ensemble de parties. Sur P (E), on définit une loi de composition
interne appelée différence symétrique, notée ∆ et définie par :

∀A,B ∈ P (E), A∆B = CA∪BA∩B = (A−B)∪ (B−A)

Le magma (P (E),∆) e alors un groupe abélien.

h) On considère l’ensemble conitué des huit matrices deM2(C) suivantes :{(
1 0
0 1

)
,

(
−1 0

0 −1

)
,

(
0 1
−1 0

)
,

(
0 −1
1 0

)
,

(
0 i
i 0

)
,

(
0 −i
−i 0

)
,

(
−i 0
0 i

)
,

(
i 0
0 −i

)}
C’e un groupe pour la multiplication des matrices. On le note Q8 et on l’appelle le groupe quaternionique.

Il e non abélien.

Table de Cayley d’un groupe fini : (Exercice) La table de Cayley d’un groupe fini a une particularité : c’e
toujours un carré latin (c’e-à-dire un tableau carré dans lequel dans chaque ligne et chaque colonne apparait
une et une seule fois chaque élément du groupe). Il e à noté que le fait d’être un carré latin ne cara�érise pas les
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tables de Cayley des groupes, comme le montre l’exemple suivant avec un ensemble E = {e,a,b,c,d} à 5 éléments :

∗ e a b c d
e e a b c d
a a e d b c
b b c e d a
c c d a e b
d d b c a e

(Vérifier que la loi de composition ∗ n’e pas associative)

.. Sous-groupes

Généralités

Définition.— Soit (G, .) un groupe. On appelle sous-groupe de G tout sous-magma H de G tel que (H,.) soit un groupe.

Exemple : N e un sous-magma de (Z,+) mais n’e pas un sous-groupe.

Proposition.— Soit (G, .) un groupe de neutre e et H un sous-groupe de G. Le neutre de H e e et pour tout x ∈ H ,
l’inverse de x dans H e l’inverse de x dans G.

Preuve : Par hypothèse, (H,.) e un groupe. Notons f son neutre. On a f .f = f dans H et donc dans G. Mais
comme dans G on a f = f .e, on en déduit que dans G, f .f = f .e et par suite comme f e régulier (G e un
groupe), on a f = e.

Soit x ∈ H , notons y son (unique) inverse dans H . On a donc xy = yx = e dans H mais donc dans G aussi. Il
s’ensuit que y e un inverse de x dans G, mais comme l’inverse x−1 de x dans G e unique, on en déduit que
y = x−1.

�

Corollaire.— (Axiomes faibles) Soit (G, .) un groupe etH une partie de G. Les propositions suivantes sont équivalentes
:

i) H e un sous-groupe de G,

ii) H , ∅ et pour tout x,y ∈H , xy−1 ∈H .

Preuve : i)⇒ ii) H n’e clairement pas vide car (H,.) e un magma. La proposition précédente montre que si
y ∈H alors y−1 ∈H . Ainsi, si x,y ∈H , on a y−1 ∈H et donc, comme (H,.) e un magma, on a xy−1 ∈H .

ii)⇒ i) Soit x ∈ H . En prenant y = x, on a e = xx−1 ∈ H . Par suite, pour tout y ∈ H , on a ey−1 = y−1 ∈ H . Donc
si x,y ∈ H , on a x,y−1 ∈ H et donc xy = x(y−1)−1 ∈ H . Ainsi, (H,.) e un sous-magma de (G, .). Comme G e
associatif, H l’e aussi. Comme e ∈ H , H e unifère et enfin comme tout élément de H admet un inverse, (H,.)
e bien un groupe.

�

Dans un groupe G de neutre e, il y a deux sous-groupes évident : G tout entier et {e}. On les appelles les
sous-groupes triviaux de G. Les sous-groupes non triviaux sont appelés ri�s ou propres.

On remarque que si H e un sous-groupe de G et que D e un sous-groupe de H alors D e un sous-groupe
de G (exercice), la relation ”être sous-groupe de” e donc transitive.

Dans la suite si H e un sous-groupe de G, on notera H ≤ G. La transitivité se traduit alors par

D ≤H et H ≤ G =⇒D ≤ G

Proposition.— Soit G un groupe et {Hi}i∈I une famille de sous-groupes de G. La partie
⋂
i∈I
Hi e un sous-groupe de G.

Preuve : Vérifions les axiomes faibles. Posons H =
⋂
i∈IHi . Si e désigne le neutre de G, alors comme chaque Hi

e un sous-groupe de G, on a e ∈Hi pour tout i ∈ I et par suite e ∈H . Ainsi H e non vide.
Considérons x,y ∈ H . Pour tout i ∈ I , on a x,y ∈ Hi et par suite xy−1 ∈ Hi puisque chaque Hi e un sous-

groupe. On en déduit donc que xy−1 ∈H . H e donc bien un sous-groupe de G.

�
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Ce résultat e bien sur faux en général pour la réunion
⋃
i∈I
Hi (exercice). On a toutefois le résultat suivant : si

{Hi}i∈I une famille de sous-groupes de G vérifiants que pour tout i, j ∈ I il exie k ∈ I tel que Hi ≤ Hk et Hj ≤ Hk ,
alors

⋃
i∈I
Hi e un sous-groupe de G (exercice). C’e le cas, par exemple, lorsque la famille {Hi}i∈I e en fait une

suite croissante H0 ≤H1 ≤ · · · ≤Hn ≤ · · · de sous-groupes de G.

Exemples de sous-groupes : (Exercice)

a) Les groupes (Z,+), (Q,+) (R,+) sont des sous-groupes de (C,+).

b) Pour tout n ≥ 1, le groupe (µn, .) e un sous-groupe de (U, .) qui e lui-même un sous-groupe de (C∗, .).

c) (Sous-groupes de (Z,+))

• Si n ∈Z, alors le sous-ensemble nZ = {nk/ k ∈Z} e un sous-groupe du groupe additif (Z,+).

• Pour tout n ∈Z, on a nZ = (−n)Z. Plus précisément, si a,b ∈Z alors

aZ = bZ⇐⇒ |a| = |b|

• Si a,b ∈Z, alors aZ e un sous-groupe de bZ si et seulement si b divise a.

• La proposition suivante e un résultat qui permet de dresser la lie exauive des sous-groupes de (Z,+) :

Proposition.— Soit G un sous-groupe de (Z,+). Il exie un unique entier n ≥ 0 tel que G = nZ.

Preuve : Si G = {0}, on voit que n = 0 e le seul entier qui convienne. Supposons que G , {0} et soit x ∈ G − {0},
comme −x ∈ G, on en déduit que G∩N∗ , ∅. Il exie donc un plus petit entier ri�ement positif n dans G∩N∗.
Comme G e un groupe, on a 2n = n+n ∈ G et par récurrence immédiate, on a pour tout k > 0, kn ∈ G. Par passage
à l’opposé on en déduit que k ∈Z, kn ∈ G, c’e-à-dire que nZ ⊂ G.

Réciproquement, considérons un entier m ∈ G et effe�uons sa division euclidienne par l’entier n. Il exie
donc un unique q ∈Z et un unique r ∈ {0, · · · ,n− 1} tels que

m = qn+ r

Comme G e un groupe et que m et qn sont dans G, on en déduit que r = m − qn ∈ G, mais comme r ≥ 0, on a
r ∈ G ∩N. Comme r < n, par minimalité de n, on en déduit que r < G ∩N

∗ et par suite que r = 0, c’e-à-dire
m = qn. Ainsi G ⊂ nZ.

L’unicité de l’entier positif n découle des remarques précédentes.

�

d) Soit G un groupe, on appelle centre de G l’ensemble

Z(G) = {x ∈ G/ ∀y ∈ G, xy = yx}

conitué des éléments de G qui commutent avec tous les éléments de G. L’ensemble Z(G) e toujours un sous-
groupe de G, c’e bien évidemment un sous-groupe abélien.

Parties génératrices

Proposition-Définition.— Soit G un groupe et A une partie de G. Il exie un plus petit sous-groupe (au sens de
l’inclusion) qui contienne A. On le note < A > et on l’appelle le sous-groupe de G engendré par A.

Preuve : Considérons la famille {Hi}i∈I conituée des sous-groupe de G qui contienne A. Cette famille n’e
pas vide car G tout entier e un sous-groupe de G qui contient A par hypothèse. Considérons la partie H =⋂
i∈IHi . On sait que H e un sous-groupe, il contient visiblement la partie A. C’e le plus petit sous-groupe

de G contenant A car si H
′

désigne un autre sous-groupe contenant A, il exie j ∈ I tel que H
′

= Hj et donc
H =

⋂
i∈IHi ⊂Hj .

�

Proposition.— Soit G un groupe et A une partie non vide de G. On a

< A >= {x1. · · · .xn/ n ∈N∗, xi ∈ A ou x−1
i ∈ A pour tout i = 1, · · · ,n}
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Preuve : Posons
H = {x1. · · · .xn/ n ∈N∗, xi ∈ A ou x−1

i ∈ A pour tout i = 1, · · · ,n}

et vérifions par les axiomes faibles que H e un sous-groupe : H n’e visiblement pas vide puisque A ne l’e
pas. Soit α,β ∈ H , il exie donc n ∈N∗, x1, · · · ,xn ∈ G avec xi ∈ A ou x−1

i ∈ A, m ∈N∗, y1, · · · , yn ∈ G avec yi ∈ A ou
y−1
i ∈ A tels que α = x1. · · · .xn et β = y1. · · · .ym. On a alors

α.β−1 = x1. · · · .xn.y−1
m . · · · .y−1

1 = z1. · · · .zl

avec l = n+m, zi = xi pour i = 1, · · · ,n et zi = y−1
l−i+1 pour i = n+ 1, · · · , l. On a zi ∈ A ou z−1

i ∈ A par hypothèse, donc
αβ−1 ∈H .

Par ailleurs, il e clair que A ⊂H . Il ne nous ree plus qu’à montrer queH e la plus petit sous-groupe ayant
cette propriété. Soit H

′
un sous-groupe de G contenant A et soit n ∈N∗ et x1, · · · ,xn des éléments de G tels que

xi ∈ A ou x−1
i ∈ A. Puisque H

′
e un groupe, il e able par passage à l’inverse, et comme A ⊂ H ′ , on en déduit

que xi ∈H pour tout i = 1, · · ·n et par suite que x1. · · · .xn ∈H
′
. Ainsi H ⊂H ′ .

�

Exemples : (Exercice) a) Quand A = {x} e une partie à un seul élément, on a

< A >= {xn/ n ∈Z}

b) Quand A =
⋃
i∈IHi où {Hi}i∈I désigne une famille de sous-groupes de G, alors

< A >= {x1. · · · .xn/ n ∈N∗, xi ∈ A pour tout i = 1, · · · ,n}

Définition.— Soit G un groupe et A une partie de G. On dit que A e génératrice si < A >= G (on dit aussi que A
engendre G).

S’il exie une partie A finie génératrice de G, on dit que G e de type fini.
Si G e engendré par une partie réduite à un seul élément on dit que G e monogène et si, de plus, G e fini on dit

que G e cyclique.
Si G e un groupe monogène, alors tout élément x ∈ G tel que G =< x > e appelé générateur de G.

Exemples : (Exercice)

a) Un groupe fini G e de type fini. La réciproque de cette proposition e bien sur fausse : (Z,+) e un groupe
infini mais de type fini (c’e même un groupe monogène puisque Z =< 1 >).

b) Les groupes Z et Z/nZ sont des groupes monogènes.

Définition.— Etant donné un groupe fini G, on appelle ordre de G le cardinal de G (fini ou infini), on le note o(G).
Etant donné un élément x ∈ G, on appelle ordre de x dans G l’ordre du groupe < x >, on le note o(x).

Proposition.— Soit G un groupe de neutre e, x ∈ G et Ox = {n ∈N∗/ xn = e}.

• Si Ox = ∅, alors x e d’ordre infini. On a alors

< x >= {· · · ,x−2,x−1, e,x,x2,x3, · · · } (xn , xm pour n ,m)

• si Ox , ∅, alors x e d’ordre fini et o(x) = minOx. On a alors

< x >= {e,x, · · · ,xn−1}

où n = o(x).
En particulier, un élément x ∈ G e d’ordre n si et seulement si xn = e et xk , e pour tout k = 1, · · · ,n− 1.

Preuve : Si Ox = ∅ alors pour tout n ,m, on a xn , xm, car sinon, xn−m = e et |n−m| ∈Ox ce qui e impossible.

Supposons Ox , ∅ et soit n = minOx. On sait que

< x >= {· · · ,x−2,x−1, e,x,x2,x3, · · · }

Montrons que pour tout a ∈Z, il exie r ∈ {0, · · · ,n− 1} tel que xa = xk : on effe�ue la division euclidienne de
a par n

a = qn+ r, q ∈Z, r ∈ {0, · · · ,n− 1}
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et on trouve alors que xa = xqnxr . Mais comme xqn = (xn)q = eq = e on a xa = xr . On en déduit donc que

< x >= {e,x, · · · ,xn−1}

Les éléments xk sont diin�s deux à deux pour k = 0, · · · ,n − 1, sinon il exierait deux entiers a < b dans
{0, · · · ,n−1} tels que xa = xb. On aurait alors xb−a = e et par conséquent b−a ∈Ox, mais comme b−a < n ceci serait
alors absurde.

On en déduit donc que
o(x) = ] < x >= ]{e,x, · · · ,xn−1} = n

�

Il e à noter que (exercice) dans cette proposition, la conditionOx , ∅ équivaut à dire qu’il exie a,b ∈Z avec
a , b tels que xa = xb.

Exemples.— (Exercice)

a) Dans un groupe, le seul élément d’ordre 1 e le neutre.

b) Dans (Z,+) tous les éléments (sauf 0) sont d’ordre infini.

c) Dans Z/nZ, o(1) = n.

d) On considère le groupe symétrique S3 et les deux éléments σ =
(

1 2 3
2 3 1

)
et τ =

(
1 2 3
2 1 3

)
. On a σ ◦ τ =(

1 2 3
3 2 1

)
, τ ◦ σ =

(
1 2 3
1 3 2

)
et σ2 =

(
1 2 3
3 1 2

)
. On en déduit donc que

S3 = {e,σ ,σ2, τ,σ ◦ τ,τ ◦ σ }

c’e-à-dire que σ et τ engendre S3. Par ailleurs, on a σ2 ◦ τ = τ ◦ σ et τ ◦ σ2 = σ ◦ τ , ce qui permet de dresser la
table de Cayley de S3 :

◦ e σ σ2 τ σ ◦ τ τ ◦ σ
e e σ σ2 τ σ ◦ τ τ ◦ σ
σ σ σ2 e σ ◦ τ τ ◦ σ τ
σ2 σ2 e σ τ ◦ σ τ σ ◦ τ
τ τ τ ◦ σ σ ◦ τ e σ2 σ

σ ◦ τ σ ◦ τ τ τ ◦ σ σ e σ2

τ ◦ σ τ ◦ σ σ ◦ τ τ σ2 σ e

On voit aussi que o(σ ) = 3 et que o(τ) = 2.

Sous-groupes engendrés par des sous-groupes

Soit G un groupe et H et K deux sous-groupes de G. On note

HK = {hk/ h ∈H et k ∈ K}

De manière général l’ensemble HK diffère de KH et n’e pas forcément un sous-groupe de G. En fait, on a :

Proposition.— Soit G un groupe et H,K deux sous-groupes de G. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) HK e un sous-groupe de G,

ii) KH e un sous-groupe de G,

iii) HK = KH .

Preuve: i) ⇒ iii) Soit h ∈ H et k ∈ K , on a kh = (h−1k−1)−1 ∈ HK . Comme H et K sont des sous-groupes, on a
h−1 ∈ H et k−1 ∈ K et donc kh ∈ HK , c’e-à-dire KH ⊂ HK . Soit z ∈ HK , on a z−1 ∈ HK , donc il exie h ∈ H et
k ∈ K tels que z−1 = hk et par suite z = k−1h−1 ∈ KH . Donc HK ⊂ KH .

iii)⇒ i) Vérifions les axiomes faibles. Comme e e dans H et dans K , on a e ∈HK et donc HK , ∅.
Soit h1,h2 ∈ H et k1, k2 ∈ K , on a (h1k1)(h2k2)−1 = h1((k1k

−1
2 )h−1

2 ). Comme (k1k
−1
2 )h−1

2 ∈ KH = HK , il exie
h3 ∈H et k3 ∈ K tel que (k1k

−1
2 )h−1

2 = h3k3 et par suite (h1k1)(h2k2)−1 = (h1h3)k3 ∈HK .
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On démontre de la même manière que ii)⇐⇒ iii).

�

Remarques : a) Dans cette situation, on a alors HK = KH =< H ∪K >.

b) Si G e abélien, alors HK e toujours un sous-groupe de G.

Corollaire.— Soit G un groupe etH1, · · · ,Hn des sous-groupes deG vérifiants que pour tout i, j = 1, · · · ,n,HiHj =HjHi ,
alors l’ensemble

H1 · · ·Hn = {x1 · · ·xn/ xi ∈Hi pour tout i = 1, · · · ,n}

e un sous-groupe de G.

Preuve: Exercice.

�

.. Morphismes

Définition.— Soit (G,∗) et (H,⊥) deux groupes. On appelle morphisme du groupe G dans le groupe H tout morphisme
de magma de G dans H .

Dans cette situation, un morphisme de groupe e donc une application f : G → H qui vérifie pour tout
x,y ∈ G, f (x ∗ y) = f (x) ⊥ f (y). Suivant l’usage introduit précédement, nous notons . (ou rien) pour désigner la loi
de composition d’un groupe. Par commodité, en général, quand nous considérerons deux groupes, nous utilis-
erons la même notation pour la loi de composition des deux groupes et ainsi nous écrirons pour un morphisme
: f (x.y) = f (x).f (y) à la place de f (x ∗ y) = f (x) ⊥ f (y). Il faudra faire trés attention à ne pas oublier que malgré
ces notations abusives, les lois de groupes ne sont pas les mêmes, et quand cela deviendra trop ambigu, nous
choisirons délibérement de bien noter différement ces lois.

Proposition.— Soit f : G −→ G
′

un morphisme de groupes. Si e (resp. e
′
) désigne le neutre de G (resp. de G

′
), alors

f (e) = e
′
. Par ailleurs, si x ∈ G, alors f (x−1) = (f (x))−1 et plus généralement, consécutivement à la convention décrite

préalablement, pour tout n ∈Z, on a f (xn) = (f (x))n.

Preuve : Exercice.

�

Proposition.— Soit f : G −→ G
′

un morphisme de groupes. L’image dire� d’un sous-groupe de G par f e un sous-
groupe de G

′
et l’image réciproque d’un sous-groupe de G

′
par f e un sous-groupe de G.

Preuve : Notons e et e
′

les neutres respe�ifs de G et G
′
. Prenons un sous-groupe H de G et notons H

′
= f (H)

l’image dire�e de H par f . Vérifions les axiomes faibles : H
′

n’e pas vide car e ∈ H et donc e
′

= f (e) ∈ H ′ . Soit
maintenant x

′
, y
′ ∈H ′ , par hypothèse, il exie x,y ∈H tels que x

′
= f (x) et y

′
= f (y). CommeH e un sous-groupe

de G, on a xy−1 ∈H et donc f (xy−1) ∈H ′ , or f (xy−1) = f (x)f (y−1) = f (x)(f (y))−1 = x
′
y
′−1

.
Soit maintenant un sous-groupeH

′
de G

′
et posonsH = f −1(H

′
). Vérifions les axiomes faibles : Comme e

′ ∈H
et que f (e) = e

′
, on en déduit que e ∈ H . Soit maintenant x,y ∈ H , c’e-à-dire f (x) = x

′ ∈ H ′ et f (y) = y
′

=∈ H ′ .
Comme f (xy−1) = f (x)f (y−1) = f (x)(f (y))−1 = x

′
y
′−1 ∈H ′ , on en déduit que xy−1 ∈H .

�

En particulier, si l’on prend G tout entier comme sous-groupe, alors f (G) e un sous-groupe de G
′
. On

l’appelle l’image de f et on le note Im(f ). De même, si l’on prend pour sous-groupe de G
′

le sous-groupe {e′ } où
e
′

désigne le neutre de G
′
, alors f −1({e′ }) e un sous-groupe de G. On l’appelle le noyau de f et on le note Ker(f ).

Proposition.— Soit f : G −→ G
′

un morphisme de groupes. On a

a) f e surje�if si et seulement si Im(f ) = G
′
.

b) f e inje�if si et seulement si Ker(f ) = {e} (e e le neutre de G).

Preuve : a) e évident.

b) Supposons f inje�ive, comme f (e) = e
′
, si x ∈ G vérifie f (x) = e

′
(i.e. si x ∈ Ker(f )) alors x = e et donc Ker(f ) =

{e}. Réciproquement, supposons que Ker(f ) = {e}. Soit x,y ∈ G tel que f (x) = f (y), on a donc dansG
′
f (x)(f (y))−1 =

e
′
, c’e à dire f (xy−1) = e

′
et donc xy−1 ∈ Ker(f ). Ainsi xy−1 = e, c’e-à-dire x = y. f e bien inje�ive.



Généralités sur les groupes 

�

Exemples de morphismes : (Exercice)

a) Soit G un groupe et H un sous-groupe, l’inje�ion canonique x 7→ x de H dans G e un morphisme inje�if de
groupe. Pour G =H , ce morphisme e l’identité.

b) Soit G et G
′

deux groupes, l’application x 7→ e
′

e un morphisme de noyau égal à G tout entier. On l’appelle le
morphisme trivial, où le morphisme nul.

c) Considérons les groupes (R,+) et (C∗, .). L’application définie par f (x) = exp(ix) e un morphisme de groupe.
On a Ker(f ) = 2πZ = {2kπ/ k ∈Z} et Im(f ) = U.

d) Considérons le groupe (GLn(C), .) et (C∗, .). L’application définie par f (M) = det(M) e un morphisme de
groupe. On a Im(f ) = C

∗ (c’e donc un épimorphisme) et son noyau e Ker(f ) = SLn(C).

Notations : Etant donnés deux groupe G et G
′
, l’ensemble des morphismes de G dans G

′
e noté Hom(G,G

′
).

C’e un ensemble qui n’e jamais vide (voir b) ci-dessus). Lorsque G = G
′
, on note plus simplement Hom(G). Le

sous-ensemble de Hom(G) conitué des automorphismes de groupes e noté Aut(G).

Proposition.— SoientG,G
′
etG

′′
trois groupes. Pour tous f ∈Hom(G,G

′
) et g ∈Hom(G

′
,G
′′
) on a g◦f ∈Hom(G,G

′′
).

Preuve : Exercice.

�

Proposition.— Soient G,G
′

deux groupes et f ∈Hom(G,G
′
). Si f e un isomorphisme, alors f −1 ∈Hom(G

′
,G) et, en

particulier, f −1 e aussi un isomorphisme.

Preuve : Soit x
′
, y
′ ∈ G′ . Par hypothèse il exie un unique x ∈ G et un unique y ∈ G tel que f (x) = x

′
et f (y) = y

′
.

Comme f (xy) = f (x)f (y) = x
′
y
′
, on a f −1(x

′
y
′
) = f −1 ◦ f (xy) = xy = f −1(x

′
)f −1(y

′
). Ainsi, f −1 ∈ Hom(G

′
,G). La

bije�ivité de f −1 assure que f −1 e bien un isomorphisme.

�

Définition.— Soit G,G
′

deux groupes. On dit que G et G
′

sont isomorphes s’il exie un isomorphisme de groupe entre
G et G

′
. On note alors G ' G′ .

Remarque : L’intérêt de la notion de groupes isomorphes e que, quand deux groupes sont isomorphes, toutes
les propriétés liées à la ru�ure de groupe valable pour l’un sont valable pour l’autre. Par exemple si G et G

′

sont deux groupes isomorphes alors si l’un e fini l’autre l’e aussi et dans ce cas leurs ordres sont les mêmes.
De manière générale, la théorie des groupes s’intéresse à décrire tous les groupes à isomorphismes près (vae
programme...).

Proposition.— Soit f : G −→ G
′

un isomorphisme de groupes. L’application f définit une bije�ion entre les sous-
groupes de G et ceux de G

′
.

Preuve : Exercice.

�

Proposition.— Soit G un groupe. Le magma (Aut(G),◦) e un groupe, c’e un sous-groupe de (Perm(G),◦).

Preuve : La composition donne visiblement une ru�ure de magma associatif à Aut(G). La fon�ion identité e
visiblement un élément neutre de Aut(G). La proposition précédente montre que si f ∈ Aut(G) alors f −1 ∈ Aut(G).
Ainsi, Aut(G) e bien un groupe.

Ree à voir que Aut(G) e un sous-ensemble de Perm(G). Ceci e évident puisque par définition, Perm(G)
e l’enesemble des bije�ions de G dans lui-même.

�

Automorphismes intérieurs (Exercice) Soit G un groupe. Pour tout g, on considère l’application

σg : G −→ G
x 7−→ gxg−1

L’ensemble Int(G) = {σg / g ∈ G} e un sous-groupe de (Aut(G),◦). On l’appelle groupe des automorphismes
intérieurs de G.
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Proposition.— Soit f : G −→ G
′

un morphisme de groupes et A une partie de G. On a f (< A >) =< f (A) >. En
particulier, si A engendre G et si f e un épimorphisme alors f (A) engendre G

′
.

Preuve : Comme f (A) ⊂ f (< A >) et que f (< A >) e un sous-groupe, on a < f (A) >⊂ f (< A >). Soit H
′

un
sous-groupe de G

′
contenant f (A), alors H = f −1(H

′
) e un sous-groupe de G qui contient A. Donc

f −1(< f (A) >) = f −1(
⋂

f (A)⊂H ′
H
′
) =

⋂
f (A)⊂H ′

f −1(H
′
)

et par suite
< A >=

⋂
A⊂H

H ⊂
⋂

f (A)⊂H ′
f −1(H

′
) = f −1(< f (A) >)

et donc f (< A >) ⊂< f (A) >.

�

On en déduit que si f : G −→ G
′

e un épimorphisme de groupe et que G e de type fini (resp. monogène,
resp. cyclique) alors G

′
e de type fini (resp. monogène, resp. cyclique).

Bien qu’il soit tentant de le penser, si B e une partie de G
′
, alors f −1(< B >) n’e pas forcément égal à

< f −1(B) >. Par exemple, considérons G = Z/2Z = {0,1} et G
′

= Z/4Z == {
◦
0,
◦
1,
◦
2,
◦
3} et l’application f : G −→ G

′

définie par

f (0) =
◦
0 et f (1) =

◦
2

On vérifie sans mal que f e un morphisme de groupe. Posons B = {1}, on a < B >= Z/4Z et donc f −1(< B >
) = Z/2Z, mais f −1(B) = ∅ et donc < f −1(B) >= {0}.

.. Groupes produits

On considère une famille non vide de groupes {Gi}i∈I . Par commodité, on note la loi de composition de chacun
des Gi par l’absence de notation, et pour tout i ∈ I , on note ei le neutre de Gi . Sur le produit cartésien∏

i∈I
Gi = {(xi)i∈I / ∀i ∈ I, xi ∈ Gi}

on définit la loi de composition suivante :∏
i∈I
Gi ×

∏
i∈I
Gi −→

∏
i∈I
Gi

((xi)i∈I , (yi)i∈I ) 7−→ (xiyi)i∈I

(la composition se fait coordonnée par coordonnée)

On voit alors que muni de cette loi de composition,
∏
i∈I Gi e un groupe. En effet, la loi e visiblement

associative puisqu’elle l’e pour chaque Gi , l’élement (ei)i∈I ∈
∏
i∈I Gi e visiblement un neutre et pour tout

(xi)i∈I ∈
∏
i∈I Gi , on conate que (x−1

i )i∈I ∈
∏
i∈I Gi e un inverse de (xi)i∈I .

Définition.— Avec les notation, précédent le groupe obtenu s’appelle le groupe produit dire� des Gi .

Toujours dans cette situation, on considère pour tout k ∈ I , les applications suivantes

la k-ième proje�ion canonique pk :
∏
i∈I
Gi −→ Gk

(xi)i 7−→ xk

et
la k-ième inje�ion canonique qk : Gk −→

∏
i∈I Gi

xk 7−→ (xi)i

où l’élément (xi)i e défini par xi = ei si i , k et xi = xk si i = k.
Les applications pk et qk sont respe�ivement des épimorphismes et monomorphismes de groupes (exercice).
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En conséquence de quoi, pour tout i ∈ I , il y a dans
∏
i∈I Gi un sous-groupe canoniquement isomorphe à Gi :

qi(Gi). On remarque aussi que pour tout k ∈ I , on a pk ◦ qk = IdGk .

Théorème.— (Propriété universelle du groupe produit) Soit I un ensemble non vide d’indices, {Gi}i∈I une famille de
groupes et {pi}i∈I la famille des proje�ions canoniques associées au groupe produit dire�

∏
i∈I Gi .

Soit G un groupe et pour tout i ∈ I un élément fi ∈Hom(G,Gi). Il exie un unique morphisme f : G −→
∏
i∈I Gi tel

que pour tout i ∈ I on ait pi ◦ f = fi .

Preuve : Exience. Pour x ∈ G, posons
f (x) = (fi(x))i∈I

On vérifie sans mal que f e bien un morphisme. Par ailleurs, pour tout i ∈ I , on

pi ◦ f (x) = pi((fi(x))i∈I ) = fi(x)

donc cette application f convient.

Unicité. Supposons avoir f , f
′ ∈ Hom(G,

∏
i∈I Gi) satisfaisant pour tout x ∈ G, pi ◦ f (x) = fi(x) = pi ◦ f

′
(x). On a

alors, pour tout x ∈ G,
f (x) = (pi ◦ f (x))i∈I = (pi ◦ f

′
(x))i∈I = f

′
(x)

on en déduit que f = f
′
.

�

Cas d’un produit fini

On reprend les mêmes notations que dans le paragraphe précédent et on suppose ici que l’ensemble I e fini,
disons par exemple I = {1, · · · ,n}. On note alors plus courament G1 × · · · ×Gn à la place de

∏
i∈I Gi . Si les groupes

Gi sont finis, alors il en e de même du groupe G1 × · · · ×Gn et l’on voit que o(G1 × · · · ×Gn) = o(G1). · · · .o(Gn).
Pour tout x = (x1, · · · ,xn) ∈ G1 × · · · ×Gn et tout σ ∈ Sn, on a

x = qσ (1)(xσ (1)) · · ·qσ (n)(xσ (n))

(par exemple pour n = 2, on a x = q1(x1)q2(x2) = q2(x2)q1(x1)). Il en découle que, si l’on note Hi = qi(Gi), alors

G1 × · · · ×Gn =H1. · · · .Hn

Par ailleurs, on voit (exercice) que pour tout k = 1, · · · i, on a

Hk ∩H1. · · · .Hk−1.Hk+1. · · · .Hn = e

où e = (e1, · · · , en) désigne le neutre de G1 × · · · ×Gn. Enfin, on voit aussi que si hi ∈ Hi et hj ∈ Hj , on a hihj = hjhi .
En fait ces propriétés cara�érisent les produits dire�s finis de groupes :

Proposition.— Soit G1, · · · ,Gn des groupes et G un autre groupe. Le groupe G e isomorphe au groupe produit dire�
G1 × · · · ×Gn si et seulement si il exie une famille H1, · · · ,Hn de sous-groupes de G vérifiant :

/ pour tout i = 1, · · · ,n, Hi ' Gi ,

/ pour tout i, j = 1, · · · ,n et tout hi ∈Hi et hj ∈Hj , on a hihj = hjhi ,

/ G =H1. · · · .Hn,

/ pour tout k = 1, · · · ,n, Hk ∩H1. · · · .Hk−1.Hk+1. · · · .Hn = {e} où e désigne le neutre de G.

Preuve : Supposons /,/,/ et / vérifiés et considérons le groupe produit G1 × · · · ×Gn où Gi = Hi pour tout
i = 1, · · · ,n. Soit x ∈ G, le / montre qu’il exie un n-uplet (h1, · · · ,hn) ∈H1×· · ·×Hn tel que x = h1 · · ·hn. Supposons
avoir un n-uplet (h

′
1, · · · ,h

′
n) ∈H1 × · · · ×Hn tel que x = h

′
1 · · ·h

′
n. La condition / montre alors que

e = (h1 · · ·hn)(h
′
1 · · ·h

′
n)−1 = (h1h

′
1
−1

) · · · (hnh
′
n
−1

)

et par suite, toujours en appliquant la condition /, on a

h1h
′
1
−1

= (h
′
2h2
−1) · · · (h

′
nhn
−1) ∈H2 · · ·Hn

La condition /, montre alors que h1h
′
1
−1

= e c’e-à-dire que h1 = h
′
1. En procédant par récurrence, on montre

que pour tout i = 1, · · · ,n, on a hi = h
′
i . On vient donc de montrer que pour tout x ∈ G, il exie un unique n-uplet
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(h1, · · · ,hn) ∈ H1 × · · · ×Hn tel que x = h1 · · ·hn. Ceci nous permet de définir une application (avec les notations
précédentes) :

ψ : G −→ H1 × · · · ×Hn
x 7−→ (h1, · · · ,hn)

Cette application e par définition surje�ive. C’e un morphisme de groupe, car d’après la propriété /, on a
(h1 · · ·hn)(h

′
1 · · ·h

′
n) = (h1h

′
1) · · · (hnh

′
n). Enfin le noyau de ψ e visiblement e. Donc ψ e un isomorphisme.

La réciproque a été faite en préliminaire à l’énoncé de cette proposition.

�

.. Somme dire�e dans un groupe abélien

On considère dans ce paragraphe un groupe (G,+) abélien de neutre 0 (ATTENTION au changement de nota-
tions!).

Somme dire�e de deux sous-groupes

Soit H et K deux sous-groupes de G, on sait que H +K = K +H =< H ∪K > e un sous-groupe de G. On l’appelle
la somme des sous-groupe H et K .

Définition.— On dit que H et K sont en somme dire�e si H ∩K = {0}. Dans ces conditions le groupe H +K e appellé
la somme dire�e des sous-groupe H et K et e noté H ⊕K .

Proposition.— Soit (G,+) un groupe abélien etH etK deux sous-groupes deG. Les propriétés suivantes sont équivalentes
:

i) H et K sont en somme dire�e,

ii) Pour tout x ∈H +K , il exie un unique couple (h,k) ∈H ×K tel que x = h+ k.

Preuve : i) ⇒ ii) Par définition, pour tout x ∈ H + K il exie (h,k) ∈ H × K tel que x = h + k. Supposons qu’il
exie (h

′
, k
′
) ∈ H ×K tel que x = h

′
+ k

′
. En sourayant, on a donc h − h′ = k

′ − k et donc comme H et K sont des
sous-groupes, on a h− h′ ∈H ∩K et k

′ − k ∈H ∩K , mais comme H ∩K = {0}, on en déduit h = h
′

et k = k
′
.

ii)⇒ i) Soit x ∈H ∩K , on a x = x+ 0 = 0 + x avec (x,0) ∈H ×K et (0,x) ∈H ×K , donc par unicité de l’écriture, on a
x = 0.

�

Somme dire�e d’une famille de sous-groupes

On s’intéresse maintenant aux cas d’une famille quelconque de sous-groupes {Hi}i∈I de G. On définit la somme
des sous-groupes Hi comme étant∑

i∈I
Hi =

{
hi1 + · · ·+ hin / n ∈N

∗, i1, · · · , in ∈ I et ∀j = 1, · · · ,n hij ∈Hj
}

= <
⋃
i∈I
Hi >

Définition.— On dit que la famille {Hi}i∈I e en somme dire�e, si pour tout i0 ∈ I , on a Hi0 ∩
∑
i,i0

Hi = {0}. Dans
cette situation, la somme des sous-groupes Hi se note

⊕
i∈IHi .

Comme dans le cas de deux sous-groupes, on a la cara�érisation suivante :

Proposition.— Soit (G,+) un groupe abélien etH etK deux sous-groupes deG. Les propriétés suivantes sont équivalentes
:

i) Les Hi sont en somme dire�e,

ii) Pour tout x ∈
∑
i∈IHi , x , 0, il exie un unique entier n ∈N∗, une suite finie unique i1, · · · , in ∈ I d’indices diin�s

deux à deux et une suite finie d’éléments hi1 , · · · ,hin ∈ G tels que hij ∈ Hij et hij , 0 pour tout j = 1, · · · ,n tels que
x = hi1 + · · ·+ hin .

Preuve : Exercice.

�
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Cas où I e fini : Dans le cas où I = {1, · · · ,n} e fini, on obtient alors la cara�érisation suivante (qui généralise le
cas n = 2) : la famille {Hi}i∈I e en somme dire�e si et seulement si pour tout x ∈H1 + · · ·+Hn, il exie un unique
n-uplet (h1, · · · ,hn) ∈H1 × · · · ×Hn tel que x = h1 + · · ·+ hn. (Exercice)

Proposition.— Soit (G,+) un groupe abélien et {Gi}1≤i≤n une famille de groupe abéliens. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

i) G e isomorphe au groupe produit G1 × · · · ×Gn,

ii) il exie une famille de sous-groupes {Hi}1≤i≤n deG tels queG =H1⊕· · ·⊕Hn et tels que pour tout i = 1, · · · ,n,Hi ' Gi .

Preuve : Immédiat.

�

Attention : Cette propriété n’exie que dans le cas d’une famille finie de groupes : considérons une famille
dénombrable infinie de groupes abéliens finis non triviaux (Gn)n∈N et un groupe G abélien muni d’une famille
(Hn)n∈N de sous-groupes telle queG =

⊕
n∈NHn et telle queHn ' Gn. Il e alors impossible queG et

∏
n∈NGn soit

isomorphe. En effet, le produit cartésien
∏
n∈NGn a pour cardinal 2ℵ0 alors que G a pour cardinal ℵ0 (exercice).

. Groupes quotients

.. Indice, théorème de Lagrange

Classes modulo un sous-groupe

Etant donnés un groupe G, un sous-groupe H de G et un élément x de G, on note

x.H = {xh/ h ∈H}
H.x = {hx/ h ∈H}

Ce sont les translatés à droite et à gauche de x par H .
Les ensembles x.H et H.x ne sont, en général, pas des sous-groupes de G. Toutefois, il e remarquable que

les trois ensembles H , x.H et H.x sont toujours équipotents (exercice). En particulier, si H e fini, alors H , x.H et
H.x ont même nombre d’éléments.

Considérons sur G les relations binaires, RH et HR, définies de la manière suivante : pour x,y ∈ G, on pose

xRHy⇐⇒ xy−1 ∈H et xHRy⇐⇒ x−1y ∈H

La preuve des propriétés suivantes, relatives aux relations RH et HR, e laissée en exercice :

/ RH et HR sont des relations d’équivalences.

/ Pour tout x,y ∈ G on a
y ≡ x(RH ) ⇐⇒ y ∈Hx
y ≡ x(HR) ⇐⇒ y ∈ xH

/ La relation RH e compatible à droite et la relation HR e compatible à gauche (exercice).

/ Pour tout x ∈ G, la classe d’équivalence de x modulo RH (resp. HR) e l’ensemble Hx (resp. xH).

On appelle RH (resp. HR) la relation d’équivalence à droite (resp. à gauche) modulo H dans G. Pour x ∈ G,
l’ensemble Hx (resp. xH) e appelé classe à droite (resp. à gauche) de x modulo H . Les ensembles quotients

G/RH et G/HR sont notés respe�ivement
(G
H

)
d

et
(G
H

)
g
.

Indices

Théorème.— (Lagrange) Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G. L’ordre de H divise l’ordre de G.

Preuve : Considérons l’ensemble quotient
(G
H

)
d

et choisissons une classe de représentants de cet ensemble quo-

tient dans G : x1, · · · ,xn (forcément en nombre fini, car G e fini). Les éléments de
(G
H

)
d

sont donc les parties

Hx1, · · · ,Hxn et ces parties forment une partition de G. On a donc o(G) =
∑n
i=1 ]Hxi , mais comme on remarqué

que ]Hxi = o(H), on en déduit que o(G) = n.o(H).
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�

Corollaire.— Soit G un groupe fini d’ordre n. L’ordre d’un élément divise l’ordre de G et donc pour tout x ∈ G, xn = e.

Preuve : Par définition l’ordre m de x ∈ G e l’ordre du sous-groupe < x > qui divise n. On a donc n = km avec k
entier et par suite xn = xkm = (xm)k = ek = e.

�

Application : Tout groupe fini d’ordre p premier e cyclique. En effet, soitG un groupe fini d’ordre p et de neutre
e. Soit x ∈ G tel que x , e. On a o(x)|p, mais comme x , e, on a o(x) , 1 et comme p e premier, on trouve o(x) = p
et donc < {x} >= G. On vient, au passage de montrer que tout x , e e générateur de G.

Remarquons que dans la preuve du théorème de Lagrange l’entier n n’e autre que le cardinal de l’ensemble

quotient
(G
H

)
d
. Par ailleurs, on aurait faire cette preuve en utilisant l’ensemble quotient

(G
H

)
g

et on serait arriver

à la même conclusion avec le même entier n. On vient donc de juifier que si G e fini, alors les ensembles
(G
H

)
d

et
(G
H

)
g

ont même nombres d’éléments (il y a autant de classe à gauche que de classe à droite), c’e-à-dire sont

équipotents. De manière générale, on a

Proposition.— Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. Les ensembles quotients
(G
H

)
d

et
(G
H

)
g

sont équipotents.

Preuve : Considérons l’application

θ :
(G
H

)
d
−→

(G
H

)
g

Hx 7−→ x−1H

C’e bien une application, car si x,y ∈ G sont tels que Hx = Hy alors x,y sont dans la même classe à droite mod-
ulo H , c’e-à-dire que (x−1)−1(y−1) = xy−1 ∈ H , et donc x−1 et y−1 sont dans la même classe à gauche modulo H ,
c’e-à-dire que x−1H = y−1H .

L’application θ e clairement surje�ive. Vérifions qu’elle e inje�ive : si x,y ∈ G sont tels que x−1H = y−1H
alors x−1, y−1 sont dans la même classe à gauche modulo H , c’e-à-dire que xy−1 ∈ H , et donc x et y sont dans la
même classe à droite modulo H , c’e-à-dire que Hx =Hy.

�

Définition.— Soit G un groupe et H un sous-groupe de G, on appelle indice de H dans G le cardinal (fini ou non)

commun de
(G
H

)
d

et
(G
H

)
g
. On le note [G :H].

Si G e fini, l’indice de tout sous-groupe e fini. Si G e infini ses sous-groupes peuvent être d’indice fini
ou non : par exemple, dans le groupe (Z,+), tout sous-groupe différent de {0} e d’indice fini et {0} e d’indice
infini.

Proposition.— Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G. On a

o(G) = o(H).[G :H]

Preuve : C’e une conséquence immédiate du théorème de Lagrange et de la preuve qu’on en a donné.

�

Théorème.— (Poincaré) Soit G un groupe et H1, · · · ,Hn une famille finie de sous-groupes de G d’indices finis. Le sous
groupe H1 ∩ · · · ∩Hn e d’indice fini.

Preuve : Si l’on montre le résultat pour n = 2, alors par récurrence immédiate, il sera établi pour tout entier n ≥ 2.
Soit donc H1 et H2 deux sous-groupes d’indice fini de G. Soit x ∈ G, on a

(H1 ∩H2)x ⊂H1x∩H2x

Réciproquement, si y ∈H1x∩H2x alors yx−1 ∈H1 et yx−1 ∈H2, donc y ∈ (H1 ∩H2)x et par suite

(H1 ∩H2)x =H1x∩H2x
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Par hypothèse, les classes à droites modulo H1 et H2 sont en nombre fini, respe�ivement, [G :H1] et [G :H2].
La formule précédente montre que les classes à droite de G modulo H1 ∩H2 sont des interse�ions de classes à
droite modulo H1 (resp. H2). Or il y a au maximum [G :H1].[G :H2] telles interse�ions. Ainsi :

[G :H1 ∩H2] ≤ [G :H1].[G :H2]

et donc H1 ∩H2 e d’indice fini dans G.

�

Proposition.— (Formule des indices) SoitG un groupe, K un sous-groupe deG etH un sous-groupe deK (H ≤ K ≤ G).
On a

[G :H] = [G : K].[K :H]

En particulier, les propositions suivantes sont équivalentes

i) H e d’indice fini dans G,

ii) H e d’indice fini dans K et K e d’indice fini dans G.

Preuve : Soit {xi}i∈I une famille de représentants des classes à droite modulo K dans G. Les ensembles {Kxi}i∈I
forment une partition de G. De même, soit {yj }j∈J une famille de représentants des classes à droite modulo H
dans K . Les ensembles {Hyj }j∈J forment une partition de K . Considérons la colle�ion d’ensembles{

Hyjxi
}
(i,j)∈I×J

et montrons qu’elle forme une partition de G.

Soit g ∈ G, il exie un unique i ∈ I tel que g ∈ Kxi et donc un unique a ∈ K tel que g = axi . Par ailleurs, il
exie un unique j ∈ J tel que a ∈Hyj , on a donc g ∈Hyjxi et par suite

G =
⋃

(i,j)∈I×J
Hyjxi

Les ensemblesHyjxi étant des classes de conjugaison (à droite moduloH) on sait qu’ils sont soit disjoints, soit
égaux. Ainsi pour finir de montrer que nous sommes bien en présence d’une partition il suffit de montrer que si
Hyjxi =Hyj ′ xi′ alors i = i

′
et j = j

′
. Comme H ⊂ K , on a KH = K , de même, on a

Hyjxi =Hyj ′ xi′ =⇒ KHyjxi = KHyj ′ xi′

et par suite, commeKHyj = Kyj = K (car yj ∈ K) et queKHyj ′ = Kyj ′ = K (car yj ′ ∈ K), on en déduit queKxi = Kxi′ ,

c’e-à-dire i = j. Une fois obtenu cela, on voit alors que Hyj =Hyj ′ c’e-à-dire j = j
′
.

On vient de montrer que la famille
{
Hyjxi

}
(i,j)∈I×J

forme une partition de G, mais comme chaque Hyjxi e

une classe de conjugaison à droite de G modulo H on en déduit que la famille
{
yjxi

}
(i,j)∈I×J

e une classe de

représentants des classes à droite modulo H dans G. On en déduit que

[G :H] = ]
{
yjxi

}
(i,j)∈I×J

= ](I × J) = ]I.]J = [G : K][K :H]

L’équivalence annoncée découle alors immédiatement de la formule ci-dessus.

�

.. Relations d’équivalences compatibles et groupes quotients

Proposition.— Soit (G,∗) un groupe et R une relation d’équivalence compatible (avec la loi ∗). Le magma quotient
(G/R,∗) e un groupe et la surje�ion canonique s : G→ G/R e un épimorphisme de groupes.

Preuve : On sait que (G/R,∗) e un magma associatif et unifère puisque G en e un. Il suffit donc de vérifier
que tout élément de (G/R) e inversible, mais ceci e évident compte tenu du fait que x ∗ x−1 = x ∗ x−1 = e (i.e.
(x)−1 = x−1).

�
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On se propose dans cette partie de cara�ériser les relations d’équivalence compatible sur un groupe.

Proposition.— Soit G un groupe et R une relation d’équivalence. Si R e compatible à droite (resp. à gauche), alors il
exie un unique sous-groupe H de G tel que R =RH (resp. R =H R).

Preuve : Supposons R compatible à droite et notons H la classe d’équivalence du neutre e de G modulo R. H
n’e pas vide car e ∈ H , maintenant, si x,y ∈ H alors on a xRy et donc, puisque R e compatible à droite, on a
xy−1Ryy−1, c’e-à-dire xy−1Re, et donc xy−1 ∈H et, par les axiomes faibles, H e un sous-groupe de G.

Par ailleurs, on voit que pour x,y ∈ G, on a

xRy⇐⇒ xy−1Re⇐⇒ xy−1 ∈H ⇐⇒ xRHy

et donc R = RH . On voit immédiatement que H e unique pour cette propriété car H e la classe de e modulo
R.

�

Corollaire.— Soit G un groupe et R une relation d’équivalence. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) R e compatible,

ii) il exie un (unique) sous-groupe H de G tel que R =H R =RH .

Preuve : En vertu de la proposition précédente, il suffit de prouver que si H et H
′

sont deux sous-groupes de G
tel que HR = RH ′ alors H = H

′
, mais ceci e évident puisque la classe du neutre e modulo HR e H alors que

modulo RH ′ c’e H
′
.

�

En particulier, on voit qu’il exie une correspondance biunivoque entre les relations d’équivalences compat-
ibles sur G et les sous-groupes H de G vérifiants HR =RH .

Définition.— Un sous-groupe H d’un groupe G e dit diingué (ou normal) dans G si HR =RH . On note alors H /G.

Lorsque H e diingué dans G, le magma quotient
(G
H

)
d

=
(G
H

)
g

(qui e un groupe) e appelé groupe quotient de

G par H et e noté plus simplement
G
H

.

Exemple : Si l’on prend le groupe G = (Z,+) et le sous-groupe H = nZ on voit que H e diingué dans G et que
la relation RH =H R n’e rien d’autre que la relation Rn de congruence modulo n. Ceci juifie pour quoi nous
avons noté avant Z/nZ à la place de Z/Rn.

.. Sous-groupes normaux

Proposition.— Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) H e diingué dans G,

ii) ∀x ∈ G, xH =Hx,

iii) ∀x ∈ G, xHx−1 =H ,

iv) ∀x ∈ G, x−1Hx =H ,

v) ∀σ ∈ Int(G), σ (H) =H ,

vi) ∀h ∈H , ∀x ∈ G, xhx−1 ∈H ,

vii) ∀h ∈H , ∀x ∈ G, x−1hx ∈H .

Preuve : Exercice.

�

Exemples : a) Si G e abélien alors tout sous-groupe de G e diingué dans G. La réciproque de cette propriété
e fausse. En effet, le groupe Q8 e non abélien et pourtant chacun de ses sous-groupes e diingué : soit H un
sous-groupe non trivial de Q8. Le théorème de Lagrange assure que o(H) = 2 ou 4. Si o(H) = 4, alors [Q8 : H] = 2
et nous verrons au h) qu’un tel sous-groupe e forcément diingué. Supposons maintenant que o(H) = 2. Ainsi
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H e cyclique, donc H = {I,M} avec M2 = I et M , I , or il n’y a qu’une seule telle matrice M dans Q8 et donc

H =
{(

1 0
0 1

)
,

(
−1 0

0 −1

)}
Ce sous-groupe e diigué car I et −I commuttent avec toutes matrices.

b) Si f : G −→ G
′

e un morphisme de groupe alors Ker(f ) e diingué dans G. Par ailleurs, si H e diingué
dans G, alors le neutre e du groupe quotient G/H e donc la classe d’équivalence du neutre e de G qui e
visiblement H . Ainsi, on voit que le noyau de la surje�ion canonique s : G −→ G/H e égal au sous-groupe H .
Ceci permet de cara�ériser les sous-groupes diingués :

Proposition.— Un sous-groupe H d’un groupe G e diingué si et seulement si il exie un épimorphisme de groupe
f : G −→ G

′
tel que H = Ker(f ).

Preuve : Si H = Ker(f ) alors H e diingué. Réciproquement, si H e diingué, alors H e le noyau de la
surje�ion canonique s : G −→ G/H .

�

L’étude du groupe quotient
G

Ker(f )
e particulièrement inru�if :

Théorème.— (Premier théorème d’isomorphisme) Soit f : G −→ G
′

un morphisme de groupe. Les groupes Im(f ) et
G

Ker(f )
sont isomorphes.

Preuve : Considérons x,y ∈ G. On a

f (x) = f (y)⇐⇒ f (x)(f (y))−1 = e
′
⇐⇒ f (xy−1) = e

′
⇐⇒ xy−1 ∈ Ker(f )

Ainsi, si x,y ∈ G sont dans la même classe modulo Ker(f ) alors f (x) = f (y). Ceci permet de définir une
application

ϕ :
G

Ker(f )
−→ Im(f )

x 7−→ f (x)

qui e visiblement surje�ive. Soient x,y ∈ G/Ker(f ), comme x.y = x.y, on en déduit que

ϕ(x.y) = ϕ(x.y) = f (xy) = f (x)f (y) = ϕ(x)ϕ(y)

et donc que ϕ e un morphisme de groupe. Si y ∈ Ker(ϕ), alors f (y) = e
′

et donc y ∈ Ker(f ). Ceci juifie que
Ker(ϕ) = {Ker(f )} (qui e le neutre de G/Ker(f )) et donc que ϕ e inje�if.

�

Etant donnés une suite finie G0, · · · ,Gn de groupes et pour tout i = 0, · · · ,n− 1 un homomorphisme de groupe
fi : Gi −→ Gi+1, on dit que la suite

G0
f0−−−−−−−→ G1

f1−−−−−−−→ ·· ·
fn−1−−−−−−−→ Gn

e exa�e si pour tout i = 0, · · ·n− 2, on a Ker(fi+1) = Im(fi).
Si l’on note 1 le groupe trivial, alors dire que l’on a la suite exa�e

1 −−−−−−−→ N
f

−−−−−−−→ G

e jue dire que le morphisme f e inje�if. De même, dire que l’on a la suite exa�e

G
f

−−−−−−−→ H −−−−−−−→ 1

e jue dire que le morphisme g e surje�if. Ainsi, quand on a une suite exa�e

1 −−−−−−−→ N
f

−−−−−−−→ G
s−−−−−−−→ H −−−−−−−→ 1

on a Ker(s) = Im(f ) et comme s e surje�ive, on a H ' G/Im(f ). Comme f e inje�ive, les groupes N et Im(N )
sont isomorphes, c’e pour cela que souvent on écrit H ' G/N .

Réciproquement, si N e un sous-groupe diingué de G, alors on a la suite exa�e

1 −−−−−−−→ N
f

−−−−−−−→ G
s−−−−−−−→ G/N −−−−−−−→ 1
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où f e l’inje�ion canonique de N dans G et s la surje�ion canonique de G dans son quotient modulo N .

c) Le centre Z(G) d’un groupe G e diingué dans G. On alors :

Proposition.— Soit G un groupe. Les groupes Int(G) et
G

Z(G)
sont isomorphes.

Preuve : Considérons l’application
θ : G −→ Int(G)

g 7−→ σg

Par définition de Int(G), l’application θ e surje�ive. Soit maintenant g,g
′ ∈ G, l’application σgg ′ e définie

pour tout x ∈ G par

σgg ′ (x) = (gg
′
)x(gg

′
)−1 = gg

′
xg
′−1
g−1 = g(σg ′ (x))g−1 = σg (σg ′ (x)) = (σg ◦ σg ′ )(x)

L’application θ e donc un épimorphisme de groupe et par application du premier théorème d’isomorphisme,
les groupes Im(f ) = Int(G) et G/Ker(f ) sont isomorphes. Soit g ∈ G, on a

g ∈ Ker(f ) ⇐⇒ σg = Id⇐⇒∀x ∈ G, gxg−1 = x
⇐⇒ ∀x ∈ G, gx = xg⇐⇒ g ∈ Z(G)

et donc Ker(f ) = Z(G).

�

Par ailleurs, on peut cara�ériser l’abélianité de G, grâce au groupe quotient G/Z(G) :

Proposition.— Soit G un groupe de Z(G) son centre. Les propriétés suivantes dont équivalentes :

i) G e abélien,

ii) Z(G) = G,

iii) G/Z(G) e trivial (i.e. réduit à un seul élément),

iv) G/Z(G) e monogène.

Preuve : i)⇒ ii) Si G e abélien et x ∈ G, alors pour tout y ∈ G, on a xy = yx et donc x ∈ Z(G).

ii)⇒ iii) Si G = Z(G) alors G/Z(G) = {Z(G)} = {e}.

iii)⇒ iv) Un groupe trivial e évidement monogène.

iv)⇒ i) Si G/Z(G) e monogène, il exie a ∈ G tel que

G/Z(G) =< a >= {an/ n ∈Z}

Soit x,y ∈ G,il exie donc n,m ∈ Z tels que x = an et y = am et par suite, il exie zx, zy ∈ Z(G) tels que x = anzx et
y = amzy . On a donc

xy = anzxa
mzy = an+mzxzy = amanzyzx = amzya

nzx = yx

et donc G e abélien.

�

d) Le sous-groupe Int(G) e diingué dans Aut(G). Le groupe quotient
Aut(G)
Int(G)

s’appelle le groupe des automor-

phisme extérieur et se note Ext(G).

e) Soit A e une partie d’un groupe G et H =< A >. Si pour tout g ∈ G et tout a ∈ A, on a gag−1 ∈ H , alors H e
diingué dans G (Exercice). En particulier, si dans un groupe G un élément x ∈ G vérifie que pour tout g ∈ G, il
exie n ∈Z tel que gxg−1 = xn, alors le sous-groupe monogène < x > e diingué dans G.

f) On considère le groupe S3. On a vu que S3 était engendré par les deux éléments σ =
(

1 2 3
2 3 1

)
et τ =(

1 2 3
2 1 3

)
. On a

S3 = {e,σ ,σ2, τ,σ ◦ τ,τ ◦ σ }
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et σ2 ◦ τ = τ ◦ σ et τ ◦ σ2 = σ ◦ τ .
On note N =< σ > et T =< τ >. On a vu que o(N ) = 3 et que o(T ) = 2 et d’après la formule des indices, il y a

exa�ement deux classes à droite et à gauche modulo N . Ce sont{
N = {e,σ ,σ2}
Nτ = {τ,σ ◦ τ,τ ◦ σ }

{
N = {e,σ ,σ2}
τN = {τ,τ ◦ σ,σ ◦ τ}

On voit qu’elles coincident, donc N e diingué dans S3. De même,il y a exa�ement trois classes à droite et à
gauche modulo N . Ce sont 

T = {e,τ}
T σ = {σ,τ ◦ σ }
T σ2 = {σ2,σ ◦ τ}


T = {e,τ}
σT = {σ,σ ◦ τ}
σ2T = {σ2, τ ◦ σ }

On voit qu’elles ne coincident pas, donc T n’e pas diingué dans S3.

g) (Groupe dérivé) Etant donné un groupe G et x,y ∈ G, on appelle commutateur de x et de y dans G l’élement
[x,y] = x−1y−1xy. On appelle groupe dérivé de G le sous-groupe D(G) de G engendré par l’ensemble des commu-
tateurs (on voit que G e abélien si et seulement si D(G) = {e}). Le sous-groupe D(G) e diingué dans G et on
a

Proposition.— Pour tout sous-groupe diingué N de G, les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) G/N e abélien,

ii) D(G) ⊂N .

En particulier, G/D(G) e abélien.

Preuve : i)⇒ ii) Soit x,y ∈ G, on a x.y = y.x et donc

x−1.y−1.x.y = e

mais comme x−1.y−1.x.y = x−1y−1xy, on en déduit que [x,y] ∈N . On a donc D(G) ⊂N .

ii)⇒ i) Pour x ∈ G, on note x la classe de x modulo N . Pour tout x,y ∈ G, on a

x−1.y−1.x.y = x−1y−1xy = e

puisque par hypothèse, [x,y] ∈N . On en déduit donc que x.y = y.x c’e-à-dire que G/N e abélien.

�

h) Si H e un sous-groupe d’indice 2 d’un groupe G, alors H e diingué dans G. En effet, si [G : H] = 2 alors

les ensembles
(G
H

)
d

et
(G
H

)
g

sont composé de 2 éléments. Soit x ∈ G tel que x < H , on a donc xH , H et donc

G = H ∪ xH et H ∩ xH = ∅. On a de même G = H ∪Hx et H ∩Hx = ∅. On en déduit que xH = Hx et donc H e
diingué dans G.

i) Soit A et B deux groupes. Les sous-groupes A × {e} et {e} × B sont diingués dans le groupe produit A × B.
Cette propriété e, plus généralement, vraie pour tous les sous-groupes qi(Gi) d’un produit cartésien quelconque∏
i∈I
Gi .

Attention : Soit G un groupe et H,K deux sous-groupes de G tels que H ≤ K .

a) Si H /G alors H /K . La réciproque de cette propriété e fausse, il suffit de prendre H = K et H non diingué
dans G.

b) Si H e diingué dans G alors K n’e pas forcément diingué dans G (prendre H = {e}), de même si K e
diingué dans G alors H ne l’e pas forcément dans G (prendre K = G).

c) SiH e diingué dans K et K e diingué dans G alorsH n’e pas forcément diingué dans G. Nous verrons,
sur un exemple, ce fait au paragraphe ..

Proposition.— Soit G un groupe et {Hi}i∈I une famille de sous-groupes diingués de G. Le sous-groupe
⋂
i∈I
Hi e

diingué dans G.
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Preuve : Soit x ∈
⋂
i∈IHi et g ∈ G, comme Hi /G, on a gxg−1 ∈Hi pour tout iu ∈ I et, par suite, gxg−1 ∈

⋂
i∈IHi .

�

Proposition.— Soit G,G
′

deux groupes et f ∈Hom(G,G
′
).

a) Si H /G alors f (H) / f (G), en particulier, si f e un épimorphisme alors f (H) e diingué dans G
′
.

b) Si H
′
/G

′
alors f −1(H

′
) /G.

Preuve : a) Soit h
′ ∈ f (H), g

′ ∈ f (G) et h ∈ H , g ∈ G tels que h
′

= f (h) et g
′

= f (g). Par hypothèse, on a ghg−1 ∈ H
donc

g
′
h
′
g
′−1

= f (g)f (h)f (g)−1 = f (g)f (h)f (g−1) = f (ghg−1) ∈H

et par suite f (H) / f (G).

b) Soit h ∈ f −1(H
′
) et g ∈ G. On a f (ghg−1) = f (g)f (h)f (g)−1 ∈ H ′ (car f (h) ∈ H ′ ). On en déduit donc que

ghg−1 ∈ f −1(H
′
) et par suite que ce sous-groupe e bien diingué dans G.

�

Proposition.— Soit H,K deux sous-groupes d’un groupe G.

a) Si H /G alors H ∩K /K .

b) Si H /G alors HK e un sous-groupe de G et H /HK .

Preuve : a) Soit x ∈H ∩K et y ∈ K , on a yxy−1 ∈ K car x ∈ K et yxy−1 ∈H car x ∈H et H /G, donc yxy−1 ∈H ∩K et
par suite H ∩K /K .

b) Soit k ∈ K et h ∈H , on a kh = khk−1k et comme H /G, on a khk−1 ∈H et par suite kh ∈HK . De même, on montre
que hk ∈ KH , c’e-à-dire que HK = KH et donc que HK e un sous-groupe de G. Par ailleurs, comme HK e un
sous-groupe de G qui contient H , si H /G, alors évidemment H /HK .

�

Normalisateur

Définition.— Soit G un groupe, P (G) son ensemble de parties. On dit que deux éléments S,S
′ ∈ P (G) sont conjuguées

s’il exie g ∈ G tel que
S
′

= gSg−1 = {gsg−1/ s ∈ S}

On vérifie immédiatement que la relation ”être conjuguée à” e une relation d’équivalence sur P (G), que
l’on appelle relation de conjugaison. La classe d’équivalence d’une partie S modulo la relation de conjugaison e
l’ensemble

{gSg−1/ g ∈ G}

on l’appelle classe de conjugaison de S.

Définition.— Soit G un groupe et S une partie non vide de G. On appelle normalisateur de S dans G l’ensemble

NG(S) = {g ∈ G/ gSg−1 = S}

et l’on appelle centralisateur de S l’ensemble

CG(S) = {g ∈ G/ ∀s ∈ S, gsg−1 = s}

Proposition.— Les ensembles NG(S) et CG(S) sont des sous-groupes de G et CG(S) /NG(S).

Preuve : Exercice.

�

On conate qu’un sous-groupe H d’un groupe G e diingué si et seulement si NG(H) = G. En fait, la
proposition suivante montre qu’en toute généralité, le sous-groupe NG(H) e le plus gros sous-groupe de G dans
lequel H e diingué :

Proposition.— Soit G un groupe.

a) Pour tout sous-groupe H de G, on a H /NG(H).
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b) Si H ≤ K sont deux sous-groupes de G, alors si H /K , on a K ≤NG(H).

c) Si K ≤NG(H), alors HK e un sous-groupe de G et H /HK .

Preuve : a) Soit x ∈H et y ∈NG(H), on a par définition yxy−1 ∈H , donc H /NG(H).

b) Si H /K , alors pour tout x ∈ K , on a xHx−1 =H et donc x ∈NG(H).

c) Comme H /NG(H), si K ≤ NG(H) on a vu que HK était alors un sous-groupe de NG(H) (et donc de G) et que
H /HK .

�

.. Propriétés des groupes quotients, théorèmes d’isomorphisme

Propriété universelle

Théorème.— Soit G un groupe, H un sous-groupe diingué de G et

s : G −→ G/H

la surje�ion canonique. Si G
′

e un groupe et f : G −→ G
′

un morphisme de groupes tel que H ⊂ Ker(f ), alors il exie
un unique morphisme

ϕ : G/H −→ G
′

tel que ϕ ◦ s = f .

Preuve : Exience. Soit x,y ∈ G tel que s(x) = s(y) (i.e. xy−1 ∈ H). Comme Ker(f ) ⊂ N , on a donc xy−1 ∈ Ker(f ) et
par suite f (xy−1) = e c’e-à-dire f (x) = f (y). Cette remarque montre que si l’on pose, pour tout x ∈ G/H

ϕ(x) = f (x)

alors cette définition ne dépend pas du choix du représentant de la classe x, et par suite ϕ définit une application
de G/H dans G

′
. Il e alors évident que ϕ ◦ s = f .

Ree à voir que ϕ e un morphisme de groupe, mais par définition, pour tout x,y ∈ G/H , on a

ϕ(x.y) = ϕ(xy) = f (xy) = f (x)f (y) = ϕ(x)ϕ(y)

ce qui prouve bien que ϕ e un morphisme.

Unicité. Supposons avoir deux morphismes ϕ,ϕ
′

: G/H −→ G
′

tels que ϕ ◦ s = f = ϕ
′ ◦ s. Comme s e surje�ive,

l’égalite ϕ ◦ s = ϕ
′ ◦ s implique ϕ = ϕ

′
.

�

Remarques : a) Dans le théorème ci-dessus, on voit que si f e surje�if alors ϕ l’e aussi puisque ϕ ◦ s = f . De
même, si H = Ker(f ) alors ϕ e inje�ive car si x e tel que ϕ(x) = e

′
, alors f (x) = e

′
et donc x ∈ Ker(f ) =H et par

suite x =H = e.

b) Ce théorème e une généralisation du er théorème d’isomorphisme. En effet, si f : G −→ G
′

e un morphisme
de noyau Ker(f ), alors le théorème et la remarque précédente appliqués à H = Ker(f ) montre qu’il exie un
unique isomorphisme ϕ : G/Ker(f ) −→ Im(f ) tel que ϕ ◦ s = f . Ceci permet de définir ce que l’on appelle la
décomposition canonique du morphisme f : c’e la donnée des trois applications s,ϕ, i où i : Im(f ) −→ G

′
désigne

l’inje�ion canonique. Elles font commuter le diagramme suivant :

G
f

−−−−−−−→ G
′

s

y i

x
G

Ker(f )
ϕ

−−−−−−−→ Im(f )

c’e-à-dire que f = i ◦ϕ ◦ s. Il e à noter que i e inje�if, ϕ bije�if et s surje�if.
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Sous-groupes d’un groupe quotient

Proposition.— Soit G un groupe, H un sous-groupe diingué de G et s : G −→ G/H la surje�ion canonique.

a) Si K désigne un sous-groupe de G/H , il exie un unique sous-groupe K de G contenant H tel que s(K) = K : c’e le

sous-groupe K = s−1(K), de plus on a s(K) =
K
H

.

b) Si K1 e un sous-groupe de G, alors K1H e un sous-groupe de G contenant H et s(K1) =
K1H
H

.

Preuve : a) K = s−1(K) e un sous-groupe de G qui contient H = s−1({e}) (puisque e ∈ K , il vérifie visiblement
s(K) = K . Soit K

′
un sous-groupe de G contenant H et vérifiant s(K

′
) = K , on a K

′ ⊂ K . Soit α ∈ K et x ∈ K ′ tel que
s(x) = α. Comme H ≤ K ′ , on a xH ⊂ K ′ et donc xH = s−1(α) ⊂ K ′ . On en déduit donc que K = s−1(K) ⊂ K ′ .

Par ailleurs, comme H /G et que H ≤ K ≤ G on a H /K et donc s(K) =
K
H

.

b) Comme H /G, on sait que HK1 e un sous-groupe de G et que H /HK1, il s’ensuit que s(HK1) =
HK1

H
.

Par ailleurs, s(K1) e un sous-groupe de G/H et on a, pour x ∈ G,

s(x) ∈ s(K1)⇐⇒∃k1 ∈ K1, Hx =Hk1⇐⇒ s(x) ∈ s(HK1)

c’e-à-dire que s(K1) =
HK1

H
.

�

Cette proposition établit donc une correspondance biunivoque entre les sous-groupes de
G
H

et les sous-

groupes de G contenant H . Par exemple, il y a une correspondance entre les sous-groupes de Z/nZ et les sous-
groupes de Z qui contiennent nZ. On sait que ces derniers sont exa�ement les kZ avec k divisant n, on en déduit
que les sous-groupes de Z/nZ sont exa�ement les kZ/nZ avec k|n.

Proposition.— Soit G un groupe, H un sous-groupe diingué de G et K,K
′

deux sous-groupes de G contenant H . On
a :

a) K ≤ K
′

=⇒ K
H
≤ K

′

H
.

b) K /G⇐⇒ K
H
/
G
H

.

Preuve : a) Si K ≤ K ′ , alors s(K) ≤ s(K ′ ) et donc
K
H
≤ K

′

H
.

b) On a
K /G ⇐⇒ ∀(k,x) ∈ K ×G, xkx−1 ∈ K

=⇒ ∀(k,x) ∈ K ×G, s(xkx−1) ∈ K
H

⇐⇒ ∀(s(k), s(x)) ∈ K
H
× G
H
, s(x)s(k)s(x)−1 ∈ K

⇐⇒ K
H
/
G
H

L’implication réciproque de la deuxième ligne se démontre ainsi : si ∀(k,x) ∈ K ×G, s(xkx−1) ∈ K
H

, alors pour

tout x ∈ G, le groupe xKx−1 e un sous-groupe de G qui contient H (puisque H ⊂ K et que H /G) dont l’image

par s e
K
H

. La proposition précédente montre que xKx−1 = K , d’où l’implication réciproque.

�

eme et eme théorèmes d’isomorphisme

Lemme.— Soient G, G
′

deux groupes, H /G, H
′
/G

′
deux sous-groupes diingués et s : G −→ G/H , s

′
: G

′ −→ G
′
/H les

surje�ions canoniques. Si f ∈ Hom(G,G
′
) e tel que f (H) ⊂ H ′ alors il exie un unique f ∈ Hom

(
G
H
,
G
′

H ′

)
tel que le
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diagramme suivant
G

f
−−−−−−−→ G

′

s

y s
′

y
G
H

f
−−−−−−−→ G

′

H ′

commute (i.e. f ◦ s = s
′ ◦ f ).

Preuve : On vérifie (exercice) que Ker(s
′ ◦ f ) = f −1(H). La propriété universelle du groupe quotient montre alors

qu’il exie un unique f ∈Hom
(
G
H
,
G
′

H ′

)
tel f ◦ s = s

′ ◦ f .

�

Remarques : a) Si s
′ ◦ f e surje�if alors f l’e aussi, mais on notera que s

′ ◦ f peut être surje�if sans que f le
soit.

b) La condition Ker(s
′ ◦ f ) =H équivaut à f −1(H

′
) =H , cette condition implique f inje�if.

Théorème.— (ème théorème d’isomorphisme) Soient G un groupe et H un sous-groupe diingué de G. Pour tout

sous-groupe K de G, les groupes quotients
K

H ∩K
et
HK
H

exient et sont isomorphes.

Preuve : D’après ce qui précède comme H /G, on sait que H ∩K /K et que H /HK , ce qui juifie l’exience des

groupes quotients
K

H ∩K
et
HK
H

.

Considérons l’inje�ion canonique
j : K −→HK

et notons
s : K −→ K

H ∩K
et s

′
:HK −→ HK

H

les surje�ions canoniques. Comme par définition on a j(H ∩ K) = H ∩ K ⊂ H , il exie un unique morphisme

ϕ ∈Hom
( K
H ∩K

,
HK
K

)
tel que le diagramme suivant

K
j

−−−−−−−→ HK

s

y s
′

y
K

H ∩K
ϕ

−−−−−−−→ HK
H

commute. Montrons que ϕ e un isomorphisme : le morphisme s
′ ◦ j e surje�if, car

s
′
◦ j(K) = s

′
(K) =

KH
H

et comme s
′ ◦ j = ϕ ◦ s, on en déduit que ϕ ◦ s, et donc ϕ, sont surje�ifs.

On a
(s
′
◦ j)−1({e}) = j−1(s

′−1
({e})) = j−1(H) = K ∩H

donc
s−1(ϕ−1({e})) = (ϕ ◦ s)−1({e}) = K ∩H

il s’ensuit que ϕ−1({e}) = {e} et donc que ϕ e inje�ive.

�

Remarque : Dans le cas de notation additive, on a donc
K

H ∩K
' H +K

H
. Dans le cas où H et K sont en somme

dire�e, ce théorème juifie que
H ⊕K
H

' K , puisque, par définition, H ∩K = {0}.



Théorème.— (ème théorème d’isomorphisme) Soient G un groupe et H,K deux sous-groupes diingués de G tels
que H ⊂ K . On a

G
K
'

G
H
K
H

Preuve : On sait que, comme K /G, on a
K
H
/
G
H

et par suite, le groupe quotient
G/H
K/H

exie bien. Notons

sH : G −→ G
H
, sK : G −→ G

K
, et π :

G
H
−→ G/H

K/H

les surje�ions canoniques. On a sH (K) =
K
H

, car H ≤ K et donc, il exie un unique ϕ ∈ Hom
(
G
K ,

G/H
K/H

)
tel que le

diagramme suivant

G
sH−−−−−−−→ G

H

sK

y π

y
G
K

ϕ
−−−−−−−→ G/H

K/H

commute. On vérifie (exercice) qu’alors ϕ e bien un isomorphisme.

�



Chapitre 

Etude de quelques familles usuelles de
groupes

. Groupes monogènes et cycliques

.. Cara�érisation

On rappelle qu’un groupe e dit monogène s’il e engendré par un de ses éléments, il e dit cyclique si, de
plus, il e fini. Si G e un groupe monogène et x ∈ G e un générateur de G, alors on a

G = {xk , k ∈Z}

Notons que, dans ces conditions, l’application

ϕ : Z −→ G
k 7−→ xk

e un épimorphisme de groupe (exercice). On voit aussi que si f : G −→ G
′

e un morphisme de groupe et que
si G e monogène alors Im(f ) e un groupe monogène (on remarqu’alors l’image d’un générateur de G e un
générateur de Im(f )).

Proposition.— Soit G un groupe monogène.

• Si G e infini, alors G 'Z.

• Si G e fini alors G 'Z/nZ où n = o(G).

Preuve : Considérons l’épimorphismeϕ : Z −→ G introduit plus haut. D’après le premier théorème d’isomorphisme,
on a G 'Z/Ker(ϕ). Or, nous avons vu que les sous-groupes de Z était de la forme nZ avec n ∈N, donc il exie n
tel que Ker(ϕ) = nZ.

• si n = 0, alors Ker(ϕ) = {0} et par suite G 'Z et donc G e infini.

• si n , 0, alors G 'Z/nZ et par suite G e fini et son ordre e celui de Z/nZ c’e-à-dire n.

�

Corollaire.— Deux groupes monogènes sont isomorphes si et seulement s’ils ont le même cardinal.

Preuve : Immédiat.

�

Exemples : Le groupe µn des racines complexes de l’unité e cyclique d’ordre n.

.. Sous-groupes d’un groupe monogène

Proposition.— Tout sous-groupe non trivial d’un groupe monogène infini e un groupe monogène infini. Tout sous-
groupe d’un groupe cyclique e cyclique.
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Preuve : Les sous-groupes non triviaux de Z sont les kZ qui sont monogènes infinis et ceux de Z/nZ sont les
kZ/nZ (pour k|n) qui sont cycliques. La proposition s’obtient alors en considérant, suivant le cas, un isomor-
phisme du groupe avec Z ou Z/nZ.

�

Prenons n ≥ 1. Les sous-groupes de Z/nZ sont exa�ement les sous-groupes kZ/nZ avec k|n. On remarque
que o(kZ/nZ) = n

k et donc, en particulier, pour d|n il n’y a qu’un seul sous-groupe de Z/nZ d’ordre d : c’e le
sous-groupe (n/d)Z/nZ. On a de manière générale :

Théorème.— (Réciproque du théorème de Lagrange pour les groupes cycliques) Soit G =< x > un groupe cyclique
d’ordre n. Pour tout diviseur d de n il exie un unique sous-groupe de G d’ordre d et ce sous-groupe e engendré par
l’élément xn/d .

Preuve : Exercice.

�

Exemple : Soit µn = {exp(2ikπ/n)/ k ∈ Z} le groupe des racines complexes n-ième de l’unité. On voit que ξ =
exp(2iπ/n) e un générateur. Pour d|n, l’unique sous-groupe d’ordre d de µn e donc < ξn/d >= µd (exercice).

Proposition.— Soit G un groupe. Si x ∈ G e d’ordre n, alors pour tout a ∈Z∗, on a

o(xa) =
n

p.g.c.d.(a,n)
=

p.p.c.m.(a,n)
a

Preuve : La deuxième égalité provient du fait que

an = p.g.c.d.(a,n).p.p.c.m.(a,n)

Notons l = p.g.c.d.(a,n). Comme l divise a, on voit que an/l e un multiple de n et donc, par suite, (xa)(n/l) = e.
Soit maintenant un entier i ∈N tel que (xa)i = e. Puisque x e d’ordre n, il exie k ∈N tel que ia = kn. Maintenant
ia = kn e visiblement un multiple de a et de n, donc de q = p.p.c.m.(a,n) et par suite, on a ia = k

′
q avec k

′ ∈N et
donc i = k

′
n/l ce qui montre bien que xa e d’ordre n/l.

�

.. Générateurs

Proposition.— Soit G =< x > un groupe monogène.

• Si G e infini, alors les seuls générateurs de G sont x et x−1.

• Si G e cyclique d’ordre n ≥ 2 alors l’ensemble des générateurs de G e formé par les xk avec k ∈Z tel que (n,k) = 1.

Preuve : • L’isomorphisme canonique Z −→ G fait correspondre biunivoquement les générateurs de ces deux
groupes. Or (exercice) il n’y a que deux générateurs de Z : ±1 qui correspondent à x et x−1.

• Les éléments de G sont les xk avec k ∈ Z et xk e un générateur ssi o(xk) = n. Or o(xk) =
n

p.g.c.d.(n,k)
, donc xk

e un générateur ssi p.g.c.d.(n,k) = 1.

�

Remarque : Soit G =< x > cyclique d’ordre n ≥ 2. Si k ∈ Z e premier à n, alors en effe�uant la division
euclidienne de k par n, on trouve qu’il exie k

′ ∈Z et s ∈ {1, · · · ,n− 1} tel que

k = k
′
n+ s

et donc xk = xk
′
n+s = xnk

′
xs = xs. Par ailleurs, si on prend

s, s
′
∈ E(n) = {k ∈ {1, · · · ,n− 1}/ (k,n) = 1}

tel que s , s
′

alors xs , xs
′
. Et par suite on voit qu’il y a une bije�ion entre les éléments de E(n) et les générateurs

de G. D’où :

Proposition-Définition.— Soit G un groupe cyclique d’ordre n ≥ 2, le nombre de générateurs de G e égal à

ϕ(n) = ]E(n)

La fon�ion ϕ : N∗ −→N
∗ définie par ϕ(1) = 1 et pour tout n ≥ 2, ϕ(n) = ]En s’appelle l’indicateur d’Euler.
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.. Décomposition en produit cartésien d’un groupe cyclique

Décomposition

Un produit de groupes cycliques n’e par forcément un groupe cyclique. En effet considérons le groupe de
Klein Z : 2Z ×Z/2Z, on vérifie facilement que tout élément non trivial de ce groupe e d’ordre 2, doncil ne
peut pas être cyclique car, étant d’ordre 4, alors il exierait un élément d’ordre 4. Nous allons, dans cette partie,
regarder à quelles conditions le produit cartésien de deux groupe cyclique ree cyclique et nous en déduirons,
pour un groupe cyclique quelconque, une décomposition en produit de groupes cycliques.

Lemme.— Soient n,m deux entier positifs non nuls. On a nZ∩mZ = lZ avec l = p.p.c.m.(n,m). En particulier, les
propriétés suivantes sont équivalentes :

i) (n,m) = 1,

ii) nZ∩mZ = nmZ.

Preuve : L’ensemble nZ∩mZ e un sous-groupe de Z, il e donc de la forme aZ avec a ≥ 1. On a aZ = nZ∩mZ ⊂
Z/nZ et aZ ⊂Z/mZ, il s’ensuit que n|a et m|a et donc que l|a c’e-à-dire aZ ⊂ lZ. Réciproquement, on a n|l et m|l
donc lZ ⊂ nZ et lZ ⊂mZ et donc lZ ⊂ nZ∩mZ = aZ.

�

Théorème.— Soient n,m deux entier positifs non nuls. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) (n,m) = 1,

ii) Z/nZ×Z/mZ 'Z/nmZ.

Preuve : i)⇒ ii) Notons respe�ivement

σ : Z −→Z/nZ π : Z −→Z/mZ

les surje�ions canonique et considérons le morphisme

f : Z −→ Z/nZ×Z/mZ

a 7−→ (σ (a),π(a))

On a a ∈ Ker(f ) ssi σ (a) = 0 et π(a) = 0 c’e-à-dire ssi a ∈ Ker(σ )∩Ker(π) = nZ∩mZ = nmZ (d’après le lemme).
Ainsi Ker(f ) = nmZ et donc, d’après le premier théorème d’isomorphisme, on en déduit que Im(f ) 'Z/nmZ. Par
ailleurs l’ordre de Z/nmZ (donc de Im(f )) e nm qui e égal à celui de Z/nZ ×Z/mZ. Donc f e surje�ive et
Im(f ) = Z/nZ×Z/mZ.

non i)⇒ non ii) Supposons que (n,m) = a , 1. Comme a|n et a|m, il exie un élément x ∈Z/nZ et un élément y ∈
Z/mZ d’ordres a. Les éléments (x,0) et (0, y) engendrent des sous-groupes diin�s qui sont tous deux d’ordre a
dans Z/nZ×Z/mZ ce qui empeche (à cause de la réciproque du théorème de Lagrange pour les groupes cycliques)
Z/nZ×Z/mZ d’être cyclique, donc, en particulier d’être isomorphe à Z/nmZ.

�

Corollaire.— Le produit dire� de deux groupes cycliques e cyclique si et seulement si les ordres des deux groupes sont
premiers entre eux.

Preuve : Soit Cn et Cm deux groupes cycliques d’ordres respe�ifs n etm. Les groupe Cn et Cm sont respe�ivement
isomorphes à Z/nZ et Z/mZ, donc le groupe produitCn×Cm e isomorphe à Z/n×Z/m. Si (n,m) = 1 alors, d’après
ce qui précède, on a

Cn ×Cm 'Z/n×Z/m 'Z/nmZ

et donc Cn ×Cm e cyclique.
Si (n,m) , 1 et si Cn ×Cm était cyclique, comme c’e un groupe d’ordre nm il serait isomorphe à Z/nmZ et,

par suite, on aurait Z/n×Z/m 'Z/nmZ ce qui e absurde d’après ce qui précède.

�

Corollaire.— Soit n ≥ 2 un entier et n = pα1
1 . · · · .pαkk sa décomposition en fa�eurs premiers. On a

Z/nZ 'Z/pα1
1 Z× · · · ×Z/pαnn Z

Preuve : S’obtient par récurrence.

�
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Calcul de ϕ(n)

Théorème.— L’indicateur d’Euleur, ϕ, e une fon�ion arithmétique simplement multiplicative, c’e-à-dire que si
n,m ∈N∗ sont premiers entres eux alors ϕ(nm) = ϕ(n)ϕ(m).

Preuve : Remarquons pour commencer que si (x,y) ∈ Z/nZ ×Z/mZ e un générateur de ce groupe, alors x en
e un de Z/nZ et y en e un de Z/mZ. En effet, si ce n’e pas le cas, disons par exemple que < x >, Z/nZ
alors il exie z ∈ Z/nZ tel que z , kx pour tout k ∈ Z, il s’ensuit que (z,0) , k(x,y) pour tout k ∈ Z et donc que
< (x,y) >,Z/nZ×Z/mZ.

Réciproquement, soit x un générateur de Z/nZ et y un générateur de Z/mZ. Soit k,k
′ ∈Z, il s’agit de montrer

qu’il exie a ∈ Z tel que a(x,y) = (kx,k
′
y). D’après Bezout, puisque n et m sont premier entre eux, il exie

u,v,u
′
,v
′ ∈Z tels que

k = un+ vm
k
′

= u
′
n+ v

′
m

On a donc αn+ k = α
′
m+ k

′
avec α = u

′ −u et α
′

= v − v′ . Notons a cet entier, on a alors

a(x,y) = (ax,ay) = (αnx+ kx,α′my + k′y)
= (kx,k′y) = (kx,k

′
y)

et donc (x,y) e bien un générateur de Z/nZ×Z/mZ.
En conclusion, il exie une bije�ion entre l’ensemble des générateurs de Z/nZ×Z/mZ et le produit cartésien

des ensembles de générateurs de Z/nZ et de Z/mZ. La formule annoncée en découle alors, compte tenu du fait
qu’il y a une bije�ion entre les générateurs de Z/nZ ×Z/mZ et ceux de Z/nmZ puisque ces deux groupes sont
isomorphes.

�

Lemme.— Soit p un nombre premier et α ≥ 1 un entier, on a

ϕ(pα) = pα−1(p − 1)

Preuve : Il s’agit de dénombrer le nombre d’entiers de {1, · · · ,pα} premier à pα , donc à p puisque p e premier.
Les entiers de {1, · · · ,pα} qui ne sont pas premiers à p sont exa�ement les pk avec k ∈ {1, · · · ,pα−1}, il y en a donc
pα−1. Par suite on a ϕ(pα) = pα − pα−1 = pα−1(p − 1).

�

Théorème.— Soit n ≥ 2 un entier et n = pα1
1 . · · · .pαkk sa décomposition en fa�eurs premiers, on a

ϕ(n) = n
(
1− 1

p1

)
· · ·

(
1− 1

pk

)
Preuve : Exercice.

�

On dispose donc d’un moyen simple pour calculer ϕ(n) dés que l’on connait la décomposition en fa�eurs
premiers de l’entier n. Jusqu’à l’ordre 49 on trouve :

n ϕ(n) n ϕ(n) n ϕ(n) n ϕ(n) n ϕ(n)
10 4 20 8 30 8 40 16

1 1 11 10 21 12 31 30 41 40
2 1 12 4 22 10 32 16 42 12
3 2 13 12 23 22 33 20 43 42
4 2 14 6 24 8 34 16 44 20
5 4 15 8 25 20 35 24 45 24
6 2 16 8 26 12 36 12 46 22
7 6 17 16 27 18 37 36 47 46
8 4 18 6 28 12 38 18 48 16
9 6 19 18 29 28 39 24 49 42
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. Groupes symétriques

.. Rappels, propriétés

Pour un entier n ≥ 1, le groupe Sn e le groupe (pour la composition) des bije�ions de l’ensemble {1, · · · ,n}.
C’e un groupe fini et son ordre e o(Sn) = n!. Si n > 2 alors Sn e un groupe non commutatif. Etant donné un
élément σ ∈ Sn, on écrit

σ =
(

1 2 · · · n
σ (1) σ (2) · · · σ (n)

)
Les éléments de Sn sont appelés des permutations. L’identité, qui e le neutre de Sn sera noté e plutot que

Id. L’usage veut aussi que l’on s’autorise à noter la composition dans Sn par l’absence de notation comme dans un
groupe quelconque.

Si E désigne un ensemble à n éléments, alors les groupes (Perm(E),◦) et Sn sont isomorphes. (Exercice).

Si n ≤m, alors l’application f : Sn −→ Sm qui à σ associe σ̃ définie par

σ̃ (i) = σ (i) pour tout i = 1, · · · ,n et σ̃ (i) = i pour tout i = n+ 1, · · · ,m

e un monomorphisme de groupe. On l’appelle le plongement canonique de Sn dans Sm.

Soit G un groupe et x ∈ G. L’application tx ”translation à gauche” par x : g 7−→ xg définit une bije�ion de G
dans lui-même. Ainsi, étant donné un groupe fini G d’ordre n, que nous noterons G = {x1, · · · ,xn}, on définit une
application

θ : G −→ Sn
x 7−→ σx = ind ◦ tx ◦ ind−1

où ind désigne l’application de G dans {1, · · · ,n} qui à xi associe i. Ainsi, on a σx(i) = j ssi xxi = xj

Proposition-Définition.— L’application θ e un monomorphisme de groupe. On l’appelle plongement canonique de G
dans Sn.

Preuve : Soit x,y ∈ G tels que θ(x) = θ(y). On a donc pour tout i = 1, · · · ,n, ind ◦ tx ◦ ind−1(i) = ind ◦ ty ◦ ind−1(i)
c’e-à-dire puisque ind e une bije�ion que pour tout i = 1, · · · ,n, xxi = yxi , on en déduit donc que x = y et donc
que θ e inje�ive.

Soit x,y ∈ G et i ∈ {1, · · · ,n}. On a θ(xy)(i) = ind ◦ txy(xi) = ind(xyxi), or yxi = xj où j = σx(i) et xxj = xk
où k = σy(j), on en déduit que xyxi = xk où k = σx ◦ σy(i). Ceci étant valable pour tout i = 1, · · · ,n, on a bien
θ(xy) = θ(x) ◦θ(y).

�

Cette proposition montre que tout groupe d’ordre n e isomorphe à un sous-groupe de Sn. Ceci suggère la
grande richesse du groupe Sn et nous invite à étudier plus précisément ce groupe.

On remarque que l’on peut plongerG dans Sn non pas en utilisant la translation à gauche tx mais celle à droite.
Certains auteurs le font et le plongement obtenu, bien que différent e aussi appelé plongement canonique...

.. σ -orbite

Définition.—Soit σ ∈ Sn, on appelle support de σ l’ensemble

Supp(σ ) = {i ∈ {1, · · · ,n}/ σ (i) , i}

Remarques : (exercice)

a) On a Supp(σ ) = ∅⇐⇒ σ = e.

b) Quelle que soit σ ∈ Sn, σ , e, la reri�ion de σ à Supp(σ ) e un élément de Perm(Supp(σ )).

c) Quelle que soit σ ∈ Sn et k ∈Z, on a Supp(σ k) ⊂ Supp(σ ). Notons que cette inclusion peut être ri�e. Toutefois,
on a Supp(σ−1) = Supp(σ ).

Proposition.— Soit σ,σ
′ ∈ Sn. Si Supp(σ )∩ Supp(σ

′
) = ∅ alors σσ

′
= σ

′
σ .

Preuve : Exercice.
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�

Définition.— Soit σ ∈ Sn et i ∈ {1, · · · ,n}. On appelle σ -orbite de i l’ensemble

Ωσ (i) = {σ r (i)/ r ∈Z}

Remarques : a) Si, sur l’ensemble {1, · · · ,n}, on définit la relation (d’équivalence) Rσ suivante :

iRσk⇐⇒∃r ∈Z, σ r (i) = k

on voit que la σ -orbite de i, Ωσ (i) n’e rien d’autre que la classe d’équivalence de i modulo Rσ .

b) Soit σ ∈ Sn avec σ , e. Posons k = o(σ ), on a alors

< σ >= {e,σ , · · · ,σ k−1}

il s’ensuit que pour tout i = 1, · · · ,n, on a
1 ≤ ]Ωσ (i) ≤ k

On remarqu’alors on a ](Ωσ (i)) = 1⇐⇒ i < Supp(σ ) (on dit que la σ -orbite e pon�uelle). Ainsi, si i ∈ Supp(σ ),
on a

2 ≤ ]Ωσ (i) ≤ k

c) Si {i1, · · · , im} désigne une classe de représentants des σ -orbite de {1, · · · ,n}, c’e-à-dire une classe de représentants
de l’ensemble quotient {1, · · · ,n}/Rσ , alors les sous-ensembles {Ωσ (iq)}1≤q≤m forment une partition de {1, · · · ,n}, on
a donc

n =
m∑
q=1

]Ωσ (iq)

Par exemple, pour n = 6 et σ =
(

1 2 3 4 5 6
5 2 1 6 3 4

)
, on a

Ωσ (1) = {1,5,3}, Ωσ (2) = {2}, Ωσ (4) = {4,6}

.. Cycles et transposition

Définition.— Dans Sn on appelle cycle de longueur r (1 ≤ r ≤ n) ou alors r-cycle, toute permutation σ ∈ Sn telle qu’il
exie r entiers diin�s deux à deux de {1, · · · ,n}, j1, · · · , jr tels que

σ (j1) = j2,σ (j2) = j3, · · · ,σ (jr−1) = jr ,σ (jr ) = j1 et ∀k < {j1, · · · , jr }, σ (k) = k

Un tel r-cycle sera noté (j1, · · · , jr ) (son support e alors égal à {j1, · · · , jr }).
On appelle transposition tout cycle de longueur 2.
On appelle permutation circulaire la permutation

σ = (1 2 · · ·n) =
(

1 2 · · · n
2 3 · · · 1

)
Exemples : a) Tout cycle de longueur 1 e l’identité.

b) On a S2 = {e,τ} où τ e la transposition (1 2). S3 n’e composé que de cycles : e de longueur 1, trois transposi-
tions τ1 = (1 2), τ1 = (2 3) et τ3 = (1 3), et deux 3-cycles µ1 = (1 2 3) (la permutation circulaire) et µ2 = (1 3 2). On
remarque qu’un n-cycle n’e pas forcément la permutation circulaire (pour n = 3 comparer µ1 et µ2).

Remarque : Une transposition e donc un élément de Sn qui échange deux éléments de {1, · · · ,n} et laisse invariant
les autres. Il y a donc une correspondance biunivoque entre les transpositions dans Sn et les paires d’éléments de

{1, · · ·n}. On en déduit qu’il y a exa�ement C2
n =

n(n− 1)
2

transpositions dans Sn.

Proposition.— Dans le groupe Sn, un r-cycle e un élément d’ordre r. En particulier, toute transposition e une
involution (i.e. un élément égal à son propre inverse).

Preuve : Soit σ = (j1 j2 · · · r ) un r-cycle. Il s’agit de montrer que σ r = e et que σ k , e pour k = 1, · · · r − 1.
Soit k ∈ {1, · · · , r −1}, on a σ k(j1) = jk+1 , j1 et donc σ k , e. Maintenant, pour tout l = 1, · · · , r, on a σ r−l+1(jl) = j1
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et donc σ r (jl) = (σ l−1σ r−l+1)(jl) =) = σ l−1(j1) = jl . Par ailleurs comme σ (k) = k pour tout k < {j1, · · · , jl}, on a
σ r (k) = k et, par suite, σ r = e.

�

Remarque : L’inverse d’un r-cycle e un r-cycle, puisque

(j1 j2 · · · jr )−1 = (jr jr−1 · · · j1)

Cependant un produit de r-cycle n’e pas forcément un cycle. Par exemple, dans S4, si σ = (1 2 3 4) désigne la
permutation cicruclaire alors

σ2 =
(

1 2 3 4
3 4 1 2

)
qui n’e visiblement pas un cycle.

Proposition.— Dans le groupe Sn, le conjugué d’un r-cycle e un r-cycle et réciproquement, deux r-cycles sont con-
jugués.

Preuve : Soit γ = (j1 · · · jr ) un r-cycle et σ ∈ Sn. On a (exercice)

σγσ−1 = (σ (j1) · · · σ (jr ))

ce qui juifie que le conjugué d’un r-cycle e encore un r-cycle. Par ailleurs, si

γ = (j1 · · · jr ) et µ = (i1 · · · ir )

sont deux r-cycles, alors comme les ensembles {j1, · · · , jr } et {i1, · · · , ir } sont deux sous-ensembles de {1, · · · ,n} de
même cardinal, il exie un élément (éventuellement plusieurs) σ ∈ Sn tel que σ (jl) = il pour tout l = 1, · · · , r. On a
alors, d’après ce qui précède, σγσ−1 = µ.

�

Proposition.— Soit σ ∈ Sn telle que σ , e. Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) σ e un cycle,

ii) dans la partition en σ -orbites de {1, · · · ,n}, il n’exie qu’une seule σ -orbite non-pon�uelle (le cardinal de celle-ci e
alors égal à la longueur du cyle σ ).

Preuve : i)⇒ ii) Soit σ = (j1 j2 · · · jr ) un r-cycle, c’e un élément d’ordre r et l’on a

Ωσ (j1) =
{
j1,σ (j1), · · · ,σ r−1(j1)

}
= {j1, j2, · · · , jr }

Par ailleurs, si i < Supp(σ ), on a Ωσ (i) = {i} et par suite il n’exie qu’une seule σ -orbite non pon�uelle et son
cardinal e bien r.

ii)⇒ i) Si σ e une permutation ne possédant qu’une seule σ -orbite non pon�uelle de cardinal r :

Ωσ (j) = {j,σ (j), · · · ,σ r−1(j)}

en posant j1 = j, j2 = σ (j), · · · , jr = σ r−1(j), on voit que σ coincide avec le r-cycle (j1 j2 · · · jr ).

�

.. Générateurs

On dira de deux cycles qu’ils sont disjoints si leurs supports le sont.

Théorème.— Soit σ , e un élément de Sn. Il exie un unique entier s ≥ 1 et une unique colle�ion de cycles disjoints
deux à deux γ1, · · · ,γs tous différents de e telle que

σ = γ1 · · ·γs

Preuve : Soit σ , e dans Sn; le support de σ étant non vide, il exie au moins une σ -orbite non pon�uelle et toute
σ -orbite non pon�uelle Ωσ (i) permet de définir un cycle, en posant, si

Ωσ (i) = {i,σ (i), · · · ,σ r−1(i)}
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γ = (j1 j2 · · · jr ) où jk = σ k−1(i) pour k = 1, · · · , r. Le cycle γ associé à Ωσ (i) a alors pour support Ωσ (i) et la
reri�ion de σ à Ωσ (i) e égale à γ .

Notons {Ωq}1≤q≤s l’ensemble des σ -orbites non pon�uelles et notons {γq}1≤q≤s la colle�ion des cycles associés.
Les σ -orbites Ωq étant disjointes deux-à-deux il s’ensuit que les cycles γq le sont également et par suite qu’ils
commutent deux à deux. Posons

µ = γ1 · · ·γs
Si i <

⋃s
q=1Ωq, alors la σ -orbite de i e pon�uelle et donc σ (i) = i. Par ailleurs, pour tout q = 1, · · · , s, on

aγq(i) = i, ce qui montre que µ(i) = σ (i).
Si maintenant, i ∈

⋃s
q=1Ωq, alors il exie un unique q tel que i ∈ Ωq et pour tout q , q

′
, on a i < Ωq′ . On a

donc, pour q
′
, q, γq′ (i) = i et γq(i) = σ (i) et par suite, comme

µ = γqγ1 · · ·γq−1γq+1 · · ·γs

on a σ (i) = µ(i). Donc σ = µ.

Supposons que
σ = γ

′
1 · · ·γ

′
r

soit une autre décomposition eux cycles disjoints deux à deux tous différents de e. Les σ -orbites non pon�uelles
correspondent à la réunion des uniques γ

′
q-orbites non pon�uelles, mais comme la décomposition en σ -orbites

de l’ensemble {1, · · · ,n} e unique, on en déduit donc que r = s. Par ailleurs, chaque σ -orbite correspond à un
unique γq et un unique γ

′

q′
et comme la reri�ion de σ sur sa σ -orbite correspond au cycle concerné, on voit que

γq = γ
′

q′
. La correspondance se faisant visiblement bi-univoquement, on a {γq}1≤q≤s = {γ ′q}1≤q≤s.

�

Remarques : a) Le fait que les cycles soient disjoints, implique qu’ils commutent deux à deux. Ainsi l’écriture de
σ obtenue dans la théorème e unique à l’ordre près des fa�eurs. On parle alors de la décomposition canonique
de σ en produit de cycles.

b) Ce théorème assure notamement que le groupe Sn e engendré par ses cycles.

Exemple : Si l’on reprend la permutation σ =
(

1 2 3 4 5 6
5 2 1 6 3 4

)
de S6, la décomposition en σ -orbite Ωσ (1) =

{1,5,3}, Ωσ (2) = {2}, Ωσ (4) = {4,6} de {1,2,3,4,5,6} implique que

σ = (1 5 3)(4 6)

Proposition.— Si σ , e désigne un élément de Sn et

σ = γ1 · · ·γs

sa décomposition canonique en produit de cycles, alors l’ordre de σ e égal au p.p.c.m. des ordres des cycles γi (c’e-à-
dire au p.p.c.m. des longueurs des γi).

Preuve : Posons l = p.p.c.m.(o(γi)). Pour tout i = 1, · · · , s, on a l = kio(γi) avec ki ∈N∗, et comme les γi commutent
deux à deux, on en déduit que

σ l = γ l1 · · ·γ
l
s = (γo(γ1)

1 )k1 · · · (γo(γs)
s )ks = e

et donc si v = o(σ ), on a v|l.
D’autre part, si Ωq = Supp(γq), alors σ|Ωq

= γq |Ωq
et donc, puisque σv|Ωq

= Id, on en déduit que v|o(γq). Ceci

étant valable pour tout q = 1, · · · , s, on a v|l. Donc v = l.

�

Théorème.— Toute permutation σ , e de Sn se décompose (de manière non-unique) comme produit (non permutable en
général) de transpositions.

Preuve : En vertu du théorème de décomposition en cycle d’une permutation, pour montrer ce théorème, il faut
et il suffit de le montrer dans le cas où σ e un r-cycle, mais si σ = (j1 j2 · · · r ), on voit que

(j1 j2 · · · r ) = (j1 j2)(j2 j3) · · · (jr−1 jr )
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ce qui achève la preuve.

�

Exemples : Si l’on reprend la permutation σ =
(

1 2 3 4 5 6
5 2 1 6 3 4

)
de S6, on a vu que

σ = (1 5 3)(4 6)

et donc par suite, une décomposition possible en transposition de σ e

σ = (1 5)(5 3)(4 6)

Proposition.— Soit n ≥ 2, on a
Sn =

〈
{(1, i)}2≤i≤n

〉
=

〈
{(i, i + 1)}1≤i≤n−1

〉
Preuve : Pour ces propriétés, il suffit donc, en vertu de ce qui précède, de montrer que toute transposition appar-
tient à

〈
{(1, i)}2≤i≤n

〉
et

〈
{(i, i + 1)}1≤i≤n−1

〉
.

Comme, pour tout j,k ∈ {1, · · · ,n}, on a (j,k) = (1, j)(1, k)(1, j), on en déduit que

Sn =
〈
{(1, i)}2≤i≤n

〉
Considérons p et q tels que 1 ≤ p < q ≤ n et montrons par récurrence sur q − p que (p,q) ∈

〈
{(i, i + 1)}1≤i≤n−1

〉
:

Pour q − p = 1 c’e évident car (p,q) = (p,p+ 1).
Si la propriété e vraie pour q − p ≥ 1, alors au rang q − p+ 1, on voit que

(p,q) = (q − 1,q)(p,q − 1)(q − 1,q)

et donc par application de l’hypothèse de récurrence, on a

(p,q) ∈
〈
{(i, i + 1)}1≤i≤n−1

〉

�

.. Signature d’une permutation

Définition.— Soit σ ∈ Sn. On appelle nombre d’inversions de σ , le nombre de paires {i, j} ∈ {1, · · · ,n} telles que la
reri�ion de σ à {i, j} soit décroissante (i.e. si i > j alors σ (i) < σ (j) et si i < j alors σ (i) > σ (j)). On note νσ cet entier.

Exemple : Dans S5, on considère σ =
(

1 2 3 4 5
5 3 2 1 4

)
. Les paires {i, j} où il y a inversion sont {1,2}, {1,3}, {1,4},

{1,5}, {2,3}, {2,4} et {3,4}. Ainsi, on a νσ = 7.

Lemme.— Soit σ ∈ Sn et a1, · · ·an des nombres réels diin�s deux à deux. On pose pour tout i = 1, · · · ,n, bi = aσ (i). On
a

(−1)νσ =
∏

1≤i<j≤n

bj − bi
aj − ai

Preuve : L’ensemble des couples (i, j) tels 1 ≤ i < j ≤ n décrit exa�ement l’ensemble des paires {i, j}. Comme σ e
une permutation il s’ensuit que l’ensemble des couples (σ (i),σ (j)) tels que 1 ≤ i < j ≤ n décrit lui aussi exa�ement
l’ensemble des paires {i, j}. Par ailleurs, comme on a

∏
1≤i<j≤n

bj − bi
aj − ai

=

∏
1≤i<j≤n

bj − bi∏
1≤i<j≤n

aj − ai

on voit que ce produit e de module 1. Maintenant, si sur le couple {i, j} la permutation σ présente une inversion,
le fa�eur bj − bi au numérateur sera égal à l’opposé d’un fa�eur aj ′ − ai′ du dénominateur, au contraire, si σ ne
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présente pas d’inversion sur la paire {i, j} alors le fa�eur au dénominateur le fa�eur bj − bi au numérateur sera
égal à un fa�eur aj ′ − ai′ au dénominateur. Le produit considéré e donc égal à (−1)m où m e le nombre de
paires où σ présente une inversion, c’e à dire à (−1)νσ .

�

Définition.— Soit σ ∈ Sn. On appelle signature de σ l’entier (égal à ±1) εσ = (−1)νσ . On dira que σ e pair (resp.
impaire) si εσ = 1 (resp. si εσ = −1).

Corollaire.— L’application
ε : Sn −→ {1,−1}

σ 7−→ εσ

e un morphisme de groupe (l’ensemble {1,−1} étant considéré comme sous-groupe multiplicatif de (Q∗, .)).

Preuve : Soit σ,σ
′ ∈ Sn. Prenons des réels a1, · · · , an diin�s deux à deux. Posons pour tout i = 1, · · · ,n, bi = aσ (i)

et ci = bσ ′ (i)) = aσ ′σ (i). Par application de la proposition précédente, on a

εσ ′σ =

∏
1≤i<j≤n

cj − ci∏
1≤i<j≤n

aj − ai

=

∏
1≤i<j≤n

cj − ci∏
1≤i<j≤n

bj − bi
.

∏
1≤i<j≤n

bj − bi∏
1≤i<j≤n

aj − ai

= εσ ′ .εσ

�

Proposition.— Toute transposition e impaire, en particulier, si n ≥ 2 alors l’application ε e un épimorphisme.

Preuve : Comme pour tout l,k ∈ {1, · · · ,n} diin�s, on a (l k) = (1 l)(1 k)(1 l) et que ε e un morphisme, il suffit
de montrer cette proposition dans le cas d’une transposition du type (1 l) pour l ≥ 2. Les inversions de (1 l) sont
{1,2}, {1,3}, · · · , {1, l} et {2, l}, {3, l}, · · · , {l − 1, l} (si l ≥ 3). Il y en a donc l − 1 + l − 2 = 2l − 3 et donc

ε(1 l) = (−1)2l−3 = −1

�

Corollaire.— Si σ ∈ Sn e le produit de k transpositions, alors εσ = (−1)k .

Preuve : Immédiat.

�

.. Le groupe alterné An
Définition.— On appelle groupe alterné de degré n le sous-ensemble An de Sn conitué des permutations paires.

Proposition.— Pour n ≥ 2, l’ensemble An e un sous-groupe de Sn d’ordre
n!
2

. On a An / Sn et
An
Sn
'Z/2Z.

Preuve : Ces résultats sont immédiats une fois que l’on a conaté que An e le noyau du morphisme signature

ε : Sn −→ {1,−1}

�
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Si n ≥ 3 et si σ = (i j k) désigne un 3-cycle de Sn on conate (exercice) que εσ = 1, c’e-à-dire que σ ∈ An. Les
3-cycles jouent un rôle essentiel dans An :

Théorème.— Pour n ≥ 3, le sous-groupe de Sn engendré par les 3-cycles e égal à An.

Preuve : Pour tout i, j,k, l ∈ {1, · · · ,n}, on a

(i )(k l) = (i j k)(j k l)

Par ailleurs, un élément de An e le produit d’un nombre pair de transpositions, ce qui juifie le résultat.

�

. Groupes diédraux

On considère dans ce paragraphe le plan affine et euclidien P rapporté à un repère orthonormé (O,~i,~j). Pour
tout entier n ≥ 2 on considère un polygone régulier Pn à n sommets, centré en O et tel que l’un de ses sommets
soit sur l’axe Ox. On considère alors Dn, l’ensemble des isométries du plan P qui conserve Pn (c’e-à-dire des
isométries σ vérifiant σ (Pn) = Pn. On voit immédiatement que Dn e un groupe pour la composition.

Définition.— Pour tout n ≥ 2, le groupe Dn s’appelle le groupe diédral de degré n.

Proposition.— Pour n ≥ 2, Dn e un groupe fini d’ordre 2n.

Preuve : Notons A1, · · · ,An les n sommets de Pn énumérés dans le sens trigonométrique en prenant A1 ∈ Ox. On
conate que si l’on regarde ∩P comme le plan complexe, alors les Ak correspondent aux racines n-ième de l’unité,
plus précisément, on a pour tout k = 1, · · · ,n

Ak = exp
(

2i(k − 1)π
n

)
Pour tout k = 0, · · · ,n−1, on note ρk la rotation de centreO et de rayon 2ikπ/n. On voit que ρk = ρk1 et par suite

que l’ensemble de ces rotations forme un sous-groupe cyclique Γn de Dn d’ordre n.

Notons σ la symétrie d’axe Ox. On voit que σ ∈ Dn et plus spécialement que σ (A1) = A1 et que pour tout
k ∈ {2, · · · ,n} on a

σ (Ak) = An−k+2

Il e clair que σ < Γn car σ , Id et σ (A1) = A1 or pour tout k = 1, · · · ,n−1 on a ρk1(A1) = A1+k . Par ailleurs, pour
tout k = 0, · · · ,n−1, on a ρk1 ◦σ < Γn, sinon, comme Γn e un sous-groupe on aurait σ ∈ Γn. Enfin les éléments ρk1 ◦σ
sont diin�s deux à deux pour k ∈ {0, · · · ,n− 1}.

Tout ceci montre que Dn contient au moins 2n éléments qui sont

{Id,ρ1, · · · ,ρn−1
1 ,σ ,ρ1 ◦ σ, · · · ,ρn−1

1 ◦ σ }

Pour n = 2 on vérifie sans mal que D2 compte deux éléments. Si n ≥ 3, on remarque qu’une isométrie f
présevant Pn e entièrement déterminée par l’image des sommets de Pn. Ainsi donc, il y a n choix possible pour
f (A1), mais comme f e une isométrie, on a d(A1,A2) = d(f (A1), f (A2)) et donc il n’y a que deux choix possibles
pour f (A2). Enfin, une fois fixé f (A1) et f (A2), toujours parce que f e une isométrie, on voit qu’il n’y a qu’un
seul choix possible pour f (Ak) pour k = 3, · · · ,n. Ceci juifie donc que ]Dn ≤ 2n.

�

Remarques : (Exercices) On conserve les notations de la preuve.

a) On remarque que pour tout k = 0, · · · ,n− 1, on a σ ◦ ρh ◦ σ = σ ◦ ρh ◦ σ−1 = ρ−1
h . En particulier, on conate que

pour n ≥ 3, Dn n’e pas abélien.

b) Pour n = 2, on voit que D2 e isomorphe au groupe de Klein Z/2Z ×Z/2Z. pour n = 3, le groupe D3 e
isomorphe au groupe S3. De manière générale, on voit que Dn e isomorphe à un sous-groupe de Sn. Le groupe
D4 n’e pas isomorphe au groupe Q8 car Q8 n’a qu’un seul élément d’ordre 2 alors que D4 en a 5.

c) On a Γn /Dn. Plus exa�ement, on a la suite exa�e

1 −−−−−−−→ Γn
i−−−−−−−→ Dn −−−−−−−→ Z/2Z −−−−−−−→ 1



Groupes simples 

d) Pour n ≥ 2 et tout k = 1, · · · ,n− 1, les éléments ρk ◦ σ et σ ◦ ρh sont diin�s et d’ordre 2.

Théorème.— Si G e un groupe engendré par deux éléments a et b vérifiant o(a) = n ≥ 2, o(b) = 2 et o(ab) = 2, alors G
e isomorphe à Dn.

Preuve : Comme o(a) = n on voit que G contient un sous-groupe cyclique d’ordre n qui e {e,a, · · · , an−1}. Par
ailleurs, comme o(ab) = 2, on a a(bab) = e et donc bab = a−1 et par suite bakb = bakb−1 = an−k (puisque b = b−1). On
en déduit, comme on l’a fait pour Dn, que les éléments {e,a, · · · , an−1,b,ab, · · · , an−1b} sont diin� deux à deux.

CommeG =< a,b >, tout élément de G s’écrit comme un produit formel de puissance de a et de b, mais comme
bak = an−kb, on en déduit par récurrence que tout élément de G s’écrit sous la forme aibj avec i, j ∈Z, mais comme
o(a) = n et o(b) = 2, on voit que l’on peut prendre i = 0, · · · ,n− 1 et j = 0,1. Ainsi, on a

G = {e,a, · · · , an−1,b,ab, · · · , an−1b}

On voit alors que l’application ϕ : G −→Dn définie par

ϕ(aibj ) = ρi1 ◦ σ
j

e un isomorphisme de groupe.

�

Un contre-exemple à l’implication H /K /G =⇒ H /G : On considère le groupe G = D4 et l’on note ρ = ρ1. Soit
H = {e,σ } et K = {e,σ ,ρ2,σρ2}. On vérifie facilement que H ≤ K ≤ G. Maintenant, pour des raisons de cardinalité
évidente, on a [G : K] = 2 et [K : H] = 2. Il s’ensuit que H /K /G. Et pourtant, H n’e pas diingué dans G : en
effet, on a

ρ ◦ σ ◦ ρ−1 = ρ ◦ σ ◦ σ ◦ ρ ◦ σ = ρ2 ◦ σ <H

. Groupes simples

Définition.— Un groupe G e dit simple s’il ne possède pas d’autres sous-groupes diingués que {e} et lui-même.

Proposition.— Un groupe abélien e simple si et seulement s’il e cyclique d’ordre premier.

Preuve : Exercice.

�

Remarques : a) Si G e un groupe simple, on ne peut rien dire sur la simplicité de ses sous-groupes et de ses
quotients. Ils peuvent l’être ou pas...

b) Un groupe fini d’ordre pn avec p premier et n ≥ 2 n’e jamais simple. En effet, s’il e commutatif il possède un
sous-groupe d’ordre p (exercice) qui e donc normal et non trivial. Si G n’e pas commutatif, on sait que Z(G)
n’e pas trivial, étant diingué dans G, G n’e pas simple.

Théorème.— Pour n ≥ 5, le groupe alterné An e simple.

Preuve : Considérons un sous-groupe H /An différent de {e}. Comme H e diingué, si H possède un 3-cycle, il
les possède tous (car les 3-cycles sont conjugués deux à deux dans Sn mais aussi dans An (exercice)) et, par suite,
comme les 3-cycles engendrent An, on en déduit que H = An. Ainsi, pour montrer la simplicité de An, il suffit de
montrer que H contient un 3-cycle.

Considérons τ ∈H , τ , e et i ∈ Supp(τ). Posons j = τ(i) et prenons un k ∈ {1, · · · ,n}−{i, j,τ−1(i)}. Posons l = τ(k)
et considérons l’élément

σ = α−1τατ−1 avec α = (i j k)

Comme H e diingué dans An, on a σ ∈H . Le calcul de σ donne :

σ = (i j k)−1τ(i j k)τ−1 = (k j i)(τ(i) τ(j) τ(k)) = (k j i)(j m l)

avec m = τ(j). On en déduit que ]Supp(σ ) ≤ 5. Les entiers i, j,k sont visiblement diin�s deux à deux. L’entier l
ne peut être égal à i ou à j. On a donc deux cas :

) l , k. L’entier m e forcément différent de l et de j. Il y a donc, a priori, trois possibilités : a) m < {i, j,k, l}, b)
m = i, c) m = k.
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.a) On a σ = (k j i)(j m l) = (i k j m l). Posons β = (i k j), on a alors

β−1σβσ−1 = (j k i)(i k j m l)(i k j)(l m j k i) = (i j m)

qui e un 3-cycle, mais comme H e diingué dans An, on a β−1σβσ−1 ∈H .

.b) On a σ = (k j i)(j i l) = (i l)(j k). Comme n ≥ 5, il exie p ∈ {1, · · · ,n} − {i, j,k, l}. Posons β = (i k p), on a alors

β−1σβσ−1 = (p k i)(i l)(j k)(i k p)(i l)(j k) = (i p l j k)

qui e dans H . En appliquant le même raisonement qu’au .a), on en déduit que H possède un 3-cycle.

.c) On a σ = (k j i)(j k l) = (i k l), et σ e donc un 3-cycle.

) l = k. L’entier m étant différent de l et de j, il y a donc, a priori, deux possibilités : a) m = i, b) m < {i, j,k}.

.a) On a donc σ = (k j i)(j i k) = (i j k) et donc σ e un 3-cycle.

.b) On a donc σ = (k j i)(j m k) = (i k)(j m). En appliquant le même raisonement qu’au .b), on trouve que H
possède un 3-cycle.

Dans tous les cas H possède un 3-cycle et donc que H = An.

�

. Groupes résolubles

.. Suites de composition

Définition.— Soit G un groupe, on appelle suite de composition (ou suite normale) de G toute suite finie

{e} = G0 ≤ G1 ≤ · · · ≤ Gn = G

de sous-groupes tels que, pour tout i = 0, · · · ,n− 1 on ait Gi /Gi+1. L’entier n s’appelle alors la longueur de la suite et les

groupes
Gi+1

Gi
sont appelés les quotients de la suite.

Exemples : a) Pour tout groupe G, la suite {e} ≤ G e une suite de composition.

b) Considérons le groupe symétrique S4 et les sous-groupes

H = {e, (1 2)(3 4)} et K = {e, (1 2)(3 4), (1 4)(2 3)}

La suite
{e} ≤H ≤ K ≤ A4 ≤ S4

e une suite de composition (exercice).

Définition.— Un groupe G e dit résoluble s’il exie une suite de composition

{e} = G0 ≤ G1 ≤ · · · ≤ Gn = G

telle que, pour tout i = 0, · · · ,n− 1, le quotient
Gi+1

Gi
soit abélien.

Exemples : a) Tout groupe abélien e résoluble.

b) Les groupes diédraux Dn sont résolubles. En effet, le sous-groupe Γn de Dn composé des rotations e un sous-
groupe diingué et donc, la suite

{e} / Γn /Dn

e une suite de composition à quotients abéliens, puisque ces derniers sont respe�ivement
Γn

{e}
= Γn et

Dn
Γn
'Z/2Z

qui sont des groupes cycliques.

c) S4 e résoluble. En effet, le suite de composition de l’exemple précédent e à quotients abéliens (exercice).

d) Les seuls groupes simples résolubles sont les groupes cycliques d’ordre premier. En particulier le groupe
alterné An n’e pas résoluble pour n ≥ 5.
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.. Propriétés et cara�érisation

Rapelons qu’étant donné un groupe G, on appelle groupe dérive de G le sous-groupe D(G) de G engendré par
les commutateurs. On sait qu’alors D(G) / G. Pour tout entier n ≥ 0, on définit par récurrence les sous-groupe
Dn(G) par

D0(G) = G, ∀n ≥ 0, Dn+1(G) =D(Dn(G))

On voit alors que la suite (Dn(G))n vérifie :

· · · /Dn(G) /Dn−1(G) / · · · /D0(G)

Théorème .— Soit G un groupe, les propositions suivantes sont équivalentes :

i) G e résoluble,

ii) Il exie n ∈N tel que Dn(G) = {e}.

Preuve : i)⇒ ii) Soit
{e} =H0 / · · · /Hn = G

un suite de composition deG à quotients abéliens. Comme
G

Hn−1
e abélien, on en déduit queD1(G) ≤Hn−1. Mais

maintenant, comme D1(G) ≤ Hn−1, on a D2(G) ≤ D(Hn−1) et par suite, comme
Hn−1

Hn−2
e abélien, on a D(Hn−1) ≤

Hn−2 et doncD2(G) ≤Hn−2. Par récurence, on montre de cette manière que pour tout i = 1, · · · ,n on aDi(G) ≤Hn−i .
En particulier, on a Dn(G) ≤H0 = {e} et donc Dn(G) = {e}.

ii)⇒ i) Puisque, de manière générale, pour un groupe H le quotient
H

D(H)
e abélien, la suite de composition

{e} =Dn(G) /Dn−1(G) / · · · /D0(G) = G

e à quotients abéliens. Donc G e résoluble.

�

Remarque : La suite
D0(G) ≥D1(G) ≥ · · · ≥Dn(G) ≥ · · ·

e décroissante. Si pour un entier k, on a Dk(G) = Dk+1(G), alors pour tout n ≥ k, on a Dn(G) = Dk(G). Ainsi, s’il
exie deux terme consécutif de cette suite identique, alors il exite un entier k ≥ 0 tel que

D0(G) > D1(G) > · · · > Dk(G) =Dk+1(G) = · · ·

(la suite e ri�ement décroissante jusqu’au rang k puis ationnaire). Les groupes résolubles satisfont cette
propriété, mais il e à noté qu la seule condition d’être ationnaire à partir d’un certain rang pour cette suite ne
cara�érise pas les groupes résolubles (en effet tous les groupes finis ont cette propriété).

Théorème .— Tout sous-groupe et tout quotient d’un groupe résoluble e résoluble.

Preuve : Soit G un groupe résoluble et H un sous-groupe de G. Il exie un entier n tel que Dn(G) = {e}. Comme
H ≤ G, on a, pour tout entier k ≥ 0, Dk(H) ≤ Dk(G). Ainsi, pour k = n, on a Dn(H) ≤ Dn(G) = {e} et par suite
Dn(H) = {e} et donc H e résoluble.

Soit N /G et ϕ : G −→ G
N

la surje�ion canonique. Comme pour tout x,y ∈ G, on a

x−1.y−1.x.y = xyx−1y−1

on en déduit que D
(G
N

)
= ϕ(D(G)) et par suite, pour tout entier k ≥ 0, on a

Dk

(G
N

)
= ϕ(Dk(G))

et donc, pour k = n, on a

Dn

(G
N

)
= ϕ(Dn(G)) = ϕ({e}) = {e}



et donc
G
N

e résoluble.

�

Théorème .— Soit G un groupe et H un sous-groupe normal de G. Si H et
G
H

sont résolubles alors G l’e aussi.

Preuve : Considérons deux suites de composition

{e} =H0 ≤H1 ≤ · · · ≤Hr =H et {e} = G0

H
≤ G1

H
≤ · · · ≤ Gs

H
=
G
H

dont les quotients sont abéliens. Comme, pour tout i = 0, · · · , s − 1, on a

Gi+1

H
Gi
H

' Gi+1

Gi

et que ce dernier groupe e, par hypothèse, abélien, on en déduit que la suite de composition

{e} =H0 ≤H1 ≤ · · · ≤Hr =H = G0 ≤ G1 ≤ · · · ≤ Gs = G

e à quotients abéliens et donc que G e résoluble.

�

Corollaire.— a) Pour tout entier n ≥ 5, Sn n’e pas résoluble.

b) Tout groupe fini d’ordre pn (avec p premier) e résoluble.

Preuve : a) On a vu que pour n ≥ 5, An n’était pas résoluble. Comme il e sous-groupe de Sn, ce dernier ne peut
être résoluble.

b) Par récurrence sur n : pour n = 1, le groupe G e abélien car cyclique, donc il e résoluble.
Si au rang n− 1 ≥ 1 tout groupe d’ordre pk (avec 1 ≤ k ≤ n− 1) e résoluble, alors au rang n, si G désigne un

groupe d’ordre pn, on sait que le centre Z(G) de G e un sous-groupe diingué qui n’e pas trivial. On a donc
o(Z(G)) ≥ p et donc o(G/Z(G)) ≤ pn−1. L’hypothèse de récurrence assure que G/Z(G) e résoluble et comme Z(G)
e abélien, il e résoluble, donc d’après le théorème, G e résoluble.

�



Chapitre 

Théorie de Sylow

. Groupe opérant sur un ensemble

.. Généralités

Définition.— Etant donnés un groupe G de neutre e et un ensemble non vide E, on appelle a�ion à gauche du groupe
G sur l’ensemble E toute loi de composition externe à gauche sur E à opérateurs dans G, c’e-à-dire toute application

G ×E −→ E
(g,x) 7−→ g.x

satisfaisant aux deux conditions suivantes :

1/ ∀(g1, g2) ∈ G, ∀x ∈ E, (g1g2).x = g1.(g2.x)
2/ ∀x ∈ E, e.x = x

Si E e muni d’une a�ion à gauche de G, on dira que le groupe G opère à gauche sur l’ensemble E et que l’ensemble E
e un G-ensemble à gauche.

Remarque : On définit de manière analogue la notion d’a�ion à droite. Dans la suite quand nous ne préciserons
pas si l’a�ion e à droite ou à gauche c’e qu’elle sera toujours à gauche.

Proposition.— Soit G un groupe oéprant sur un ensemble E. Pour tout g ∈ G, l’application

γg : E −→ E
x 7−→ g.x

e une bije�ion (i.e. un élément de Perm(E)). L’application

γ : G −→ Perm(E)
g 7−→ γg

e un morphisme de groupes (dont le noyau e appelé noyau de l’a�ion de G sur E).

Preuve : L’application γg e surje�ive car pour tout y ∈ E, on a y = γg (g−1y). De même elle e inje�ive car si
x,y ∈ E sont tels que γg (x) = γg (y) alors on a g.x = g.y et par suite g−1.(g.x) = g−1.(g.y), c’e-à-dire x = y.

Pour tout g1, g2 ∈ G et tout x ∈ E, on a

γg1
◦γg2

(x) = g1.(g2.x) = (g1g2).x = γg1g2
(x)

ce qui juifie que γg1
◦γg2

= γg1g2
.

�

Remarques : A toute a�ion de G sur E, on peut donc associer un élément de Hom(G,Perm(E)). Réciproquement,
à tout élément λ ∈Hom(G,Perm(E)), on peut associer une a�ion de G sur E par

G ×E −→ E
(g,x) 7−→ λ(g)(x)
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(exercice). Il y a donc une correspondance bi-univoque entre les a�ions du groupe G sur l’ensemble E et les
éléments de Hom(G,Perm(E)), c’e-à-dire que l’on aurait pu prendre pour définition de l’a�ion : être élément de
Hom(G,Perm(E)).

Exemples : a) Tout groupe G opère sur tout ensemble non vide E par :

G ×E −→ E
(g,x) 7−→ x

Cette a�ion s’appelle l’a�ion triviale.

b) G opère sur lui-même par translation à gauche (exercice)

c) G opère sur lui-même par conjugaison ((g,x) 7→ gxg−1) (exercice)

d) G opère sur P (G) par translation à gauche et par conjugaison (exercice).

e) Soit un sous-groupe H de G. G opère par translation à gauche sur l’ensemble quotient
(G
H

)
g

(exercice).

f) Perm(E) agit de manière naturelle sur E (exercice).

.. Stabilisateurs et orbites

Définitions

Définition.— Etant donné un groupe G opérant sur un ensemble E, on appelle abilisateur (ou sous-groupe d’isotropie)
de l’élément x ∈ E l’ensemble

Gx = {g ∈ G/ g.x = x}

On vérifie facilement (exercice) que Gx e bien un sous-groupe de G. Si l’on considère sur E la relation
binaire ρG définie par

xρGy⇐⇒∃g ∈ G, y = g.x

on voit (exercice) que ρG e une relation d’équivalence sur E.

Définition.— Etant donné un G-ensemble E et un élément x ∈ E, on appelle orbite de x suivant G (ou G-orbite) de x, la
classe d’équivalence de x modulo ρG.

La G-orbite d’un élément x ∈ E sera notée Ωx, elle e égale à

Ωx = {g.x/ g ∈ G}

Exemples : a) Si G opère par translation à gauche sur lui-même alors pour tout x ∈ G, on a Gx = {e} et Ωx = G.

b) Si G opère sur G (resp. sur P (G)) par conjugaison, alors pour tout x ∈ G (resp. tout S ∈ P (G)), on a

Gx = {g ∈ G/ gxg−1 = x} = CG(x) le centralisateur de x dans G

(resp. GS = {g ∈ G/ gSg−1 = S} =NG(S) le normalisateur de S dans G)

et
Ωx = {gxg−1/ g ∈ G} = la classe de conjugaison de x dans G

(resp.Ωx = {gSg−1/ g ∈ G} = la classe de conjugaison de S dans P (G))

En particulier, on voit que, dans ce cas, ρG e la relation de conjugaison dans G (resp. dans P (G)).

c) Si H e un sous-groupe de G et si G opère par translation à gauche sur
(G
H

)
g
, pour toute classe à gauche xH on

a
GxH = xHx−1

Proposition.— Soit G un groupe et H un sous-goupe de G. Le noyau de l’a�ion de translation à gauche de G sur
(G
H

)
g
,

e le sous-groupe
⋂
x∈G

xHx−1 et c’e le plus grand sous-groupe normal de G contenu dans H .
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Preuve : Le noyau de l’a�ion e donc le noyau du morphisme

γ : G −→ Perm
(
(G/H)g

)
g 7−→ γg

avec γg (xH) = gxH pour tout xH ∈
(
G
H

)
g
. Ainsi, on a g ∈ Ker(γ) ssi pour tout x ∈ G, gxH = xH c’e-à-dire ssi

g ∈
⋂
x∈GGxH . Etant donné que pour cette a�ion on a GxH = xHx−1, on trouve bien que Ker(γ) =

⋂
x∈G xHx

−1.

Notons ∆ =
⋂
x∈G xHx

−1. Comme ∆ e le noyau d’un morphisme, on a ∆ / G. Il e clair que ∆ ⊂ H (prendre
x = e). Soit maintenant un sous-groupe N /G contenu dans H . Pour tout x ∈ G, on a xNx−1 ⊂ xHx−1, mais comme
N = xNx−1, on en déduit que N ⊂

⋂
x∈G xHx

−1 = ∆.

�

Propriétés des abilisateurs et des orbites

Proposition.— Soit E un G-ensemble. Quels que soient x,y ∈ E, on a

xρGy =⇒ Gx et Gy conjugués dans P (G)

Preuve : Si xρGy alors il exie g ∈ G tel que y = g.x. Soit g
′ ∈ Gy , on a g

′
.y = y et donc (g

′
g).x = g.x c’e-à-dire

x = (g−1g
′
g).x, ce qui implique donc que g−1g

′
g ∈ Gx et par suite g

′ ∈ gGxg−1. On a donc Gy ⊂ gGxg−1.
Réciproquement, Soit g

′ ∈ gGxg−1, on a x = (g−1g
′
g).x et par suite g.x = g

′
.(g.x), c’e-à-dire y = g

′
.y ce qui

implique g
′ ∈ Gy . On a donc gGxg−1 ⊂ Gy , ce qui, au final, assure que Gy = gGxg−1.

�

Théorème.— Soit E un G-ensemble, pour tout x ∈ E, on a

]Ωx = [G : Gx]

Preuve : Il faut et il suffit de montrer qu’il exie une bije�ion entre les ensembles Ωx et
(
G
Gx

)
g

. A cet effet,

considérons l’application

ψ : Ωx −→
(
G
Gx

)
g

g.x 7−→ gGx

(qui e bien définie car si g.x = g
′
.x alors g−1g

′ ∈ Gx et par suite gGx = g
′
Gx). L’application ψ e, par définition,

surje�ive. Elle e aussi inje�ive car

g1Gx = g2Gx =⇒ g−1
1 g2 ∈ Gx =⇒ (g−1

1 g2).x = x =⇒ g1.x = g2.x

ce qui assure qu’elle e, pour finir, bije�ive.

�

Corollaire.— Soit G un groupe considéré comme opérant sur P (G) par conjugaison. Pour tout S ∈ P (G), on a

]ΩS = [G :NG(S)]

Preuve : Immédiat.

�

Corollaire.— Soit E un G-ensemble fini et {xi}1≤i≤n une classe de réprésentants des G-orbites. On a

]E =
n∑
i=1

[G : Gxi ]
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Preuve : Immédiat, compte tenu du fait que la famille {Ωi}1≤i≤n forme une partition de E.

�

Corollaire.— (Equation des classes) Soit G un groupe fini opérant sur lui-même par conjugaison. Si {xi}1≤i≤n désigne
une classe de réprésentants des classes de conjugaison dans G, alors on a

o(G) =
n∑
i=1

[G : CG(xi)]

où CG(xi) désigne le centralisateur de xi dans G.

Preuve : Immédiat.

�

Définition.— Soit E un G-ensemble, une G-orbite e dite pon�uelle si elle e réduite à un seul élément.

Exemple : Si l’on considère un groupe G (de centre Z(G)) opérant sur lui-même par conjugaison, on voit que
(exercice)

x ∈ Z(G)⇐⇒Ωx = {x} ⇐⇒ CG(x) = G

Théorème.— Soit G un groupe fini de centre Z(G). Si {xi}1≤i≤n désigne une classe de réprésentants des classes de
conjugaison non pon�uelle dans G, alors on a

o(G) = o(Z(G)) +
n∑
i=1

[G : CG(xi)]

Preuve : On a remarqué, dans l’exemple précédent, que les classes de conjugaison pon�uelles correspondent
bi-univoquement aux éléments de Z(G) et que pour x ∈ Z(G), on a CG(x) = G. Fort de cette remarque, on applique
le corollaire précédent.

�

Théorème.— Soit G un groupe fini d’ordre pn avec p premier et n ≥ 1 entier. Le centre Z(G) de G n’e pas trivial.

Preuve : Si G e abélien le résultat e clair. Si G n’e pas abélien, en appliquant le théorème précédent, on
trouve que

o(Z(G)) = pn −
n∑
i=1

[G : CG(xi)]

où les xi sont des représentants des classes de conjugaison non pon�uelle de G. On a donc pour tout i = 1, · · · ,n,
[G : CG(xi)] > 1, mais comme chaque indice [G : CG(xi)] divise o(G) = pn, on en déduit que p divise chaque
[G : CG(xi)], donc

∑n
i=1[G : CG(xi)] et par suite o(Z(G)). Ainsi Z(G) ne peut être trivial (son ordre e au moins p).

�

Corollaire.— Tout groupe d’ordre p2 avec p premier e abélien.

Preuve : Supposons que Z(G) , G, on a alors, en vertu du théorème précédent, 1 < o(Z(G)) < p2, mais comme

o(Z(G))|p2 on a donc o(Z(G)) = p et par suite o
(
G

Z(G)

)
= p, ce qui implique que

G
Z(G)

e cyclique et par suite que

G e abélien, ce qui e absurde.

�

Définition.— Soit E un G-ensemble. On dit que l’a�ion de G sur E e transitive, si

∀x,y ∈ E, ∃g ∈ G, g.x = y

On dit alors que E e un G-ensemble homogène ou que G e transitif sur E.

On dit que l’a�ion e fidèle sur E, si pour tout g ∈ G, on a

∀x ∈ E, g.x = x =⇒ g = e
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Remarques : a) On voit qu’un groupe G opère transitivement sur un ensemble E ssi E n’a qu’une seule G-orbite
ssi pour tout x ∈ E, Ωx = E.

b) Pour un groupe G, la propriété d’opérer fidèlement sur un ensemble E e équivalente à dire que le mor-
phisme G −→ Perm(E) associé canoniquement à l’a�ion e un monomorphisme. En particulier, quand G opère
fidèlement sur E, G e isomorphe à un sous-groupe de Perm(E).

Exemples.— (Exercice) a) G opère transitivement et fidèlement sur lui-même par translation à gauche.

b) Si G n’e pas trivial alors G n’opère pas transitivement sur lui-même par conjugaison. Par ailleurs, on voit que
l’a�ion de conjugaison sur un groupe G e fidèle ssi Z(G) = {e}.

c) Si E désigne un G-ensemble alors G opère transitivement sur toute les G-orbites de E.

Proposition.— Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. L’a�ion de G sur
(G
H

)
g

par translation à gauche e

transitive.

Réciproquement, si E désigne un G-ensemble homogène, alors il exie un sous-groupe H de G tel que E soit

équipotent à
(G
H

)
g
.

Preuve : On a
(G
H

)
g

= {gH/ g ∈ G}. L’a�ion d’un élément g ∈ G surH eHg = gH , donc l’orbite deH sous l’a�ion

de G e
ΩH = {gH/ g ∈ G} =

(G
H

)
g

il n’y a donc qu’une seule orbite pour cette a�ion ce qui assure que l’a�ion e transitive.

Soit E un G-ensemble homogène. On a donc pour tout x ∈ E, Ωx = E, mais on a vu que Ωx était équipotent à(
G
Gx

)
g

.

�

.. Points fixes

Définition.— Etant donné un G-ensemble E, on appelle point fixe de E tout élément x ∈ E tel que

∀g ∈ G, g.x = x

L’ensemble des points fixes de E sera noté EG.

On voit qu’un élément x ∈ E e un point fixe si et seulement si sa G-orbite e pon�uelle. On a donc

EG = {x ∈ E/ Ωx = {x}} = {x ∈ E/ Gx = G}

Exemples : a) Si G opère transitivement sur E, alors EG = ∅.

b) Si G opère sur lui-même par conjugaison alors GG = Z(G) (exercice).

Voici maintenant deux lemmes trés importants qui nous servirons dans la partie suivante pour la démonration
des théorèmes de Sylow.

Lemme.— Soit G un groupe d’ordre pn avec p premier et n ≥ 1 entier. Si G opère sur un ensemble fini E, alors

]EG ≡ ]E mod(p)

Preuve : On a x ∈ EG ssi Ωx = {x}, ainsi, si {Ωxi }1≤i≤k désigne les orbites non pon�uelles de E, alors on a

]E = ]EG +
k∑
i=1

]Ωxi

Pour tout i = 1, · · · , k, on a ]Ωxi = [G : Gxi ] et ]Ωxi > 1. Il s’ensuit que p divise ]Ωxi et par suite ]E − ]EG.

�
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Lemme.— Soient H et K deux sous-groupes d’un groupe G. On suppose que [G : H] = r et que o(K) = pn où p e un
nombre premier ne divisant pas r et n ≥ 1 e un entier. Le sous-groupe K e contenu dans un conjugué du sous-groupe
H .

Preuve : Le groupe K opère par translation à gauche sur l’ensemble
(G
H

)
g
. Notons E l’ensemble des points fixes.

D’après le lemme précédent, on a
]E ≡ r(p)

mais comme p ne divise pas r, on en déduit que E , ∅. Soit donc xH un élément de E. Si GxH désigne le

abilisateur de xH sous l’a�ion de G tout entier sur
(G
H

)
g

on a alors visiblement K ≤ GxH mais comme GxH =

xHx−1, on en déduit que K e bien contenu dans un conjugué de H .

�

.. Produit semi-dire�

Produit semi-dire� de deux groupes

Soient H et N deux groupes ϕ ∈ Hom(H,Perm(N )) une a�ion du groupe H sur le groupe N . Pour h ∈ H
et x ∈ N , on notera plus volontier xh à la place de ϕ(h)(x) l’a�ion de l’élément h sur l’élement x. On voit donc
qu’avec ces notations, on a

(1) ∀h1,h2 ∈H, ∀x ∈N, (x)h1h2 = (xh2 )
h1

(2) ∀x ∈N, xe = x

On s’intéresse aux a�ions qui respe�ent la ru�ure de groupe de N c’e-à-dire qui vérifie

(3) ∀h ∈H, ∀x,y ∈N, (xy)h = xhyh

Lemme.— Avec les notations précédentes, une a�ion ϕ ∈ Hom(H,Perm(N )) vérifie la condition (3) si et seulement si
Im(ϕ) ∈ Aut(N ), c’e-à-dire si et seulement si pour tout h ∈H , ϕ(h) e un automorphisme du groupe N .

Preuve : Exercice.

�

Par exemple, si G opère sur lui-même par conjugaison alors l’a�ion vérifie la condition (3). Par contre s’il
opère par translation à gauche, ce n’e pas le cas.

Etant donné deux groupes H et N et une a�ion ϕ ∈ Hom(H,Perm(N )), on considère sur l’ensemble H ×N la
loi de composition suivante : pour tout (h,x), (k,y) ∈H ×N ,

(h,x)(k,y) = (hk,xyh)

Lemme-Définition.— Avec les notation précédente, si Im(ϕ) ∈ Aut(N ) (i.e. l’a�ion vérifie la condition (3)) alors
l’ensemble H ×N muni de cette loi e un groupe. On le note H×ϕN (ou parfois H nN si l’a�ion ϕ e sous-entendue)
et on l’appelle le produit semi-dire� du groupe N par le groupe H relativement à l’a�ion ϕ.

Preuve : • Neutre. Pout tout (h,x) ∈ H×ϕN , on a (h,k)(eH , eN ) = (heH , ke
h
N ) mais comme l’a�ion vérifie (3), on

a ehN = (eN eN )h = ehN e
h
N et donc ehN = eN . Par suite, on a (h,k)(eH , eN ) = (h,k). Inversement, on a (eH , eN )(h,k) =

(eHh,eN keH ) = (eH , eN ). Ainsi le couple (eH , eN ) e un neutre bilatère.

• Exience d’un inverse. Soit (h,x) ∈ H×ϕN . Puisque, pour h fixé, l’application t 7→ th e un automorphisme de
N , il exie y ∈N tel que yh = x−1. On a alors

(h,x)(h−1, y) = (hh−1,xyh) = (hh−1,xx−1) = (eH , eN )

Par ailleurs puisque yh = x−1 on faisant agir h−1 on trouve y = (x−1)h
−1

, mais comme t 7→ th
−1

e un automor-
phisme du groupe N , on trouve que y−1 = xh

−1
. Ainsi on a

(h−1, y)(h,x) = (h−1h,yxh
−1

) = (h−1h,yy−1) = (eH , eN )

et donc (h,x)−1 = (h−1, y). On remarque, au passage, que l’on a montré que y = (x−1)h
−1

.



Groupe opérant sur un ensemble 

• Associativité. Soit (h,x), (k,y), (l, z) ∈H×ϕN . On a

[(h,x)(k,y)] (l, z) = (hk,xyh)(l, z) = (hkl,xyhzhk)
= (hkl,x(yzk)h) = (h,x)(kl,yzk)
= (h,x) [(k,y)(l, z)]

La loi de composition e donc associative.

�

Exemple : Si ϕ e l’a�ion triviale on voit immédiatement que H×ϕN =H ×N .

Théorème.— Soit G =H ×ϕ N . Les applications

α : H −→ G et β : N −→ G
h 7−→ (eG,h) x 7−→ (x,eH )

sont des monomorphismes de groupes et si l’on identifie H à α(H) et N à α(N ) dans G, on a alors

a) ∀h ∈H , ∀x ∈N , xh = hxh−1,

b) N /G,

c) G =HN =NH ,

d) H ∩N = {e}.

Réciproquement, si G désigne un groupe contenant deux sous-groupes H et N vérifiants les conditions b),c),d)
précédente alors G e isomorphe au produit semi dire� H ×ϕ N où ϕ e l’a�ion de conjugaison de H sur N . (On
dit alors que G e le produit semi-dire� de N par H .)

Preuve : Le fait que α et β soient des monomorphismes e laissé en exercice.

a) Soit h ∈H et x ∈N , on a

hxh−1 = (h,eG)(eH ,x)(h−1, eG) = (h,xh)(h−1, eG) = (eH ,x
h) = xh

b) Soit (h,x) ∈ G, on a (h,x)−1 = (h−1, (x−1)h
−1

) et donc pour tout (eH , y) ∈N , on a

(h,x)(eH , y)(h,x)−1) = (h,xyh)(h−1, (x−1)h
−1

) = (eH ,xy
hx−1) ∈N

et donc N /G.

c) Soit (h,x) ∈ G, on a (h,x) = (h,eG)(eH ,xh
−1

) ∈HN =NH (puisque N /G.

d) Evident.

Réciproquement, si un groupeG possède deux sous-groupes vérifiant les conditions b),c),d), alors le groupeH
agit sur le groupe N par conjugaison. Pour cette a�ion, considérons le produit semi-dire� H nN et l’application

ψ : H nN −→ G
(h,x) 7−→ xh

C’e un morphisme de groupe. En effet, on a

ψ((h,x)(g,y)) = ψ((hg,xhyh−1) = xhyh−1hg = xhyg = ψ((h,x))ψ((g,y))

Par ailleurs, il e surje�if d’après c). Il e aussi inje�if, car si (h,x) ∈ Ker(ψ), alors on a xh = e et donc x = h−1 ∈
H ∩N = {e} (d’après la condition d)). Ainsi x = h = e et (h,x) = (e,e), ψ e bien inje�if.

�

Exemple : L’exemple typique e le groupe diédral Dn. En effet, si l’on note N le sous-groupe de Dn conitué des
rotations (isomorphe à Z/nZ) et H le sous-groupe engendré par la symétrie s (isomorphe à Z/2Z), alors on a vu
queH∩N = {e}, N /Dn et G =HN . C’e-à-dire que Dn e isomorphe au produit semi-dire� Z/2nZ/n où l’a�ion
de l’élement non trivial de Z/2 sur Z/n e le passage à l’inverse (exercice).

Proposition.— Soit G =H nN un produit semi-dire� de groupes. Si on identifie N à son image canonique dans G alors

N e diingué et
H nN
N

'H .
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Preuve : On a vu précédement que N /G, NH = G et que N ∩H = {eG}, le deuxième théorème d’isomorphisme
assure alors que

G
N

=
HN
N
' H
H ∩N

=H

�

Suite exa�e scindée

On rappelle qu’étant donné trois groupes N,G,H , et des morphismes α : N −→ G et f : G −→ H , dire que la
suite de groupes

1 −−−−−−−→ N
α−−−−−−−→ G

f
−−−−−−−→ H −−−−−−−→ 1

e exa�e, revient à dire que α e inje�if, f surje�if et Ker(f ) = Im(α). Dans ces condition, si l’on identifie N à
Im(α), alors on a H ' G/N .

Définition.— Une suite exa�e de groupes

1 −−−−−−−→ N
α−−−−−−−→ G

f
−−−−−−−→ H −−−−−−−→ 1

e dite scindée s’il exie un morphisme s :H −→ G tel que f ◦ s = Id. On dit alors que s e une se�ion.

Théorème.— Si une suite exa�e de groupes

1 −−−−−−−→ N
α−−−−−−−→ G

f
−−−−−−−→ H −−−−−−−→ 1

e scindée par une se�ion s :H −→ G alors G e isomorphe au produit semi-dire� H ×ϕN où ϕ e l’a�ion de H sur N
donnée par

∀h ∈H, ∀x ∈N, xh = α−1(s(h)α(x)s(h−1))

Réciproquement, si un groupe G e isomorphe à un produit semi-dire� H ×ϕ N , alors il exie une suite exa�e de
groupes

1 −−−−−−−→ N
α−−−−−−−→ G

f
−−−−−−−→ H −−−−−−−→ 1

qui e scindée.

Preuve : Notons N0 = α(N ) et H0 = s(H). Le groupe N0 e diingué dans G, puisque c’e le noyau de f . Si
x ∈N0 ∩H0 alors on a f (x) = eH car N0 = Ker(f ), mais comme x = s(h) pour un certain h ∈H , on a eH = f (s(h)) = h
et donc x = s(eH ) = eG puisque s e un morphisme. On a donc H0 ∩N0 = {eG}. Enfin, soit x ∈ G et x

′
= s(f (x)),

puisque f (x
′
) = f (x), il exie h ∈ Ker(f ) =N0 tel que x = x

′
h et donc x ∈H0N0.

Ainsi, le groupe G e le produit semi-dire� des sous-groupes H0 et N0, il e donc isomorphe à H0 n N0

où l’a�ion d’un élément h0 ∈ H0 sur un élément x0 ∈ N0 e xh0
0 = h0x0h

−1
0 . Les isomorphismes α : N −→ N0 et

s :H −→H0 permettent alors de définir une a�ion de H sur N définie, pour h ∈H et x ∈N , par

xh = α−1((α(x))s(h)) = α−1(s(h)α(x)s(h−1))

et l’on conate alors que, pour ces a�ions, les groupes H0 nN0 et H nN sont isomorphes.

La réciproque e laissée en exercice.

�

Exemple : Pour tout entier n ≥ 1, on a donc une suite exa�e scindée

1 −−−−−−−→ Z/nZ −−−−−−−→ Dn −−−−−−−→ Z/2Z −−−−−−−→ 1

. Théorèmes de Sylow et applications

.. Les théorèmes de Sylow

Lemme.— Soit p un nombre premier, s un entier premier à p, n un entier non nul et r ∈ {1, · · · ,n}. Il exie un entier λ
premier à p tel que

C
pr

spn = λpn−r
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Preuve : On a

C
pr

spn =
(spn)!

pr !(spn − pr )!
=
spn(spn − 1) · · · (spn − pr + 1)

1.2. · · · .pr

Dans le produit spn(spn −1) · · · (spn −pr + 1) seuls les fa�eurs de la forme spn −ph sont divisible par p, si bien que,
il exie un entier λ0, premier à p, tel que

spn(spn − 1) · · · (spn − pr + 1) = λ0.sp
n.(spn − p).(spn − 2p). · · · (spn − (p − 1)pr−1)

= λ0.sp
n.
r−1∏
k=1

p−1∏
i=1

(spn − ipk)

Pour k = 1, · · · , r − 1 et i = 1, · · · ,p − 1 fixés, on remarque que (spn − ipk) = pk(spn−k − i) avec spn−k − i premier à p.
Donc, pour tout k = 1, · · · , r − 1, il exie un entier λk , premier avec p, tel que

p−1∏
i=1

(spn − ipk) = λkp
k(p−1)

et, par suite, on a
spn(spn − 1) · · · (spn − pr + 1) = λ0.λ1. · · · .λr−1p

n+(p−1)+2(p−1)+···+(r−1)(p−1)

De même, dans le produit 1.2. · · · .pr seuls les termes de la forme hp ne sont pas premiers avec p. Il exie donc
un entier µ0, premier avec p, tel que

1.2. · · · .pr = µ0.p.(2p). · · · .pr−1p

= µ0.

 r−1∏
k=1

p−1∏
i=1

ipk

pr
Pour tout k = 1, · · · , r − 1, il exie un entier µk , premier avec p tel que

p−1∏
i=1

ipk = µk .p
k(p−1)

(en fait µk = 1.2. · · · .(p − 1) = (p − 1)!). On en déduit que

1.2. · · · .pr = µ0.µ1. · · · .µr−1.p
r+(p−1)+2(p−1)+···+(r−1)(p−1)

Ainsi, on peut écrire :

C
pr

spn =
spn(spn − 1) · · · (spn − pr + 1)

1.2. · · · .pr
=
λ0.λ1. · · · .λr−1

µ0.µ1. · · · .µr−1
pn−r

mais comme Cp
r

spn e entier et que les entiers λ0, · · · ,λr−1,µ0, · · · ,µr−1 sont tous premiers avec p, on en déduit que

λ = λ0.λ1.··· .λr−1
µ0.µ1.··· .µr−1

e un entier premier avec p.

�

Théorème.— (Premier théorème de Sylow) Soit G un groupe fini et p un nombre premier. Si o(G) = spn avec n et s
entiers, alors pour tout entier k = 0, · · · ,n, il exie un sous-groupe de G d’ordre pk .

Preuve : Si k = 0 c’e clair, on suppose donc k ≥ 1. Par ailleurs, on peut supposer, dans cette preuve que s e
premier à p.

Notons F l’ensemble des parties de G de cardinal pk . On a, d’après le lemme précédent,

]F = Cp
k

spn = λpn−k

avec λ premier à p. Puisque pour tout A ∈ F , on a ]gA = ]A, on voit que G opère sur F par translation à gauche.
Il s’ensuit que

]F =
m∑
i=1

[G : GAi ] = λpn−k
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où pour tout {Ai}1≤i≤m désigne une famille de représentants des G-orbites diin�es de F et où GAi désigne le
abilisateur de Ai dans G. Il s’en suit qu’il exie au moins un h ∈ {1, · · · ,m} tel que pn−k+1 ne divise pas [G : GAh ].
Notons H = GAh . Comme o(G) = spn, que o(G) = o(H)[G :H] et que pn−k+1 ne divise pas [G :H], on en déduit qu’il
exie un entier s

′
divisant s et un entier α ∈ {0, · · · ,n− k} tels que

[G :H] = s
′
pα

En posant s = s
′
s
′′
, on trouve que o(H) = s

′′
pn−α mais comme k ≤ n−α ≤ n, on voit que pk divise o(H) et donc que

pk ≤ o(H).
Par définition de GAh , pour tout g,g

′ ∈ GAh , on a gAh = g
′
Ah = Ah et si g , g

′
, alors pour tout x ∈ Ah, on a

gx , g
′
x. Cela implique, en particulier, que ]H = ]GAh ≤ ]Ah = pk . On a donc o(H) ≤ pk et, par suite, o(H) = pk .

�

Définition.— Un groupe fini e appelé p-groupe (avec p premier), si son ordre e une puissance de p.
Soit G un groupe fini d’ordre divisible par un premier p (disons o(G) = spn avec s premier à p et n ≥ 1). On appelle

p-sous-groupe de G (resp. p-sous-groupe de Sylow) tout sous-groupe de G d’ordre pk avec k = 1, · · · ,n (resp. d’ordre pn).

Lemme.— Soit G un groupe fini. Si S e un p-sous-groupe de Sylow de G, alors S e l’unique p-sous-groupe de Sylow
de NG(S).

Preuve : Posons o(G) = pns avec s premier à p. On remarque que S e un p-sous-groupe de Sylow de tout sous-
groupe de G le contenant, en particulier de NG(S).

On a o(NG(S)) = pns
′

avec s
′

premier à p et si K e un p-sous-groupe de Sylow de NG(S) alors o(K) = pns
′

. On
sait, par la partie précédente, que K e contenu dans un conjugué de S, donc il exie x ∈NG(S) tel que K ≤ xSx−1,
mais comme xSx−1 = S et que o(S) = o(K), on en déduit que K = S.

�

Théorème.— (Deuxième théorème de Sylow) Soit G un groupe fini et p un premier divisant o(G).

• Tout p-sous-groupe de G e contenu dans un p-sous-groupe de Sylow de G.

• Les p-sous-groupes de Sylow de G sont conjugués.

• Le nombre de p-sous-groupes de Sylow de G e un entier qui divise o(G) et qui e congru à 1 modulo p.

Preuve : Posons o(G) = pns avec s premier à p.

• Soit H un p-sous-groupe de G et S un p-sous-groupe de sylow de G. D’après la partie précédente, il exie x ∈ G
tel que H ≤ xSx−1, mais comme o(xSx−1) = o(S) = pn, on en déduit que xSx−1 e aussi un p-sous-groupe de Sylow
de G.

• Soient S,S
′

deux p-sous-groupes de Sylow. Le raisonnement au dessus, montre que S
′ ≤ xSx−1 pour un certain

x ∈ G. Mais le calcul des ordres de S
′

et xSx−1 montre que xSx−1 = S
′
.

• Soit S l’ensemble des p-sous-groupes de Sylow de G. D’après le résultat précédent, G opère transitivement par
conjugaison sur S . Il n’y a donc qu’une seule classe de conjugaison et si S ∈ S alors on a

]S = ]ΩS = [G :NG(S)]

et donc ]S divise o(G). Plus précisément, ]S divise s puisque s = [G : S] = [G : NG(S)][NG(S) : S]. Par ailleurs, S
opère sur S par conjugaison, et donc si SS désigne l’ensemble des points fixes du S-ensemble S , alors on a

]S ≡ ]SS (p)

Or, on a
S
′
∈ SS ⇐⇒∀y ∈ S, S

′
= ySy−1⇐⇒ S ≤NG(S

′
)

D’après le lemme précédent, NG(S
′
) ne contient qu’un seul p-sous-groupe de Sylow : S

′
. On en déduit donc que

]SS = 1 et donc que ]S ≡ 1(p).

�

En résumé, si o(G) = pns avec s premier à p, on retiendra que le nombre np de p-sous-groupes de Sylow de G
divise s et vérifie np ≡ 1(p).

Corollaire.— Un groupe fini G a un unique p-sous-groupe de Sylow si et seulement si ce dernier e diingué dans G.
En particulier, si G e abélien il n’exie qu’un seul p-sous-groupe de Sylow de G.
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Preuve : Immédiat.

�

.. Applications aux groupes finis

Théorème.— Soit G un groupe d’ordre pq où p et q sont deux nombres premiers diin�s tels que q . 1(p), alors G a un
unique p-sous-groupe de Sylow.

Preuve : Soit np le nombre de p-sous-groupes de Sylow de G. On sait que np divise q, donc, puisque q e premier,
que np = 1 ou q. Par ailleurs, on a np ≡ 1(p) et comme q . 1(p), on en déduit que np , q et, par suite, np = 1.

�

Corollaire.— Un groupe fini d’ordre pq, avec p et q deux nombres premiers diin�s, n’e pas simple.

Preuve : On peut supposer que p > q et donc p ne divise pas q−1, ce qui implique, d’après le théorème précédent,
que G possède un unique p-sous-groupe de Sylow. Ce dernier e normal et e non trivial. Donc G n’e pas
simple.

�

Corollaire.— Soient p et q deux nombres premiers diin�s tels que q . 1(p), et p . 1(q). Tout groupe d’ordre pq e
cyclique.

Preuve : D’après le théorème précédent, G à un unique p-sous-groupe de Sylow (donc normal et cyclique car
d’ordre p) Hp =< x > et un unique q-sous-groupe de Sylow (donc normal et cyclique car d’ordre q) Hq =< y >.

Pour des raisons évidentes d’ordre, on a Hp ∩Hq = {e} et comme HpHq e un sous-groupe de G contenant Hp
qui e d’ordre p, son ordre e > p et comme q e premier, on a o(HpHq) = pq. Donc G =HpHq.

Puisque le commutateur [x,y] = x−1y−1xy peut respe�ivement s’écrire

[x,y] = (x−1y−1x)y = x−1(y−1xy)

il e donc élément de Hq et de Hp puisque ces deux sous-groupes sont normaux. Ainsi [x,y] = e et par suite,
xy = yx. On en déduit que quelque que soit a ∈Hp et b ∈Hq, on a ab = ba.

On en conclue que
G 'Hp ×Hq 'Z/pZ×Z/qZ 'Z/pqZ

et donc que G e cyclique.

�

Théorème.— Soit p un nombre premier impair. Si G e un groupe d’ordre 2p, alors G e soit cyclique soit isomorphe
au group diédral Dp.

Preuve : Comme p e premier, on a 2 . 1(p) et donc G a un unique p-sous-groupe de Sylow S (qui étant de
cardinal p e isomorphe à Z/p). Soit n2 le nombre de 2-sous-groupes de Sylow de G. On sait que n2 ≡ 1(2) et que
n2|p, on a donc n2 = 1 ou p.

• Si n2 = 1, notons H l’unique 2-sous-groupe de Sylow de G. Il e clair que S ∩H = {e} (sinon S ∩H = H ⊂ S).
Les sous-groupes S et H sont diingués dans G (puisque ce sont, respe�ivement, les uniques p-sous-groupe et
2-sous-groupe de Sylow de G) ainsi SH e un sous-groupe de G et, pour des raisons évidentes d’ordre, on a
o(SH) = 2p c’e-à-dire G = SH . Enfin, si s ∈ S et h ∈H , on a shs−1 = h, car si h , e, alors shs−1 ∈H et shs−1 , e. On
en déduit que sh = hs et donc que G 'H × S 'Z/2Z×Z/pZ 'Z/2pZ.

• Si n2 = p, soit a un générateur de S et b ∈ G − S. On a o(b) = 2, en effet l’ordre de b e soit 2, soit p, soit 2p. S’il
était d’ordre 2p, G serait cyclique et ne possèderait donc qu’un seul 2-sous-groupe de Sylow, ce qui e contraire
à l’hypothèse. Si b était d’ordre p alors G possèderait au moins deux p-sous-groupes de Sylow ce qui e absurde.
L’élément ab n’e pas dans S (car a y étant, on aurait alors b ∈ S), il e donc lui aussi d’ordre 2. On en déduit
que le sous-groupe < a,b > e isomorphe au groupe diédral Dp, mais comme ce dernier e d’ordre 2p, on déduit
finalement que G =< a,b >'Dp.

�

Théorème.— Soit G un groupe fini d’ordre n = pα1
1 · · ·p

αk
k . Si pour tout i = 1, · · · , k le groupe G possède un unique

pi-sous-groupe de Sylow Pi , alors
G = P1 · · ·Pk ' P1 × · · · × Pk
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Preuve : Puisque les Pi sont uniques, ils sont diingués et, par suite, P1 · · ·Pk e un sous-groupe de G. Pour des
raisons évidentes d’ordre, on voit que G = P1 · · ·Pk .

Si i ∈ {1, · · · , k}, on a
o(P1 · · ·Pi−1Pi+1 · · ·Pk) = pα1

1 · · ·p
αi−1
i−1 p

αi+1
i+1 · · ·p

αk
k

et, pour des raisons d’ordre, on en déduit que P1 · · ·Pi−1Pi+1 · · ·Pk ∩ Pi = {e}.
Soient i , j et xi ∈ Pi et xj ∈ Pj . Puisque Pi , Pj /G, on a [xi ,xj ] ∈ Pi ∩Pj = {e} et donc xixj = xjxi . Tout ceci permet

alors d’affirmer que P1 · · ·Pk ' P1 × · · · × Pk .

�

Corollaire.— Soit G un groupe abélien d’ordre n = pα1
1 · · ·p

αk
k . Le groupe G e la somme dire�e de ses uniques pi-sous-

groupes de Sylow.

Preuve : Immédiat.

�

Corollaire.— Soit p et q deux nombres premiers diin�s tels que p2 . 1(q) et q . 1(p). Tout groupe d’ordre p2q e
abélien.

Preuve : Soit Hp (resp. Hq) un p-sous-groupe de Sylow (resp. un q-sous-groupe de Sylow) de G. Notons np et nq
le nombre respe�if de p et q-sous-groupes de Sylow de G. On sait que np divise q, donc np = 1 ou q, mais comme
np ≡ 1(p) et q . 1(p), on en déduit que np = 1 et par suite que Hp e l’unique p-sous-groupe de G (et donc normal
dans G). De même, on sait que nq divise p2, donc np = 1,p ou p2, mais comme nq ≡ 1(q) et p2 . 1(q) (et par suite
p . 1(q), on en déduit que nq = 1 et par suite que Hq e l’unique q-sous-groupe de G (et donc normal dans G).

Le théorème précédent montre alors que G ' Hp ×Hq et e donc abélien puisque, pour des raisons d’ordre,
Hp et Hq le sont.

�

Proposition.— Soit p un nombre premier et G un groupe d’ordre p2. G e soit isomorphe à Z/p2
Z soit à Z/pZ×Z/pZ.

Preuve : Supposons que G ne soit pas cyclique. D’après Sylow, il exie un sous-groupe H =< x > de G d’ordre p.
Considérons un élément y ∈ G −H . Comme G n’e pas cyclique y n’e pas d’ordre p2 et comme y , e, il n’e pas
d’ordre 1 non plus. On en déduit que o(y) = p.

Maintenant le groupe < x > ∩ < y >= {e} car c’e un sous-groupe de < x > et de < y > qui sont diin�s
et d’ordre p premier tous deux. Par ailleurs, pour des raisons d’ordres, on voit que < x,y >= G. Comme G
e abélien, puisque d’ordre p2, par application des résultat sur les produits dire�s de groupes, on trouve que
G '< x > × < y >'Z/pZ×Z/pZ.

�

.. Classification des groupes finis d’ordre ≤ 10.

On se propose, dans ce paragraphe, d’appliquer les résultats du précédent pour classifier les groupes finis G,
à isomorphisme près, jusqu’à l’ordre n = 10.

• n = 1. Il n’y a que le groupe trivial.

• n = 2. C’e un nombre premier donc G e cyclique et G 'Z/2Z.

• n = 3. C’e un nombre premier donc G e cyclique et G 'Z/3Z.

• n = 4. 4 = 22, donc G 'Z/4Z ou G 'Z/2Z×Z/2Z.

• n = 5. C’e un nombre premier donc G e cyclique et G 'Z/5Z.

• n = 6. On a 6 = 2.3 et 3 premier impair, donc G e soit isomorphe à Z/6Z soit à D3 = S3.

• n = 7. C’e un nombre premier donc G e cyclique et G 'Z/7Z.

• n = 8. / Supposons que G soit abélien.

a) Si G a un élément d’ordre 8 alors G e cyclique et donc G 'Z/8Z.

b) Si G n’a pas d’élément d’ordre 8 mais un d’ordre 4. Notons H =< x > où o(x) = 4 et prenons un élément y <H .
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. Si o(y) = 2, alors H et < y > sont en somme dire� et donc, pour des raisons d’ordre, on a G = H⊕ < y >'
Z/4Z ×Z/2Z.

. Si o(y) = 4 alors o(y2) = 2. Si y2 < H , alors pour les mêmes raisons que précédement on a G = H⊕ <
y2 >' Z/4Z × Z/2Z. Si y2 ∈ H alors l’élément z = xy e d’ordre 2, car dans H il n’y a qu’un seul élément
d’ordre 2 : x2 = y2 et donc z2 = x2y2 = e. Maintenant z < H , donc pour les mêmes raisons que précédement on a
G =H⊕ < z >'Z/4Z ×Z/2Z.

On a donc G 'Z/4Z ×Z/2Z.

c) Il n’exie pas d’élément d’ordre 4. Donc tous les éléments non triviaux de G sont d’ordre 2. Soit a , e et
b << a >, notons H =< a,b >. C’e un groupe d’ordre 4 isomorphe à < a > × < b > (même raisonnement qu’avant).
Soit c < H , < c > étant d’ordre 2, on voit que < c > ∩H = {e} et donc comme G e abélien, on a < a,b,c >' H× <
c >'< a > × < b > × < c >. Pour des raisons d’ordre, on a G =< a,b,c >'Z/2×Z/2×Z/2.

/ Supposons G non abélien. Si pour tout x ∈ G, on a x2 = e, alors pour x,y ∈ G, on a (xy)2 = e = xyxy et donc
xy = x2yxy2 c’e-à-dire xy = yx, donc G e abélien. Ainsi, il exie un élément a d’ordre 4 dans G.

Posons N =< a >, comme N e d’indice 2 dans G, on a donc N /G. Notons alors s : G → G/N la surje�ion
canonique. Le groupe G/N e d’ordre 2 et si b ∈ G −N , on a s(b) , e et s(b2) = (s(b))2 = e, on a donc b2 ∈N .

Plus précisément, comme b2 ne peut pas être d’ordre 4 (sinon b serait d’ordre 8 et G serait cyclique), on a
b2 = e ou b2 = a2 (car sinon b2 = a ou a3 qui sont d’ordre 4).

a) Si b2 = e. Notons H =< b >= {e,b}, on a donc H ∩N = {e}. Comme N e diingué, on a bab−1 ∈ N , et comme a
e d’ordre 4, on a bab−1 = a ou a3 = a−1. Si bab−1 = a alors tout élément de H commute avec tout élément de N
et, pour des raisons évidentes, d’ordre, on a HN = G, ce qui implique que G ' H ×N ce qui e absurde puisque
G n’e pas commutatif. On a donc bab−1 = a−1. On voit alors que l’a�ion par conjugaison du groupe H sur le
groupe N e le passage à l’inverse, ce qui juifie que G =NH e isomorphe au groupe D3.

b) Si b2 = a2, posons c = ab, d = ba. Il e clair que ni b ni b3 ni c ni d ne sont dans N (sinon b ∈ N ). De même, les
éléments b,b3, c,d sont diin�s deux à deux. En effet, b e visiblement diin�s de c et de d (car sinon a = e) et de
b3 (sinon b n’e plus d’ordre 3). b3 e diin� de c et de d (sinon a = a2). Et enfin, c , d sinon a et b commuttent
et comme ils engendrent G, G serait abélien.

On a donc G = {e,a,a2, a3,b,b3, ab,ba}. On a aba = b et bab = a (teer toutes les possibilités), et donc, on en
déduit que la table de Cayley du groupe G e :

+ e a a2 a3 b b3 ab ba
e e a a2 a3 b b3 ab ba
a a a2 a3 e ab ba b3 b
a2 a2 a3 e a b3 b ba ab
a3 a3 e a a2 ba ab b b3

b b ba b3 ab a2 e a a3

b3 b3 ab b ba e a2 a3 a
ab ab b ba b3 a3 a a2 e
ba ba b3 ab b a a3 e a2

On voit alors que la correspondance

e←→
(

1 0
0 1

)
a←→

(
0 i
i 0

)
a2←→

(
−1 0

0 −1

)
a3←→

(
0 −i
−i 0

)
b←→

(
0 1
−1 0

)
b3←→

(
0 −1
1 0

)
ab←→

(
−i 0
0 i

)
ba←→

(
i 0
0 −i

)
définit un isomorphisme entre G et Q8.

• n = 9. 9 = 32, donc G 'Z/9Z ou G 'Z/3Z×Z/3Z.

• n = 10. On a 6 = 2.5 et 5 premier impair, donc G e soit isomorphe à Z/10Z soit à D5.

Tableau récapitulatif



ordre groupes abéliens nb groupes non abéliens nb total
1 {0} 1 0 1
2 Z/2 1 0 1
3 Z/3 1 0 1
4 Z/4, Z/2×Z/2 2 0 2
5 Z/5 1 0 1
6 Z/6 1 D3 1 2
7 Z/7 1 0 1
8 Z/8, Z/2×Z/4, (Z/2)3 3 D4, Q8 2 5
9 Z/9, Z/3×Z/3 2 0 2

10 Z/10 1 D5 1 2



Chapitre 

Généralités sur les anneaux

. Anneaux et morphismes

.. Anneau

Définition.— On appelle anneau la donnée d’un triplet (A,+, .) où A e un ensemble et + et . sont deux lois de compo-
sition interne sur A vérifiants :

/ (A,+) e un groupe abélien.

/ . e une loi associative.

/ ∀a,b,c ∈ A, a.(b+ c) = a.b+ a.c et (b+ c).a = b.a+ c.a (on dit que . e diributive par rapport à +).

Si la loi . e commutatif, on dit que l’anneau e commutatif. Si la loi . possède un neutre bilatère, on dit que l’anneau
e e unitaire (ou unifère).

Dans la pratique, si A désigne un anneau, on note 0A (ou plus simplement 0 s’il n’y a pas d’ambiguité) le
neutre de +. Si A e unitaire, alors (A, .) étant un magma unitaire, son neutre e unique. On le note 1A (ou plus
simplement 1 s’il n’y a pas d’ambiguité) .

Si A e un anneau, a ∈ A et n ∈Z, on note na = a+ · · ·+ a (n fois si n ≥ 0) et na = −(a+ · · ·+ a) (−n fois si n < 0).
Pour a ∈ A et n ∈N∗, on pose an = a · · ·a (n fois). Si A e unitaire, on convient que a0 = 1A.

Règles de calcul dans un anneau : (Exercice)

• ∀a ∈ A, 0A.a = a.0A = 0A (on dit que 0A e absorbant).

• ∀a,binA, (−a).b = a.(−b) = −(a.b).

• ∀a,b ∈ A, ∀n ∈Z, (na).b = a.(nb) = n(a.b).

• ∀a,b ∈ A unitaire, ∀n,m ∈N, (an)m = anm et si a et b commutent (i.e. ab = ba) alors anbn = (ab)n.

• (Formule du binôme de Newton) Soit A un anneau unitaire et a,b ∈ A. Si ab = ba alors pour tout entier n ∈N,
on a

(a+ b)n =
n∑
k=0

Ckna
kbn−k

Remarque : La première régle de calcul montre que si A e un anneau unitaire tel que 0A = 1A alors A = {0A}.
Pour cette raison, on conviendra à présent que si A désigne un anneau unitaire alors 0A , 1A.

Définition.— Soit A un anneau et a , 0 un élément de A. On dit que a e un diviseur de zéro à gauche (resp. à droite)
s’il exie b , 0 dans A tel que a.b = 0 (resp. b.a = 0). Un diviseur de zéro à gauche et à droite e appelé diviseur de zéro.

Un anneau sans diviseur de zéro non nul e dit intègre.

Définition.— Soit A un anneau unitaire et a ∈ A. On dit que a e inversible à gauche (resp. à droite) s’il exie b ∈ A
tel que a.b = 1 (resp. b.a = 1). Un élément inversible à gauche et à droite e dit inversible. On note U (A) l’ensemble des
éléments inversible de A. Les éléments de U (A) sont appelés les unités de A.

Un anneau unitaire pour lequel tout élément non nul e inversible e appelé corps. Si un corps e non commutatif,
on dit que c’e un corps gauche.
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Si A e un anneau unitaire et si a ∈ U (A) alors a possède un unique inverse (exercice). On le note a−1. Par
ailleurs, un élément inversible n’e visiblement pas un diviseur de zéro, on en déduit, en particulier, qu’un corps
e un anneau intègre.

Proposition.— Soit A un anneau unitaire. Le magma (U (A), .) e un groupe.

Preuve : Exercice.

Exemples : (Exercice)

a) (Z,+, .) e un anneau commutatif, unitaire et intègre. On a U (Z) = {±1} ' Z/2Z. Pour n ≥ 2, (nZ,+, .) e un
anneau intègre mais non unitaire.

b) Q,R,C sont des corps commutatifs.

c) L’ensembleMn(K) des matrices carré n× n à coefficients dans un corps commutatif K e un anneau non com-
mutatif et unitaire pour les lois usuelles. On a

U (Mn(K)) = {M ∈Mn(K)/ det(M) , 0}

On remarque que les diviseurs de zéro dansMn(K) sont exa�ement les éléments M < U (Mn(K)), en partic-
ulierMn(K) n’e pas intègre.

d) Si E désigne un ensemble non vide, alors (P (E),∆,∩) (où ∆ désigne la différence symétrique) e un anneau
commutatif et unitaire.

e) Si K désigne un corps commutatif, l’ensemble des polynômes à coefficients dans K , K[X], e un anneau com-
mutatif unitaire intègre. On a U (K[X]) = K − {0}.

f) Sur Z/nZ on définit une multiplication par : a.b = ab. On vérifie que la définition de cette loi ne dépend pas
du choix des représentants des classes. Alors (Z/nZ,+, .) e un anneau commutatif et unitaire et on a U (Z/nZ) =
{a/ a ∈Z premier avec n}.

g) Si {Ai}i∈I désigne un ensemble d’anneaux, l’anneau produit
∏
i∈I
Ai en considérant les deux lois de compositions

(ai)i∈I + (bi)i∈I = (ai + bi)i∈I
(ai)i∈I .(bi)i∈I = (ai .bi)i∈I

On vérifie sans mal que l’anneau produit
∏
i∈I
Ai e commutatif (resp. unitaire) ssi tous les Ai le sont. Par

ailleurs, si l’anneau produit e unitaire alors on a

U

∏
i∈I
Ai

 =
∏
i∈I
U (Ai)

Il e à noter que si ]I ≥ 2 alors
∏
i∈I
Ai n’e jamais intègre.

h) Soit G un groupe abélien (noté additivement) et End(G) désigne l’ensemble des endomorphismes de G. On
définit sur End(G) une loi de composition + en posant, pour f ,g ∈ End(G)

∀x ∈ G, (f + g)(x) = f (x) + g(x)

Le triplet (End(G),+,◦) e un anneau (généralement non commutatif) unitaire.

Définition.— Un élément a , 0 dans anneau A e dit régulier à gauche (resp. à droite) si pour tout x,y ∈ A, on a
ax = ay =⇒ x = y (resp. xa = ya =⇒ x = y).

Un élément régulier à droite et à gauche e dit plus simplement régulier.

Exemples : a) Dans Z tout élément non nul e régulier.

b) Dans Z/6Z, 2 n’e pas régulier car 2.3 = 0 = 2.0.

c) Tout élément inversible e régulier.

Proposition.— Soit A un anneau, les propositions suivante sont équivalentes :

i) A e intègre,
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ii) tout élément a ∈ A− {0} e régulier.

Preuve : non ii)⇒ non i) Soit a ∈ A non régulier (par exemple à gauche). Il exie donc x,y ∈ A tels que ax = ay
avec x , y. On a alors a(x − y) = 0 et donc a e diviseur à gauche de zéro, ce qui assure que A n’e pas intègre.

non i)⇒ non ii) Soit a,b , 0 dans A tel que ab = 0. On a donc ab = a0 avec b , 0 et donc a n’e pas régulier.

�

SoitA un anneau commutatif intègre. Sur l’ensembleA×(A−{0}), on considère la relation binaireR définie par
(a,b)R(c,d)⇐⇒ ad = bc. C’e une relation d’équivalence (exercice). Sur l’ensemble quotient K = A× (A− {0})/R,
on définit les lois de composition suivante :

(a,b) + (c,d) = (ad + bc,bd)
(a,b).(c,d) = (ac,bd)

Ces définitions ne dépendent pas des représentants des classes d’équivalences. En effet soit (a,b), (a
′
,b
′
), (c,d), (c

′
,d
′
) ∈

A×A− {0} tels que (a,b) = (a′ ,b′ ) et (c,d) = (c′ ,d ′ ). On a alors

(ad + bc)b
′
d
′

= ab
′
dd
′
+ cd

′
bb
′

= a
′
bdd

′
+ c

′
dbb

′
= (a

′
d
′
+ b

′
c
′
)bd

et par suite (ad + bc,bd) = (a′d ′ + b′c′ ,b′d ′ ). De même, on a

(ac)(b
′
d
′
) = ab

′
cd
′

= a
′
bc
′
d = (a

′
c
′
)(bd)

et par suite (ac,bd) = (a′c′ ,b′d ′ ).

Théorème-Définition.— Soit A un anneau commutatif et intègre. L’ensemble (K,+, .) précédement défini e un corps
commutatif. On l’appelle corps des fra�ions deA et on le note Frac(A). Un élément deK de représentant (a,b) ∈ A×A−{0}
se note

a
b

.

Si A e unitaire, alors il exie un monomorphisme naturel de A dans K .

Preuve : • (K,+) e un groupe abélien.

Commutativité : ab + c
d = ad+bc

bd = cb+da
db = c

d + a
b .

Associativité :
(
a
b + c

d

)
+ e
f = ad+bc

bd + e
f = adf +bcf +bde

bdf = a
b + cf +de

df = a
b +

(
c
d + e

f

)
Neutre : 0

x + a
b = 0b+xa

xb = xa
xb = a

b .

Opposé : ab + −ab = ab−ab
b2 = 0

b2 .

• (K,+, .) e un corps commutatif.

Commutativité : ab .
c
d = ac

bd = cb
db = c

d .
a
b .

Associativité :
(
a
b .
c
d

)
. ef = ac

bd .
e
f = ace

bdf = a
b .
ce
df = a

b .
(
c
d .
e
f

)
.

Diibutivité : ab .
(
c
d + e

f

)
= a
b
cf +de
df = acf +ade

bdf = ad+bc
bd . ef =

(
a
b + c

d

)
. ef .

Neutre : xx .
a
b = xa

xb = a
b .

Exience d’un inverse pour . : ab
b
a = ab

ba = ab
ab .

Supposons que A soit unitaire. Et considérons l’application

ϕ : A −→ Frac(A)
a 7−→ a

1

On a pour tout a,b ∈ A,
ϕ(a+ b) = a+b

1 = a
1 + b

1 = ϕ(a) +ϕ(b)
ϕ(a.b) = a.b

1 = a
1 .
b
1 = ϕ(a).ϕ(b)

Par ailleurs ϕ(1) = 1
1 = 1K et donc ϕ e un morphisme d’anneaux unitaires. On a x ∈ Ker(ϕ) si et seulement si

x
a = 0

a c’e-à-dire ssi xa = a0, ssi x = 0. Donc ϕ e inje�if.

�

Par exemple, si A = Z, alors Frac(A) = Q. Si A = K[X] avec K un corps, alors Frac(K[X]) = K(X) (ensemble des
fra�ions rationnelles).
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.. Morphisme

Définition.— Soit A et B deux anneaux, on appelle homomorphisme (ou morphisme) d’anneaux de A vers B, toute
application

f : A −→ B

qui satisfait pour tout x,y ∈ A,
f (x+ y) = f (x) + f (y) et f (x.y) = f (x).f (y)

Si les anneaux sont unitaires et si f vérifie, en plus, f (1A) = 1B on dit que f e un morphisme d’anneau unitaire.
Comme pour les groupes, on définit les notions d’épimorphisme, monomorphisme, isomorphisme, endomorphisme,

automorphisme d’anneaux.

Puisqu’un morphisme d’anneau e, en particulier, un morphisme de groupe, on peut parler du noyau et de
l’image. On garde alors les propriétés relatives à l’inje�ivité et la surje�ivité liées à l’image et au noyau.

Proposition.— Soit f : A −→ B un morphisme d’anneau unitaire. On a

f (U (A)) ⊂U (B)

Preuve : Exercice.

�

.. Cara�ériique

On considère un anneau A unitaire et l’application

ϕ : Z −→ A
n 7−→ n.1A

Il s’agit visiblement d’un morphisme d’anneau, son noyau e donc un sous-groupe de Z, c’e-à-dire un ensemble
de la forme rZ avec r ∈N.

Définition.— L’entier r précédement défini s’appelle la cara�ériique de l’anneau A. On le note car(A).

Si car(A) = 0 alors Z peut être vu comme un sous-anneau de A. Si r = car(A) > 0, l’entier r e donc le plus
petit entier non nul tel que r.1A = 0A. En particulier, si n e un entier multiple de r, alors pour tout a ∈ A, on a
n.a = 0A (exercice).

Exemple : a) L’anneau Z/nZ e de cara�ériique n.

b) Les anneaux Z,Z[X] sont de cara�ériique 0.

c) L’anneau (P (E),∆,∩) e de cara�ériique 2.

Proposition.— Soit A un anneau unitaire de cara�ériique p un nombre premier. Pour tout a,b ∈ A tel que ab = ba,
on a

(a+ b)p = ap + bp

Preuve : La formule du binôme de Newton dit que (a + b)p =
p∑
k=0

Ckpa
kbn−k . Maintenant, puisque p e premier,

pour tout k = 1, · · · ,p − 1, on a p|Ckp (exercice) et donc Ckpa
kbn−k = 0.

�

On voit immédiatement que, par récurrence, on a dans cette situation

(a+ b)p
n

= ap
n

+ bp
n

pour tout entier n ≥ 0.
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. Idéaux et anneaux quotients

.. Idéaux et sous-anneaux

Définition.— Soit A un anneau.
On appelle sous-anneau de A toute partie B ⊂ A, able pour les deux lois de compositions de A et qui e un anneau

pour ces lois (en particulier un sous-anneau e un sous-groupe).
On appelle idéal à gauche (resp. à droite) de A tout sous-groupe I qui vérifie

∀a ∈ A, ∀x ∈ I, a.x ∈ I (resp. x.a ∈ I)

En particulier un idéal gauche ou droite de A e un sous-anneau de A.
Un idéal à gauche et à droite e appelé idéal bilatère (ou plus simplement idéal).

Exemples : a) Dans un anneau A il y a toujours au moins deux idéaux : A et {0}. On les appelles les idéaux triviaux
de A. Si A e unitaire et si I e un idéal gauche ou droite de A contenant une unité a ∈U (A), alors I = A. En effet,
par hypothèse, on a a−1a = 1 ∈ I (resp. aa−1 = 1 ∈ I) et donc pour tout x ∈ A, on a x = x.1 ∈ I (resp. x = 1.x ∈ I).

b) Soit A un anneau unitaire. Un idéal I de A e différent de A si et seulement si il ne contient aucun élément de
U (A).

c) Les idéaux de Z sont exa�ement les nZ avec n ≥ 1, ce sont exa�ement les sous-anneaux de Z. En effet, si I
e un idéal de Z alors comme c’e un sous-groupe, il e forcément de la forme nZ. Réciproquement, I = nZ e
bien un idéal de Z comme le juifie l’exemple suivant.

d) Si A désigne un anneau et a ∈ A, l’ensemble aA = {a.x/ x ∈ A} e un idéal à droite.

Définition.— Dans un anneau commutatif A un idéal I e dit principal s’il e de la forme I = aA(= Aa). Un anneau
A e dit principal s’il e commutatif, unitaire, intègre et si tout idéal de A e principal.

Remarques : a) L’anneau Z e principal d’après ce qui précède. Il exie des anneaux non principaux comme
nous le verrons dans la suite.

b) Dans un anneau commutatif et unitaire A, les idéaux principaux sont exa�ement les idéaux de la forme (a)
avec a ∈ A. On fera bien attention de conater que cette propriété n’e plus vraie si l’on retire une des hypothèses,
commutatif ou unitaire, à A.

Proposition.— Soit A un anneau commutatif et unitaire. Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) A e un corps,

ii) Les seuls idéaux de A sont A et {0}.

Preuve : i)⇒ ii) Soit I , {0} un idéal de A et x , 0 dans I . Comme A e un corps, il exie y ∈ A tel que xy = 1 et
par suite 1 ∈ I et donc I = A.

ii)⇒ i) Soit x , 0 dans A. L’idéal principal xA e non nul, donc e égal à A. Ainsi, il exie y ∈ A tel que xy = 1
et par suite U (A) = A− {0}, donc A e un corps.

�

Lemme-Définition.— Soit A un anneau commutatif et {Is}s∈S une famille non vide d’idéaux de A. L’interse�ion
⋂
s∈S
Is

e un idéal de A. En particulier, si X e une partie non vide de A, il exie un plus petit idéal de A contenant X. On
l’appelle idéal engendré par X et on le note (X).

Preuve : Exercice.

�

Si I et J sont deux idéaux d’un anneau commutatif A alors l’idéal engendré par I∪J e l’idéal I+J = {x+y/ x ∈
I,y ∈ J} (exercice). On l’appelle l’idéal somme des idéaux I et J . Plus généralement, si {Ik}k∈K désigne une famille
d’idéaux de A, note

∑
k∈K

Ik l’idéal de A engendré par
⋃
k∈K

Ik . On voit alors que

∑
k∈K

Ik =


∑
j∈J
xj / J ⊂ K f ini, ∀j ∈ J xj ∈ Ij
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L’idéal I.J de A engendré par les élément de la forme xixj avec xi ∈ I et xj ∈ J s’appelle l’idéal produit des

idéaux I et J . Si I e un idéal de A et (Jk)k une famille d’idéaux de A alors on a I.

∑
k

Jk

 =
∑
k

I.Jk (exercice).

On voit immédiatement que I.J ⊂ I ∩ J ⊂ I, J ⊂ I + J . Il e à noter que ces inclusions sont ri�es en général.

Proposition.— Soit f : A −→ B un morphisme d’anneaux. Si I e un idéal à gauche (resp. à droite, resp. bilatère) de B
alors f −1(I) e un idéal à gauche (resp. à droite, resp. bilatère) de A.

En particulier, le noyau Ker(f ) e un idéal bilatère de A.

Preuve : Effe�uons la preuve dans le cas d’un idéal à gauche. On sait déjà que f −1(I) e un sous-groupe de A.
Soit a ∈ A et x ∈ f −1(I) (disons x = f −1(y)). On a f (ax) = f (a)y et comme I e un idéal à gauche de B, on a donc
f (ax) ∈ I ce qui prouve que ax ∈ f −1(I) et donc que f −1(I) e un idéal à gauche de A.

�

Remarque : Le noyau et l’image d’un sous-anneau sont des sous-anneaux. Par contre, l’image dire�e d’un idéal
n’e pas forcément un idéal. En effet si A e un sous-anneau d’un anneau B et que A n’e pas un idéal, alors
l’inje�ion canonique f : A −→ B e un morphisme d’anneau qui envoit l’idéal A de A sur le sous-anneau A de B
qui n’e pas un idéal.

Toutefois, si f : A −→ B désigne un épimorphisme d’anneaux et si I désigne un idéal à gauche (resp. à droite,
resp. bilatère) de A alors f (I) e un idéal à gauche (resp. à droite, resp. bilatère) de A (exercice).

Définition.— Soit A un anneau commutatif et unitaire et I un idéal de A. On dit que I e
• premier, si pour tout x,y ∈ A, xy ∈ I =⇒ x ∈ I ou y ∈ I .

• maximal, si I , A et si pour tout idéal N , A de A on a I ⊂N =⇒ I =N .

Remarque : On voit, par récurrence, que si I e un idéal premier d’un anneau A et si x1, · · · ,xn sont des éléments
de A qui ne sont pas dans I , alors le produit x1 · · ·xn n’e pas dans I .

Théorème.— (Krull) Soit A un anneau unitaire et I un idéal de A. Il exie un idéal maximal M de A qui contient I .
En particulier tout anneau unitaire possède des idéaux maximaux.

Preuve : Considérons l’ensemble I des idéaux ri�s de A contenant I . L’ensemble I n’e visiblement pas vide
puisqu’il contient I . L’ensemble ordonné (I ,⊂) e indu�if. En effet, considérons une chaine {Ix}x∈X d’éléments
de I . Comme cette famille e totalement ordonnée, l’ensemble N =

⋃
x∈X Ix e un idéal de A (qui contient I).

MaintenantN , A sinon on aurait 1 ∈ A et par suite, il exierait x ∈ X tel que 1 ∈ Ix ce qui impliquerait que Ix = A.
On en déduit donc que N ∈ I et donc que la chaine {Ix}x∈X admet un majorant.

D’après l’axiome de Zorn, il exie un élément maximal M dans I . Il vérifie alors les propriétés du théorème.

�

Proposition.— (Théorème d’évitement) Soit A un anneau commutatif.

a) Soient P1, · · · , Pn des idéaux premiers de A et I un idéal de A tel que I ⊂
n⋃
i=1

Pi . Il exie i ∈ {1, · · · ,n} tel que I ⊂ Pi .

De plus, si dans cette situation on a I =
n⋃
i=1

Pi alors il exie i ∈ {1, · · · ,n} tel que I = Pi .

b) Soient I1, · · · , In des idéaux de A et P un idéal premier de A tel que
n⋂
i=1

Ii ⊂ P . Il exie i ∈ {1, · · · ,n} tel que Ii ⊂ P .

De plus, si dans cette situation on a P =
n⋂
i=1

Ii alors il exie i ∈ {1, · · · ,n} tel que Ii = P .

Preuve : a) Quitte à retirer des Pi de la réunion, on peut supposer que Pi , Pj pour tout i , j. Ainsi, pour tout i , j,
notons xij un élément de Pj qui n’e pas dans Pi . Considérons alors pour tout i = 1, · · · ,n l’élément xi =

∏
j,i xij .

Puisque Pi e premier et qu’aucun xij n’e dans Pi , on en déduit que xi < Pi . Par contre, pour j , i, comme Pj e
un idéal et que xij ∈ Pj , on voit que xi ∈ Pj .

Supposons que I ne soit inclus dans aucun des Pi , c’e-à-dire que pour tout i = 1, · · · ,n, il exie ai ∈ I tel que
ai < Pi . Considérons l’élément

x = x1a1 + · · ·+ xnan
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Comme I e un idéal, et que ai ∈ I pour tout i = 1, · · · ,n, on a que x ∈ I et, par suite, il exie un indice
i0 ∈ {1, · · · ,n} tel que x ∈ Pi0 . Maintenant, pour tout i , i0 on a xi ∈ Pi0 et donc, comme Pi0 e un idéal, on a

a1x1 + · · ·+ ai0−1xi0−1 + ai0+1xi0+1 + · · ·+ anxn ∈ Pi0
et donc ai0xi0 ∈ Pi0 , mais ceci e absurde car ni ai0 ni xi0 ne vit dans Pi0 et Pi0 e premier.

Supposons que I =
n⋃
i=1

Pi . D’après ce qui précède, il exie i0 ∈ {1, · · · ,n} tel que I ⊂ Pi0 . Si I , Pi0 , alors comme

Pi0 ⊂
n⋃
i=1

Pi , on ne peut pas avoir I =
n⋃
i=1

Pi . Donc I = Pi0 .

b) Supposons que pour tout i = 1, · · · ,n, il exie xi ∈ Ii tel que xi < P . Considérons l’élément x = x1 · · ·xn, comme
les Ii sont des idéaux, on a x ∈ Ii pour tout i = 1, · · · ,n et donc x ∈ P . Comme P e premier, x1(x2 · · ·xn) ∈ P et
x1 < P , on a x2 · · ·xn ∈ P . On en déduit, par récurrence, que xn ∈ P , ce qui e absurde.

Supposons que P =
n⋂
i=1

Ii . D’après ce qui précède, il exie i0 ∈ {1, · · · ,n} tel que Ii0 ⊂ P . Si Ii0 , P , alors comme

n⋂
i=1

Ii ⊂ Ii0 , on ne peut pas avoir P =
n⋂
i=1

Ii . Donc Ii0 = P .

�

.. Anneaux quotients

Etant donné un anneau A et un idéal I de A, si l’on considère sur A la relation d’équivalence xRy⇐⇒ x−y ∈ I ,
on sait que R e compatible pour la ru�ure de groupe additif de A et donc que l’ensemble quotient A/R a
naturellement une ru�ure de groupe en posant x + y = x+ y. On définit sur A/R une autre loi de composition
en posant x.y = x.y. On vérifie (exercice) que cette définition ne dépend pas du choix du représentant de la classe
d’équivalence et que (A/R,+, .) e un anneau.

Définition.— L’anneau (A/R,+, .) défini précédement s’appelle l’anneau quotient de A par l’idéal I et se note
A
I

.

Remarque : a) Il e à noté que si s : A −→ A/I désigne la surje�ion canonique, alors s e un morphisme d’anneaux
et que si A e unitaire, alors A/I l’e aussi et s e un morphisme d’anneaux unitaires.

b) Tout anneau quotient de A peut s’écrire A/Ker(f ) où f e un morphisme d’anneau et de manière générale,
on voit que si f : A −→ B désigne un morphisme d’anneaux alors les anneaux Im(f ) et A/Ker(f ) sont isomorphes
(exercice).

Théorème.— Soit f : A −→ B un morphisme d’anneaux et I un idéal bilatère de A. Si I ⊂ Ker(f ), alors il exie un
unique morphisme d’anneau f̃ : A/I −→ B tel que f = f̃ ◦ s où s : A −→ A/I e l’épimorphisme canonique.

Preuve : Exercice.

�

Remarque : Comme dans le cas des groupes, on voit que si f e surje�ive, alors f̃ l’e aussi.

Théorème.— SoitA un anneau et I, J deux idéaux bilatères deA tels que I ⊂ J . Il exie un épimorphisme f : A/I −→ A/J
naturel qui envoit une classe de A modulo I sur son unique classe modulo J .

Preuve : Exercice.

Théorème.— Soit A un anneau et I, J deux idéaux bilatères de A. On a les isomorphismes d’anneaux suivants :

a)
I

I ∩ J
' I + J

J
.

b) Si I ⊂ J , alors
J
I

e un idéal bilatère de
A
I

et

A
I
J
I

' A
J

.

Par ailleurs, il exie une bije�ion entre les idéaux bilatères de l’anneau quotient
A
I

et les idéaux bilatères de A
contenant I .
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Preuve : Exercice.

�

Proposition.— Soit A un anneau commutatif et unitaire et I un idéal de A. L’idéal I e maximal (resp. premier) si et
seulement si l’anneau quotient A/I e un corps (resp. intègre).

Preuve : L’anneau A/I e commutatif et unitaire, c’e donc un corps si et seulement s’il n’a pas d’autres idéaux
que A/I et {0}. Ces idéaux correspondant bije�ivement à tous les idéaux de A qui contienne I , on en déduit que
A/I e un corps si et seulement si I n’e contenu que dans les idéaux I et A, c’e-à-dire si et seulement si I e
maximal.

Notons s : A −→ A/I la surje�ion canonique. Supposons A/I intègre et prenons x,y ∈ A tels que xy ∈ I . On a
donc s(xy) = 0 mais comme s(xy) = s(x)s(y) on en déduit que soit s(x) = 0 et donc x ∈ I , soit s(y) = 0 et donc y ∈ I .
Ainsi I e bien premier.

Réciproquement, supposons I premier. Prenons x,y ∈ A tels que s(x)s(y) = 0, alors s(xy) = 0 et donc xy ∈ I .
Ainsi soit x ∈ I et s(x) = 0, soit y ∈ I et s(y) = 0. L’anneau A/I e bien intègre.

�

Corollaire.— Soit A un anneau commutatif et unitaire. Tout idéal maximal de A e premier.

Preuve : Immédiat.

�

Remarque : La réciproque de cette proposition e fausse. En effet, dans Z[X] l’idéal (X) e premier mais non
maximal (exercice).

Théorème.— (dit des rees chinois) Soit A un anneau unitaire, I1, · · · , In des idéaux de A tels que pour tout j , k on
ait Ij + Ik = A et b1, · · · ,bn ∈ A. Il exie un élément b ∈ A tel que b ≡ bj mod Ij pour tout j = 1, · · · ,n. De plus, l’élément
b e déterminé de facon unique modulo l’idéal I1 ∩ · · · ∩ In.

Preuve : Procédons par récurrence sur l’entier n.

Pour n = 2 Soit b1,b2 ∈ A et (a1, a2) ∈ I1 × I2 tels que a1 + a2 = 1. Posons b = a2b1 + a1b2. On a

b − b1 = (a2 − 1)b1 + a1b2 = a1(b2 − b1) ∈ a1A ⊂ I1

De même, on a b − b2 ∈ I2.

Supposons que pour n− 1 ≥ 2 la proposition soit vraie. Alors au rang n, posons J =
n−1⋂
k=1

Ik . Pour tout j = 1, · · ·n− 1

considérons des éléments aj ∈ Ij et a
′
j ∈ In tels que ai +a

′
i = 1. En développant la relation

n−1∏
j=1

(ai +a
′
i) = 1, on obtient

a1 · · ·an−1+b = 1 avec b ∈ In, mais visiblement on a a1 · · ·an ∈ I1∩· · ·∩In−1 et donc, par suite, on a I1∩· · ·∩In−1+In = A.
Soit b1, · · · ,bn ∈ A, par hypothèse de récurrence, il exie b0 ∈ A tel que b0 − bj ∈ Ij pour tout j = 1, · · · ,n − 1.

mais en appliquant la proposition au rang n = 2 pour les idéaux I1 ∩ · · · ∩ In−1 et In, on trouve qu’il exie b ∈ A
tel que b − b0 ∈ I1 ∩ · · · ∩ In−1 et bn − b0 ∈ In. Comme pour tout j = 1, · · · ,n − 1 on a b − b0 ∈ Ij et b0 − bj ∈ Ij , on a
finalement b − bj ∈ Ij .

Par ailleur, si b
′ ∈ A e un autre élément vérifiant b

′ −bj ∈ Ij pour tout j = 1, · · · ,n. En sourayant les relations,
on a alors, b − b′ ∈ Ij pour tout j = 1, · · · ,n, c’e-à-dire b − b′ ∈ I1 ∩ · · · ∩ In.

�

Si I et J sont deux idéaux d’un anneau A tels que I ⊂ J , on voit que l’on peut définir une application naturelle

f :
A
I
−→ A

J
de la manière suivante : si sI : A −→ A/I et sJ : A −→ A/J désignent les surje�ions canonique, on pose

pour tout a ∈ A, f (sI (a)) = sJ (a). On vérifie sans mal que la définition de f ne dépend pas du choix de a modulo I
et que f e alors un morphisme d’anneau. On dit que f e le morphisme naturel.

En particulier, si I1, · · · , In sont des idéaux de A, pour tout j = 1, · · · ,n on peut considérer le morphisme naturel

fj :
A

I1 ∩ · · · ∩ In
−→ A

Ij
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et par suite l’application naturelle

θ :
A

I1 ∩ · · · ∩ In
−→ A

I1
× · · · × A

In
x 7−→ (f1(x), · · · , fn(x))

Ce morphisme e alors inje�if, en effet, si x ∈ A e tel que sI1∩···∩In(x) ∈ Ker(θ) alors fj (sIj (x)) = 0 pour tout
j = 1, · · · ,n et donc x ∈ Ij . Ainsi, x ∈ I1 ∩ · · · ∩ In, c’e-à-dire sI1∩···∩In(x) = 0. Le théorème des rees chinois permet
d’en dire plus sur le monomorphisme θ :

Corollaire.— Soit A un anneau unitaire, I1, · · · , In des idéaux de A tels que pour tout j , k on ait Ij + Ik = A. Le
monomorphisme naturel

θ :
A

I1 ∩ · · · ∩ In
−→ A

I1
× · · · × A

In

e un isomorphisme.

Preuve : Il s’agit donc de montrer que θ e surje�if, mais si b1, · · · ,bn ∈ A, le théorème des rees chinois affirme
qu’il exie b ∈ A tel que b ≡ bj mod Ij pour tout j = 1, · · · ,n. On a donc θ(sI1∩···∩In(b)) = (sI1(b1), · · · , sIn(bn)) et donc
θ e surje�ive.

�

. Anneaux euclidiens, principaux, fa�oriels

Dans cette partie tous les anneaux considérés seront commutatifs et unitaires.

.. Arithmétique des anneaux

Définition.— Soit A un anneau et a,b ∈ A. On dit que a divise b dans A et l’on note a|b s’il exie c ∈ A tel que b = ac,
on dit alors aussi que a e un diviseur de b. Deux éléments a et b de A sont dit associés si a|b et b|a.

Proposition.— Soit A un anneau commutatif et unitaire et a,b,u ∈ A− {0}.

a) On a a|b si et seulement si (b) ⊂ (a) et, par conséquent, a et b sont associés si et seulement si (a) = (b).

b) L’élément u e une unité si et seulement si u|x pour tout x ∈ A.

c) Si a = bu avec u unité de A, alors a et b sont associés. Réciproquement, si A e intègre et si a et b sont associés, alors
il exie u ∈U (A) tel que a = bu.

Preuve : a) Supposons que b = ac, comme ac ∈ (a) (puisque (a) e un idéal) on a donc b ∈ (a). Ainsi, (b) ⊂ (a)
puisque (b) e le plus petit idéal contenant l’élément b.

Réciproquement, supposons que (b) ⊂ (a). CommeA e commutatif et unitaire, on a (a) = aA et comme b ∈ (b),
on a b ∈ aA c’e-à-dire b = ac pour un certain c ∈ A. Donc a|b.

b) Si u ∈ U (a) alors pour tout x ∈ A, on a x = u(u−1x) et donc u|x. Réciproquement si u|x pour tout x ∈ A, on a u|1
et donc il exie u−1 ∈ A tel que 1 = uu−1. Ainsi u ∈U (A).

c) Si a = bu alors b|a, mais si u ∈U (A) alors b = au−1 et donc a|b. Réciproquement, si A e intègre et que a|b et b|a,
il exie donc u,v ∈ A tel que a = bu et b = av, on a donc a = a(uv). Comme A e intègre et a , 0, on a donc uv = 1
et, par suite, u,v ∈U (A).

�

Définition.— Soit A un anneau commutatif et unitaire et c ∈ A un élément non nul et non inversible. On dit que c e
• irrédu�ible, si pour tout a,b ∈ A, c = ab =⇒ a ou b inversible.

• premier, si pour tout a,b ∈ A, c|ab =⇒ c|a ou c|b.

Exemples : (Exercice)

a) A = Z. On a p premier ssi p irrédu�ible.

b) A = Z/6Z. L’élément 2 e premier mais n’e pas irrédu�ible.

c) A = Z[
√
−10] = {a+ ib

√
10/ a,b ∈Z}. L’élement 2 e irrédu�ible mais pas premier.
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Proposition.— Soit A un anneau commutatif unitaire intègre et a ∈ A.

a) a e premier si et seulement si (a) e un idéal premier non nul.

b) a e irrédu�ible si et seulement si (a) e un idéal maximal non nul dans l’ensemble des idéaux principaux ri�s de
A.

c) Si a e premier alors a e irrédu�ible.

d) Si a e irrédu�ible alors les seuls diviseurs de a sont les unités et les associés de a.

Preuve : a) On a (a) = aA. Si a e premier et si b,c ∈ A sont tels que bc ∈ aA, alors il exie x ∈ A tel que bc = xa.
On en déduit que a|bc, donc a|b (et dans ces conditions b ∈ aA) ou a|c (et dans ces conditions c ∈ aA). Ainsi (a) e
bien premier.

Réciproquement, supposons que (a) soit premier et considérons b,c ∈ A tel que a|bc. On a donc bc = ax pour
un certain x ∈ A et donc bc ∈ (a). Donc on a b ∈ (a) = aA (et donc a|b) ou c ∈ (a) = aA (et donc a|c).

b) Supposons a irrédu�ible et prenons un idéal principal ri� I = bA (b ∈ A), tel que (a) = aA ⊂ I = bA. On a
donc a ∈ bA et par suite b|a. Il exie donc x ∈ A tel que a = xb, mais comme a e irrédu�ible, on a soit x ∈ U (A)
soit b ∈ U (A). La deuxième hypothèse e impossible car alors on aurait I = A. On a donc x ∈ U , donc a|b et par
suite b ∈ aA et donc bA ⊂ aA. On en conclu que aA = bA et donc que aA e bien maximal.

Réciproquement, supposons aA e maximal dans l’ensemble des idéaux principaux ri�s de A et a = bc avec
b,c ∈ A. Si ni b ni c ne sont des unités, comme on a (a) ⊂ (b) et (a) ⊂ (c), on en déduit, par hypothèse de maximalité,
que (a) = (b) et (a) = (c). Ainsi, il exie u,v ∈U (A) tel que a = ub et a = vc et donc uva = a2. Comme A e intègre,
on a a = uv ∈U (A) ce qui implique aA = A et ce dernier point e contraire aux hypothèses.

c) Supposons a premier et b,c ∈ A tels que a = bc. On a donc a|bc et donc a|b ou a|c (disons a|b). Il exie donc d ∈ A
tel que b = ad et par suite on a a = adc. Comme A e intègre, on a donc dc ∈U (A) et donc c ∈U (A).

d) Immédiat.

�

Définition.— Soit A un anneau et {ai}i∈I une famille non vide d’éléments de A. Un élément a ∈ A e appelé plus grand
commun diviseur (noté en abrégé p.g.c.d.) de la famille {ai}i∈I (resp. plus petit commun multiple (noté en abrégé p.p.c.m.)
de la famille {ai}i∈I ) si a|ai pour tout i ∈ I et si b ∈ A e tel que b|ai pour tout i ∈ I alors b|a (resp. ai |a pour tout i ∈ I et
si b ∈ A e tel que ai |b pour tout i ∈ I alors a|b).

On dit que les éléments de {ai}i∈I sont premiers entre eux (dans leur ensemble) s’ils admette 1 pour p.g.c.d.

Remarques : a) (Exercice) Notons BA l’ensemble des idéaux principaux de A. Dire que la famille {ai}i∈I admet
un p.g.c.d. (resp. un p.p.c.m.) équivaut à dire que la famille d’idéaux {(ai)}i∈I admet une borne supèrieure (resp.
inférieure)M dans BA. On remarque alors que les p.g.c.d. (resp. les p.p.c.m.) de la famille {ai}i∈I sont exa�ement
les d ∈ A tel queM = dA.

b) On remarque que tous les p.g.c.d. (resp. les p.p.c.m.) d’une famille {ai}i∈I (s’il en exsite au moins un) sont
associés.

c) On peut reformuler de manière équivalente, pour les éléments d’une famille {ai}i∈I , le fait d’être premiers entre
eux en disant que les seuls d ∈ A vérifiants d|ai pour tout i ∈ I sont les éléments de U (A).

.. Anneaux fa�oriels

Définition.— Un anneau A e dit fa�oriel s’il vérifie les propriétés suivantes :

/ A e commutatif, unitaire et intègre.

/ Tout élément non nul et non inversible de A se décompose comme un produit fini d’éléments irrédu�ibles.

/ Une telle décomposition e unique, à l’ordre et aux unités près. i.e. si p1, · · · ,pn et q1, · · · ,qm sont des irrédu�ibles tels
que

p1 · · ·pn = q1 · · ·qm
alors n =m et il exie σ ∈ Sn et pour tout i = 1, · · · ,n, ui ∈U (A) tels que pi = uiqσ (i).

Exemple.— Les anneaux Z et Z[X] sont fa�oriels.

Proposition.— Soit A un anneau fa�oriel et a ∈ A. L’élément a e irrédu�ible si et seulement s’il e premier.
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Preuve : Puisque A e intègre, on sait déjà que si a e premier, il e irrécutible. Réciproquement supposons a
irrédu�ible et suposons que a divise un produit xy. On a donc xy = ab avec b ∈ A. Soit x = p1. · · · .pn, y = q1. · · · .qm
et b = l1. · · · .lk des décompositions en fa�eurs irrédu�ibles. On a donc

p1 · · ·pn.q1 · · ·qm = a.l1 · · · lk

mais comme par le / la décomposition e unique à l’odre et aux unités près, on a soit a = upi pour un certain i
et une certaine unité u soit a = uqi pour un certain i et une certaine unité u et donc soit a|x soit a|y.

�

Etant donné un anneau fa�oriel A, on note Irr(A) l’ensemble des éléments irrédu�ibles de A. Sur Irr(A) on
considère la relation d’équivalence R ”être associé à”. Si l’on considère une classe de représentants C dans A de
l’ensemble quotient Irr(A)/R fixée une fois pour toute, alors on voit que pour tout élément a ∈ A − {0} on peut
associer un unique u ∈U (A) et une unique famille d’entiers positifs (vp(a))p∈C presque partout nulle (i.e. vp(a) , 0
pour on nombre fini de p ∈ C) telle que

a = u
∏
p∈C

pvp(a)

et réciproquement. L’entier vp(a) s’appelle la p-valuation de a. On a alors

Proposition.— Pour tout x,y ∈ A− {0}, on a

/ x|y si et seulement si ∀p ∈ C, vp(x) ≤ vp(y).

/ vp(xy) = vp(x) + vp(y).

/ vp(x+ y) ≥min(vp(x),vp(y)) et il y a égalité si vp(x) , vp(y).
Preuve : Exercice.

�

Théorème.— Soit A un anneau fa�oriel. Toute famille {ai}i∈I non vide d’éléments de A admet un p.g.c.d. et, si I e
fini, admet un p.p.c.m. Par ailleurs, un p.g.c.d. e

d =
∏
p∈C

pαp où αp = min
i∈I

(vp(ai))

et un p.p.c.m. e
m =

∏
p∈C

pβp où βp = sup
i∈I

(vp(ai))

Preuve : Exercice.

�

Proposition.— Soit A un anneau fa�oriel et a,b,c,b1, · · · ,bn ∈ A.

/ Si a|bc et que a e premier avec b, alors a|c. (”Théorème de Gauss”)

/ Si a e premier avec chaque bi alors a e premier avec b1 · · ·bn.

/ Si b1, · · · ,bn sont deux à deux premiers entre eux et que bi |a pour tout i = 1, · · · ,n alors b1 · · ·bn|a. En particulier, dans
cette situation, b1 · · ·bn e un p.p.c.m. de la famille {bi}i=1,··· ,n.

/ L’élément b e un p.p.c.m. de la famille {bi}i=1,··· ,n si et seulement si bi |b pour tout i = 1, · · · ,n et les élements
b
bi

sont

premiers entre eux dans leur ensemble.
Preuve : Exercice.

�

.. Anneaux principaux

On rappelle qu’un anneau A e dit principal s’il e commutatif, intègre, unitaire et si tout idéal de A e
principal. L’exemple andard d’anneau principal e l’anneau Z.
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Théorème.— Soit A un anneau principal et (ai)i∈I une famille non vide d’éléments non nul de A. La famille (ai)i∈I
admet un p.g.c.d. et les p.g.c.d. de cette famille sont exa�ement les d ∈ A tels que dA =

∑
i∈I
aiA.

Si l’ensemble I e fini, la famille (ai)i∈I admet un p.p.c.m. et les p.p.c.m. de cette famille sont exa�ement les d ∈ A
tels que dA =

⋂
i∈I
aiA.

Preuve : Soit d ∈ A tel que dA =
∑
i

aiA. On a ai ∈ dA et par suite d|ai pour tout i ∈ I . Soit d
′ ∈ A tel que d

′ |ai pour

tout i ∈ I . On a donc ai ∈ d
′
A et donc aiA ⊂ d

′
A pour tout i ∈ I . Ceci implique que dA =

∑
i

aiA ⊂ d
′
A et donc que

d
′ |d. Ainsi, d e bien un p.g.c.d. de la famille (ai)i∈I .

Par ailleurs, si d et d
′

sont deux p.g.c.d. de la famille {ai}i=1,··· ,n, alors ils sont associés et donc dA = d
′
A.

Soit d ∈ A tel que dA = a1A∩ · · · ∩ anA. On a donc d ∈ aiA et donc ai |d pour tout i = 1, · · · ,n. Soit d
′ ∈ A− 0 tel

que ai |d
′

pour tout i = 1, · · · ,n, on a donc d
′ ∈ aiA pour tout i = 1, · · · ,n et donc d

′ ∈ a1A∩ · · · ∩ anA = dA et donc
d
′ |d. Ainsi, d e un p.p.c.m. des ai .

Par ailleurs, si d et d
′

sont deux p.p.c.m. de la famille {ai}i=1,··· ,n, alors ils sont associés et donc dA = d
′
A.

�

Remarque : Pour une famille infinie l’exience d’un p.p.c.m. ree indécise. Par exemple, pour A = Z, aucune
famille infinie n’admet de p.p.c.m. Par contre, pour A = Q[X], la famille {r(X − 1)}r∈Q∗ e infinie et admet X − 1
pour p.p.c.m.

Corollaire.— (Théorème dit de Bezout) Dans les conditions du théorème précédent, les ai sont premiers entre eux dans
leur ensemble si et seulement si il exie une famille d’éléments de A, (λi)i∈I , presque partout nulle telle que

∑
i∈I
λiai = 1.

Preuve : Immédiat.

�

Remarque : Le théorème de Bezout n’e pas valable dans les anneaux fa�oriels. En effet, prenons par exemple
A = K[X,Y ] oùK désigne un corps. Les élémentsX et Y sont visiblement premiers entre eux et pourtant (X)+(Y ) ,
A.

Corollaire.— Soit A un anneau principal, a,b,c ∈ A et b1, · · · ,bn ∈ A.

a) (”Théorème de Gauss”) Si a|bc et si a e premier avec b alors a|c.

b) Si a e premier avec chaque bi alors a e premier avec B = b1 · · ·bn.

c) Si les bi sont deux à deux premiers entre eux alors b1 · · ·bn e un p.p.c.m. de la famille {bi}i=1,··· ,n.

d) Si les bi sont deux à deux premiers entre eux alors les éléments

B1 = B/b1, · · · ,Bn = B/bn

(avec B = b1 · · ·bn) sont premiers entre eux dans leur ensemble.

e) Si pour tout i = 1, · · · ,n, on a bi |b alors b e un p.p.c.m. de la famille {bi}i=1,··· ,n si et seulement si les b/bi sont premiers
entre eux.

Preuve : a) On écrit la relation de Bezout : il exie u,v ∈ A tel que au+bv = 1 et comme par hypothèse on a bc = xa
pour un certain x ∈ A, on a acu + bcv = c = acu + axv = a(cu + xv) on en déduit que a|c.

Les énoncés b),c),d),e) s’obtiennent comme le a), en utilisant Bezout et sont laissés en exercice.

�

Proposition.— Soit A un anneau principal et p ∈ A non nul. Les proposition suivantes sont équivalentes :

i) p e premier,

ii) p e irrédu�ible,

iii) pA e un idéal maximal.

Preuve : i)⇒ ii) Imédiat.
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ii)⇒ iii) On sait que pA e maximal dans l’ensemble des idéaux principaux, mais comme tout idéal e pricipal
dans A, pA e bien maximal.

iii) ⇒ i) Si pA e maximal, alors il e premier puisque A e commutatif et unitaire et par suite p l’e aussi
puisque A e intègre.

�

Théorème.— (des rees chinois) Soit A un anneau principal et a1, · · · , an une famille d’éléments de A deux à deux
premiers entre eux. Posons a = a1 · · ·an, il exie un isomorphisme naturel

θ :
A
aA
−→ A

a1A
× · · · × A

anA

qui a tout x ∈ A
aA

de représentant t ∈ A associe (t1, · · · , tn) où ti e la calsse de t modulo aiA pour tout i = 1, · · · ,n.

Preuve : C’e un application du théorème des rees chinois général. Il suffit de vérifier que aiA+ ajA = A pour
tout i , j (ceci e immédiat par Bezout) et que a1A∩ · · · ∩ anA = aA. Ce dernier point a été vu précédement.

�

Théorème.— Tout anneau principal e fa�oriel.

Preuve : Nous procéderons par étapes pour cette preuve. Soit A un anneau principal qui n’e pas un corps (sinon
la proposition e triviale).

Etape I : Toute suite croissante (pour l’inclusion) d’idéaux de A e ationnaire (en termes savants, on dit que A e
noethérien). En effet, soit (In)n une suite croissante d’idéaux de A. La réunion I =

⋃
n∈N In e donc un idéal et

puisque A e principal, il exie a ∈ A tel que I = aA. Mais comme a ∈ I , il exie n ∈N tel que a ∈ In. On a donc
aA ⊂ In, mais comme In ⊂ aA, on a In = aA et, par suite, Im = aA pour tout m ≥ n.

Etape II : Toute famille non vide d’idéaux de A admet un élément maximal. En effet, sinon on peut par récurrence
conruire à partir de cette famille une suite ri�ement croissante d’idéaux, ce qui e exclu d’après l’étape I.

Etape III : Il exie dans A au moins un élément irrédu�ible. Considérons la famille des idéaux de A non triviaux.
Cette famille n’e pas vide car A n’e pas un corps. D’après l’étape II, il exie un élément maximal dans cette
famille, et cet élément e de la forme pA avec p ∈ A non nul et non inversible. L’idéal pA e maximal dans
l’ensemble des idéaux principaux de A donc p e irrédu�ible.

Etape IV : Exience d’une fa�orisation. Soit C une classe de représentants des éléments irrédu�ibles de A. Cette
classe n’e pas vide d’après l’étape III. Notons E l’ensemble des éléments de la forme

u
∏
p∈C

pαp

où u ∈U (A) et (αp)p∈C désigne une famille presque partout nulle. Il s’agit de montrer que E = A− {0}.

Supposons le contraire et considérons la famille {xA}x<E . Cette famille n’e pas réduite à l’idéal {0} par
hypothèse, elle possède donc un élément maximal non trivial, d’après l’étape II. Notons aA un tel idéal. L’élément
a ne peut pas être irrédu�ible (puisque les irrédu�ibles vivent dans E, puisqu’ils sont tous associés à des éléments
de C), il s’écrit donc sous la forme a = bc avec b et c non inversibles. L’idéal aA e donc ri�ement inclus dans bA
et cA et, par hypothèse de maximalité, on en déduit que b,c ∈ E. Mais comme l’ensemble E e visiblement able
pour le produit, on en déduit, pour finir, que a = bc ∈ E, ce qui e absurde.

Etape V : Unicité de la fa�orisation. Supposons que l’on ait

u
∏
p∈C

pαp = v
∏
p∈C

pβp

avec u,v ∈U (A) et (αp)p∈C et (βp)p∈C presque partout nulles.

S’il exie p0 ∈ C tel que αp0
, βp0

(par exemple αp0
> βp0

) alors, en divisant par p
βp0
0 , on a

u
∏
p∈C

pα
′
p = v

∏
p∈C

pβ
′
p
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avec α
′
p0

= αp0
− βp0

, β
′
p0

= 0 et α
′
p = αp et β

′
p = βp pour p , p0. Par suite p0 divise G = u

∏
p∈C p

α
′
p , mais comme p0

e premier avec tout p , p0, il e donc premier avec D = v
∏
p∈C p

β
′
p (théorème de Gauss) et donc ne peut diviser

D, ce qui e absurde.
On a donc αp = βp pour tout p ∈ C et donc, puisque A e intègre et que D = G , 0, on a u = v.

�

.. Anneaux euclidiens

Définition.— Soit A un anneau commutatif, on appelle athme euclidien sur A toute application s : A − {0} −→ N

vérifiant :

a) ∀a,b ∈ A− {0}, a|b =⇒ s(a) ≤ s(b).

b) ∀a ∈ A, ∀b ∈ A− {0}, ∃q,r ∈ A tels que a = bq+ r et r = 0 ou s(r) < s(b).

L’anneau A e dit euclidien s’il e intègre et s’il possède un athme euclidien s (on précise alors que A e euclidien
pour le athme s).

Remarques : a) Un anneau euclidien A peut trés bien posséder plusieurs athmes euclidiens, par exemple si s e
un athme euclidien de A, alors ks en e aussi un pour tout k ∈N.

b) Dans un anneau euclidien A, écrire a = bq+r et r = 0 ou s(r) < s(b) pour deux éléments a et b s’appelle ”effe�uer
la division euclidienne de a par b. L’élement q s’appelle le quotient de la division euclidienne et r le ree. Il e à
noter que le couple (q,r) n’a aucune raison d’être unique (voir exemple plus bas).

Exemple : a) L’anneau Z e euclidien pour le athme |.|. Pour ce athme, le quotient et le ree d’une division
euclidienne ne sont pas uniques, par exemple, on a

5 = 1.3 + 2 = 2.3− 1

Une facon de palier à cela e d’imposer à ce que le ree r soit une quantité positive. Dans ces conditions il y a
unicité, c’e-à-dire :

∀a ∈Z, ∀b ∈Z− {0}, ∃!(q,r) ∈Z×N tels que a = bq+ r et r < |b|

(Exercice)

b) L’anneau K[X] quand K e un corps e euclidien pour le athme d◦ et, dans cette situation, il y a unicité du
quotient et du ree dans une division euclidienne (voir chapitre suivant).

c) Considérons le sous-anneau Z[i] = {a+ ib/ a,b ∈Z} de C et l’application s : Z[i] −→N définie par

N (a+ ib) = |a+ ib|2 = a2 + b2

L’application N e multiplicative (i.e. N (xy) =N (x)N (y)), il s’ensuit que si x|y dans Z[i] alors N (x) ≤N (y).
Soit x,y ∈ Z[i] avec y , 0. Dans C, on a xy−1 = u + iv avec u,v ∈ Q et donc pour toutq = a + ib ∈ Z[i], on a

N (xy−1 − q) = (u − a)2 + (v − b)2. On peut choisir a ∈Z (resp. b ∈Z) tel que |u − a| ≤ 1/2 (resp. |v − b| ≤ 1/2), il suffit,
selon la situation de prendre a = E(u) ou a = E(u) + 1 (resp. b = E(v) ou b = E(v) + 1). Pour un tel choix de a et de
b, on a donc

N (xy−1 − q) = (u − a)2 + (v − b)2 ≤
(1

2

)2
+
(1

2

)2
=

1
4
< 1

en posant alors r = x − qy, on a x = qy + r et comme N (r)N (y−1) = N (ry−1) = N (xy−1 − q) < 1, on en déduit que
N (r) < N (y) et donc que N e un athme euclidien sur Z[i].

Théorème.— Tout anneau euclidien e principal (et donc, en particulier, fa�oriel).

Preuve : Soit (A,s) un anneau euclidien et I un idéal non nul de A. COnsidérons l’ensemble

E = {s(x)/ x ∈ I}

c’e un ensemble non vide d’entiers, il possède donc un plus petit élément n. Soit a ∈ I tel que s(a) = n et soit
b ∈ I . Effe�uons la division euclidien de b par a :

b = aq+ r avec r = 0 ou s(r) < s(a)



Si r , 0, alors r = b − aq ∈ I et s(r) < s(a). Ceci e absurde puisque n e minimal dans E. Ainsi, on a r = 0, donc
b = aq =∈ aA et, par suite, I = aA.

�

Comme corollaire, on obtient que si x,y sont deux éléments non nuls d’un anneau euclidien A alors ils ad-
mettent un p.g.c.d. Dans le cas des anneaux euclidiens, on possède un algorithme (dit algorithme d’Euclide) pour
déterminer un p.g.c.d. de deux éléments :

Considérons donc un anneau euclidien (A,s) et deux éléments non nuls x,y ∈ A. Effe�uons la division eucli-
dienne D1 de x par y, x = q1y+r1. Si r1 e non nul, effe�uons la division euclidienne D2 de y par r1, q1 = q2r1 +r2.
Si r2 , 0 effe�uons la division euclidienne D3 de r1 par r2. Et ainsi de suite, si, au rang k le ree rk de la division
euclidienne Dk effe�uée e non nul on effe�ue la division euclidienne Dk+1 du ree rk−1 de la division euclidi-
enne Dk−1 par le ree rk de la division euclidienne Dk . On obtient donc une suite de rees non nuls (rk). Compte
tenu du fait que s(r1) > s(r2) > · · · et qu’il s’agit là d’une suite d’entiers positifs, il exie donc un rang n tel que
rn+1 = 0. On se retrouve donc avec une suite de n+ 1 divisions euclidiennes :

D1 : x = q1y + r1
D2 : y = q2r1 + r2
D3 : r1 = q3r2 + r3

...
Dn : rn−2 = qnrn−1 + rn
Dn+1 : rn−1 = qn+1rn

Proposition.— Avec les notations précédentes, l’élément rn (le dernier ree des divisions euclidiennes successives) e
un p.g.c.d. des éléments x,y.

Preuve : Comme rn−1 = qn+1rn on a rn|rn−1 mais comme rn−2 = qnrn−1 + rn, on a aussi rn|rn−2. Par récurrence, on en
déduit que rn|rk pour tout k = 1, · · · ,n et donc que rn|y et rn|x.

Réciproquement, soit a ∈ A tel que a|x et a|y. Puisque x = q1y + r1, on a donc a|r1 et par récurrence, on trouve
a|rn. Ainsi rn e bien un p.g.c.d. des éléments a et b.

�



Chapitre 

Anneaux de polynômes

. Polynômes en une variable

.. Généralités

Définition.— Etant donné un anneau commutatif A, on appelle polynôme (en une variable) à coefficients dans A toute
suite (an)n à coefficients dans A presque partout nulle (i.e. an = 0 pour n assez grand). On note A[X] l’ensemble des
polynômes en une variables à coefficients dans A.

Notations : Si k désigne un entier positif et a un élément de a, on note aXk la suite (χk)n définie par χk(n) = 0 si
n , k et χk(k) = a. On dit que X e la variable de l’anneau de polynômes.

On écrit alors formellement tout polynôme (an)n ∈ A[X] sous la forme∑
k≥0

akX
k

Si le polynôme P = (an)n n’e pas la suite nulle, il exie un plus grand entier n0 et un plus petit entier n1 tels que
an0
, 0 et an = 0 pour tout n > n0 et an1

, 0 et an = 0 pour tout n < n1. Les entiers n0 et n1 s’appelle respe�ivement
la valuation et le degré du polynôme P , on les note respe�ivement v(P ) et d◦(P ). Si 0 = (an)n désigne la suite
nulle, on convient que v(0) = +∞ et d◦(0) = −∞. Avec ces notations, on voit que l’on peut écrire, un polynôme
P = (an)n non nul de A[X] sous la forme

P (X) =
k=d◦P∑
k=v(P )

akX
k

L’élément an1
où n1 = d◦P e appelé terme de plus haut degré du polynôme P . Dans le cas où A e unitaire

et que cet élément vaut 1, on dit que P e unitaire ou normalisé.
Un polynôme non nul P ∈ A[X] vérifiant v(P ) = d◦P e appellé monôme (c’e donc un polynôme de la forme

aXn avec a ∈ A− {0} et n ≥ 0).

Arithmétique sur A[X] : On définit sur A[X] deux lois de compositions internes + et . définies, pour P (X) =∑
n≥0 anX

n et Q(X) =
∑
n≥0 bnX

n dans A[X], par :

(P +Q)(X) =
∑
n≥0(an + bn)Xn

(P .Q)(X) =
∑
n≥0 cnX

n avec cn =
∑
i+j=n aibj

Ces deux lois sont bien internes, car si k1 = d◦P et k2 = d◦Q, on voit que pour tout n > sup(k1, k2), on a
an + bn = 0. De même, si n > k1 + k2 et si (i, j) e un couple d’entiers tel que i + j = n, alors on a i > k1 ou j > k2 et
donc soit ai = 0 soit bj = 0, ce qui, dans les deux cas, assure que cn = 0.

Théorème.— Muni des lois + et ., A[X] e un anneau commutatif qui contient A comme sous-anneau. Si A e unitaire
(resp. intègre) alors A[X] l’e aussi et, dans le cas où A[X] e unitaire et intègre, on a U (A[X]) =U (A).

Preuve : Exercice.

�
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Si l’on considère un élément a ∈ A− {0} et un entier n ∈N, le produit aXn s’appelle un monome. On conate
alors que la notation formelle de tout à l’heure, pour un polynôme P :

P (X) =
k=d◦P∑
k=v(P )

akX
k

correspond en fait à une somme de monomes.

Si B e un anneau (quelconque) et A un sous-anneau commutatif de B, pour tout polynôme P (X) = a0 +a1X +
· · ·+ anXn ∈ A[X] et tout élément b ∈ B, on appelle évaluation du polynôme P en b, l’élément

P (b) = a0 + a1.b+ · · ·+ an.bn ∈ B

Ainsi, si b = 0, on a donc P (0) = a0 (cette évalutation s’appelle le terme conant de P ). Une fois fixé l’élément
b ∈ B, l’application

ϕb : A[X] −→ B
P (X) 7−→ P (b)

e un morphisme d’anneaux. On l’appelle le morphisme d’évaluation en b. Les éléments de Ker(ϕb) s’appelle les
”polynômes annulateurs” (dans A[X]) de l’élément b. Ce morphisme joue, dans des situations précises, un grand
rôle en arithmétique.

Proposition.— Soit A un anneau intègre. Pour tous P ,Q ∈ A[X], on a :

a) d◦P .Q = d◦P + d◦Q.

b) d◦(P +Q) ≤ sup(d◦P ,d◦Q) et il y a égalité si d◦P , d◦Q.

c) d◦P = 0⇐⇒ P ∈ A− {0}.

d) v(P .Q) = v(P ) + v(Q).

e) v(P +Q) ≥ inf(v(P ),v(Q)) et il y a égalité si v(P ) , v(Q).

Avec les conventions suivantes +∞+n = +∞, −∞+n = −∞ pour tout entier n ≥ 0.

Preuve : Exercice.

�

Remarque : On fera bien attention que ces relation ne sont valables que dans le cas d’un anneau intègre. Par
exemple, dans Z/4Z[X], on a 2X.2X = 0.

Etant donné un morphisme d’anneaux unitaires f : A −→ B, on peut définir l’application

f̃ : A[X] −→ B[X]
n∑
i=0

aiX
i 7−→

n∑
i=0

f (ai)X
i

On vérifie sans mal (exercice) que f̃ e un morphisme d’anneau et que si f e inje�if (resp. surje�if) alors f̃
l’e aussi. Le morphisme f̃ e appelé le morphisme des anneaux de polynômes associé au morphisme f .

.. Propriétés de l’anneau A[X]

Théorème.— Soit A un anneau commutatif et intègre. Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) A[X] e euclidien (pour le athme d◦),

ii) A[X] e principal,

iii) A e un corps.

Preuve : i)⇒ ii) e évident.

ii)⇒ iii) Considérons l’idéal I = (X) engendré par X. Il e premier. En effet si P ,Q ∈ A[X] sont tels que PQ ∈ I
cela veut dire que v(PQ) ≥ 1 et comme A e intègre, cela implique que v(P ) + v(Q) ≥ 1, c’e-à-dire que v(P ) ≥ 1
ou v(Q) ≥ 1 (i.e. P ∈ (X) ou Q ∈ (X)). Maintenant comme A[X] e supposé principal, (X) e donc maximal et, par
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suite, l’anneau quotient
A[X]
(X)

e un corps.

Considérons l’épimorphisme canonique s : A[X] −→ A[X]
(X)

et sa reri�ion s̃ à A. On a Ker(s̃) = A∩ (X) = {0},

donc s̃ e inje�if. Soit P ∈ A[X] de coefficient conant a = P (0). On a P (X) − a ∈ (X) et donc s(P ) = s(a), ce qui

juifie que s̃ e surje�if et par suite que s̃ e un isomorphisme d’anneaux entre A et
A[X]
(X)

. Ainsi, A e un corps.

iii)⇒ i) Supposons que A soit un corps, prenons M et N deux polynômes de A[X] avec N non nul et cherchons
deux polynôme Q,R ∈ A[X] tels que M =QN +R et d◦R < d◦N .

• Si d◦M < d◦N , alors Q = 0 et R =M conviennent.

• d◦M ≥ d◦N , posons n = d◦N et m = d◦M et

N (X) = anX
n + · · ·+ a0 et M(X) = bmX

m + · · ·+ b0

Posons q1 = (bm/an)Xm−n et M1 = M − q1N . On a d◦M1 < d
◦M. Si d◦M1 < d

◦N alors on pose Q = q1 et R = M1.
Sinon, par le même procédé, il exie un polynôme q2 ∈ A[X] tel que le polynôme M2 = M1 − q2N vérifie d◦M2 <
d◦M1. Par récurrence, on conruit deux suites finies q1, · · · ,qn et M1, · · · ,Mn telles que

Mk =Mk−1 −Nqk , d◦Mk < d
◦Mk−1

pour tout k = 2, · · · ,n et d◦Mn < d
◦M. L’entier n exie bien puisque la suite (d◦Mk)k e ri�ement décroissante.

On pose alors Q = q1 + · · ·+ qn et R =Mn.

�

Remarques : a) En particulier, l’anneau Z[X] n’e pas principal bien que Z le soit.

b) Si A e un corps, alors la division euclidienne d’un polynôme M par un polynôme N non nul, e unique (i.e.
le quotient et le ree). En effet, si l’on peut écrire M =Q1N +R1 et M =Q2N +R2 avec d◦R1,d

◦R2 < d
◦N alors on

a (R1 −R2) = (Q2 −Q1)N et donc d◦(R1 −R2) = d◦(Q1 −Q2) +d◦N , mais comme d◦(R1 −R2) ≤ sup(d◦R1,d
◦R2) < N ,

on en déduit que la seule possibilité e d◦(R1 −R2) = d◦(Q1 −Q2) = −∞ c’e-à-dire R1 = R2 et Q1 =Q2.

c) L’algorithme présenté dans la preuve pour prouver que A[X] e euclidien si A e un corps s’appelle la division
suivant les puissances décroissantes du polynôme M par le polynôme N .

Applications : Considérons un corps K et un anneau (quelconque) A qui contient K comme sous-anneau. Fixons
un élément a ∈ A et considérons

ϕa : K[X] −→ A
P (X) 7−→ P (a)

le morphisme d’évaluation en a. Le noyau Ker(ϕa) (l’ensemble des polynômes annulateurs de a) e un idéal de
K[X], il e donc principal, et, par suite, il exie un polynôme P ∈ K[X] tel que Ker(ϕa) = (P ). Si l’on choisit P
unitaire (ce qui e possible), alors P e unique pour cette propriété. On appelle le polynôme P , le polynôme
minimal de a sur K et on le note MinK (a).

L’exemple classique d’application e le cas où A =Mn(K) e l’algèbre des matrices carrées à coefficients dans
K . Etant donnée une matriceM ∈Mn(K), le théorème de Cayley-Hamilton affirme que le polynôme cara�érique
Car(M)(X) = det(M −XI) e un polynôme annulateur de M. Ce qui précède montre alors que Car(M)(X) e un
multiple de MinK (M)(X).

.. Dérivation

Définition.— Soit A un anneau commutatif et A[X] son anneau de polynôme en une variable. On appelle dérivation
usuelle sur A[X] l’application ′ : A[X] −→ A[X] définie par∑

k≥0

akX
k


′

=
∑
k≥1

kakX
k−1

Si P ∈ A[X], le polynôme P
′

s’appelle le polynôme dérivé de P et si n ≥ 0, on définit par récurrence le polynôme dérivé
d’ordre n de P , noté P (n) par : P (0) = P et pour n ≥ 0, P (n+1) = (P (n))

′
.

Proposition.— La dérivation usuelle e une application qui vérifie pour a ∈ A, P ,Q ∈ A[X] :

(aP +Q) = aP
′
+Q

′
et (P .Q)

′
= P

′
Q+ PQ

′
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Preuve : Exercice.

�

Remarque : On voit facilement que si n > d◦P alors P (n)(X) = 0. On fera bien attention de ne pas en déduire pour
autant que P (n)(X) , 0 pour tout n ≤ d◦P . Par exemple, dans Z/nZ, on a (Xn)(k) = 0 pour tout k ≥ 1. Toutefois, si
A e de cara�ériique nulle et si

P (X) = anX
n + · · ·+ a0

alors pour tout k = 0, · · · ,n, on a
P (k)(0) = k!ak

et donc, P (k)(X) , 0.

Proposition.— (Formule de Leibniz) Soit A un anneau commutatif et P ,Q ∈ A[X]. Pour tout entier n ≥ 0, on a

(P .Q)(n) =
n∑
k=0

Ckn .P
(k)Q(n−k)

(Attention dans cette expression, Ckn ne désigne nullement un élément de A)

Preuve : Exercice.

�

Théorème.— (Formule de Taylor) Soit n ≥ 0 un entier, A un anneau commutatif et unitaire dans lequel pour tout
k = 1, · · · ,n!, k.1 ∈U (A) (e.g. A = K un corps de cara�ériique 0), P ∈ A[X] un polynôme de degré n et a ∈ A. On a

P (X) =
n∑
k=0

P (k)(a)
(X − a)k

k!

(Ici,
1
k!

désigne l’inverse dans A de l’élément k!.1.)

Preuve : Par récurrence sur l’entier n. Pour n = 0 la proposition e claire. Supposons l’avoir montrée au rang
n− 1 ≥ 0. Alors au rang n considérons un polynôme P de degré n. Si α , 0 désigne le terme de plus haut degré de
P , on voit que P (n)(X) = n!.α. Considérons les polynômes

H(X) = P (n)(a)
(X − a)n

n!
et Q(X) = P (X)−H(X)

Comme le terme de degré n de H(X) vaut α, on en déduit que le polynôme Q e de degré ≤ n− 1. En appliquant
l’hypothèse de récurrence, on trouve que

Q(X) =
n−1∑
k=0

Q(k)(a)
(X − a)k

k!

=
n−1∑
k=0

P (k)(a)
(X − a)k

k!
−
n−1∑
k=0

H (k)(a)
(X − a)k

k!

Maintenant, pour k = 0, · · · ,n− 1, on a H (k)(X) = P (n)(a)
(X − a)n−k

(n− k)!
, on en déduit que H (k)(a) = 0, et ainsi,

P (X) =
n−1∑
k=0

P (k)(a)
(X − a)k

k!
+ P (n)(a)

(X − a)n

n!
=

n∑
k=0

P (k)(a)
(X − a)k

k!

�
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.. Composition

Soit A un anneau commutatif, comme A[X] e un sous-anneau de A[X], pour tout polynôme Q ∈ A[X] on
peut considérer le morphisme d’évalution en Q :

ϕQ : A[X] −→ A[X]
P (X) 7−→ P (Q(X))

Définition.— Avec les notations précédentes, pour P ,Q ∈ A[X] on appelle composée du polynôme Q par le polynôme P ,
le poynôme ϕQ(P ). On le note P ◦Q.

Proposition.— Soit A un anneau commutatif et P ,Q ∈ A[X].

/ Si A e intègre alors d◦P ◦Q = d◦P .d◦Q.

/ (P ◦Q)
′
(X) =Q

′
(X).(P

′ ◦Q)(X).

Preuve : Exercice.

�

Exercice : Examiner la valuation d’une composée. Que devient le / de la proposition précédente si A n’e pas
intègre?

.. Irrédu�ibilité

Dans tout ce paragraphe, on suppose donné un anneau A fa�oriel et l’on note K son corps de fra�ions.
Comme A s’inje�e canoniquement dans K , on voit que A[X] peut-être vu comme un sous-anneau de K[X].

Définition.— Soit P (x) = anXn + · · ·+ a0 ∈ A[X] un polynôme non nul. On appelle contenu du polynôme P un p.g.c.d.
de la famille {a0, · · · , an} et on le note c(P ) (il e unique aux inversibles près). On dit que le polynôme P e primitif, s’il
e de degré ≥ 1 et si son contenu vaut 1.

Remarque : Si P ∈ A[X], on voit que P = c(P )P1 avec P1 ∈ A[X] et c(P1) = 1. Par ailleurs, si P ∈ K[X], on peut écrire

P (X) =
an
bn
Xn + · · ·+ a0

b0

avec a0, · · · , an,b0, · · · ,bn ∈ A, on a donc

P (X) =
1

b0 · · ·bn

an∏
i,n

biX
n + · · ·+ a0

∏
i,0

bi


où le polynôme P1(X) = (an

∏
i,n biX

n + · · ·+ a0
∏
i,0 bi) e un élément de A[X]

Proposition.— (Lemme de Gauss) Soit P ,Q ∈ A[X] deux polynôme non nuls. On a (aux inversible près) c(PQ) =
c(P )c(Q).

Preuve : Supposons pour commencer que c(P ) = c(Q) = 1. Si C(PQ) , 1, considérons un élément irrédu�ible
p ∈ A tel que p|c(PQ), ainsi p divise tous les coefficients du polynôme PQ. Considérons alors l’anneau quotient
B = A/pA, la surje�ion canonique s : A −→ A/pA et s̃ : A[X] −→ B[X] le morphisme des anneaux de polynômes
associé au morphisme s.

Puisque p e irrèdu�ible il e premier et donc l’anneau quotient B et donc B[X] e intègre. Comme p divise
tous les coefficients de PQ, on a s̃(PQ) = 0 mais comme s̃(PQ) = s̃(P )s̃(Q) = 0 et que B[X] e intègre, on en déduit
que s̃(P ) = 0 ou s̃(Q) = 0, c’e-à-dire que p divise tous les coefficients de P ou de Q et donc p|c(P ) ou p|c(Q) ce qui
e absurde par hypothèse.

De manière générale, on écrit P = c(P )P1 et Q = c(Q)Q1 où P1,Q1 sont des polynômes primitifs de A[X]. On a
alors c(PQ) = c(P )c(Q)c(P1Q1) = c(P )c(Q) d’après ce qui précède.

�

Corollaire.— a) Soient P ,Q ∈ A[X] tels que P |Q dans K[X] et que c(P )|c(Q) dans A, alors P |Q dans A[X].

b) Soit P ∈ A[X] primitif et Q,R ∈ K[X] tel que P = QR dans K[X]. Il exie deux éléments u,v ∈ K et deux polynômes
primitifs R1,Q1 ∈ A[X] tels que P =Q1R1 et Q1 = uQ et R1 = vR (en particulier uv = 1).

c) Si P ∈ A[X] unitaire, Q ∈ K[X] unitaire et R ∈ K[X] sont tels que P =QR dans K[X], alors Q et R sont dans A[X].
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Preuve : a) Supposons avoir un polynôme R ∈ K[X] tel que Q = P R. Il exie un élément α ∈ A et un polynôme
R1 ∈ A[X] tels que R(X) = 1

αR1(X). On a donc αQ = P R1 et par application du lemme de Gauss, on a αc(Q) =
c(P )c(R1) mais comme c(P )|c(Q) dans A, on en déduit que c(R1) e un multiple dans A de α et, par suite, que
R(X) = 1

αR1(X) ∈ A[X].

b) Soit α,β ∈ A et Q0,R0 ∈ A[X] tels que αQ =Q0 et βR = R0. On a donc αβP =Q0R0 et par application du lemme
de Gauss, αβ = c(Q0)c(R0). Soit Q1,R1 ∈ A[X] primitifs tels que Q0 = c(Q0)Q1 et R0 = c(R0)R1. On a

Q =
1
α
Q0 =

c(Q0)
α

Q1

R =
1
β
R0 =

c(R0)
β

R1

on a donc QR =Q1R1 et Q1 = uQ et R1 = vR avec u =
α

c(Q0)
et u =

β

c(R0)
.

c) C’e une application dire�e du b) en remarquant que puisque P e unitaire, il e primitif.

�

Proposition.— Les éléments irrédu�ibles de A[X] sont exa�ement les éléments irrédu�ibles de A et les polynômes
irrédu�ibles primitifs.

Preuve : Soit P ∈ A[X] irrédu�ible. Si P < A, alors P e clairement primitif, sinon c(P ) n’e pas une unité et donc
P = c(P )P1 avec P1 primitif et donc non inversible.

Si P ∈ A, alors P e clairement irrédu�ible dans A. Réciproquement, si P ∈ A e irrédu�ible dans A, alors
supposons que P = P1Q avec P1,Q ∈ A[X]. Comme A e intègre, si P1 et ou Q n’e pas conant, alors d◦P1Q > 0
ce qui e absurde. Donc P1,Q ∈ A et comme P e irrédu�ible, un des deux polynôme P1 ou Q e une unité.

�

Théorème.— Soit P ∈ A[X] un polynôme.

a) Si P e irrédu�ible dans A[X] et d◦P ≥ 1, alors il e irrédu�ible dans K[X].

b) Si P e irrédu�ible dans K[X] alors P e irrédu�ible dans A[X] si et seulement si P e primitif.

Preuve : Exercice.

�

Théorème.— Soit A un anneau. Si A e fa�oriel, alors A[X] l’e aussi.

Preuve : A étant fa�oriel il e intègre et par suite A[X] l’e aussi.
Puisque K e un corps, K[X] e euclidien et donc fa�oriel. Ainsi, si P ∈ A[X] e non nul, il exie des

polynômes Q1, · · · ,Qn ∈ K[X] irrédu�ibles tels que

P (X) =Q1(X) · · ·Qn(X)

Comme précédement, on trouve qu’il exie des polynômes primitifs Q̃1, · · · , Q̃n ∈ A[X] associés respe�ivement
aux polynômes Q1, · · · ,Qn et un élément u ∈ A tels que

P (X) = uQ̃1(X) · · ·Q̃n(X)

En appliquant le lemme de Gauss, on voit que u = c(P ) ∈ A. Par ailleurs, pour i = 1, · · · ,n le polynôme Q̃i(X)
étant associé à Qi(X) e irrédu�ible dans K[X], comme il e dans A[X] et primitif, il e irrédu�ible dans A[X].
Enfin, A étant fa�oriel, u e lui aussi un produit d’élément irrédu�ibles dans A donc dans A[X]. Ceci montre
que tout polynôme de A[X] e un produit d’éléments irrédu�ibles de A[X].

Ree à montrer l’unicité de la décomposition. Supposons avoir C1 une classe de représentants des éléments
irrédu�ibles de A et C2 une classe de représentants des éléments irrédu�ibles de A[X] qui ne sont pas dans A (i.e.
les éléments de C2 qui ont un degré ≥ 1).Supposons avoir∏

p∈C1

pαp
∏
Q∈C2

QβQ =
∏
p∈C1

pα
′
p
∏
Q∈C2

Qβ
′
Q
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où {αp}∈C1
, {α′p}∈C1

, {βQ}∈C2
et {β′Q}∈C2

sont des familles d’entiers positifs presque partout nulles. Les polynômes
Q ∈ C2 sont irrédu�ibles dans K[X] et visiblement non associés deux à deux. Ainsi, dans K[X], on a∏

Q∈C2

QβQ = u
∏
Q∈C2

Qβ
′
Q

où u =
∏
p∈C1

pα
′
p−αp ∈ K e une unité. Comme K[X] e fa�oriel, on déduit que βQ = β

′
Q pour tout Q ∈ C2. On a

donc ∏
p∈C1

pαp =
∏
p∈C1

pα
′
p

dans A[X] et donc dans A, mais comme A e supposé fa�oriel, on a finalement αp = α
′
p pour tout p ∈ C1.

�

Théorème.— (Critère d’Eisenein) Soit A un anneau fa�oriel, K son corps de fra�ions et P (X) = anXn + · · ·+ a0 un
polynôme de A[X] de degré n ≥ 1. S’il exie un élément irrédu�ible π ∈ A tel que π 6 |an, π|ai pour tout i = 0, · · · ,n− 1
et π2 6 |a0 alors P e irrédu�ible dans K[X].

Preuve : Supposons P primitif et supposons qu’il exie Q,R ∈ A[X] avec

Q(X) = bmX
m + · · ·+ b0 et R(X) = clX

l + · · ·+ c0

avec m > 0 et l > 0. On a a0 = b0c0 mais comme π|a0 et que π2 6 |a0, on en déduit que π divise un des b0, c0 mais pas
l’autre. Disons par exemple π|b0 et π 6 |c0. Comme an = bmcl et que π 6 |an on en déduit que π 6 |bm.

On a, a1 = b1c0 + b0c1 et comme π divise a1 et b0 il divise b1c0 mais comme il ne divise pas c0, on a π|b1. Par
récurrence, on montre que pour tout i = 0, · · · ,m, π|bi puisque

ai = bic0 + bi−1c1 + · · ·+ b0ci

et que π 6 |c0. Ainsi π|bm ce qui e absurde d’après ce qui précède. Donc P e irrédu�ible dans A[X] et donc dans
K[X].

Si P n’e plus supposé primitif, alors on peut écrire P = c(P )P1 avec P1 ∈ A[X] primitif. Vu que π 6 |an, on en
déduit que π 6 |c(P ) et, par suite, que le polynôme P1 vérifie les hypothèses du théorème et e donc, d’après ce qui
précéde, irrèdu�ible dans K[X]. Ceci assure finalement que P e aussi irrèdu�ible dans K[X], puisque c(P ) e
une unité de K[X].

�

.. Racines

Définition.— Soit A un anneau commutatif et P ∈ A[X] un polynôme non nul. Un élément a ∈ A e dit racine de P si
P (a) = 0.

Théorème.— Soit A un anneau commutatif unitaire et P ∈ A[X] un polynôme de degré d > 0. Si a ∈ A e racine de P ,
il exie un polynôme Q ∈ A[X] de degré d − 1 tel que P (X) = (X − a)Q(X).

Preuve : On montre facilement, par récurrence, que pour tout n ≥ 1 entier et tout a ∈ A, on a

Xn − an = (X − a)(Xn−1 + aXn−2 + · · ·+ an−2X + an−1)

Il s’ensuit que si P (X) =
d∑
n=0

anX
n on a

P (X)− P (a) =
d∑
n=0

anX
n −

d∑
n=0

ana
n =

d∑
n=0

an(Xn − an)

=
d∑
n=1

an(X − a)
n−1∑
k=0

an−1−kXk = (X − a)Q(X)

avec Q(X) =
d∑
n=1

an

n−1∑
k=0

an−1−kXk qui e visiblement de degré d − 1, puisque son terme de degré d − 1 vaut ad , 0.
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�

Corollaire.— Soit A un anneau commutatif unitaire intègre. Un polynôme P ∈ A[X] de degré d > 0 possède au plus d
racines dans A. En particulier, un polynôme de A[X] qui possède une infinité de racines e nécessairement nul.

Preuve : Supposons que P possède d + 1 racines diin�es a1, · · · , ad+1. Par application du théorème précédent,
il exie P1 ∈ A[X] de degré d − 1 tel que P (X) = (X − a1)P1(X). En évaluant cette égalité en a2, on trouve que
0 = P (a2) = (a1 − a2)P1(a2). Comme a1 − a2 , 0 et que A e intègre, on en déduit que P1(a2) = 0. Ainsi, il exie un
polynôme P2 ∈ A[X], de degré d − 2 tel que P1(X) = (X − a2)P2(X). Et ainsi de suite, par récurrence, on conruit
une suite finie de polynômes P1, · · · , Pd+1 tel que Pi(X) = (X − ai+1)Pi+1(X) et d◦Pi = d − i pour tout i = 0, · · · ,d. Le
polynôme Pd+1 e donc de degré −1 ce qui e absurde.

Corollaire.— Soit A un anneau commutatif unitaire intègre et P ∈ A[X] un polynôme de degré d. Si a1, · · · , an ∈ A sont
des racines diin�es deux à deux de P , il exie un polynôme Q ∈ A[X] de degré d − n tel que P (X) = (X − a1) · · · (X −
an)Q(X).

Preuve : Exercice.

�

Remarque : Si A n’e pas intègre, ces résultats sont faux. Par exemple, dans Z/6Z[X] le polynôme P (X) = X2−5X
(qui e de degré 2) possède 4 racines : 0,2,3,5.

On voit immédiatement grace au théorème qu’un polynôme P ∈ A[X] possède une racine a ∈ A si et seulement
si le polynôme (X − a) divise P (X) dans A[X].

Définition.— Soit A un anneau commutatif unitaire et a ∈ A une racine d’un polynôme P ∈ A[X]. On appelle multi-
plicité de a comme racine de P , le plus grand entier n ≥ 1 tel que (X −a)n|P (X). Si la multiplicité n de a comme racine de
P e 1, on dit que a e une racine simple, sinon on dit qu’elle e multiple d’ordre n.

Proposition.— Soit A un anneau commutatif unitaire intègre, P ∈ A[X] et a ∈ A une racine de P . Les propositions
suivantes sont équivalentes :

i) a e racine multiple de P ,

ii) P (a) = P
′
(a) = 0.

Si, de plus, on suppose que A e cara�ériique nulle, alors les propositions suivantes sont équivalentes :

i) a e racine d’ordre n de P ,

ii) P (a) = P
′
(a) = · · · = P (n−1)(a) = 0 et P (n)(a) , 0.

Preuve : i) =⇒ ii) On a P (X) = (X − a)2Q(X) avec Q(X) ∈ A[X]. On a donc P
′
(X) = 2(X − a)Q(X) + (X − a)2Q(X) et

donc P
′
(a) = 2(a− a)Q(a) + (a− a)2Q

′
(a) = 0.

ii) =⇒ i) Comme P (a) = 0, on a P (X) = (X − a)Q0(X) avec Q0(X) ∈ A[X]. On a P
′
(X) =Q0(X) + (X − a)Q′0(X) et donc

0 = P
′
(a) =Q0(a). Ainsi il exie Q ∈ A[X] tel que Q0(X) = (X − a)Q(X) et ainsi P (X) = (X − a)2Q(X).

Supposons maintenant car(A) = 0.

i) =⇒ ii) Supposons que P (X) = (X − a)nQ(X) avec Q ∈ A[X] tel que Q(a) , 0. En appliquant la formule de Leibniz
pour k = 0, · · · ,n− 1, on a

P (k)(X) =
k∑
i=0

Cik ((X − a)n)(i)Q(k−i)(X)

Or, pour i = 0, · · · ,n−1, on a ((X − a)n)(i) =
n!

(n− i)!
(X−a)n−i et donc, puisque i < n−1, on a ((X − a)n)(i) (a) = 0. Ainsi

P (k)(a) = 0. Pour k = n, on a

P (n)(a) =
n∑
i=0

Cin
n!

(n− i)!
(X − a)n−i(a)Q(k−i)(a) = n!Q(a)

Comme car(A) = 0 et que Q(a) , 0, on a P (n)(a) = n!Q(a) , 0.

ii) =⇒ i) On considère le corps des fra�ions K = Frac(A) et on regarde P comme élément de K[X]. En appliquant
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la formule de Taylor, on trouve

P (X) =
d◦P∑
k=0

P (k)(a)
(X − a)k

k!
=
d◦P∑
k=n

P (k)(a)
(X − a)k

k!

On a donc

P (X) = (X − a)nQ(X) avec Q(X) =
d◦P∑
k=n

P (k)(a)
(X − a)k−n

k!

On voit alors que Q(a) = P (n)(a)/n! , 0 et donc que a e d’ordre n dans K[X]. On en déduit (exercice) que a e
aussi d’ordre n dans A[X].

Remarque : La deuxième équivalence e fausse en cara�ériique , 0. Par exemple dans Z/pZ[X] (p premier) le
polynôme P (X) = Xp possède 0 comme racine d’ordre p, mais pour tout entier n ∈N, P (n)(0) = 0.

Toutefois, on voit bien dans la preuve que si l’on retire l’hypothèse sur la cara�ériique, il ree quand même
le résultat suivant : si a e racine d’ordre n de P alors P (a) = P

′
(a) = · · · = P (n−1)(a) = 0.

.. Fon�ions polynômiales

Soit A un anneau, considérons l’ensemble

F (A,A) = AA = {f : A −→ A}

l’ensemble des applications de A dans lui-même. On peut munir A d’une ru�ure d’anneaux (exercice) en con-
sidérant les deux lois de compositions internes +, ., définies, pour f ,g ∈ F (A,A), par

∀x ∈ A, (f + g)(x) = f (x) + g(x)
∀x ∈ A, (f .g)(x) = f (x).g(x)

Si A e commutatif (resp. unitaire) alors F (A,A) l’e aussi. Si A désigne un anneau commutatif, on considère
l’application

ϕ : A[X] −→ F (A,A)

qui à un polynôme P ∈ A[X] associe sa ”fon�ion polynomiale” associée f : A −→ définie pour x ∈ A par f (x) = P (x).
L’application ϕ e un morphisme d’anneau (exercice).

Définition.— On appelle anneau des fon�ions polynomiales sur A, le sous-anneau Im(ϕ). On le note Pol(A).

L’étude algébrique de l’anneau des fon�ions polynomiales sur A peut s’avérer délicate si l’anneau A e ”exo-
tique”. Toutefois, dans la grande majorité des cas, les choses se passent bien :

Théorème.— Soit A un anneau commutatif intègre infini. Les anneaux A[X] et Pol(A) sont isomorphes.

Preuve : Il suffit de montrer que ϕ e inje�if. Soit P ∈ Ker(ϕ). On a donc pour tout x ∈ A, P (x) = 0. Le polynôme
P admet donc une infinité de racine, il e par conséquent nul.

�

Proposition.— Soit A un anneau commutatif intègre fini (disons, par exemple, A = {a1, · · · , an}) et soit Ω(X) = (X −
a1) · · · (X − an). Les anneaux A[X]/(Ω) et Pol(A) sont isomorphes.

Preuve : Soit P ∈ Ker(ϕ). On a donc pour tout x ∈ A, P (x) = 0, c’e-à-dire P (ai) = 0 pour tout i = 1, · · · ,n. Le
théorème de fa�orisation montre alors que P (X) = Ω(X)Q(X) avec Q ∈ A[X]. On voit donc que Ker(ϕ) = (Ω).

�

. Polynômes en plusieurs variables

.. Définitions, propriétés

On considère un entier n ≥ 1 et un anneau commutatif unitaire A, on appelle polynôme en n variables à
coefficients dansA toute application P : Nn −→ A presque partout nulle (i.e. P e nulle sauf sur un sous-ensemble
fini de N

n).
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Etant donné (α1, · · · ,αn) ∈Nn et a ∈ A, on note aXα1
1 · · ·X

αn
n le polynôme P : Nn −→ A qui à (α1, · · · ,αn) associe

a et associe 0 partout ailleurs. Un tel polynôme e appelé un monôme (à plusieurs variables).
On note A[X1, · · · ,Xn] l’ensemble des polynômes en n variables à coefficients dans A. Les éléments X1, · · · ,Xn

sont appellées les variables de l’anneau de polynômes. Etant donné un P ∈ A[X1, · · · ,Xn], on écrit formellement

P (X1, · · · ,Xn) =
∑

(α1,··· ,αn)∈Nn

λα1,··· ,αnX
α1
1 · · ·X

αn
n

où λα1,··· ,αn ∈ A e la valeur de la fon�ion P en (α1, · · · ,αn) ∈Nn.

Sur A[X1, · · · ,Xn] on définit deux lois de composition internes, + et ., en posant pour les polynômes
P (X1, · · · ,Xn) =

∑
(α1,··· ,αn)∈Nn

λα1,··· ,αnX
α1
1 · · ·X

αn
n

Q(X1, · · · ,Xn) =
∑

(α1,··· ,αn)∈Nn

µα1,··· ,αnX
α1
1 · · ·X

αn
n
∈ A[X1, · · · ,Xn]

(P +Q)(X1, · · · ,Xn) =
∑

(α1,··· ,αn)∈Nn

(λα1,··· ,αn +µα1,··· ,αn )Xα1
1 · · ·X

αn
n

(P .Q)(X1, · · · ,Xn) =
∑

(α1,··· ,αn)∈Nn

να1,··· ,αnX
α1
1 · · ·X

αn
n

où να1,··· ,αn =
∑

(i1,··· ,in),(j1,··· ,jn)∈Nn/ ∀k=1,··· ,n ik+jk=αk

λi1,··· ,inµj1,··· ,jn


(on vérifie (exercice) qu’il s’agit bien de lois de composition internes). On voit que si n = 1, alors (A[X1],+, .) e
l’anneau de polynômes en une variable à coefficients dans A.

Proposition.— Avec les notations précédentes, le triplet (A[X1, · · · ,Xn],+, .) e un anneau commutatif unitaire et
l’application A −→ A[X1, · · · ,Xn] qui à a ∈ A associe aX0

1 · · ·X0
n e un monomorphisme d’anneaux (on peut donc voir

A comme un sous-anneau de A[X1, · · · ,Xn]).

Preuve : Exercice.

�

Remarque : On voit de même que pour tout couple k ≤ n d’entiers non nuls, on a un monomorphisme canonique
A[X1, · · · ,Xk] −→ A[X1, · · · ,Xn].

Théorème.— Soient n ≥ 2 un entier et A un anneau commutatif. Les anneaux A[X1, · · · ,Xn] et A[X1, · · · ,Xn−1][Xn]
sont isomorphes.

Preuve : Considérons les monomorphismes canoniques

ϕ : A[Xn] −→ A[X1, · · ·Xn]
ψ : A[X1, · · · ,Xn−1] −→ A[X1, · · ·Xn]

et l’application Θ : A[X1, · · · ,Xn−1][Xn] −→ A[X1, · · · ,Xn] définie par

Θ

 d∑
i=0

Qi(X1, · · · ,Xn−1)Xdn

 =
d∑
i=1

ψ(Qi(X1, · · · ,Xn−1))ϕ(Xdn )

L’application Θ e visiblement un monomorphisme d’anneaux. Le fait que Θ soit surje�ive e laissé en
exercice.

�

Corollaire.— Soient n ≥ 1 un entier et A un anneau commutatif et unitaire.

a) Si A e intègre, A[X1, · · · ,Xn] l’e aussi et U (A[X1, · · · ,Xn] =U (A).

b) Si A e fa�oriel, A[X1, · · · ,Xn] l’e aussi.

c) Si A e intègre alors Xi e premier dans A[X1, · · · ,Xn], pour tout i = 1, · · · ,n.
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Preuve : a) et b) sont conséquences immédiates de ce qui précède. Pour le c), conatons que si B e un anneaux
intègre, alors X e premier dans B[X]. En effet, si X |P (X)Q(X), alors P (0)Q(0) = 0 et donc, par intégrité, on
a P (0) = 0 (et alors X |P (X)) ou Q(0) = 0 (et alors X |Q(X)). On applique alors ce résultat pour X = Xi et B =
A[X1, · · · ,Xi−1,Xi+1, · · · ,Xn].

�

Théorème.— Soient n ≥ 1 un entier etϕ : A −→ B un morphisme d’anneaux commutatifs unitaires. Soit f : {X1, · · · ,Xn} −→
B une application quelconque. Il exie un unique morphisme d’anneau f̃ : A[X1, · · · ,Xn] −→ B tel que f̃ (a) = ϕ(a) pour
tout a ∈ A (on regarde A comme sous-anneau de A[X1, · · · ,Xn]) et tel que (̃f )(Xi) = f (Xi) pour tout i = 1, · · · ,n.

Preuve : Exience : L’application f̃ : A[X1, · · · ,Xn] −→ B définie par

f̃

 ∑
(α1,··· ,αn)

λα1,··· ,αnX
α1
1 · · ·X

αn
n

 =
∑

(α1,··· ,αn)

ϕ(λα1,··· ,αn )f (X1)α1 · · ·f (Xn)αn

fait l’affaire.

Unicité : Soit f̃
′

un autre morphisme ayant les mêmes propriétés. On a alors

f̃

 ∑
(α1,··· ,αn)

λα1,··· ,αnX
α1
1 · · ·X

αn
n

 =
∑

(α1,··· ,αn)

f̃ (λα1,··· ,αn )f̃ (X1)α1 · · · f̃ (Xn)αn

=
∑

(α1,··· ,αn)

ϕ(λα1,··· ,αn )f (X1)α1 · · ·f (Xn)αn

=
∑

(α1,··· ,αn)

f̃
′
(λα1,··· ,αn )f̃

′
(X1)α1 · · · f̃

′
(Xn)αn

= f̃
′

 ∑
(α1,··· ,αn)

λα1,··· ,αnX
α1
1 · · ·X

αn
n


�

Remarque : Soit B un anneau commutatif unitaire et A un sous-anneau unitaire de B. Considérons un entier n ≥ 1
et α1, · · · ,αn ∈ A. D’après le théorème précédent, il exie un unique morphisme d’anneaux f : A[X1, · · · ,Xn] tels
que f (a) = a pour tout a ∈ A et f (Xi) = αi pour tout i = 1, · · · ,n. On note A[α1, · · · ,αn] le sous-anneau de B égal à
Im(f ). On voit alors que

A[α1, · · · ,αn] = {P (α1, · · · ,αn)/ P ∈ A[X1, · · · ,Xn]}

c’e-à-dire queA[α1, · · · ,αn] e l’ensemble des évaluations du n-uplet (α1, · · · ,αn) en les polynômes deA[X1, · · · ,Xn].
On conate, par ailleurs, que A[α1, · · · ,αn] e le plus petit sous-anneaux de B qui contienne A et les αi . On
l’appelle le ”sous-anneau de B engendré par les αi sur A”.

En jouant sur la position des variables, on voit donc que, étant donné un polynôme P (X1, · · · ,Xn) (n ≥ 2) et un
indice i ∈ 1, · · · ,n, on peut écrire

P (X1, · · · ,Xn) = Pi(Xi) avec Pi ∈ A[X1, · · · ,Xi−1,Xi+1, · · · ,Xn][Xi]

On appelle alors degré (resp. la valuation) relatif à la variable Xi du polynôme P , le degré (resp. la valuation)
du polynôme Pi et on le note d◦XiP (resp vXi (P )).

On peut aussi définir le degré (global) du polynôme

P (X1, · · · ,Xn) =
∑

(α1,··· ,αn)∈Nn

λα1,··· ,αnX
α1
1 · · ·X

αn
n

en posant
d◦P = sup

(α1,··· ,αn)∈Nn
{α1 + · · ·+αn/ λα1,··· ,αn , 0}

si P , 0 et d◦P = −∞ si P = 0. De même, on définit sa valuation, en posant

v(P ) = inf
(α1,··· ,αn)∈Nn

{α1 + · · ·+αn/ λα1,··· ,αn , 0}
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si P , 0 et v(P ) = +∞ si P = 0. On a alors :

Théorème.— Soient n ≥ 1 un entier et A un anneau. Si P ,Q ∈ A[X1, · · · ,Xn], on a :

a) d◦PQ ≤ d◦P + d◦Q (et il y a égalité si A e intègre).

b) d◦(P +Q) ≤ sup(d◦P ,d◦Q) (et il y a égalité si d◦P , d◦Q).

c) v(PQ) ≥ v(P ) + v(Q) (et il y a égalité si A e intègre).

d) v(P +Q) ≤ inf(v(P ),v(Q)) (et il y a égalité si v(P ) , v(Q)).

Preuve : Exercice.

�

Définition.— Un polynôme P ∈ A[X1, · · · ,Xn] e dit homogène, si d◦P = v(P ).

Remarque : Un polynôme e donc homogène si et seulement si tous ses monômes non nuls sont de même
degré. On conate alors (exercice) que si P e homogène, alors pour tout λ ∈ A, et tout a1, · · · , an ∈ A, on a
P (λa1, · · · ,λan) = λdP (a1, · · · , an) avec d = d◦P . Il e à noter que cette propriété ne cara�érise pas les polynômes
homogènes (exercice).

.. Polynômes symétriques

On considère un anneau commutatif et unitaire A et un entier n ≥ 1. On note Sn le groupe symétrique de
degré n. Pour tout P (X1, · · · ,Xn) ∈ A[X1, · · · ,Xn] et tout σ ∈ Sn, on pose

P σ (X1, · · · ,Xn) = P (Xσ (1), · · · ,Xσ (n))

Par exemple, si P (X,Y ,Z) = X +XYZ2 ∈ A[X,Y ,Z] et si σ =
(

1 2 3
2 3 1

)
∈ S3, on a P σ (X,Y ,Z) = Y +X2YZ.

Lemme.— Avec les notations précédentes, pour tout P ,Q ∈ A[X1, · · · ,Xn] et tout σ,µ ∈ Sn, on a : a) (P +Q)σ = P σ +Qσ ,
(PQ)σ = P σQσ .

b) (P σ )µ = P µ◦σ .

(le groupe Sn agı̂t sur l’anneau A[X1, · · · ,Xn].)

Preuve : Exercice.

�

Définition.— On appelle polynôme symétrique de A[X1, · · · ,Xn] tout polynôme P tel que P σ = P pour tout σ ∈ Sn. On
note Symn(A) l’ensemble des polynômes symétriques de A[X1, · · · ,Xn]

Exemple : Le polynôme X2 +XY +Y 2 e symétrique dans Z[X,Y ], mais X −Y ne l’e pas.

Proposition.— L’ensemble Symn(A) e un sous-anneau de A[X1, · · · ,Xn].

Preuve : Exercice

�

Définition.— Soit A un anneau commutatif et unitaire et n ≥ 1 un entier. Pour tout k = 1, · · · ,n, on appelle k-ième
polynôme symétrique élémentaire, le polynôme

σnk (X1, · · · ,Xn) =
∑

1<i1<···<ik<n
Xi1 · · ·Xik ∈ A[X1, · · · ,Xn]

Par exemple, pour n = 4, on a

σ4
1 (X1,X2,X3,X4) = X1 +X2 +X3 +X4
σ4

2 (X1,X2,X3,X4) = X1X2 +X1X3 +X1X4 +X2X3 +X2X4 +X3X4
σ4

3 (X1,X2,X3,X4) = X1X2X3 +X1X2X4 +X1X3X4 +X2X3X4
σ4

4 (X1,X2,X3,X4) = X1X2X3X4

On vérifie aisément que σnk (X1, · · · ,Xn) ∈ Symn(A) pour tout k = 1, · · · ,n.
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Lemme.— Soit n ≥ 2 un entier. Pour tout k = 2, · · · ,n, on a

σn+1
k (X1, · · · ,Xn+1) = σnk (X1, · · · ,Xn) +Xn+1σ

n
k−1(X1, · · · ,Xn)

En particulier, on a σn+1
k (X1, · · · ,Xn,0) = σnk (X1, · · · ,Xn) pour tout k = 1, · · · ,n.

Preuve : Exercice

�

Théorème.— Soit A un anneau commutatif intègre unitaire et

P (X) = Xn + a1X
n−1 + · · ·+ an ∈ A[X]

un polynôme unitaire de degré n ≥ 1 possédant n racines α1, · · · ,αn (éventuellement multiples) dans A. Pour tout
k = 1, · · · ,n, on a

ak = (−1)kσnk (α1, · · · ,αn)

Preuve : Montrons la propriété par récurrence sur l’entier n. Pour n = 1,2 la propriété semble claire. Supposons
la vraie pour n ≥ 2 et donnons nous un polynôme P (X) = Xn+1 + a1X

n + · · · + an+1 ∈ A[X] unitaire de degré n + 1
possédant n+ 1 racines α1, · · · ,αn+1. Puisque A e commutatif et intègre, on a

P (X) = (X −α1) · · · (X −αn+1)

Considérons le polynôme

Q(X) = (X −α1) · · · (X −αn) = Xn + b1X
n−1 + · · ·+ bn

Par hypothèse de récurrence, on pour tout k = 1, · · · ,n, on a

bk = (−1)kσnk (α1, · · · ,αn)

Maintenant, en développant, on trouve

P (X) = Xn+1 + (b1 −αn+1)Xn + (b2 −αn+1b1) + · · ·+ (bn −αn+1bn−1)X −αn+1bn

On en déduit donc que

an+1 = −αn+1bn = −(−1)nαn+1σ
n
n (α1, · · · ,αn) = (−1)n+1σn+1

n+1 (α1, · · · ,αn+1)

et
a1 = b1 −αn+1 = (−1)1σn1 (α1, · · · ,αn)−αn+1 = (−1)1σn+1

1 (α1, · · · ,αn+1)

Par ailleurs, pour tout k = 2, · · · ,n, on a, par hypothèse de récurrence,

ak = (bk −αn+1bk−1) = (−1)kσ kn (α1, · · · ,αn)− (−1)k−1σ k−1
n (α1, · · · ,αn)

= (−1)k(σ kn (α1, · · · ,αn) + σ k−1
n (α1, · · · ,αn))

et que, d’après le lemme, on a

σn+1
k (X1, · · · ,Xn+1 = σnk (X1, · · · ,Xn) +Xn+1σ

n
k−1(X1, · · · ,Xn)

on en déduit donc que
ak = (−1)kσn+1

k (α1, · · · ,αn+1)

pour tout k = 2, · · · ,n.

�

Théorème.— Soit A un anneau fa�oriel et n ≥ 1 un entier. Pour tout P ∈ Symn(A), il exie un polynôme f ∈
A[T1, · · · ,Tn] tel que

P (X1, · · · ,Xn) = f
(
σn1 (X1, · · · ,Xn), · · · ,σnn (X1, · · · ,Xn)

)
(on dit que les polynômes symétriques élémentaires engendre l’anneau des polynômes symétriques.

Preuve : On procède par récurrence sur n:
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Pour n = 1, les polynômes symétriques de A[X1] sont tous les polynômes et σ1
1 (X1) = X1. Il suffit donc de prendre

f = P .

Supposons pour n ≥ 1 que si P (X1, · · · ,Xn) ∈ Symn(A), alors il exie un polynôme f (T1, · · · ,Tn) ∈ A[T1, · · · ,Tn] tel
que

P (X1, · · · ,Xn) = f (σn1 (X1, · · · ,Xn), · · · ,σnn (X1, · · · ,Xn))

Prenons alors P (X1, · · · ,Xn+1) ∈ A[X1, · · · ,Xn+1], un polynôme symétrique de degré d et montrons par récurrence
sur d que P peut s’écrire:

P (X1, · · · ,Xn+1) = fd(σn+1
1 (X1, · · · ,Xn+1), · · · ,σn+1

n+1 (X1, · · · ,Xn+1))

avec fd(T1, · · · ,Tn+1) ∈ A[T1, · · · ,Tn+1].

Pour d = 0, la proposition e trivialement vraie.

Supposons la proposition vraie pour d ≥ 0. Si P (X1, · · · ,Xn+1) désigne un polynôme symétrique deA[X1, · · · ,Xn+1]
de degré d + 1, remarquons qu’alors P (X1, · · · ,Xn,0) e un polynôme symétrique de A[X1, · · · ,Xn]. D’après l’hypo-
thèse de récurrence (sur n), il exie g1(T1, · · · ,Tn) ∈ A[T1, · · · ,Tn] tel que:

P (X1, · · · ,Xn,0) = g1(σn1 (X1, · · · ,Xn), · · · ,σnn (X1, · · · ,Xn))

Le degré du polynôme g1(σn+1
1 (X1, · · · ,Xn+1), · · · ,σn+1

n (X1, · · · ,Xn+1)) e inférieur à d+1. Maintenant le polynôme
P1(X1, · · · ,Xn+1), qui e égal à

P (X1, · · · ,Xn+1)− g1(σn+1
1 (X1, · · · ,Xn+1), · · · ,σn+1

n (X1, · · · ,Xn+1))

e clairement symétrique de degré inférieur à d + 1. Comme

P1(X1, · · · ,Xn,0) = 0

et que P1 e symétrique, on peut écrire:

P1(X1, · · · ,Xn+1) = X1 · · ·Xn+1P2(X1, · · · ,Xn+1)

(ceci car A[X1, · · ·Xn] e fa�oriel et que Xi , qui e visiblement irrédu�ible, divise P1 pour tout i = 1, · · · ,n+ 1).
Le polynôme P2 e clairement symétrique et de degré inférieur à d −n. Par hypothèse de récurrence, il exie

g2 ∈ A[T1, · · · ,Tn+1] tel que

P2(X1, · · · ,Xn+1) = g2(σn+1
1 (X1, · · · ,Xn+1), · · · ,σn+1

n+1 (X1, · · · ,Xn+1))

On a alors

P (X1, · · · ,Xn+1) =
g1(σn+1

1 (X1, · · · ,Xn+1), · · · ,σn+1
n (X1, · · · ,Xn+1)) + σn+1

n+1 (X1, · · · ,Xn+1)g2(σn+1
1 (X1, · · · ,Xn+1), · · · ,σn+1

n+1 (X1, · · · ,Xn+1))

ce qui achève la preuve.

�

Il n’e généralement pas facile, étant donné P , de trouver f . Par exemple, pour n = 2, considérons le polynôme
P (X1,X2) = X3

1 +X3
2 et cherchons f . On part de l’égalité :

(X1 +X2)3 = X3
1 +X3

2 + 3X2
1X2 + 3X1X

2
2

On a donc P = (X1 +X2)3 − 3X1X2(X1 +X2) = (σ2
1 )3 − 3σ2

1 σ
2
2 et donc f (T1,T2) = T 3

1 − 3T1T2.

Théorème.— Soit A un anneau commutatif unitaire intègre et n ≥ 1 un entier. Si P ∈ A[T1, · · · ,Tn] e tel que

P
(
σn1 (X1, · · · ,Xn), · · · ,σnn (X1, · · · ,Xn)

)
= 0

alors P = 0 (on dit que les polynômes symétriques élémentaires sont algériquement indépendants).

Preuve : Montrons la propriété par récurrence sur n :

Pour n = 1, la propriété e claire puisque σ1
1 = X1.



Si pour n > 1 la propriété e vraie pour n − 1, alors au rang n, considérons un polynôme non nul P (T1, · · · ,Tn) ∈
A[T1, · · · ,Tn] de degré minimal tel que:

P (σn1 (X1, · · · ,Xn), · · · ,σnn (X1, · · · ,Xn)) = 0

On regarde maintenant A[T1, · · · ,Tn] comme l’anneau A[T1, · · · ,Tn−1][Tn] et on note

P (T1, · · · ,Tn) = P0(T1, · · · ,Tn−1) + · · ·+ Pd(T1, · · · ,Tn−1)T dn

Le polynôme P0 ne peut pas être nul sinon

P (T1, · · · ,Tn) = TnQ(T1, · · · ,Tn)

avec Q(T1, · · · ,Tn) ∈ A[T1, · · · ,Tn], on aurait donc

σnn (X1, · · · ,Xn)Q(σn1 (X1, · · · ,Xn), · · · ,σnn (X1, · · · ,Xn)) = 0

c’e à dire Q(σn1 (X1, · · · ,Xn), · · · ,σnn (X1, · · · ,Xn)) = 0, mais alors il vient d◦Q < d◦P , ce qui contredit l’hypothèse de
minimalité sur P .

En prenant Xn = 0 dans l’équation:

P0(σn1 (X1, · · · ,Xn), · · · ,σnn−1(X1, · · · ,Xn)) + · · ·+ Pd(σn1 (X1, · · · ,Xn), · · · ,σnn−1(X1, · · · ,Xn))σnn (X1, · · · ,Xn)d = 0

on trouve alors:
P0(σn−1

1 (X1, · · · ,Xn−1), · · · ,σn−1
n−1 (X1, · · · ,Xn−1)) = 0

Par hypothèse de récurrence on en déduit que P0 = 0 ce qui e absurde.

�

Les deux derniers théorèmes combinés, peuvent se ré-écrire en disant que pour tout P ∈ Symn(A), il exie un
unique polynôme f ∈ A[T1, · · · ,Tn] tel que

P (X1, · · · ,Xn) = f (σn1 , · · · ,σ
n
n )

De manière équivalente, ces théorèmes signifient

Symn(A) = A[σn1 , · · · ,σ
n
n ] ' A[X1, · · · ,Xn]



Chapitre 

Arithmétique des entiers

. Présentation axiomatique des entiers naturels

.. Axiomatique

Dans ce qui suit, E désigne un ensemble et ≤ un ordre sur E. On considère les axiomes suivants :

S.. L’ensemble E e non vide.

S.. L’ordre ≤ e un bon ordre sur E (i.e. toute partie non vide de E possède un plus petit élément).

S.. Toute partie majorée non vide de E possède un plus grand élément.

S.. E ne possède pas de plus grand élément.

Premières remarques : Si (E,≤) vérifie les axiomes S.. alors ≤ e un ordre total sur E. Par ailleurs si (E,≤) vérifie
S.,,. alors E e un ensemble infini. Enfin, si E vérifie S.,. alors E possède un plus petit élément.

Dans la suite on considère un ensemble ordonné (E,≤) vérifiant les axiomes S.,,. On note 0 le plus petit
élément de E.

Les fon�ions successeur et prédécesseur : Considérons un élément n ∈ E et F = {m ∈ E/ m > n}. D’après ce qui
précède F n’e pas vide (sinon E posséderait un plus grand élément). On appelle successeur de n l’élément noté
s(n) égal au plus petit élément de l’ensemble F.

Considérons un élément n ∈ E − {0} et F = {m ∈ E/ m < n}. D’après ce qui précède F n’e pas vide (car 0 ∈ F) et
e majorée (par n). On appelle prédécesseur de n l’élément noté p(n) égal au plus grand élément de l’ensemble
F.

Propriété.— a) Pour tout n ∈ E on a s(n) > n et pour tout m ∈ E on a m > n⇐⇒m ≥ s(n).

b) Pour tout n ∈ E − {0} on a p(n) < n et pour tout m ∈ E on a m < n⇐⇒m ≤ p(n).

c) La fon�ion s e ri�ement croissante et la fon�ion p e ri�ement décroissante.

d) Pour tout n ∈ E − {0} on a s ◦ p(n) = n.

Preuve : a,b,c) Exercices.

d) On a p(n) < n, donc s(p(n)) ≤ n. Posons m = s(p(n)) et supposons que m < n, on a donc m ≤ p(n) mais comme
m = s(p(n)) on a m > p(n) ce qui e absurde. Ainsi m = n.

�

Théorème.— (appelé principe de récurrence) Soit A une partie de E. Si A vérifie

• 0 ∈ A.

• ∀n ∈ E, n ∈ A =⇒ s(n) ∈ A.

alors A = E.

Preuve : Raisonnons par l’absurde en supposant que A , E. On considère alors l’ensemble F = E −A qui e donc
non vide. Soit n0 le plus petit élément de F. On a n0 , 0 (car 0 < F) et donc n0 a un prédécesseur m0. Comme
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n0 > p(n0) =m0 et que n0 e le plus petit élément de A on a m0 < F, donc m0 ∈ A et par suite n0 = s(m0) ∈ A ce qui
e absurde.

�

Théorème.— L’application s e une bije�ion de E sur E − {0}. Son application réciproque e la fon�ion p

Preuve : • Prouvons que s e bien à valeur dans E − {0}. Supposons qu’il exie n ∈ E tel que s(n) = 0, on a donc
0 > n ce qui e en contradi�ion avec le fait que 0 e le plus petit élément de E.

• Montrons l’inje�ivité de s. Soit n,m ∈ E tels que s(n) = s(m). Comme ≤ e un ordre total, les éléments n et
m sont comparables (disons, par exemple, que n ≤ m). Si n < m on a donc m ≥ s(n) mais comme s(m) > m on en
déduit que s(m) > s(n) ce qui e absurde, donc n =m.

• Montrons la surje�ivité de s. Considérons l’ensemble A = s(E)∪ {0}. Par hypothèse, on a 0 ∈ A. Si maintenant
on prend n ∈ A alors n ∈ E et donc s(n) ∈ s(E) ⊂ A. Ainsi, par le principe de réccurence on en déduit que A = E et
donc que s(E) = E − {0}.

�

Théorème.— Un ensemble non vide ordonné (E,≤) vérifie les axiomes S.,,,. si et seulement si l’ensemble E vérifie
les axiomes (dits de Peano) suivants :

P.. il exie un élément 0 ∈ E et une application s : E→ E.

P.. L’application s e inje�ive et à valeurs dans E − {0}.

P.. Toute partie A de E vérifiant 0 ∈ A et s(A) ⊂ A e égale à E.

Preuve : S.0,1,2,3. =⇒ P .0,1,2. e clair, la fon�ion s à considérer étant la fon�ion successeur. La réciproque e
admise. Un des ingrédients de la preuve consie dans le fait que l’ordre ≤ que l’on recherche sur E se définit de
manière non-équivoque par les deux propriétés suivantes : / ∀x ∈ E, 0 ≤ x. / ∀x,y ∈ E, x ≤ y⇐⇒ s(x) ≤ s(y).

�

Théorème.— Soient (E,≤) et (E
′
,≤′ ) deux ensembles ordonné vérifiant les axiomes S.,,,. Il exie une unique

bije�ion croissante de E sur E
′
.

Preuve : Notons 0 (resp. 0
′
) le plus petit élément de E (resp. de E

′
).

• Unicité. Soient f et g deux bije�ions croissantes de E sur E
′
. L’application g−1 ◦ f e donc une bije�ion

croissante de E dans lui-même. Une telle application e nécessairement égale à l’identité (exercice).

• Exience. Admise.

�

En conclusion, tous les ensembles ordonnés vérifiant les axiomes S.,,,. sont isomorphes en tant qu’ensembles
ordonnés, leurs propriétés pour cette ru�ures sont donc les mêmes. Dans la suite on choisira N un tel ensemble
(l’exience d’un tel ensemble e consécutive d’axiomes de la théorie des ensembles). On l’appelera ”ensemble
des entiers naturels”.

.. Arithmétique sur N

Addition.

Théorème.— Sur N il exie une unique loi de composition interne + appelée addition telle que :

/ ∀x ∈N, 0 + x = x+ 0 = x.

/ ∀x,y ∈N, x+ s(y) = s(x+ y).

Preuve : Admise.

�

Proposition.— Le magma (N,+) e associatif, commutatif et unitaire. Le seul élément symétrisable de N e 0.

Preuve :

�

Théorème.— Soient x,y ∈N. Les propriétés suivantes
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i) x ≤ y,

ii) il exie k ∈N, y = x+ k,

sont équivalentes. En particulier, il exie k ∈N tel que x = y + k ou y = x+ k.

Preuve :

�

Multiplication

Dans la suite on notera 1 = s(0).

Théorème.— Sur N il exie une unique loi de composition interne . appelée multiplication telle que :

/ ∀x ∈N, 0.x = x.0 = 0.

/ ∀x,y ∈N, x.s(y) = (x.y) + x.

Preuve : Admise.

�

Proposition.— Le magma (N, .) e associatif, commutatif et unitaire. La multiplication e diributive sur l’addition.

Preuve :

�

Exercices : / Montrer que toute partie majorée de N e finie (procéder par récurrence sur le majorant). En
déduire que toute suite décroissante d’entier e ationnaire.

/ Soit x,y,z ∈ N. Montrer que si x ≤ y alors x + z ≤ y + z et que xz ≤ yz. Que devient cette propriété si l’on
remplace ≤ par <?

. L’anneau Z des entiers relatifs

.. Conru�ion

Dans N aucun élément, à part 0, ne possède d’opposé pour l’addition. En particulier le magma (N,+) n’e
pas un groupe. Nous allons tenter de remédier à ce problème en ”symétrisant” le magma (N,+).

Considérons sur le produit cartésien A = N×N la relation binaire R définie pour (a,b), (c,d) ∈ A par

(a,b)R(c,d)⇐⇒ a+ d = b+ c

Lemme.— La relation binaire R e une relation d’équivalence et l’ensemble des éléments de A : (0,0), {(a,0)/ a ∈N∗},
{(0, a)/ a ∈N∗} e une classe de représentant de l’ensemble quotient A/R.

Preuve : Exercice.

�

Définition.— On appelle ensemble des entiers relatifs l’ensemble quotient A/R et on le note Z.

Nous allons maintenant définir sur Z une addition et une multiplication.

Lemme.— Soient (a,b), (c,d), (a
′
,b
′
), (c

′
,d
′
) ∈ A tels que (a,b)R(a

′
,b
′
) et (c,d)R(c

′
,d
′
). On a

(a+ c,b+ d)R(a
′
+ c

′
,b
′
+ d

′
) et (ac+ bd,ad + bc)R(a

′
c
′
+ b

′
d
′
, a
′
d
′
+ b

′
c
′
)

Preuve : Exercice.

�

Le lemme précédent permet alors de définir une addition et une multiplication sur Z de la manière suivante
: si pour tout (a,b) ∈ A on note (a,b) la classe de (a,b) dans Z, on pose

(a,b) + (c,d) = (a+ c,b+ d) et (a,b).(c,d) = (ac+ bd,ad + bc)
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Théorème.— (Z,+, .) e un anneau commutatif unitaire.

Preuve : Montrons que (Z,+) e un groupe abélien.

• La loi + e visiblement associative et commutative.

• (0,0) e visiblement un neutre pour +. Enfin on a (a,b) + (b,a) = (a+ b,a+ b) = (0,0), donc tout élément e
symétrisable. Notons que nous venons de montrer que −(a,b) = (b,a).

Montrons que (Z,+, .) e un anneau, c’e-à-dire, compte tenu du fait que (Z,+) e un groupe abélien, que .
e diributive sur +. Soit (a,b), (c,d), (e, f ) ∈Z. On a

(a,b).((c,d) + (e, f )) = (a,b).(c+ e,d + f )
= (ac+ ae+ bd + bf ,bc+ be+ ad + af )
= (ac+ bf ,bc+ af ) + (ae+ bd,be+ ad)
= (a,b).(c,d) + (a,b).(e, f )

donc . e diributive à gauche par rapport à +. Comme . e visiblement commutative on en déduit que . e
diributive par rapport à + et donc que (Z,+, .) e un anneau commutatif.

(1,0) e visiblement un neutre pour la multiplication.

�

Proposition.— L’application ϕ : N −→ Z définie par ϕ(a) = (a,0) e une application inje�ive morphique (i.e. pour
tout a,b ∈N, ϕ(a+ b) = ϕ(a) +ϕ(b) et ϕ(ab) = ϕ(a).ϕ(b).

Preuve : Exercice.

�

On peut donc identifier l’ensemble N à un sous-ensemble de Z. Dans la suite si a ∈ N on confondra, dans
Z, a avec (a,0). En vertu de ce qui précède, si l’on pose Z

+ = {(a,0) a ∈N} et Z− = {(0, a) a ∈N}, alors Z
− = −Z+,

Z
− ∪Z+ = Z et Z− ∩Z+ = {0}. On peut donc identifier N à Z

+.
On en déduit que si x ∈ Z e un entier relatif non nul, alors il exie un unique entier naturel non nul a tel

que x = a ou x = −a. Avec les notations précédentes, on voit alors que (a,b) = a− b

Corollaire.— L’anneau Z e intègre.

Preuve : Soit x,y ∈Z. Il exie a,b ∈N tel que x = ±a et y = ±b, on a donc xy = ±ab. Si x et y sont non nuls alors a
et b le sont aussi et donc xy , 0.

�

Proposition.— L’anneau Z ne possède que deux unités : ±1.

Preuve : Exercice.

Exercice : Ordre sur Z.

a) Montrer que la relation binaire ≤ sur Z définie par x ≤ y ⇐⇒ y − x ∈N définit une relation d’ordre sur Z qui
étant l’ordre naturel de N.

b) Prouver que (Z,≤) e un anneau ordonné (i.e. ≤ e total et si x ≤ y et u ≤ v alors x +u ≤ y + v et si w ≥ 0 alors
xw ≤ yw.)

c) Montrer que ≤ e le seul ordre sur Z tel que (Z,+) soit un anneau ordonné.

d) Montrer que toute partie non vide majorée (resp. minorée) de Z possède un plus petit (resp. un plus grand)
élément. En déduire que pour tout x ∈ Z, |x| = Max(x,−x) exie. Donner et démontrer les principales propriétés
de |.|.

e) Prouver que toute suite décroissante minorée d’entiers e ationnaire.

.. Propriété de l’anneau Z.

Théorème.— Soit a,b ∈Z avec b , 0. Il exie un unique couple (q,r) ∈Z×N tel que a = bq+ r et 0 ≤ r < |b|.
En particulier, l’anneau Z e euclidien par le athme |.|.
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Preuve : Unicité. Supposons que a = bq + r = bq
′
+ r

′
avec 0 ≤ r, r ′ < |b|. On a alors r − r ′ = b(q − q′ ) et donc b|(r − r ′ .

Mais l’hypothèse faite sur r et r
′

implique que −|b| < r − r ′ < |b|. Le seul multiple de b dans cet intervalle e 0,
donc r = r

′
et par suite q = q

′
.

Exience. Supposons pour commencer que a et b sont positifs. Considérons l’ensemble E = {k ∈ Z/ a − bk ≥ 0},
cet ensemble e non vide car 0 ∈ E et il e majoré (par a par exemple). Il possède donc un plus grand élément
q ∈Z. Posons r = a−bq, si r ≥ b alors a− (q+ 1)b ≥ 0, ce qui e contraire à la maximalité de q. Donc a = bq+ r avec
0 ≤ r < b.
Supposons maintenant a ≤ 0 et b < 0. D’après le cas précédent, il exie q,r tels que a = (−b)q + r et 0 ≤ r < −b. On
a alors a = b(−q) + r et r < −b = |b|.
Supposons pour finir a < 0 et b quelconque. D’après ce qui précède il exie q,r tels que −a = bq + r et 0 ≤ r < |b|.
On a donc a = −bq − r. Si r , 0 alors a = b(±1− q) + (|b| − r) et 0 ≤ |b| − r < |b|.

�

Avec les notation du théorème, écrire a = bq + r s’appelle effe�uer la division euclidienne de a par b. L’entier
q s’appelle le quotient de la division et r le ree.

Exercice : En considérant l’euclidienneté de Z pour le athme |.|, combien de quotients et de rees exie-t-il
pour un couple d’entiers (a,b) ∈Z×Z∗?

Algortihme de la descente de Fermat On considère deux entiers positifs a et b avec b , 0. L’algorithme suivant,
appelé ”descente de Fermat”, permet de trouver le ree et le quotient de la division euclidienne de a par b.

r := a
q := 0
Tant que r ≥ b
Faire r := r − b, q := q+ 1.

Nous savons que dans la hiérarchie des anneaux, les anneaux euclidiens sont les plus élevés. En particulier
le fait que Z soit euclidien implique qu’il e principal et fa�oriel. Ainsi les théorèmes de Gauss et de Bezout y
sont vérifié. Nous allons, dans les parties suivantes retrouver ces faits, mais sans utiliser les théorèmes généraux
d’arithmétique des anneaux.

Nombres premiers et fa�orialité de Z.

Définition.— On appelle nombre premier, tout entier naturel qui possède exa�ement 4 diviseurs dans Z. On note P
l’ensemble des nombres premiers

Proposition.— Les éléments premiers de l’anneau Z sont exa�ement les nombres premiers et leurs opposés. Deux
premiers diin�s sont associés si et seulement si ils sont opposés, si bien que P conitue une classe de représentants des
éléments premiers de Z pour la relation d’équivalence ”être associé à”.

Lemme.— Tout entier n ≥ 2 e divisible par un nombre premier.

Preuve : Si n e premier la proposition e vraie. Sinon il exie 1 < n1 < n tel que n1|n. Si n1 e premier la
proposition e vraie, sinon il exie 1 < n2 < n1 tel que n2|n1. On recommence ce procédé et il exie un rang k
tel que nk |nk−1|...|n1|n et nk premier. En effet, sinon la suite (nk)k que l’on obtiendrait serait une suite ri�ement
décroissante d’entiers positifs, ce qui e impossible.

�

Corollaire.— (Théorème d’Euclide) L’ensemble P e infini.

Preuve : Supposons que P soit fini et notons {p1, · · · ,pn} = P . Considérons l’entier k = p1 · · ·pn + 1. On a k ≥ 2 et
donc k e divisible par un nombre premier, donc par un pi . Ceci n’étant visiblement pas le cas, on en déduit par
l’absurde que P e infini.

Algorithmes de recherche de nombres premiers.

Crible d’Eratohène : Le crible d’Eratohène e un algorithme qui permet de trouver tous les nombres premiers
compris entre 2 et un entier n fixé par avance.

• On écrit à la suite tous les entiers entre  et n.

• On entoure le nombre 2 et on barre tous les multiples de 2.
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• On prend ensuite le premier nombre de la lie non barré et on l’entoure. On barre alors tous les multiples de
ce nombre dans la lie.

• On recommence le procédé jusqu’à ce que tous les nombres soient soit barrés soit entourés. Les nombres
entourés sont alors les nombres premiers compris entre 2 et n.

Un autre algorithme : Cet algorithme permet de lier les n premiers nombres premiers pour un entier n fixé. On
utilise l’algorithme de division euclidienne (descente de fermat) et on crée une routine qui à deux entiers a et b
associe reste(a,b) le ree de la division euclidienne de a par b.

Créer un tableau (u1, · · · ,un) à n valeurs.
u1 := 2.
k := 1
h := 1
Tant que k ≤ n Faire

h := h+ 2
i := 1
v := 2006
Tant que v , 0 et que ui ≤

√
h et que i < k Faire

v = reste(h,ui) et i := i + 1
Si v , 0 Faire k := k + 1 et uk := h

Théorème.— (Théorème fondamental de l’arithmétique) Tout entier naturel n ≥ 2 s’écrit de façon unique, à l’ordre
près des fa�eurs, comme produit de nombres premiers :

n = p1 · · ·pr

avec r ≥ 1 et pi premier pour tout i = 1, · · · , r.

Preuve : Montrons l’exience par récurrence. Pour n = 2, la propriété e claire. Pour n ≥ 2 supposons la vraie
pour les entiers de 2 à n.
Pour l’entier n+ 1 il exie un nombre premier p qui divise n+ 1. Si (n+ 1)/p = 1 alors n+ 1 = p et la propriété e
vraie, sinon 2 ≤ (n+ 1)/p < n+ 1 et par hypothèse de récurrence (n+ 1)/p e produit de nombres premier et donc
(n+ 1) = p(n+ 1)/p aussi.

Montrons l’unicité par récurrence. Pour n = 2 si 2 = p1 · · ·pr avec p1, · · · ,pr premiers. Comme pi ≥ 2 on a 2 ≥ 2r

et donc r = 1 et par suite p1 = 2. Il y a donc unicité. Pour n− 1 ≥ 2 supposons la propriété vraie pour tout entier
compris entre 2 et n− 1.
Pour l’entier n supposons que n = p1 · · ·pr = q1 · · ·qs avec p1, · · · ,pr ,q1, · · · ,qs premiers. Diinguons deux cas :
/ Un des pi e égal à l’un des qj , pour simplifier disons p1 = q1. On a donc p2 · · ·pr = q2 · · ·qs et en utilisant
l’hypothèse de récurrence on a r = s et les pi sont égaux aux qj à l’ordre près.
/ pi , qj pour tout i et j. En particulier p1 , q1, disons p1 < q1. On a s > 1 sinon n = q1 e premier et e divisible
par p1 qui e un entier différent de 1 et n ce qui e impossible. On a donc

0 < p1q2 · · ·qs < n = q1q2 · · ·qs

Considérons l’entier m = n−p1q2 · · ·qs = (q1−p1)q2 · · ·qs = p1(p2 · · ·pr −q2 · · ·qs). On a 1 < m < n et donc, en utilisant
l’hypothèse de récurrence, m possède une unique fa�orisation dans laquelle figure p1. Comme p1 e différent
de q2, · · · ,qs on en déduit que p1 apparait dans la décomposition de q1 − p1 (qui e unique par hypothèse de
récurrence). Ainsi p1 divise q1 − p1, et donc p1|q1 ce qui e absurde.

�

Si l’on note (pi)i la suite croissante des nombres premiers on obtient alors le résultat suivant : pour tout entier
x ∈Z∗ il exie un unique u ∈ {−1,1} et une unique suite (αi)i ∈NN presque partout nulle telle que

x = u
∏
i

pαii

cette écriture s’appelle LA décompositon en fa�eurs premiers de l’entier x.

Exercice : Décrire un algorithme permettant de calculer la décomposition en fa�eurs premiers d’un entier.

Pour tout nombre premier p, disons p = pi , l’entier vp(x) = αi s’appelle la valuation p-adique de x. Ainsi vp e
une application de Z

∗ dans N. On l’étend à Z tout entier en posant vp(0) = +∞.
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Proposition.— / Soit p un nombre premier. Montrer que

a) Pour tout x ∈Z, vp(x) = +∞⇐⇒ x = 0.

b) Pour tout x,y ∈Z, vp(xy) = vp(x) + vp(y).

c) Pour tout x,y ∈Z, vp(x+ y) ≤ Inf (vp(x),vp(y)) et il y a égalité dés que vp(x) , vp(y).

/ Soit x,y ∈Z∗, les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) x|y,

ii) ∀p ∈ P , vp(x) ≤ vp(y).

Preuve : Exercice.

�

Etant donné deux entiers x,y ∈Z∗ les p.g.c.d. (resp. les p.p.c.m.) de x et de y sont associés. Il y en a donc 2 qui
sont opposés l’un de l’autre. Dans Z on appelle LE p.g.c.d. (resp. LE p.p.c.m.) de x et de y, celui des deux qui e
positif. On le note p.g.c.d.(x,y) (resp. p.p.c.m.(x,y)) ou parfois x∧ y (resp. x∨ y) ou encore (x,y).

Proposition.— / Soient x,y ∈ Z∗, l’ensemble des diviseurs (resp. des multiples positifs) communs de x et de y e un
ensemble borné (resp. minoré). Le plus grand élément (resp. le plus petit élément) pour l’ordre usuel de cet ensemble e
le p.g.c.d. (resp. le p.p.c.m) de x et de y.

/ Soient x,y ∈Z∗. Posons d = p.g.c.d.(x,y) etm = p.p.c.m.(x,y). Pour tout nombre premier p on a vp(d) =Min(vp(x),vp(y))
et vp(m) =Max(vp(x),vp(y)).

/ Pour tout x,y,z ∈Z∗ on a

a) (associativité)
x∧ (y ∧ z) = (x∧ y)∧ z
x∨ (y ∨ z) = (x∨ y)∨ z

b) (commutativité)
x∧ y = y ∧ x
x∨ y = y ∨ x

c) (diributivité)
x∧ (y ∨ z) = (x∧ y)∨ (x∧ z)
x∨ (y ∧ z) = (x∨ y)∧ (x∨ z)

Preuve : Exercice.

�

L’associativité de ∧ (resp. ∨) permet de définir la notion de p.g.c.d. (resp. p.p.c.m.) d’une famille finie d’entiers
non nuls : si x1, · · · ,xn ∈Z∗ on pose p.g.c.d.(x1, · · · ,xn) = x1 ∧ · · · ∧ xn (resp. p.p.c.m.(x1, · · · ,xn) = x1 ∨ · · · ∨ xn).

Proposition.— Soient x1, · · · ,xn ∈Z∗.

/ L’ensemble des diviseurs (resp. des multiples positifs) communs des entiers xi un ensemble borné (resp. minoré). Le
plus grand élément (resp. le plus petit élément) pour l’ordre usuel de cet ensemble e le p.g.c.d. (resp. le p.p.c.m) des
entiers xi .

/ Posons d = p.g.c.d.(x1, · · · ,xn) et m = p.p.c.m.(x1, · · · ,xn). Pour tout nombre premier p on a vp(d) = Mini(vp(xi)) et
vp(m) =Maxi(vp(xi)).

Preuve : Exercice.

�

Algorithme d’Euclide : L’algorithme d’Euclide repose sur le lemme suivant :

Lemme.— Soit a,b ∈ Z∗ et a = bq + r la division euclidienne de a par b. Si r , 0 alors p.g.c.d.(a,b) = p.g.c.d.(b,r). Si
r = 0 alors p.g.c.d.(a,b) = b.

Preuve : Exercice.

�
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Soit (a,b) un couple d’entiers non nuls, b ≥ 1. L’algorithme d’Euclide pour le couple (a,b) consie à introduire
deux suites finies (rn)n et (qn)n de la manière suivante :

• On pose r0 = b et on effe�ue la division euclidienne de a par r0

a = q1r0 + r1

de quotient q1 et de ree r1.

• Tant que rn , 0, on effe�ue la division euclidienne de rn−1 par rn

rn−1 = qn+1rn + rn+1

de quotient qn+1 et de ree rn+1.

Il s’agit bien d’un l’algorithme, autrement dit il exie un entier N = N (a,b) ∈ N, dépendant de a et de b,
tel que rN+1 = 0. En effet si ce n’était pas le cas la suite (rn)n serait une suite ri�ement décroissante d’entiers
positifs, ce qui e impossible.

L’intéret principal de l’algorithme d’Euclide e que rN = p.g.c.d.(a,b) (exercice). On dit que le dernier ree
non nul de l’algorithme d’Euclide e égal au p.g.c.d..

Complexité : Le fait que 0 = rN+1 < rN < · · · < r0 = b montre que N (a,b) ≤ b. Il y a donc au maximum b divisions
euclidiennes a effe�uer pour trouver le p.g.c.d. de a et b. En fait, on peut majorer beaucoup mieux ce nombre de
divisions euclidiennes :

Proposition.— Soit a,b deux entiers naturels non nuls. On a

N (a,b) < 2log2 b+ 1

Preuve : Soit i ∈ {0, · · · ,N − 2}. Si ri+1 ≤
ri
2 alors ri+2 <

ri
2

. Si maintenant ri+1 >
ri
2 alors ri = ri+1qi+2 + ri+2 >

ri
2 + ri+2

et donc ri+2 <
ri
2

dans tous les cas.

Supposons que N = 2k soit pair. On a donc

b = r0 > 2r2 > 4r4 > · · · > 2kr2k ≥ 2k

et donc k ≤ log2 b, ce qui implique N < 2log2 b+ 1.
Supposons maintenant que N = 2k + 1 soit impair. On a donc

b = r0 > r1 > 2r3 > 4r5 > · · · > 2kr2k+1 ≥ 2k

et donc k ≤ log2 r1 < log2 b, ce qui implique là encore que N < 2log2 b+ 1.

�

Exercice : (On garde les notations précédentes)

a) Que représente l’entier rN (a,b) pour le couple (a,b)?

b) Comparer N (b,a) et N (a,b).

c) Soit a = bq+ r la division euclidienne de a par b. Expliciter N (b,r) en fon�ion de N (a,b) quand r , 0.

d) Prouver que si a
′

désigne un entier ri�ement positif tel que a ≡ a′ mod(b) alors N (a,b) =N (a
′
,b).

e) Expliquer comment, grâce aux queions précédentes on peut, sans faire le calcul, dresser le tableau à double
entrées des valeurs de N (a,b) pour a,b ∈N∗. Dresser ce tableau pour a,b ∈ {1, · · · ,10}.

Exercices : / Donner un sens et une interprétation au p.g.c.d. d’une famille infinie d’entiers non nuls. Peut-on
faire la même chose pour le p.p.c.m.?

/ Décrire des algorithmes qui permettent de calculer le p.g.c.d. de deux entiers.

Lemme.— Soit x,y ∈Z∗. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) x et y sont premiers entre eux,

ii) ∀p ∈ P , vp(x).vp(y) = 0.
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Preuve : Exercice.

�

Théorème.— (dit de Gauss) Si a,b,c ∈Z∗ sont tels que c|ab et (a,c) = 1 alors c|b.

Preuve : Soit p ∈ P . Comme c|ab on a vp(c) ≤ vp(ab) = vp(a) + vp(b). Si vp(c) = 0 alors vp(c) ≤ vp(b). Si vp(c) , 0,
comme a et c sont premier entre eux, on a vp(a) = 0 et donc vp(c) ≤ vp(b). Dans tous les cas on a vp(c) ≤ vp(b), ce
qui équivaut à c|b.

�

Corollaire.— Si a,b,c ∈Z∗ sont tels que a|c, b|c et (a,b) = 1 alors ab|c.

Preuve : Exercice.

�

Sous-groupes de Z et théorème de Bezout.

Théorème.— Pour tout n ∈Z, l’ensemble nZ e un sous-groupe additif de Z. Réciproquement, si G e un sous-groupe
additif de Z, il exie un unique entier naturel n tel que G = nZ. En particulier, l’anneau Z e principal.

Preuve : Le fait que nZ soit un groupe et que pour n,m ≥ 0 on ait nZ =mZ⇐⇒ n =m e élémentaire.
Soit G un sous groupe additif de Z. Si G = {0} alors G = nZ avec n = 0. Sinon il exie un élément a ∈ G non

nul. Comme −a ∈ G, l’ensemble G+ = G∩N ∗ e non vide et possède donc un plus petit élément n. Il e clair que
nZ ⊂ G. Soit x ∈ G et x = qn+ r la division euclidienne de x par n. Puisque G e un groupe, on a r = x − qn ∈ G.
Comme r ≥ 0 et r < n on a, par minimalité de n, r = 0. Ainsi x = qn ∈NZ et donc G = nZ.

�

Proposition.— Soit x,y ∈Z∗. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) x|y,

ii) yZ ⊂ xZ.

En conséquence de quoi si d (resp. m) e un entier naturel non nul, les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) d = p.g.c.d.(x,y) (resp. m = p.p.c.m.(x,y)),

ii) dZ = xZ+ yZ (resp. mZ = xZ∩ yZ).

Preuve : La première équivalence e évidente.
Soit d = p.g.c.d.(x,y). Comme xZ+yZ e un sous-groupe de Z différent de {0} il exie d

′
> 0 tel que xZ+yZ =

d
′
Z. Comme xZ ⊂ d ′Z et yZ ⊂ d ′Z, on a d

′ |x et d
′ |y et donc d

′ |d, c’e-à-dire dZ ⊂ d ′Z. Maintenant comme d|x et
d|y on a xZ ⊂ dZ et yZ ⊂ dZ. On a donc d

′
Z = xZ+ yZ ⊂ dZ. Ainsi d

′
Z = dZ, et par suite d

′
= d.

L’égalité mZ = xZ∩ yZ où m = p.p.c.m.(x,y) e laissé en exercice.

�

Exercice : Redémontrer le théorème de Gauss en utilisant le théorème de Bezout.

Corollaire.— (Théorème de Bachet, injuement appelé de Bezout) Soit x,y ∈Z∗. Si d = p.g.c.d.(x,y), alors il exie
u,v ∈Z tels que ux+ vy = d. De plus, les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) x et y sont premiers entre eux,

ii) il exie u,v ∈Z tels que ux+ vy = 1.

Preuve : Soit d = p.g.c.d.(x,y). D’après ce qui précède on a xZ+ yZ = dZ.
i) =⇒ ii) Si d = 1 alors xZ+ yZ = Z et comme 1 ∈Z il exie bien (u,v) ∈Z tel que xu + yv = 1.
ii) =⇒ i) S’il exie u,v ∈Z tels que ux+ vy = 1 alors 1 ∈ dZ et donc d = 1.

�

Recherche des couples de Bezout, application à la résolution de l’équation diophantienne ax+ by = c.

On considère deux entiers a,b non nuls, b ≥ 1. Le théorème de Bezout affirme qu’il exie un couple d’entiers
(u,v) ∈ Z tels que ua + vb = d où d = p.g.c.d.(a,b). On s’intéresse à la recherche des tous les couples d’entiers
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(u,v) satisfaisant cette relation, ces couples sont appélés couples de Bezout de a et b. On suppose donné un de ces
couples (u0,v0).

er cas/ d = 1 (c’e-à-dire a et b premiers entre eux). Soit (u,v) ∈Z2. On a

au + bv = 1 ⇐⇒
{
au + bv = 1
au0 + bv0 = 1

⇐⇒ a(u −u0) = b(v0 − v)

⇐⇒ ∃k ∈Z, k =
(u −u0)
b

=
(v0 − v)
a

(par application du théorème de Gauss)

⇐⇒ ∃k ∈Z,
{
u = u0 + bk
v = v0 − ak

Il y a donc une infinité de couples de Bezout, ce sont les couples de la forme (u0 +bk,v0−ak) pour k parcourant
Z.

ème cas/ d , 1. On se ramène au cas précédent en remarquant que ua + vb = d si et seulement si ua
′
+ vb

′
= 1

avec a
′

= a/d et b
′

= b/d. Les couples de Bezout sont donc les couples de la forme
(
u0 +

b
d
k,v0 −

a
d
k

)
avec k ∈Z.

On sait donc trouver les couples de Bezout, modulo le fait que l’on sache en trouver un. Une manière pratique
pour y arriver consie à utiliser l’algorithme d’Euclide. On écrit la suite de divisions euclidiennes

a = bq0 + r0
b = r0q1 + r1
r0 = r1q2 + r2
...
rn−2 = rn−1qn + d
rn−1 = rnqn+1.

On exprime, grâce à la première équation, r0 en fon�ion de a et de b : r0 = a−bq0 et on inje�e cette expression
dans la deuxième équation : b = (a− bq0)q1 + r1. On recommence avec r1 puis avec tous les ri jusqu’à rn = d et on
obtient d en fon�ion d’une combinaison entière de a et de b.

Par exemple, recherchons les couples de Bezout pour le couple (a,b) = (−91,56). Commençons par chercher
d = p.g.c.d.(−91,56). Utilisons l’algorithme d’Euclide :

−91 = −2.56 + 21
56 = 2.21 + 14
21 = 1.14 + 7
14 = 2.7

On a donc p.g.c.d.(−91,56) = d = 7. Cherchons un couple de Bezout particulier en utilisant l’algorithme
d’Euclide : 21 = 1.(−91) + 2.56, 14 = −2.(−91) − 3.56, 7 = 3.(−91) + 5.56. Ainsi (u0,v0) = (3,5) e un couple de
Bezout. L’étude précédente montre que les couples de Bezout de (−91,56) sont donc les (3 + 8k,5 + 13k) pour
k ∈Z.

On considère trois entiers non nuls a,b,c ∈ Z∗ et on cherche à résoudre dans Z×Z l’équation ax + by = c. On
note d le p.g.c.d. de a et b.

er cas/ c n’e pas un multiple de d. L’équation n’a pas de solution. En effet, les entiers ax + by, quand x et y
parcourent Z, décrivent exa�ement le sous-groupe aZ+ bZ = dZ. Ces entiers sont donc tous divisibles pas d, ce
qui n’e pas le cas de c.

eme cas/ c = hd. Un couple (x,y) ∈Z2 satisfait ax+ by = c si et seulement si a
′
x+ b

′
y = h avec a

′
= a/d et b

′
= b/d.

Les entiers a
′

et b
′

sont premiers entre eux. D’après ce qui précède, on sais trouver (x
′
0, y

′
0) tel que a

′
x
′
0 + b

′
y
′
0 = 1.
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On en déduit que (x0, y0) = (hx
′
0,hy

′
0) e solution de l’équation. On a alors, pour un couple (x,y) ∈Z2 :

ax+ by = c ⇐⇒ a
′
x+ b

′
y = h

⇐⇒
{
a
′
x+ b

′
y = h

a
′
x0 + b

′
y0 = h

⇐⇒ a
′
(x − x0) = b

′
(y0 − y)

⇐⇒ ∃k ∈Z, k =
(x − x0)
b′

=
(y0 − y)
a′

(par application du théorème de Gauss)

⇐⇒ ∃k ∈Z,
{
x = x0 + b

′
k

y = y0 − a
′
k

Les solutions de l’équation sont donc les couples de la forme
(
x0 + b

′
k,y0 − a

′
k
)

avec k parcourant Z.

. L’anneau Z/nZ

.. L’anneau Z/nZ

L’anneau Z e euclidien pour le athme |.|, il e donc principal et ses idéaux sont les nZ pour n ∈N∗. On va
étudier dans ce paragraphe l’anneau Z/nZ. C’e un anneau commutatif et unitaire, dans la suite de ce texte on
notera (Z/nZ)∗ le groupe multiplicatif U (Z/nZ).

Stru�ure de Z/nZ

Proposition.— Soit n ∈N∗, les propositions suivantes sont équivalentes :

i) n e premier,

ii) Z/nZ e un corps,

ii) Z/nZ e intègre.

Preuve : i)⇒ ii) L’entier n étant premier, il e irrédu�ible et donc nZ e un idéal maximal de Z et donc Z/nZ
e un corps.

ii)⇒ iii) Evident.

iii)⇒ i) Si Z/nZ e intègre, alors nZ e un idéal premier et donc n e premier.

�

Proposition.— Soit n ∈N∗, et k ∈Z. On note k la classe de k dans Z/nZ. Les propositions suivantes sont équivalentes
:

i) k engendre le groupe additif Z/nZ,

ii) k e premier avec n,

iii) k ∈ (Z/nZ)∗,

iv) k n’e pas un diviseur de zéro dans Z/nZ.

Preuve : i)⇔ ii) a déjà été vu dans la partie sur les groupes.

ii)⇒ iii) D’après Bezout, il exie u,v ∈Z tel que uk + vn = 1, on a donc

1 = uk + vn = u.k + v.n = u.k

et, par suite, k ∈ (Z/nZ)∗.

iii)⇒ iv) Evident.

non ii)⇒ non iv) Soit d = p.g.c.d.(n,k) > 1 et a = n/d, b = k/d. On a 0 < a < n et donc a , 0, et alors a.k = n.b = 0 et
donc k e un diviseur de zéro.

�

Corollaire.— Soit n ∈N∗.
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a) On a o(Z/nZ)∗ = ϕ(n) (fon�ion indicatrice d’Euler).

b) (Théorème d’Euler) Si a ∈Z e premier avec n, alors aϕ(n) ≡ 1 (n).

c) (Théorème de Fermat) Si p e un nombre premier et si a ∈Z n’e pas divisible par p alors ap−1 ≡ 1 (p).

Preuve : a) Immédiat.

b) Si a e premier à n alors a ∈ (Z/nZ)∗ qui e un groupe d’ordre ϕ(n). Le théorème de Lagrange assure alors que
aϕ(n) = 1 c’e-à-dire que aϕ(n) ≡ 1 (n).

c) C’e le b) pour n = p premier.

�

Théorème.— Soit a,b ∈N∗ deux entiers premiers entre eux. L’application

f : Z/abZ −→Z/aZ×Z/bZ

qui à la classe d’un entier x ∈ Z modulo ab associe le couple des classes de l’entier x modulo a (resp. modulo b) e un
isomorphisme d’anneaux.

Preuve : C’e une conséquence immédiate du théorème des rees chinois, compte tenu du fait que, puisque a et
b sont premier entre eux, d’après Bezout on a aZ+ bZ = Z.

�

Corollaire.— Soit n ∈ N
∗ et n = pα1

1 · · ·p
αk
k le décomposition en fa�eurs premiers de n. il exie un isomorphisme

d’anneaux
f : Z/nZ −→Z/pα1

1 Z× · · · ×Z/pαkk Z

Etude de (Z/nZ)∗

Proposition.— Soit n,m ∈N∗. L’épimorphisme naturel d’anneaux

f : Z/nmZ −→Z/nZ

qui à une classe modulo nm associe son unique classe modulo n, induit, par reri�ion, un épimorphisme de groupe

f̃ : (Z/nmZ)∗ −→ (Z/nZ)∗

Preuve : Il e clair que f ((Z/nmZ)∗) ⊂ (Z/nZ)∗ et comme f e un morphisme d’anneau, sa reri�ion f̃ e bien
un morphisme de groupes multiplicatifs. Ce qu’il faut donc montrer c’e la surje�ivité de f̃ . Etant donné un
entier k ∈ Z premier avec n, il s’agit de trouver un entier l ∈ Z premier avec nm tel que l = k + rn avec r ∈ Z. On
vérifie alors que l’entier

l = k +n
∏

p premier, p≤nm, p 6|k
p

convient.

�

Théorème.— Si K désigne un corps commutatif, tout sous-groupe fini Γ de (K∗, .) e cyclique.

Preuve: Si x ∈ Γ , pour tout n ∈N, xn ∈ Γ . Γ étant fini, pour tout x ∈ Γ , il exie n ∈N tel que xn = 1 (n e l’ordre de
x dans Γ ). Considérons un élément α ∈ Γ d’ordre maximal N (i.e. si x ∈ Γ e d’ordre n, alors n ≤ N ). Nous allons
montrer que α génère Γ .

Soit β ∈ Γ d’ordre n. Supposons que n ne divise pasN , il exie donc un nombre premier p et un entier e tel que
pe divise n et pe ne divise pasN . Soit f < e l’entier tel que pf |N et pf +1 6 |N . Considérons alors γ = αp

f
βn/p

e
, l’ordre

de α e N/pf et celui de βn/p
e

e pe, or pe et N/pf sont premiers entre eux, donc l’ordre de γ vaut pe.(N/pf ) > N
(en effet, si a et b sont deux éléments d’un groupe abélien d’ordres respe�ifs s et t premiers entres eux alors l’ordre
o ≤ p.p.c.m(s, t) de ab vérifie ao = b−o et par suite aos = 1 = b−os ce qui implique t|os et donc t|o. De même, on a s|ot
et donc s|o, donc p.p.c.m(s, t)|o et donc o = p.p.c.m(s, t) = st). Par conséquent γ a un ordre ri�ement plus grand
que celui de α ce qui e absurde par hypothèse. Donc n divise N .



L’anneau Z/nZ 

L’équation Xn = 1 a pour solution dans Γ les αk
N
n pour k = 0, · · ·n−1. Or β e solution de cette équation, donc

il exie k ∈ {0, · · · ,n− 1} tel que β = αk
N
n . Ainsi Γ e cyclique.

�

Corollaire.— Si p désigne un nombre premier alors(
Z

pZ

)∗
' Z

(p − 1)Z

e un groupe cyclique d’ordre p − 1.

Preuve: Immédiat, compte tenu du fait que, puisque p e premier, Z/pZ e un corps.

�

Lemme.— Soit p un nombre premier impair et k ≥ 2 un entier. On a

(1 + p)p
k−2
≡ 1 + pk−1 (pk)

Preuve: Par récurrence sur k ≥ 2. Pour k = 2 la proposition e claire, supposons la vraie pour k ≥ 2, il exie donc
α ∈Z tel que

(1 + p)p
k−2

= 1 + pk−1 +αpk

On a donc
(1 + p)p

k−1
= (1 + pk−1 +αpk)p

=
p∑
i=0

Cipp
i(k−1)(1 +αp)i

= 1 + pk +αpk+1 +
p∑
i=2

Cipp
i(k−1)(1 +αp)i

et par suite
(1 + p)p

k−1
= 1 + pk + βpk+1

avec β = α +
p∑
i=2

Cipp
i(k−1)−(k+1)(1 +αp)i ∈Z. En effet, pour i ≥ 3 on a (i − 1)k − (i + 1) ≥ 0 puisque k ≥ 2. pour i = 2,

comme p ≥ 3 e premier, on a p|C2
p et donc C2

pp
k−3 ∈Z.

�

Théorème.— Soit p un nombre premier impair et k ≥ 1 un entier. L’anneau(
Z

pkZ

)∗
' Z

(p − 1)Z
× Z

pk−1
Z

e cyclique d’ordre (p − 1)pk .

Preuve : D’après le lemme précédent, on a (1 + p)p
k−2 ≡ 1 + pk−1 (pk) et donc

(1 + p)p
k−1
≡ 1 (pk)

Ceci montre que a = 1 + p e d’ordre pk−1 dans (Z/pkZ)∗. Considérons un entier x ∈ Z tel que la classe de x
modulo p engendre le groupe (Z/pZ)∗ (qui e cyclique d’après ce qui précède). Comme p 6 |x, on a x ∈ (Z/pkZ)∗.
Soit ω l’ordre de x. On a xω ≡ 1(pk), donc, à fortiori, xω ≡ 1(p) et donc ω e un multiple non nul de p − 1, disons
ω = r(p − 1) avec r ≥ 1.

Posons b = xr . L’élément b e d’ordre p − 1 et comme pk−1 et p − 1 sont premiers entre eux (puisque p e
premier), on en déduit que l’élément ab e d’ordre (p − 1)pk−1 = ϕ(pk) = o((Z/pkZ)∗). Ainsi, (Z/pkZ)∗ e bien un
groupe cyclique.

�



Le cryptosyème R.S.A. 

Lemme.— Soit k ≥ 4 un entier. On a

32k−3
≡ 1 + 2k−1 (2k) et 32k−2

≡ 1 (2k)

Preuve : Exercice.

�

Théorème.— Soit k ≥ 2 un entier. On a (
Z

2kZ

)∗
' Z

2Z
× Z

2k−2
Z

Preuve : Pour k = 2,3 le résultat se vérifie facilement.

Supposons que k ≥ 4, le lemme précédent assure que a = 3 e un élément de (Z/2kZ)∗ d’ordre 2k−2. Con-
sidérons les éléments b = 2k−1 − 1 et c = 2k−1 + 1. On a b2 = 22k−2 − 2k + 1 = 1 et c2 = 22k−2 + 2k + 1 = 1. Ainsi, b et c
sont deux éléments diin�s de (Z/2kZ)∗ d’ordre 2.

Comme < a > e cyclique d’ordre 2k−2, il ne contient qu’un seul élément d’ordre 2. Ainsi, au moins un des
deux éléments b ou c n’e pas dans < a >. On a donc < a > ∩ < b >= {0} ou < a > ∩ < c >= {0} et par suite

(Z/2kZ)∗ =< a > ⊕ < b > (ou < c >) 'Z/2k−2
Z×Z/2Z

puisque o((Z/2kZ)∗) = ϕ(2k) = 2k−1.

�

Décomposition de (Z/nZ)∗ : Soit n ∈N∗ et n = pα1
1 · · ·p

αk
k sa décomposition en fa�eurs premier, compte tenu du

fait que (
Z

nZ

)∗
'

 Z

pα1
1 Z

× · · · × Z

p
αk
k Z

∗ ' (
Z

pα1
1 Z

)∗
× · · · ×

 Z

p
αk
k Z

∗
on en déduit, avec ce qui précède, une décomposition en groupes cycliques de (Z/nZ)∗. Par exemple :

• n = 50 = 2.52, on a
(

Z

50Z

)∗
' Z

4Z
× Z

5Z
' Z

20Z
.

• n = 24 = 23.3, on a
(

Z

24Z

)∗
' Z

2Z
× Z

2Z
× Z

2Z
.

.. Le cryptosyème R.S.A.

La cryptographie (du grec κρυπτoς : recouvert, caché, secret et γραϕω écrire) e l’étude des méthodes pour
envoyer des messages sous forme cachée de sorte que seuls les deinataires puissent lire ces messages.

Les messages à envoyer seront appelés les ”messages lisibles” et les messages cachés seront appelés ”les mes-
sages encryptés”. Le processus pour passer des messages lisibles au messages encryptés s’appelle l’encryptage, le
processus inverse s’appelle le décryptage.
Les messages lisibles et encryptés sont écrits dans un certain alphabet (pas forcément le même) consiants en un
certain nombre de symboles appelés ”lettres” : A,B,,?,. etc. Les messages lisibles et encryptés sont saucissonés
en blocs appelés messages unitaires.

Si P désigne l’ensemble des messages lisibles et C l’ensemble des messages cryptés, on appelle fon�ion
d’encryptage, toute application f : P −→ C bije�ive. La fon�ion de décryptage associée à f e alors sa réciproque
f −1. La donnée d’un tel shéma e appelé cryptosyème.

Exemple.— On choisit un alphabet à N lettres et une correspondance numérique entre des lettres de cet alphabet
et les entiers {0, · · · ,N − 1}. On choisit alors un entier b ∈Z et on définit la fon�ion d’encryptage f par : pour une
lettre donnée de correspondance numérique P , on pose f (P ) = P +b mod(N ) (on choisit pour f (P ) son représentant
dans {0, · · · ,N − 1}. Ainsi pour N = 26 et b = 3 (cryptosyème de Jules César avec la correspondance A = 0,B = 1
etc.), on obtient

f (P ) =
{
P + 3, si x ≤ 23
P − 23, si x ≥ 23

et ainsi le message lisible P =HUM s’encrypte KXP .



Le cryptosyème R.S.A. 

Par définition, un cryptosyème à clé publique e un cryptosyème f : P −→ C dont la fon�ion d’encryptage
e facile a calculer mais dont la fon�ion de décryptage f −1 e dans la pratique incalculable sans une information
supplémentaire. Une telle fon�ion f e appelée fontion ”trappe”.

Dans la pratique un groupe d’utilisateurs se mettent d’accord sur P et C et chaque utilisateur E choisi une
fontion trappe fE (que l’on appelle la clé publique de E) qu’il publie à tous et garde secret l’information KE
(appelée clé secrete) qui permet à E et à lui seul de calculer efficacement f −1

E . Ainsi tout utilisateur peut envoyer
à E un message par fE , mais seul E peut dans la pratique décrypter ce message.

Ce principe pose un problème d’authentification important, car si l’on e sur que seul le deinataire peut lire
les messages qui lui sont envoyé, comment assurer (puisque tout le monde connait les fon�ions d’encryptages
de tout le monde) que l’expéditeur e bien celui qu’il prétend être? Un moyen simple d’authentification e le
suivant. Si A et B ont des clés publiques respe�ives fA et fB et que A envoit un message à B qu’il veut signer par
son nom m. A envoit alors à B le message M = f −1

A (fB(m)) (qu’il peut calculer car il connait f −1
A et fB). Seul A peut

envoyer un tel message, car seul A connait f −1
A , ce qui authentifie son message. Seul B peut décrypter ce message

en faisant f −1
B (fA(M)) car seul B connait f −1

B . Ceci assure que seul B pourra connaitre l’expéditeur du message qui
lui e adressé.

En  les mathématiciens Rive, Shamir et Adlemann ont proposé un cryptosyème particulièrement
performant qui repose sur l’arithmétique de l’anneau Z/nZ. Ce cryptosyème, appelé communément R.S.A.,
repose sur l’idée dire�rice suivante : un groupe d’utilisateurs veulent s’envoyer des messages cryptés. Chaque
utilisateur A choisit un groupe abélien GA connu de tous mais dont seul A connait l’ordre hA. Il choisit un entier
nA premier avec hA et publie sa clef publique (GA,nA). Il calcule secrêtement (par exemple grace à l’algorithme
d’euclide) un entier sA qui e un inverse de nA modulo ha (i.e. sAnA ≡ 1(hA)). L’utilisateur A e le seul à connaitre
hA et sA.

Pour envoyer un message crypté m ∈ GA à A, un utilisateur envoit à A le message m
′

= mnA . Pour décoder le
message, A calcule alors m

′ sA = msAnA = mkhA+1 = m. La fiabilité de ce principe de cryptosyème repose sur le
poulat que dans le groupe GA choisi, connaissant mnA et nA il e trés difficile de retrouver m.

Le cryptosyème R.S.A. utilise le groupe multiplicatif de Z/nZ. Chaque utilisateur A choisit deux nombres
premiers diin�s p et q (grands) et calcule n = pq. Il calcule en secret ϕ(n) = (p − 1)(q − 1) et choisit un entier
a premier avec ϕ(n) et calcul un inverse sa de a modulo ϕ(n). Il publie sa clé publique : (n,a). Pour envoyer un
message m , 0 ∈ Z/nZ à A, on envoit m

′
= ma. A décode alors le message en calculant m

′ sa en effet, deux cas se
présentent :

• Premier cas m ∈ (Z/nZ)∗ : L’ordre du groupe (Z/nZ)∗ étant ϕ(n) et comme sa = kϕ(n) + 1 avec k ∈ Z, on a
m
′ sa =masa =mkϕ(n)+1 =m.

• Deuxième cas m < (Z/nZ)∗ : m n’e alors pas premier avec n = pq donc pas premier avec p ou q. Supposons que
m ne soit pas premier avec p, il e alors premier avec q, sinon m e mutilple de pq et donc vaut 0 dans Z/nZ.
Considérons l’isomorphisme canonique

θ : Z/pqZ −→Z/pZ×Z/qZ

qui à m associe le couple (mp,mq) où mp et mq désigne la classe de m modulo p et q. Comme m e divisble par p,

on a mp = 0 et comme m e premier avec q on a mq ∈ (Z : qZ)∗ et par suite mq−1
q = 1. On a alors

θ(masa) = (masap ,masaq ) = (0,mq
k(p−1)(q−1)+1) = (0,mq) = θ(m)

Comme θ e un isomorphisme on a m =masa =m
′ sa .

La fiabilité de R.S.A. repose sur deux hypothèses :

/ Il e considéré que dans Z/nZ, résoudre l’équation en x : xa = y, connaissant a et y, e quelque chose de trés
difficile voire impossible quand n e grand.

/ Une fois connu n, la connaissance de ϕ(n) équivaut à la connaissance de p et q. Donc algorithmiquement
parlant, le connaissance de ϕ(n) équivaut à trouver la décomposition en fa�eurs premiers de n et cette dernière
opération e réputée être infaisable dans la pratique quand p et q sont grands.

Dans la pratique, un ensemble d’utilisateurs choisit un alphabet A,B, · · · ,Z,0, · · · ,9, ., ; , etc. de N symboles. Ils
choisissent ensuite communémment deux entiers l1 < l2 grands. L’ensemble des messages lisible e l’ensembles
des l1-uplets à coefficients dans {0, · · · ,N − 1} et l’ensemble des messages cryptés e l’ensemble des l2-uplets à
coefficients dans {0, · · · ,N − 1} (tous les messages lisibles ont la même longueur, idem pour les messages cryptés).



Ensuite, chaque utilisateur choisit secrêtement deux premiers p,q tels que n = pq vérifie N l1 < n < N l2 et pub-
lie sa clé (n,a) comme décrit précédement. Pour envoyer un message (α0, · · · ,αl1−1) de longueur l1 à l’utilisateur
de la clé publique (n,a), on calcul

m = α0 +α1N + · · ·+αl1−1N
l1−1 ∈Z

Comme n < N l1 on e sur que m correspond à un unique élément de Z/nZ. On trouve alors un entier m
′
< N l2

tel que sa classe modulo n soit la classe de ma modulo n et on écrit

m
′

= β0 + β1N + · · ·βl2−1N
l2−1

le message cryté envoyé e alors (β0, · · · ,βl2−1).

Exemple : On choisit N = 26 avec la correspondance A = 1, B = 2, · · · , Z = 0. On prend l1 = 3 et l2 = 4. On cherche
donc deux premier p et q tels que n = pq vérifie 17576 < n < 456976. On choisit p = 281 et q = 167, ainsi n = 46927
satisfait la condition. On calculϕ(n) = 280.166 = 46480 et on cherche la décomposition en fa�eur premier deϕ(n)
: on a 280 = 23.5.7 et 166 = 2.83. Ainsi, si l’on prend a = 13 on voit que (a,ϕ(n)) = 1. Notre clé publique sera donc
(46927,13). On cherche alors un inverse s de amoduloϕ(n) : 46480 = 3575.13+5, 13 = 2.5+3, 5 = 1.3+2, 3 = 1.2+1,
1 = 3−2 = 3−(5−3) = −5+2.3 = −5+2.(13−2.5) = −5.5+2.13 = −5.(46480−3575.13)+2.13 = −5.46480+17877.13.
Ainsi la clé secrête e s = 17877.

Quelqu’un veut nous envoyer le message ”OUI”, qui équivaut dans notre alphabet à (15− 21− 09). Il calcule
donc

m = 15 + 21.26 + 9.262 = 6645

Il lui faut calculer le représentant dans 0, · · · ,456976 de m13 modulo 46927. Pour calculer plus simplement,
il commence par calculer la décomposition en base 2 de 13 : 13 = 23 + 22 + 20. Ensuite, il calcule les puissances
successives demmodulo 46927 : m21

= 44156025 ≡ 44645(46927),m22 ≡ 446452 ≡ 45554(46927),m23 ≡ 455542 ≡
8049(46927). Il trouve alors m13 ≡ 8049.45554.6645 ≡ 21744(46927). Il écrit ce nombre en base 26 :

21744 = 8.260 + 4.26 + 6.262 + 1.263

le message encrypté e donc (08− 04− 06− 01) ce qui correspond dans notre alphabet à HDFA.

Exercice : Décryptez, avec cette clé, le message DUHZ qui vous e adressé.

Signature avec R.S.A. Supposons que l’utilisateur A (resp. B) ait la clé publique (nA, eA) (resp. (nB, eB)) et le clé
secrete sA (resp. sB). L’utilisateur A veut signer un message (par un texte P) qu’il envoit à B. Si nA < nB, alors A
commence par prendre le plus petit résidu entier positif de P sa modulo na et calcul ensuite (P sA(nA))eB modulo nB.
Dans le cas où nA > nB il commence par calculer P eB modulo nB puis il prend (P eB(nB))sA modulo nB. Il envoit donc
ce message M à B. En recevant M, B calcule successivement M à la puissance sB modulo nB puis (MsB(nB))eA(nA)
si nA < nB, sinon il calcule M à la puissance eA modulo nA puis (MeA(nA))sB(nB) et obtient P .

Dans ce protocole, seul A peut envoyer ce message, car lui seul connait sA et seul B peut le lire en sachant que
c’e A qui l’envoit car lui seul connait sB.



Chapitre 

Introdu�ion à la théorie des corps

. Généralités

.. Anneaux et corps

On rappelle qu’un corps e un anneau unitaireA tel queU (A) = A−{0}. SiA e commutatif, on parle de corps
commutatif, dans le cas contraire, on parle de corps gauche. Dans tout ce qui suit, les corps que l’on considérera
seront commutatifs.

Proposition.— Soit k un corps et A un anneau. Tout morphisme non trivial d’anneau f : k→ A e inje�if.

Preuve : • Le corps k étant, en particulier un anneau, le noyau Ker(f ) de f e un idéal de k. Il vaut donc k ou {0}.
La première hypothèse e exclue puisque f e non trivial.

�

On rappelle que pour n ∈N∗ donné, il y a équivalence entre :

i) n e premier,

ii) Z/nZ e intègre,

iii) Z/nZ e un corps.

Si p désigne un nombre premier, on note Fp = Z/pZ.

Définition.— Soit (K,+, .) un corps. On appelle sous-corps de K , toute partie k de K able par + et . telle que (k,+, .)
soit un corps.

Lemme.— Soit K un corps et (ki)i une famille de sous-corps de K . Alors
⋂
i ki e un sous-corps de K .

Preuve : Exercice.

�

Si k e un sous-corps de K et A une partie de K , l’interse�ion des sous-corps de K contenant k et A e donc
un sous-corps de K (l’interse�ion ne se fait pas sur un ensemble vide car K contient A et k). Ce corps e le plus
petit sous-corps (au sens de l’inclusion) de K contenant k et A.

Définition.— On appelle corps engendré dans K par A sur k le plus petit sous-corps (au sens de l’inclusion) de K
contenant k et A. On le note k(A).

Proposition.— Soit k ⊂ K deux corps et A ⊂ K . On a

k(A) =
{
P (a1, · · · , an)
Q(b1, · · · ,bm)

/ n,m ∈N; P ∈ k[X1, · · · ,Xn],

Q ∈ k[X1, · · · ,Xm];
(a1, · · · , an) ∈ An, (b1, · · · ,bm) ∈ Am; Q(b1, · · · ,bm) , 0}

=


∑
i∈I λi

∏
ki∈Ji aki∑

i′∈I ′ λi′
∏
k
i
′ ∈J

i
′ bki′

/ I , I
′
, Ji , Ji′ f inis,

aki ,bki′
∈ A; λi ,λi′ ∈ k

}




Généralités 

Preuve: Exercice.

�

Définition.— Soit K un corps et k0 et k1 deux sous-corps de K . On appelle compositum dans K des corps k0 et k1 le
corps k0 • k1 = k0(k1) = k1(k0). Par extension, si (ki)i désigne une famille de sous-corps de K , on appelle compositum des
corps ki dans le corps K , le plus petit sous-corps de K contenant ki pour tout i. On note ce corps •iki .

Lemme.— La cara�ériique d’un corps K e soit nul, soit égale à un nombre premier.

Preuve : Considérons le morphisme f : Z → K défini par f (n) = 1 + · · · + 1 (n fois). Son noyau e donc de la
forme nZ avec n = car(K). Si n , 0, alors par le théorème d’isomorphisme Im(f ) s’identifie à Z/nZ, mais comme
Im(f ) e un sous-anneau de K qui e un corps, alors Im(f ) e intègre, donc Z/nZ l’e aussi et par suite n e un
nombre premier.

�

Définition.— Un corps e dit premier s’il ne possède pas d’autre sous-corps que lui-même. Soit K un corps, on appelle
sous-corps premier de K l’interse�ion de tous ces sous-corps. Le sous-corps premier d’un corps e donc un corps premier.

Proposition.— Un corps premiers e isomorphe soit à Q soit à un Z/pZ pour p premier. Si K e un corps et F sont
sous-corps premier. On a:

car(K) = 0 ⇐⇒ F 'Q et car(K) = p ⇐⇒ F ' Fp

Preuve : Exercice.

�

.. Polynômes

On rappelle qu’étant donné un corps K commutatif, l’anneau K[X] e euclidien (donc en particulier principal).

Proposition.— Soit K un corps commutatif et k un sous-corps de K . Soit P ,Q ∈ k[X] ⊂ K[X]. Le p.g.c.d de P et Q e
le même dans k[X] et dans K[X].

Preuve : Puisqu’il y a unicité, le résultat de la division euclidienne de deux polynômes de k[X] e le même dans
k[X] et dans K[X]. L’algorithme d’euclide qui donne le p.g.c.d. de P etQ étant une suite de divisions euclidiennes,
on en déduit qu’il e le même dans k[X] et dans K[X].

�

On rappelle que si A e un anneau commutatif et P ∈ A[X] e un polynôme de degré n ≥ 1 alors si α ∈ A
e racine de P , il exie Q ∈ A[X] de degré n − 1 tel que P (X) = (X − α)Q(X). En conséquence de quoi, si A e
intègre (en particulier si A e un corps commutatif), un polynôme P ∈ A[X] de degré n ≥ 1, possède au maximum
n racines.

Ainsi, si P ∈ K[X] un polynôme et α ∈ K une racine de P , il exie un polynôme Q ∈ K[X] et un entier d > 0 tel
que P (X) = (X −α)dQ(X) et Q(α) , 0. On rappelle que l’on dit alors que α e racine de P d’ordre d.

On dit qu’un polynôme P ∈ K[X] e totalement décomposé si ses seuls fa�eurs irrédu�ibles sont de degré 1,
ce qui revient à dire que la somme des ordres de ses racines e égale à son degré.

Lemme.— Soit K un corps commutatif, les propositions suivantes sont équivalentes :

i) Tout polynôme P ∈ K[X] de degré ≥ 1 admet une racine,

ii) tout polynôme P ∈ K[X] e totalement décomposé.

Preuve: S’obtient par récurrence finie.

�

Définition.— On dit qu’un corps commutatif K e algébriquement clos, s’il satisfait au propriétés du lemme précédent.



Extensions 

. Extensions

.. Généralités

Définition.— Soit k un corps. On appelle extension du corps k, toute paire (K,ϕ) où K e un corps et ϕ : k → K un
morphisme de corps.

Si K e un corps k un sous-corps de K , alors l’inje�ion canonique de k dans K définie une extension du corps
k. Réciproquement, si K e une extension d’un corps k (par un morphisme ϕ), alors ϕ(k) e un sous-corps de K
isomorphe à k. On identifie alors souvent k et ϕ(k). L’extension se note alors K/k.

Définition.— Soit K1/k et K2/k deux extensions d’un même corps (pour fixé les idées notons ϕ1 : k→ K1 et ϕ1 : k→ K2
les morphismes associés). On appelle k-isomorphisme (ou k-plongement) de K1 vers K2 tout morphisme de corps ψ :
K1→ K2 tel que pour tout x ∈ k, on ait ψ ◦ϕ1(x) = ϕ2(x). On note Isomk(K1,K2) l’ensemble des k-isomorphisme de K1
vers K2.

Définition.— Soit K/k une extension et ϕ : k → K le morphisme associé. On appelle extension intermédiaire de K/k
tout sous-corps K0 de K contenant ϕ(k). K0/k e alors une extension.

Proposition.— Soit K un corps de cara�ériique p premier (resp. 0). On a l’extension K/Fp (resp. K/Q).

Preuve: Exercice.

�

Si K/k désigne une extension de corps, le corps K a naturellement une ru�ure de k-espace ve�oriel. On
peut donc parler de la dimension de K en tant que k-e.v.

Définition.— Soit K/k une extension de corps. On appelle degré de l’extension K/k la dimension dimk(K). On note ce
nombre (éventuellement égal à +∞) [K : k]. Si [K : k] < +∞, on dit que K/k e finie.

Si M/L et L/K sont deux extensions, alors M/K e une extension. On a alors :

Proposition.— [M : K] = [M : L].[L : K].

Preuve: Si l’une des deux extensions e infinie le résultat e clair. Supposons [L : K] = n et [M : L] =m et notons
(a1, · · · , an) une K-base de L et (b1, · · · ,bm) une L-base de M. Soit x ∈M, il exie donc β1, · · · ,βm des éléments de L
tels que

x = β1b1 + · · ·+ βmbm
Maintenant, pour tout i = 1, · · ·m, il exie des éléments αi1, · · · ,αin de K tels que

βi = αi1a1 + · · ·+αinan

et par suite
x =

∑
i,j

αijbiaj

donc la famille (biaj )ij e une famille K-génératrice de M. Montrons qu’elle e K-libre. Supposons donné une
famille (λij ) d’éléments de K tels que ∑

i,j

λijbiaj = 0

En posant
ωi = λi1a1 + · · ·+λinan ∈ L

on a ω1b1 + · · ·+ωmbm = 0 et comme la famille (b1, · · · ,bm) e une L-base de M, on en déduit que ωi = 0 pour tout
i, c’e-à-dire

λi1a1 + · · ·+λinan = 0

mais comme (a1, · · · , an) e une K-base de L, on en déduit que λij = 0 pour tout i et tout j.

�

Corollaire.— Soit K/k une extension et K0 une extension intermédiaire. Alors [K : k] e divisible par [K : K0] et
[K0 : k]. En particulier, si [K : k] = p premier, alors les seuls sous-extensions de K/k sont K et k.

Définition.— Soit K/k une extension et P une partie de K . L’ensemble des extensions intermédiaires de K/k qui con-
tiennent P admet, au sens de l’inclusion, un plus petit élément (l’interse�ion). On la note k(P ) et on l’appelle la sous-
extension de K/k engendré par P . Lorsque P = {a1, · · · , an}, on note plus volontier k({a1, · · · , an}) = k(a1, · · · , an).
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Définition.— Une extension K/k e dite de type fini s’il exie une partie P ⊂ K finie telle que K = k(P ). On dit que
K/k e monogène s’il exie α ∈ K tel que K = k(α). On dit alors que α e un élément primitif de l’extension K/k.

Remarque : Si K/k e une extension de degré premier, alors K/k e monogène. De manière plus précise, tout
élément α ∈ K − k e primitif.

.. Extensions algébriques

Définition.— Soit K/k une extension et α ∈ K . On dit que α e algébrique sur k, s’il exie un polynôme P ∈ k[X] tel
que P (α) = 0. Dans le cas contraire, on dit que α e transcendant sur k.

Si tout élément de K e algébrique sur k, on dit que K/k e une extension algébrique, dans le cas contraire, on dit
que K/k e transcendante.

Soit K/k une extension et a ∈ K . On considère l’application Φa : k[X]→ K définie par :

Φa(P (X)) = P (a)

L’application Φa e un morphisme de k-algèbre. On note k[a] son image. k[a] e donc le sous-k-espace ve�oriel
de K engendré par la famille (an)n∈N. On remarque que le sous-corps k(a) de K e conitué des éléments de la
forme P (a)/Q(a) où P ,Q ∈ k[X] et Q(a) , 0, c’e-à-dire que k(a) = Frac(k[a]).

Proposition.— Soit K/k une extension et α ∈ K . Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) α e algébrique,

ii) dimk k[α] < +∞,

iii) Φα n’e pas inje�if.

Preuve: i)⇒ ii) Soit P (X) =
∑d
i=0 aiX

i , 0 un polynôme annulateur de α. Montrons par récurrence que pour tout
n ≥ d, αn e combinaison linéaire sur k de 1,α, · · · ,αd−1.
Pour n = d, on a αd = −

∑d−1
i=0 aiα

i

Supposons la propriété vérifiée au rang n ≥ d. On a donc

αn =
d−1∑
i=0

λiα
i

avec λi ∈ k. On a alors
αn+1 = α.αn

=
∑d−1
i=0 λiα

i+1

=
∑d−1
i=1 λi−1α

i +λd−1α
d

=
∑d−1
i=1 λi−1α

i −
∑d−1
i=0 λd−1aiα

i

La proposition e donc vérifiée et par suite (1, · · · ,αd−1) e une famille génératrice de k[α] qui e donc de di-
mension ≤ d sur k.

ii)⇒ iii) La famille (αi)i e k-liée puisqu’infinie. Il exie donc un entier n et des éléments a0, · · · , an de k tel que

a0 + a1α + · · ·+ anαn = 0

c’e à dire P ∈ Ker(Φα) avec

P (X) =
n∑
i=0

aiX
i , 0

donc Φα n’e pas inje�if.

iii)⇒ i) Soit P ∈ Ker(Φα) non nul, alors P (α) = 0 et par suite α e algébrique.

�

Soit α ∈ K algébrique. Le noyau de Φα (c’e-à-dire l’ensemble des polynômes qui admettent α pour racine) e
donc un idéal non nul de k[X]. Comme k[X] e principal, il exie un et un seul polynôme normalisé Mink(α)(X) ∈
k[X], tel que Ker Φα =<Mink(α)(X) >. On appelle ce polynôme, le polynôme minimal de α. On a alors :

Proposition.— Soit K/k une extension, α ∈ K un élément algébrique et P un polynôme de k[X]. Les propositions
suivantes sont équivalentes :
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i) P = Mink(α),

ii) P e irrédu�ible, unitaire et P (α) = 0.

Preuve: i)⇒ ii) Il faut montrer que P e irrédu�ible. Si ce n’e pas le cas, alors P = P1P2 avec d◦Pi > 0 et comme
P (α) = 0 on a P1(α) = 0 ou P2(α), mais comme d◦Pi < d◦P , ceci contredit la minimalité de P .

ii)⇒ i) On a P ∈ Ker(Φα) et comme ce dernier e engendré par Mink(α) on en déduit que Mink(α)|P , mais comme
P e irrédu�ible et que Mink(α) n’e pas conant, on en déduit que P |Mink(α). Ces deux polynômes étant
unitaire, on a bien P = Mink(α).

�

Corollaire.— Soit K/k une extension et α ∈ K . Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) α e algébrique,

ii) [k(α) : k] < +∞,

iii) k(α) = k[α].

Preuve: i ⇒ iii On a k[α] ⊂ k(α). Le corps k(α) e le sous-corps de K conitué des éléments P (α)/Q(α) avec
P ,Q ∈ k[X] et Q(α) , 0. Soit M le polynôme minimal de α. Les polynômes M et Q sont premiers entre eux,
donc, d’après Bezout, il exie U,V ∈ k[X] tel que UM + VQ = 1 et par suite 1/Q(α) = V (α) ∈ k[α] et donc
P (α)/Q(α) ∈ k[alpha] c’e-à-dire k(α) ⊂ k[α].

iii⇒ i Il exie un entier n et des éléments non tous nul a0, · · · , an de k tel que α−1 = a0 + · · ·+ anαn. On a donc

anα
n+1 + · · ·+ a0α − 1 = 0

ce qui prouve que α e algébrique sur k.

iii⇒ ii On sait que (i)⇔ iii)) α e algébrique, donc que dimkk[α] < +∞. On a donc [k(α) : k] < +∞.

ii⇒ i Comme k[α] e un sous-k-espace ve�oriel de k(α) on a donc dimkk[α] < +∞ et par suite, α e algébrique
sur k.

�

Proposition.— Soit K/k une extension et α ∈ K un élément algébrique. On a [k(α) : k] = d◦Mink(α) = n et la famille
(1,α, · · · ,αn−1) e une k-base de k(α).

Preuve: On sait que k(α) = k[α]. La même preuve que pour la proposition ???, montre que la famille (1,α, · · · ,αn−1)
e k-génératrice de k[α]. Supposons qu’il exie une équation de dépendance linéaire non trivial pour cette
famille

λ0 + · · ·+λn−1α
n−1 = 0

Le polynôme P (X) =
∑n−1
i=0 λiX

i , 0 e alors anulateur de α ce qui contredit la minimalité de Mink(α).

�

Définition.— Soit K/k une extension et α ∈ K un élément algébrique. On appelle degré de α, le degré de son polynôme
minimal.

Si M/K désigne une extension et M/L/K une extension intermédiaire, alors tout élément de M algébrique sur
K e algébrique sur L et son degré sur L e plus petit que son degré sur K .

Proposition.— Toute extension finie e algébrique. De manière plus précise, si L/K e une extension de degré n, alors
tout élément de K a un degré ≤ n sur k.

Preuve: Soit α ∈ K . La famille 1, · · · ,αn comptant n+ 1 éléments e liée dans K , donc il exie des éléments non
tous nuls a0, · · · , an ∈ k tel que

a0 + a1α + · · ·+ anαn = 0

Le polynôme P (X) = a0 + · · ·+ anXn ∈ k[X] e donc annulateur de α et par suite Mink(α) divise P donc le degré de
α e plus petit que n.

�

Lemme.— Soit L/K une extension et A ⊂ L. On a alors K(A) =
⋃

J⊂A f inie

K(J).
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Preuve: Il e clair que
⋃
J⊂A f inieK(J) ⊂ K(A). Maintenant, il e clair aussi que A ⊂

⋃
J⊂A f inieK(J). Pour montrer

notre résultat, il suffit de prouver que
⋃
J⊂A f inieK(J) e un corps. Soit x,y ∈

⋃
J⊂A f inieK(J) (y , 0), il exie donc

Jx ⊂ A et Jy ⊂ A finies telles que x ∈ K(Jx) et y ∈ K(Jy). Alors Jx ∪ Jy e une partie finie de A et comme x − y et xy−1

sont dans K(Jx ∪ Jy) ⊂
⋃
J⊂A f inieK(J) on en déduit bien que

⋃
J⊂A f inieK(J) e un corps.

�

Corollaire.— Soit L/K une extension et A ⊂ L. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) K(A)/K e algébrique,

ii) ∀α ∈ A, α e algébrique sur K .

Preuve: i)⇒ ii) Evident.

ii)⇒ i) Soit J ⊂ A une partie finie. Posons J = {α1, · · · ,αn}. On a [K(α1) : K] < +∞. Comme α2 e algébrique sur
K , il l’e sur K(α1) et donc [K(α1,α2) : K(α1)] < +∞, comme [K(α1,α2) : K] = [K(α1,α2) : K(α1)].[K(α1) : K] on en
déduit que [K(α1,α2) : K] < +∞. Par récurrence finie, on en déduit que K(J)/K e une extension finie et par suite
algébrique. Pour finir, il suffit de remarquer que K(A) =

⋃
J⊂A f inieK(J).

�

Corollaire.— Soit L = K(α1, · · · ,αn) une extension de type finie d’un corpsK . Les propositions suivantes sont équivalentes
:

i) L/K e algébrique,

ii) [L : K] < +∞,

iii) αi e algébrique pour tout i = 1, · · · ,n.

Preuve: i)⇒ ii) Par transitivité des degré, on a

[L : K] = [L : K(α1, · · · ,αn−1)]. · · · .[K(α1) : K]

comme toutes ces dimensions sont finies, on en déduit bien le résultat.

ii)⇒ iii) Immédiat.

iii)⇒ i) C’e une conséquence de la proposition précédente.

�

Corollaire.— Soient M/L et L/K deux extensions. Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) M/K e algébrique,

ii) M/L et L/K sont algébriques.

Preuve: i)⇒ ii) Evident.

ii) ⇒ i) Soit α ∈ M et P (X) =
∑n
i=0 aiX

i = MinL(α). Les éléments ai sont algébriques sur K , donc le corps K
′

=
K(a0, · · · , an) e de dimension fini sur K . Le polynôme P ∈ K ′ [X] e annulateur de α, donc α e algébrique sur
K
′
. Donc K

′
(α)/K

′
e fini et par transitivité des degré K

′
(α)/K e fini et comme K(α) ⊂ K ′ (α) on en déduit que α

e algébrique sur K .

�

.. Clôture algébrique

Proposition.— Soit K/k une extension. L’ensemble A des éléments de K algébriques sur k forme un corps, extension
algébrique de k. On l’appelle clôture algébrique de k dans K . Si K e algébriquement clos alors A l’e aussi.

Preuve: On a A ⊂ K , pour montrer que A e un sous-corps de K , il suffit de prouver que si x,y ∈ A avec y , 0 alors
x − y ∈ A et xy−1 ∈ A. Maintenant, par hypothèse x et y sont algébrique sur k, donc [k(x,y) : k] < +∞ donc k(x,y)/k
e une extension algébrique et comme x − y ∈ k(x,y) et xy−1 ∈ k(x,y) on en déduit bien que x − y ∈ A et xy−1 ∈ A.
Le fait que A/k soit une extension algébrique e immédiat.

Si K e supposé algébriquement clos, montrons que A l’e aussi. Soit P (X) =
∑n
i=0 aiX

i ∈ A[X] un polynôme
non conant. Posons K0 = k(a0, · · · , an). Comme les ai sont algébriques sur k, on en déduit que [K0 : k] < +∞. Soit
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maintenant α ∈ K tel que P (α) = 0. L’élément α e donc algébrique sur K0 et par suite [K0(α) : K0] < +∞ et donc
[K0(α) : k] < +∞ et donc α e algébrique sur k, donc α ∈ A.

�

Proposition.— Soit K/k une extension telle que K soit algébriquement clos. Les propositions suivantes sont équivalentes
:

i) K/k e algébrique,

ii) K/k ne possède pas d’extension intermédiaire ri�e qui soit algébriquement close.

Preuve: i) ⇒ ii) Soit K0 un sous-corps ri� de K . Il exie donc α ∈ K tel que α < K0. Comme K/K0 e une
extension algébrique, α possède un polynôme minimal sur K0, P ∈ K0[X]. Le polynôme P e de degré > 1 sinon,
α serait dans K0. Le polynôme P étant irrédu�ible n’e pas totalement décomposé sur K0 ce qui montre bien que
ce corps n’e pas algébriquement clos.

ii) ⇒ i) Supposons K/k transcendante. Le corps A obtenu dans la proposition précédente e une extension
intermédiaire de K algébriquement close et différente de K car A/k e une extension algébrique.

�

Définition.— Soit K/k une extension. On dit que K e une clôture algébrique de k si K vérifie les deux propriétés
équivalentes de la proposition précédente.

Lemme.— Soit K un corps et P ∈ K[X] un polynôme irrédu�ible de degré ≤ 1. Le corps K[X]/(P ) e une extension finie
de K dans laquelle P admet une racine.

Preuve: Puisque P e irrédu�ible, l’anneau K[X]/(P ) e bien un corps et l’inje�ion canonique K → K[X] se
fa�orisant, on en déduit queK[X]/(P ) e une extension deK . Posons n = d◦P et α = X. Il e clair que 1,α, · · · ,αn−1

forment une base de K[X]/(P ) vu comme K-espace ve�oriel. Par ailleurs, il e aussi clair que P (α) = 0.

�

Proposition.— Soit K/k une extension. Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) K e une clôture algébrique de k,

ii) K/k e une extension algébrique maximale,

iii) K/k e algébrique et tout polynôme non conant de k[X] admet toutes ses racines dans K .

Preuve: i)⇒ ii) K/k e algébrique. Si K/k n’e pas maximale, alors il exie une extension K0/K ri�e et par
suite tout élément α ∈ K0 −K fournit un polynôme (MinK (α)) de K[X] de degré ≥ 2 n’ayant pas de racine dans K ,
donc K n’e pas algébriquement clos.

ii) ⇒ iii) Soit P ∈ k[X] ne possédant pas toutes ses racines sur K . P vu dans K[X] possède donc un fa�eur
irrédu�ible Q de degré ≥ 2. Le corps KQ = K[X]/(Q) e une extension algébrique ri�e de K , mais alors KQ/k
e algébrique ce qui contredit la maximalité du K/k.

iii)⇒ i) Il faut montrer que K e algébriquement clos. Si ce n’e pas le cas, alors il exie P ∈ K[X] sans racine
dans K . Soit Q un fa�eur irrédu�ible de P de degré ≤ 2. Le corps de KQ = K[X]/(Q) e une extension ri�e de
K . Soit α ∈ KQ −K . Comme KQ/K et K/k sont algébriques, α e algébrique sur k. Le polynôme minimal Mink(α)
ne peut pas être totalement décomposé sur K , sinon on aurait α ∈ K , d’où l’absurdité.

�

Si K/k e une extension avec K algébriquement clos, la clôture algébrique A de k dans K e donc une clôture
algébrique de k. Ainsi tout corps contenu dans un corps algébriquement clos possède une clôture algébrique. En
fait, de manière générale, on a :

Théorème.— (Steiniz) Tout corps k admet une clôture algébrique.

Preuve: (D’après Lang) On considère l’anneau D = K[Xf ] des polynômes à coefficients dans K en les variables Xf
où f parcourt l’ensemble des polynômes de K[X] de degré ≤ 1. Soit I l’idéal de D engendré par les polynômes
f (Xf ) pour f parcourant K[X].

• L’idéal I e ri�. En effet, 1 < I , sinon il exierait des indices f1, · · · , fn et des polynômes g1, · · · , gn ∈D tels que

n∑
i=1

gifi(Xfi ) = 1
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Maintenant, il exie une extension L/K telle que chaque polynôme fi(Xfi ) admette une racine. En évaluant
l’égalité en un uplet contenant ces racines, on a alors 0 = 1 ce qui e absurde.

• Le théorème de Krull assure qu’il exie un idéal maximal I contenant I . Considérons le corps E = D/I . C’e
une extension de K . En effet, la surje�ion canonique s :D→ E induit un morphisme de corps de K sur E. Notons
xf = s(Xf ) et considérons le corps E1 = K(xf )f . Chaque xf e algébrique sur K , donc E1/K e algébrique. Par
ailleurs, tout polynôme f ∈ K[X] admet une racine dans E1 (à savoir xf ).

On conruit de la même facon une extension algébrique E2/E1 telle que tous polynôme f ∈ E1[X] admette
une racine dans E2 et, par réccurence, on conruit une suite d’extension (En)n telle que pour tout n, En+1/En e
algébrique et tout polynôme f ∈ En admet une racine dans En+1.

• Considérons alors le corps L =
⋃
nEn. L/K e algébrique et tout polynôme f ∈ L[X] appartient à En[X] pour un

certain n, donc admet une racine dans En+1 ⊂ L. L e bien algébriquement clos.

�

Proposition.— Soit L/K et M/K deux extension de corps et α ∈ L et β ∈ M deux élements algébriques sur K . Les
propositions suivantes sont équivalentes :

i) MinK (α) = MinK (β),

ii) il exie un (unique) K-isomorphisme σ ∈ Isomk(K(α),K(β)) tel que σ (α) = β.

Preuve: i)⇒ ii) Commencons par montrer l’unicité. Soit σ1 et σ2 deux K-isomorphismes de Isomk(K(α),K(β))
tels que σi(α) = β pour i = 1,2. On sait que 1,α, · · · ,αn−1 e une base du K-espace ve�oriel K(α). Comme σ1 et σ2
sont des morphismes de corps et que σ1(α) = σ2(α), on en déduit que σ1(αd) = σ2(αd) pour tout d = 0, · · · ,n− 1 et
comme σ1 et σ2 sont en particulier des applications K-linéaires, on en déduit bien que σ1 = σ2.

Montrons maintenant l’exience de σ . Considérons le polynôme

P =
n∑
i=0

aiX
i = MinK (α) = MinK (β)

On sait que 1,α, · · · ,αn−1 et 1,β, · · · ,βn−1 forment des bases de K(α) et de K(β). Définissons σ de la manière
suivante : si x ∈ K(α) alors il exie un unique n-uplet λ0, · · · ,λn−1 ∈ K tel que x = λ0 + · · ·+λn−1α

n−1. On pose alors

σ (x) = λ0 + · · ·+λn−1β
n−1

On a bien σ (α) = β et σ e une application K-linéaire. Ree à vérifier que σ e bien un morphisme de corps.
Puisque σ e K-linéaire, il suffit pour cela de montrer que l’image d’un produit de deux éléments de la K-base
1,α, · · · ,αn−1 e le produit des images de ces éléments, c’e-à-dire finalement que pour tout entier d, σ (αd) = βd .
Cette propriété e visiblement vraie pour d = 0, · · · ,n− 1. Montrons la pour d ≥ n.
Pour d = n, on a αn = αn − P (α) = −

∑n−1
i=0 aiα

i et donc

σ (αn) = −
∑n−1
i=0 aiσ (αi)

= −
∑n−1
i=0 aiβ

i

= βn − P (β)
= βn

Supposons la propriété vraie au rang d ≥ n. Alors σ (αd) = βd . Soit λ0, · · · ,λn−1 ∈ K tels que

αd = λ0 + · · ·+λn−1α
n−1

on a alors
βd = λ0 + · · ·+λn−1β

n−1

On a donc
αd+1 = λ0α + · · ·+λn−1α

n

= λ0α + · · · −λn−1
∑n−1
i=0 aiα

i

et ainsi,
σ (αd+1) = λ0β + · · ·+λn−1σ (αn)

= λ0β + · · · −λn−1
∑n−1
i=0 aiβ

i

= λ0β + · · ·+λn−1β
n

= βd+1
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ce qui achève la preuve.

ii)⇒ i) Soit P1 = MinK (α) et P2 = MinK (β). Comme P1(α) = 0 et que σ (P1(α)) = P1(σ (α)) = P1(β) = 0, on en déduit
que P1 e un polynôme annulateur de β, donc P2|P1. Maintenant, il e clair que σ e bije�if puisqu’il envoie la
base 1, · · · ,αn−1 sur la base 1, · · · ,βn−1. En appliquant le même raisonnement que précédement à σ−1, on en déduit
que P1|P2 et comme ces deux polynômes sont unitaires, on trouve finalement P1 = P2.

�

Définition.— Deux éléments algébriques d’une extension K/k sont dit conjugués, s’ils ont le même polynôme minimal.

Proposition.— Soit L/K une extension algébrique et σ ∈ IsomK (L,L). Si α ∈ L, on note Cα l’ensemble des conjugués de
α sur K dans L. La reri�ion de l’application σ à Cα e une bije�ion de Cα dans lui-même. En particulier, σ e un
automorphisme de corps. On note alors IsomK (L,L) = AutK (L). Cet ensemble e un groupe pour la composition.

Preuve: L’ensemble Cα e fini puisque P = MinK (α) ne possède qu’un nombre fini de racines dans L. Soit β ∈ Cα .
On alors 0 = σ (P (β)) = P (σ (β)) donc σ (β) ∈ Cα ce qui juifie bien que l’image de Cα par σ e incluse dans Cα .
Maintenant σ e inje�ive et comme Cα e fini on en déduit bien que σ rereinte à Cα e bije�ive.

On sait que σ e inje�ive, montrons qu’elle e surjecive. Soit α ∈ L. On a α ∈ Cα , et comme σ e une bije�ion
sur Cα , il exie β ∈ Cα ⊂ L tel que σ (β) = α, ce qui prouve bien la surje�ivité de σ .

�

Proposition.— Soit L/K une extension monogène (L = K(α)),M/K une extension quelconque. Pour tout σ ∈ IsomK (L,M),
σ (α) e une racine de MinK (α) et réciproquement, si β e une racine de MinK (α) dans M, il exie un unique
σ ∈ IsomK (L,M) tel que σ (α) = β. Il y a donc une correspondance bije�ive entre les éléments de IsomK (L,M) et les
racines de MinK (α) dans L.

Preuve: Il e clair que si σ ∈ IsomK (L,M), alors 0 = σ (P (α)) = P (σ (α)), donc σ (α) e bien une racine de P dans
M.

Soit β ∈M une racine, une des propositions précédentes montre qu’il exie un unique élément σ ∈ Isomk(k(α), k(β))
tel que σ (α) = β, donc il exie bien un élément µ ∈ Isomk(L,M) tel que µ(α) = β. Comme µ(α) = β, on a
µ(k(α)) ⊂ k(β), on a nécessairement µ = σ .

�

Théorème.— (Steiniz) Soit k un corps et k une clôture algébrique. Soit K/k une extension algébrique et σ ∈ Isomk(K,k).
Si L/K e une extension algébrique, alors il exie σ̃ ∈ Isomk(L,k) tel que σ̃|K = σ .

Preuve: Examinons pour commencer le cas monogène L = K(a). Soit P = MinK (a) et soit α ∈ overlinek une racine
du polynôme σ (P ) ∈ k[X]. On vérifie alors, comme dans la prop ???, que l’application σ̃ : K(a)→ k donnée par
σ̃ (x) = σ (x) pour x ∈ K et σ̃ (a) = α définie bien l’élément σ̃ ∈ Isomk(L,k) recherché.

Pour le cas général, considérons l’ensemble E des couples (K0, σ̃K0
) où K0 e une extension intermédiaire de

L/K et σ̃K0
∈ Isomk(K0, k) tel que la reri�ion de σ̃K0

à K soit égale à σ . On ordonne E de la manière suivante,
(K0, σ̃K0

) ≤ (K1, σ̃K1
) ssi K0 ⊂ K1 et la reri�ion de σ̃K1

à K0 vaut σ̃K0
. L’ensemble ordonné (E ,≤) e alors indu�if.

En effet, prenons (Ki , σ̃Ki )i une chaı̂ne dans E et considérons M =
⋃
i Ki . L’ensemble M e un corps (puisqu’il

s’agit d’une chaine) et c’e une extension intermédiaire de L/K . Sur M définissons σ̃ par :

σ̃ (x) = σ̃Ki (x) si x ∈ Ki

L’application σ̃ e bien définie puisque (Ki , σ̃Ki )i e une chaı̂ne, c’e un élément de Isomk(M,k) dont la reri�ion
à K e σ . Ainsi le couple (M,σ̃ ) ∈ E e un majorant de la chaı̂ne (Ki , σ̃Ki )i , c’e-à-dire que E e indu�if. Le lemme
de Zorn affirme alors qu’il exie dans E un élément (K0, σ̃K0

) maximal. Si K0 , L alors il exie a ∈ L−K0 et d’après
le cas monogène, il exie un élément µ ∈ Isomk(K0(a), k) tel que µ|K0

= σ̃K0
. Mais alors, µ|K = σ et donc (K0(a),µ) ∈ E

et (K0, σ̃K0
) < (K0(a),µ) ce qui contredit la maximalité de (K0(a),µ).

�

Si K1 et K2 sont deux extensions d’un même corps k, on dira que K1 et K2 sont k-isomorphes s’il exie un
k-isomorphisme bije�if de K1 sur K2.

Corollaire.— (Steiniz) Si K1 et K2 sont deux clôtures algébriques d’un même corps k, alors K1 et K2 sont k-isomorphes.

Preuve: D’après ce qui précède, il exie des élémentsσ1 ∈ Isomk(K1,K2) et σ2 ∈ Isomk(K2,K1). Comme σ2 ◦ σ1 ∈
Isomk(K1,K1) = Autk(K1) on a donc σ2 surje�ive et, par suite, σ2 définit un k-isomorphisme bije�if de K2 sur K1.
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�

Les clôtures algébriques d’un corps K donnée sont donc toutes K-isomorphes. C’e pour ceci que l’on parlera
de la clôture algébrique, K , de K pour désigner un choix arbitraire d’une clôture.

Corollaire.— Soit L/K une extension algébrique. Toute clôture algébrique de K e une clôture algébrique de L et
réciproquement.

Preuve: Exercice.

�

.. Extensions transcendantes

On rappelle que, si K désigne un corps, le corps K(X) e défini comme étant le corps des fra�ions de l’anneau
de polynômes K[X].

Proposition.— Soit K/k une extension et α ∈ K . Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) α e transcendant,

ii) [k(α) : k] = +∞,

iii) dimk k[α] = +∞,

iv) k(α) , k[α],

v) Φα e inje�if,

vi) k(α) e k-isomorphe à k(X).

Preuve: L’équivalence des propriétés i) à v) e jue la reformulation du théorème de cara�érisation de l’algébricité.

v)⇒ vi) Comme Φα e inje�ive et que k[α] e engendré par les αn on en déduit que Φa e un k-isomorphisme
de k[X] sur k[α] qui induit donc un k-isomorphisme bije�if de k(X) sur k(α).

vi)⇒ ii) Soit ϕ un k-isomorphisme bije�if de k(X) dans k(α). C’e en particulier un isomorphisme de k-espaces
ve�oriels, donc dimkk(α) = dimkk(X) = +∞.

�

Un argument de cardinalité permet de montrer que dans l’extension C/Q il exie des nombres transcendants.
En effet, Q e dénombrable, donc pour tout n ≥ 0, l’ensemble Qn[X] des polynômes rationnels de degré ≤ n e
dénombrable puisque ce dernier ensemble e équipotent à un produit fini Q × · · · ×Q (n + 1 fois) d’ensembles
dénombrables. Maintenant comme Q[X] e la réunion dénombrable des ensembles Qn[X], il e lui-même
dénombrable.

Chaque polynôme P ∈Q[X] a un nombre fini de racines, donc l’ensemble des complexe qui sont algébriques
sur Q e dénombrable. Or C ne l’e pas, donc il exie des nombres complexes transcendants sur Q.

On remarque que la ”quantité” de nombres complexes transcendants sur Q e ”colossale” (puisque indénombrable).
Une facon de mieux voir cette idée e de considérer les nombres réels algébriques sur Q, comme ils sont dénombrables
ils forment un ensemble de mesure nulle au sens de Lebesgue sur R. Ainsi, si l’on prend un réel au hazard, il e
transcendant...

.. Corps de rupture et corps de décomposition

Définition.— Soit k un corps et P ∈ k[X] un polynôme irrédu�ible. On appelle corps de rupture de P toute extension
K/k telle que :

• K/k algébrique,

• P admet une racine dans K ,

• P n’admet aucune racine dans les extensions intermédiaires ri�es de K/k.

Proposition.— Soit k un corps et P ∈ k[X] un polynôme irrédu�ible. On a :

• k[X]/(P ) e un corps de rupture de P ,

• une corps K e un corps de rupture de P ssi il exie α ∈ K tel que P (α) = 0 et K = k(α),

• deux corps de ruptures de P sont k-isomorphes.
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Preuve: • Puisque P e irrédu�ible, l’anneau k[X]/(P ) e bien un corps et l’inje�ion canonique k → k[X] se
fa�orisant, on en déduit que k[X]/(P ) e une extension de k. Posons n = d◦P et α = X. Il e clair que 1,α, · · · ,αn−1

e une base de k[X]/(P ) vu comme k-espace ve�oriel. Par ailleurs, il e aussi clair que P (α) = 0.
Supposons qu’il exie une sous-extension ri�e M de k[X]/(P ) admettant une racine β de P . On a [M : k] < n

et donc d◦Mink(β) < n, mais comme P e annulateur de β on a alors que Mink(β) divise P ri�ement ce qui e
absurde puisque P e irrédu�ible et que Mink(β) n’e pas conant.

• Soit K/k une extension et α ∈ K tel que P (α) = 0 et K = k(α). Pour montrer que K e un corps de rupture, il suffit
de montrer que P n’a pas de racine dans unze sous-extension ri�e. Supposons donnée une telle sous-extension
M avec β ∈M tel que P (β) = 0. Comme [M : k] < [K : k] = d◦P , on en déduit que d◦Mink(β) < d◦, ce qui, comme
précédement, e absurde.

Réciproquement, soit K un corps de rupture. Il exie donc α ∈ K tel que P (α) = 0. Si K , k(α), alors k(α)
e une sous-extension ri�e de K/k où P possède une racine ce qui e contraire au fait que K e un corps de
rupture.

• Soit K/k un corps de rupture de P et α ∈ K une racine de P . On sait donc que K = k(α) = k[α]. Considérons
l’applicationϕ : k[X]→ K donnée parϕ(Q) =Q(α). Le morphismeϕ e surje�if et son noyau e précisément (P ),
on en déduit donc que K = k(α) = k[α] ' k[X]/(P ), le dernier isomorphisme étant visiblement un k-isomorphisme.
Donc tout les corps de ruptures sont k-isomorphes à k[X]/(P ).

�

Corollaire.— Soit k un corps, K/k une extension et P ∈ k[X] un polynôme irrédu�ible. Dans K , il y a au plus n corps
de ruptures où n désigne le nombre de racines de P dans K .

Preuve: Immédiat.

�

Définition.— Soit k un corps et P ∈ k[X] un polynôme. On appelle corps de décomposition (ou corps des racines) de P
toute extension K/k telle que :

• K/k algébrique,

• P e totalement décomposé dans K ,

• P n’e totalement décomposé dans aucune extensions intermédiaires ri�es de K/k.

Proposition.— Soit k un corps, k une clôture algébrique de k et P ∈ k[X] un polynôme irrédu�ible. Dans k, P ne possède
qu’un seul corps de décomposition, c’e le corps K = k(α1, · · · ,αn) où α1, · · · ,αn ∈ k sont tels que P (X) = a(X−α1) · · · (X−
αn) dans k[X].

Preuve: Soit K un corps de décomposition de P dans k. On a donc k(α1, · · · ,αn) ⊂ K , comme dans k(α1, · · · ,αn), P
se décompose totalement, on en déduit bien que K = k(α1, · · · ,αn).

�

Corollaire.— Soit k un corps et P ∈ k[X] un polynôme irrédu�ible. Tous les corps de décomposition de P sont k-
isomorphes et si K désigne un tel corps alors [M : k] ≤ n! avec n = d◦P .

Preuve: Soit K1 et K2 deux corps de décompositions de P et K1 et K2 des clôtures algébriques de K1 et K2. Puisque
K1/k et K2/k sont des extensions algébriques, on en déduit que K1 et K2 sont des clôtures algébriques de k et par
le théorème de Steiniz, K1 et K2 sont k-isomorphes. Soit ϕ : K1 → K2, un k-isomorphisme (bije�if). Le corps
ϕ(K1) e un sous-corps de K2 où P se décompose totalement, donc K2 ⊂ ϕ(K1). De même, on a K1 ⊂ ϕ−1(K2),
mais comme [K1 : k] = [ϕ(K1) : k] et [K2 : k] = [ϕ−1(K2) : k], donc K2 = ϕ(K1) et K1 = ϕ−1(K2), ce qui montre bien
que K1 et K2 sont k-isomorphes.

Soit K = k(α1, · · · ,αn) un corps de décomposition de P . On a [k(α1) : k] = n. Le polynôme minimal de α2
sur k(α1) e un diviseur de P , c’e forcément un diviseur ri� puisque P n’e plus irrédu�ible sur k(α1).
Donc [k(α1,α2) : k(α1)] ≤ n − 1, et par récurrence, on en déduit que pour tout i = 1, · · · ,n − 1, [k(α1, · · · ,αi+1) :
[k(α1, · · · ,αi)] ≤ n− i. Maintenant, comme

[k(α1, · · · ,αn) : k] = [k(α1, · · · ,αn) : k(α1, · · · ,αn−1)]. · · · .[k(α1) : k]

on trouve bien [K : k] ≤ 2.3. · · · .n = n!.

�
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. Corps finis

.. Théorème de Wedderburn

Pour tout entier n ∈N∗, on note Φn(X) =
∏
ξ

(X−ξ) (ξ parcourt l’ensemble des racines primitives n-ième de l’unité)

le n-ième polynôme cyclotomique. On rappelle que Φn(X) e un polynôme irrédu�ible de Z[X].

Lemme.— Soit n et d deux entiers. Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) d divise n,

ii) Xd − 1 divise Xn − 1 dans Z[X].

et dans cette situation, si d < n alors Φn(X) divise
Xn − 1
Xd − 1

dans Z[X].

Preuve: Si n = kd, alors
Xn − 1 = (Xd − 1)(1 +Xd +X2d + · · ·+X(k−1)d)

Donc Xd − 1 divise Xn − 1 dans Z[X].
Réciproquement, si Xd −1 divise Xn−1, en particulier, les racines de Xd −1 dans C sont des racines de Xn−1.

Soit ξ une racine primitive d-ième de l’unité, ξd − 1 = 0 donc ξn − 1 = 0 donc n = kd.

Soit ξ une racine primitive n-ième de l’unité. Comme d < n, ξd − 1 , 0, donc ξ e racine de
Xn − 1
Xd − 1

. Ceci

étant valable pour toutes les racines primitives n-ièmes de l’unité et comme Φn(X) et
Xn − 1
Xd − 1

sont des polynômes

normalisés, Φn(X) divise
Xn − 1
Xd − 1

dans Z[X].

�

Lemme.— Soit p un nombre premier et k ∈N∗. Posons q = pk . Si n et d sont deux entiers alors les propositions suivantes
sont équivalentes :

i) d divise n,

ii) qd − 1 divise qn − 1.

Preuve: Si n = kd, d’après le lemme précèdant, en évaluant les polynômes en X = q, on a qd − 1 divise qn − 1 dans
Z.

Réciproquement supposons que qd − 1 divise qn − 1 dans Z. On a donc qn ≡ 1[qd − 1]. Effe�uons la division
euclidienne de n par d: on a n = kd + r avec k ∈ N et 0 ≤ r < d. Supposons que r , 0, on a qn = qkd .qr , mais
comme qkd ≡ 1[qd − 1] on a qn = qkd .qr ≡ qr [qd − 1] et donc qr ≡ 1[qd − 1]. Mais qd − 1 ne peut pas diviser qr − 1 car
qr − 1 < qd − 1. Donc r = 0 et d divise n.

�

Théorème.— (Wedderburn) Tout corps fini e commutatif.

Preuve: Soit F un corps fini et Z = Z(F) son centre. Le corps F e donc un Z-espace ve�oriel et si q = ]Z alors
]F = qn avec n = dimZF.

Sur F∗, on définit la relation d’équivalence ' par:

∀(x,x
′
) ∈ F∗, x ' x

′
⇐⇒∃y ∈ F∗/ x

′
= yxy−1

Pour x ∈ F∗, on pose N (x) = {y ∈ F/ yx = xy}.
N (x) e un sous-corps de F contenant Z. Donc, on a ]N (x) = qδ(x) avec δ(x) = dimZN (x) (on a δ(x) = n si et

seulement si x ∈ Z∗).
Soit x ∈ F∗. On note x̄ la classe d’équivalence de x modulo '. Il e clair que l’on a x̄ = {yxy−1/ y ∈ F∗}. Sur F∗

on introduit la relation d’équivalence ≡ définie par

y ≡ y
′

ssi yxy−1 = y
′
xy
′−1

Il e clair que ]x̄ = ](F∗/ ≡). Maintenant

y ≡ y
′
⇐⇒ y

′−1y ∈N (x)
′∗
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Par conséquent le cardinal des classes d’équivalences de ≡ vaut exa�ement ]N (x)∗, et par suite on a ]x̄ =
]F∗

]N (x)∗
. En particulier, comme ]N (x)∗ = qδ(x) − 1 et que ]F∗ = qn − 1, on a qδ(x) − 1 divise qn − 1, ce qui implique

d’après le lemme que δ(x) divise n.
Les classes d’équivalence définissent une partition, donc on a:

]F∗ =
h∑
i=1

]x̄i

et donc:

qn − 1 =
h∑
i=1

qn − 1

qδ(xi ) − 1

Si xk ∈ Z∗, alors x̄k = Z∗. Alors xk e le seul des xi pour lequel δ(xk) = n. Dans ce cas ]xk = ]Z∗ = q − 1. On en
déduit donc que:

qn − 1 = q − 1 +
∑

i/ δ(xi )<n

qn − 1

qδ(xi ) − 1

D’après le lemme

Φn(q) divise qn − 1 et
qn − 1

qδ(xi ) − 1

pour δ(xi) < n. On déduit que Φn(q) divise q − 1.
Si ξ e une racine primitive n-ième de l’unité alors si n > 2, ξ <R. Posons ξ = α + iβ, avec (α,β) ∈R2. On a

|q − ξ |2 = (q −α)2 + β2 = q2 +α2 + β2 − 2αq
= q2 + 1− 2αq > q2 + 1− 2q
= |q − 1|2

ceci parce que |ξn| = 1 = α2 +β2 et que α < 1 (sinon ξ e réel). Ainsi |q−ξ | > |q−1| et par suite |Φn(q)| > |q−1|, donc

|q − 1|
|Φn(q)|

< 1

ce qui e absurde car ce nombre e un entier positif non nul.
Si n = 2, alors ξ2 = −1 et à nouveau |q−ξ2| > |q−1| ce qui e absurde pour les mêmes raisons que précédemment.
On en déduit que n = 1 et donc que F = Z, c’e à dire que F e commutatif.

.. Corps finis

Si F désigne un corps fini alors sa cara�ériique e un nombre premier p et par suite ]F = pn avec n = dim
Z/pZF.

Réciproquement:

Théorème.— Pour tout nombre premier p et tout entier n ∈N, il exie un unique corps fini (à isomorphisme près) de
cardinal q = pn. On note Fq ce corps.

Preuve: Montrons tout d’abord qu’un tel corps exie. Notons F p une clôture algébrique de Z/pZ (elle e unique
à isomorphes près, d’après le théorème de Steiniz). Le polynôme P (X) = Xq −X a une dérivée égale à

P
′
(X) = qXq−1 − 1 = −1

(nous sommes en cara�ériique p). Sa dérivée étant égale à une conante, P e premier avec sa dérivée. Donc
P n’a que des racines simples dans F p. Soit F l’ensemble de ces racines. Il e clair que F e un corps, car: si
(x,y) ∈ F2 alors (x.y)q = xq.yq = x.y donc x.y ∈ F, si x , 0 alors

(x−1)q = (xq)−1 = x−1

et donc x−1 ∈ F,
(−x)q = −xq = −x

donc −x ∈ F et enfin

(x+ y)q =
q∑
k=0

Ckqx
k + yq−k = xq + yq = x+ y
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(car Ckq e divisible par p donc nul dans F p pour k = 1, · · · ,q − 1) et donc (x+ y) ∈ F.
Comme ]F = q, F e bien un corps à q éléments. Notons au passage que c’e le corps de décomposition dans

F p du polynôme Xq −X.
Prenons maintenant un corps F

′
de cardinal q. Grâce au théorème de Wedderburn, on sait que F

′
e commu-

tatif. Il e de cara�ériique p, sa clôture algébrique e isomorphe à F p, il e donc isomorphe à un sous-corps
de F p. On peut donc le voir dire�ement comme un sous corps de F p (ceci veut dire qu’une fois choisie F p une

clôture algébrique de Fp, F
′

e isomorphe, modulo le choix d’un isomorphisme entre F p et F
′
, à un sous-corps de

F p).
Maintenant, pour tout x ∈ F ′ , xq = x. En effet, F étant un corps, F∗ e un groupe multiplicatif d’ordre q − 1.

D’après le théorème de Lagrange, si x ∈ F∗, alors xq−1 = 1 et par suite xq = x. Il e clair que x = 0 vérifie aussi cette
égalité.

Comme ]F = q il s’ensuit que F
′

e le corps de décomposition du polynôme Xq −X dans F p. Mais comme il y
a unicité du corps de décomposition on en déduit que F

′
= F = Fq.

�

Proposition.— Soit p un nombre premier et n,m ∈ N
∗. Posons q = pn et q

′
= pm. Les propositions suivantes sont

équivalentes :

i) Fq′ e une extension de Fq,

ii) il exie k ∈N∗ tel que m = kn.

Preuve: i)⇒ ii) Fq′ étant une extension de Fq, on peut le voir comme Fq-espace ve�oriel, sa dimension k > 0 sur

Fq e finie sinon le corps serait infini. On a donc q
′

= qk , c’e à dire que m = kn.

ii)⇒ i) Supposons m = kn. Si x ∈ Fq alors xq = x et donc par récurrence, xq
k

= x c’e-à-dire xq
′

= x c’e-à-dire
x ∈ Fq′ .

�

Proposition.— Le groupe multiplicatif F ∗q e cyclique. De manière générale, si K e un corps commutatif, tout sous-
groupe fini Γ de (K∗, .) e cyclique.

Preuve: Si x ∈ Γ , pour tout n ∈N, xn ∈ Γ . Γ étant fini, pour tout x ∈ Γ , il exie n ∈N tel que xn = 1 (n e l’ordre de
x dans Γ ). Considérons un élément α ∈ Γ d’ordre maximal N (i.e. si x ∈ Γ e d’ordre n, alors n ≤ N ). Nous allons
montrer que α génère Γ .

Soit β ∈ Γ d’ordre n. Supposons que n ne divise pasN , il exie donc un nombre premier p et un entier e tel que
pe divise n et pe ne divise pasN . Soit f < e l’entier tel que pf |N et pf +1 6 |N . Considérons alors γ = αp

f
βn/p

e
, l’ordre

de α e N/pf et celui de βn/p
e

e pe, or pe et N/pf sont premiers entre eux, donc l’ordre de γ vaut pe.(N/pf ) > N
(en effet, si a et b sont deux éléments d’un groupe abélien d’ordres respe�ifs s et t premiers entres eux alors l’ordre
o ≤ p.p.c.m(s, t) de ab vérifie ao = b−o et par suite aos = 1 = b−os ce qui implique t|os et donc t|o. De même, on a s|ot
et donc s|o, donc p.p.c.m(s, t)|o et donc o = p.p.c.m(s, t) = st). Par conséquent γ a un ordre ri�ement plus grand
que celui de α ce qui e absurde par hypothèse. Donc n divise N .

L’équation Xn = 1 a pour solution dans Γ les αk
N
n pour k = 0, · · ·n−1. Or β e solution de cette équation, donc

il exie k ∈ {0, · · · ,n− 1} tel que β = αk
N
n . Ainsi Γ e cyclique.

�

Proposition.— Un corps fini n’e jamais algébriquement clos.

Preuve: Soit F = {x1, · · · ,xn} un corps fini. Considérons le polynôme P (X) = (X−x1) · · · (X−xn)+1, c’e un polynôme
de degré n et qui vérifie P (x) = 1 , 0 pour tout x ∈ F. Donc F n’e pas algébriquement clos.

�

. Notion de séparabilité

Définition.— • Soit k un corps et P ∈ k[X] un polynôme irrédu�ible. On dit que P e séparable si P ne possède que des
racines simples dans k.

• Un élément algébrique α d’une extension L/K e dit séparable, si MinK (α) e un polynôme séparable.



Notion de séparabilité 

• Une extension algébrique L/K e dite séparable si tout les éléments de L sont séparables.

Proposition.— Soit k un corps et P ∈ k[X] un polynôme irrédu�ible non conant. Les propositions suivantes sont
équivalentes :

i) P e séparable,

ii) P
′
, 0.

Preuve: ii)⇒ i) Si P
′
, 0 alors comme P e irrédu�ible et que d◦P

′
< d◦P , P et P

′
sont premier entre eux, donc

n’ont pas de racine commune dans k, donc P e à racines simples.

i)⇒ ii) Si P
′

= 0, alors car(k) = p , 0. Il exie donc un polynôme Q ∈ k[X] tel que P (X) = Q(Xp). Le polynôme Q
étant non conant possède dans k une racine α. On a donc P (X) = (Xp −α)Q1(Xp). Soit maintenant β une racine
dans k de Xp −α. On a Xp −α = Xp −βp = (X −β)p et donc β e racine d’ordre au moins p de P , c’e-à-dire que P
n’e pas séparable.

�

Corollaire.— Soit k un corps et P ∈ k[X] un polynôme irrédu�ible.

• Si car(k) = 0 alors P e séparable. En particulier, toute extension algébrique en cara�ériique nulle e séparable.

• Si car(k) = p, alors il exie un entier n et un polynôme Q ∈ k[X] irrédu�ible et séparable tel que P (X) = Q(Xp
n
). En

particulier, les racines de P dans k ont toutes la même multiplicité.

Preuve: • c’e évident.

• Si P e séparable, alors on prend Q = P et n = 0. Sinon, il exie P1 ∈ k[X] tel que d◦P1 ≥ 1 et tel que P (X) =
P1(Xp). Le polynôme P1 e irrédu�ible, sinon P ne le serait pas. Si le polynôme P1 e séparable, on prend Q = P1
et n = 1, sinon on recommence : il exie P2 ∈ k[X] irrédu�ible tel que d◦P2 ≥ 1 et tel que P1(X) = P2(Xp) etc. Cette
récurence e finie, car d◦Pi+1 = d◦Pi −p et chaque Pi e non conant. Soit n l’indice pour lequel Pn e séparable,
on prend alors Q = Pn et on a bien P (X) =Q(Xp

n
) avec Q irrédu�ible et séparable.

Soit α1, · · · ,αm les racines de Q dans k. Elles sont diin�es deux à deux. Pour tout i = 1, · · · ,m prenons βi une
racine de Xp

n −αi . Les βi sont diin�es deux à deux et on a:

P (X) = Q(Xp
n
) = A

m∏
i=1

(Xp
n
−αi) = A

m∏
i=1

(Xp
n
− βp

n

i )

= A
m∏
i=1

(X − βi)p
n

= A

 m∏
i=1

(X − βi)

p
n

ce qui juifie que les βi sont les racines de P et que leur ordre e pn pour tout i = 1, · · · ,m.

�

Exemples : a) Considérons un nombre premier p et le corps k = Fp(T ). Le polynôme P (X) = Xp−T e irrédu�ible
dans k[X] par application du critère d’Eisenein. On voit que P

′
= 0 et par suite, P ne possède qu’une seule racine

dans k (que l’on peut, par exemple, noter T 1/p ou p
√
T ) qui e donc d’ordre p.

Dans le même ordre d’idée, si l’on prend un entier k ≥ 1 premier avec p et un entier l ≥ 1 et que l’on considère
le polynôme P (X) = Xkp

l − T ∈ k[X], on voit que P e irrédu�ible et qu’il possède k racines diin�es d’ordre pl .

b) Une extension algébrique L/K de cara�ériique 0 e toujours séparable, puisque tous les polynômes irrédu�ibles
de K[X] sont séparables.

c) L’extension Fqn /Fq e toujours séparable. En effet, un élément x ∈ Fqn non nul e racine du polynôme P (X) =
Xq

n−1 − 1 qui e à racines simples puisque P
′
(X) = −Xqn−2 ne s’annule qu’en 0. Comme Min

Fq
(x) e un diviseur

de P , il e lui-même à racines simples et donc x e séparable.

Lemme.— Soit K un corps et K sa clôture algébrique. L’ensemble E des éléments de K séparables sur K e un sous-corps
de K .

Preuve: Admis.

�



Notion de séparabilité 

Définition.— L’ensemble des éléments séparables sur K s’appelle la clôture séparable de K et se note Ksep. Le corps K e
dit parfait si Ksep = K .

Proposition Soit K un corps de cara�ériique p. Les propositions suivantes sont équivalentes:

i) K e parfait,

ii) l’endomorphisme x 7→ xp e surje�if.

Preuve: i) ⇒ ii) : Soit a ∈ K . Considérons le polynôme P (X) = xp − a et L son corps de décomposition sur K .
Comme K e parfait, L/K e séparable et par suite galoisienne. Soit b ∈ L une racine de P . Comme P (b) = 0, son
polynôme minimal divise donc P (X) = (X −b)p et comme b e séparable, ce polynôme e X −b ce qui prouve que
b ∈ K .

ii)⇒ i) : Soit P ∈ K[X] un polynôme irrédu�ible et inséparable. On a alors P (X) =
∑n
i=0 aiX

ip. Soit bi ∈ K tel que
ai = bpi , on a donc:

P (X) =
n∑
i=0

(biX
i)p =

 n∑
i=0

biX
i

p
ce qui e contraire à l’irrédu�ibilité de P .

�

Exemples : a) Tout corps de cara�ériique nulle e parfait.

b) Les corps finis sont parfaits.

c) Le corps Fp(T ) n’e pas parfait.


