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Abstract: In this article, we determine the minimal polynomial of T over F, (T)A“tFa (Fq(T))
and give explicitely an element Y (T) € F,(T) such that Fy(T)A%r.F(T) = ¥ _(V(T)).

Si K désigne un corps et K (T) son corps de fractions rationnelles, il est célebre
que le groupe Autg (K (T)) est isomorphe au groupe PGLo(K) (voir Bourbaki,
Algebre, ch. V, ex. 5, page 105), 'isomorphisme étant donné par :
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Si K est un corps infini, il est facile de voir que le corps des invariants, K (7')4%tx (K(T))
de K(T) sous laction de Auty (K (T)) est égal & K. Si K est fini, il n’en est rien.
Si 'on pose L = Fq(T)A“th (Fq(T)) (ou ¢ désigne la puissance d’un nombre pre-
mier), le théoréme d’Artin assure que lextension F,(T')/L est galoisienne de degré
$PGLy(F,) = ¢® — q. Le théoreme de Liiroth assure alors qu’il existe un élément
Y(T) € K(T) tel que L = F (Y(T)). L’objet de cette note est de déterminer

explicitement la fraction Y (T') en fonction de q.

L’élément T € F,(T) est un élément primitif de l'extension F,(T)/L. Le
polynoéme minimal de T sur L est :
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Dans la suite du calcul de P, on note w = (77— T'). Pour simplifier les expressions,
on utilisera les relations :
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De méme,
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et donc (X9 — X)P(X)PH(X) =
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On obtient, pour finir
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Comme P(X) € LIX], on a 2% € L et donc F, (ﬂ(:;)) C L. Par ailleurs,
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Iécriture de P assure que P(X) € F, (B (‘”2)) [X] qui est alors un polynéme irréductible.
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Comme T est racine de P, le corps de rupture de P sur F, (if?) est Fy(T) ce

i (:;)). On en déduit donc que

qui assure, pour des raisons de degrés, que L = F, (
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Les racines dans F, de (Tq3 — T') sont simples (ce sont les éléments de Fs), on en
déduit donc la forme irréductible de Y (T') suivante :
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Remarque : Une fois I'écriture de Y (T') donnée, on peut trés facilement retrouver
le fait que F (T)AutraFa(T) — F_(Y(T)). En effet, I'élément Y (T) est invariant
c

sous l'action de PGLy(Fy) : si < Z d ) € PGLy(F,),on a
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Par ailleurs, si K désigne un corps et f(T) = % € K(T) est écrite sous forme
irréductible, alors le degré de 'extension K(T)/K(f(T)) est égale a la hauteur
h(f) = Maxz(d°P,d°Q) (voir Bourbaki, Algebre, ch. V, ex. 5, page 105). Comme
ici, h(Y) = ¢* — ¢, on en déduit bien que F, (7). Fa(D) = F (v (T)).

Bruno Deschamps, Equipe de théorie des nombres, Faculté des sciences et tech-
niques, Université Jean Monnet, 23 rue du docteur Paul Michelon, 42023 Saint-
Etienne, Cedex 2, France.

E-mail: Bruno.Deschamps@univ-st-etienne.fr



