Un exemple d’espace topologique
non quasi-compact ou toute suite
possede une valeur d’adhérence

Soient E un ensemble indénombrable et %,(E) 'ensemble des parties dénombrables de E.
Pour X € & (E), on note
Qx={YePR,(E)/ Y CX)

Pour tout X,Y € & (E), on a Qx NQy = Qxny, si bien que 'ensemble
B ={Qx/ X € Ry (E)}

est une base d’ouverts d’une certaine topologie 7 sur %, (E).

e L'espace (#,(E), 7)) n’est pas quasi-compact. En effet, la famille 9 et un recouvrement d’ouverts
de %, (E) et si l'on pouvait en extraire un recouvrement fini {Qx ,---,Qy , alors pour tout X €
P,(E), on aurait X C X; U---U X,,. Les parties Xy,---,X,, étant dénombrables, il en est de méme
de X; U---UX,,. L'ensemble E étant indénombrable, la partie E - X; U---U X,, 'est aussi et il exiSte
donc une partie X C E - X; U---U X,, dénombrable, ce qui con$§titue une absurdité.

e Toute suite (X,), d’éléments de 9, (E) converge pour I (et donc posséde une valeur d’adhérence).
En effet, les parties X,, étant dénombrables, il en est de méme de la partie X = | J,,X,. Si Q
désigne un ouvert contenant X, alors par définition de la topologie 7, il existe Y € & (E) telle
que X € Qy c Q. La condition X € Qy équivaut a l'inclusion X C Y et comme pour tout n > 0,
X, CcX CY,onen déduit que X, € Qy C Q. L’élément X est donc bien une limite de la suite (X},),.




