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FORMULATION ANALYTIQUE DE PROBLEMES
LINEAIRES FONDAMENTAUX DE
L'ACOUSTIQUE EN MILIEU FLUIDE
HOMOGENE, INDEPENDANT DU TEMPS ET AU
REPOS : LES SOLUTIONS FONDAMENTALES EN

COORDONNEES CYLINDRIQUES /

Chapitre 5

Solutions de I'équation de propagation

®  Equation de propagation ®  Equation de Helmholtz
AL p(E:t)=—f(F:1) qu P(f0)=—F(F0)
ciot? o

v Pas de solution générale connue en dehors du cas de propagation
unidimensionnel

v Si les frontiéres du domaine coincident avec des surfaces de
coordonnées curvilignes séparables

==) solutions a variables séparces
==) "base" sur laquelle toute solution peut étre développée

famille compléte

Choix de systeme de coordonnées
®  Coordonnées cartésiennes ®  Coordonnées cylindriques

piston plan plan d'air AX

y v

source S

X ==) fonctions de Bessel

{\/\/VV\/ [ ]

Acos(ot-kx)

Coordonnées sphériques

X
y ™ _
X «
Source
(6] L z

=) fonctions circulaires polyndmes de Legendre

Solutions de problémes a 3 dimensions (1/6)

. . 10° . S
®  Equation de propagation {A— . 7})(”):0 ,Vie? ,Vt

2
®  Equation de Helmholtz {A+[“)] }f’(f—;m) 0,Vie?
Co

&
P9

N\
o

~\

%

[ Solutions a variables séparées ou représentation 1ntegraleJ

Pas de solution générale connue a 1'équation de
Helmholtz en dehors du cas de propagation
unidimensionnel :

pE:t)=Ff[E-F-cot)+g(i-F+cyt)

+ Coordonnées cartés%‘ p(x,y,z:t)=X(x)Y (y)Z(z)T
B(ry.zt)=R()¥ (v)Z(2)T (1)
p(r.0,y:)=R ()0 (0)¥ (w)T (1)

{ Solution a variables séparées = Base sur laquelle toute solution de probleme peut étre exprimée}

+ Coordonnées cylindriques

+ Coordonnées sphériques

Equation des ondes en coordonnées cylindriques
== dT=dOM=dré +rdye, +dz3,
A(r,\y,z):ArérJrAvé\VJrAzéz

®  Les principaux opérateurs en
coordonnées cylindriques

gadu=Us 10U, 02U,

: t——=¢,+—¢,
Z k " or roy Y 0z
-~ 10lrA 0A, 0A
X - diva=1 ( ')+l—‘“+ z

B, e, r or r oy oz
— 0A, O0A 0 0A olrA 0A,
roth=| 1882 By g, + T-—L e, + 17( )71 g,
r oy oz z or r Or r oy

6%U 16U 108%*U d°U
- 7

AU = div(grad )= oy ey in ol AA = grad(div A)-rot [rot &)

®  Equation de propagation

1 a2 Lo 1 or 9% 1 9% ).
L, —dfe—tr— +————5— | plr,y,zt)=0
[A oc ]p( ry,z;t)=0 == ‘ [ Tt e oy’ 82 olott bl z1)

Solutions de problémes a 3 dimensions (2/6)

®  Equation de propagation
1o 13" 2 13
or* ror r?ay? 8z* clot?

j p(r v, z; t) 0,V (r,\u,z)e’l” LVt

Blrw,zt) =R (1) (W)Z(2)T(t)
10°R 1 0R 1 10% 10°2 _110°T
Ror? rRor r2Woy? 2oz’ Tolot?’
S H—/

fonction de r,y,z

®  Solutions a variables séparées

\4 (r,\y,z)e“f” L,V t

fonction de t

2
=-kj onpose kici=om?

A )
6 2 T n e 1ot . )
’T= = choix d'une convention temporelle
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Solutions de problemes a 3 dimensions (3/6)

® Solutions a variables séparées - solution en z

10%R
- = +
R or?

ﬁ 1
r 2

v (rhy,z)e?”
o

| =

0
0

29~

o2 K2 18%Z
EIVCARLS R
] o0z

%(_/

fonction de z

fonction de r,y

Solutions de problemes & 3 dimensions (4/6)
® Solutions a variables séparées - solution en y
10°R 1 6R 1 10%W

= >+ = +—= k k2
Ror® rRor r‘Paw

—

fonction de r,y constante

¥, (y)=Ce ™ +De
ou ¥, (y)=C'cos(vy)+D'sin(vy)

Solutions de problémes a 3 dimensions (5/6)

®  Solutions a variables séparées - solution en r

25 5 AR
° F:-v-}ﬁ+ kﬁ,—v—z R=0,Vre?
arc ror r

enposant  S=K,r

Equation de Bessel

—>[ﬁv(r):ﬁ;H(f’(kwr)+I§H'\52)(kwr)J o [r”ev(r):A'iv(kwr)+é'r3v(kwr)}

Fonction de Hankel

Fonction convergente Fonction divergente Fongti on d‘% Bessel
quand r—o en de 1ére espéce:

Fonction de

quand r—» en Neumann :

Solutions de problémes a 3 dimensions (6/6)
®  Solutions a variables séparées

ﬁv(r,w,z;t):[A‘Jv(kw r)+BN, (k r)][f:e’”‘” +De'vV ][IAEe'“(’Z+IA=e”“Z ] che

R,(r) ¥ (v) Z(2) T(t)
ou  p(nwzt)= [A'J . (k w r)+ B'N, (k r)][é‘cos(vw)Jr D'sin (vw)]

[Ecos(k, 2)+Fsinfk, z)] et

ou P,(ry.zt) :[ HO (k +BHEZ ][ v DelvY ][ée’ikzﬁfzeikzz]ei“"
)]

ou B,(rv,zt)= 0[ r+/?1 [ ) e"‘V][e +?A;3e'k‘Z]e“‘“

équation de

4 . 2 2 2 : 2 2 2
sous réserve que :  ky, =kg—k; 50|t[k\,v+k1=kO avec kU:w/coJ dispersion

® Nombre d'onde local k=k, ()&, +k,(r)e, +k, &, == ki(r)+ki()+ki=k]

i il comportement d'un  comportement d'un 2

exp(+ik,r) exp(-ik,r) cosiNUS QuUANd - sinus quand F—soo avec kf(r):k@—(%) =kZ -k2(r) soit [kzw =kf(r)+ki(r)=k§—k§}

®  Solution générale | B(ry.zit)= i By (r v, z:t) }
v=0
Fonctions de Bessel J, (1/5) Fonctions de Bessel J, (2/5)
(1) ‘ Lz);+ldfy+[ —é]y=0 ‘ avecv e R solution de (1) : Z,(x) ® v <C (v quelconque, entier ou non) : Z,(x)=A2,(x)+ BN, (x)
dx* xdx | x ou|Z,(x)=AH®(x)+BH2(x)

o veN@nonenien: ZRIFALGIBILK]  TooDx @eexeN | i 00 0 T s

V(X)7 Sin(nv) “,‘_ Ny—ﬂ\.\'m |

E koo k! F(k+v+l)

2 n[ 1) x| >0
~ |[—cos| Xx——| v+= | ||quand
X 20 2 Fe(x)>0

comportement d'un cosinus

500-(2)' 3 c(3)

fonctions de Bessel cylindriques de 1lére 4
espece d'ordre v

® v e (ventier) :J, etJ_, ne sont plus linéairement indépendants

m==)  autre solution

fonction de Neumann

2 . n( 1] ‘X‘—)oo
—sin| X——| v+=| | |quand
X 20 2 Re(x)>0

|
comportement d'un sinus

No(x) ~—In[yzx)

Nn(x)z—gtgj",n >0

y=InC=1781.. C: constante d'Euler
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Fonctions de Bessel J,, (3/5) Application
® Fonctions de Hankel
; ® Onde cylindrique <2
HOW) = b ()L 0], 004N, ) ox|Afs aveo sw2ne
Sll’l(TEV)

N2
— CI)oc‘A‘r et @ =constante

HO(x)=— )[e*”Jv(x)—J,xx)]:ux)—mv(x)

H 51)(7‘) = \/nzxe {kg(v%}] fil pulsant

. quand{ == [T oute onde dont l'amplitude décroit en 1Nr dans un certain espace, a un }
eye [ 1305
X

Te(x)>0 caractere cylindrique dans cet espace.
fonctions convergentes ou divergentes (suivant la convention temporelle)

Application : départ en vacances sur I'autoroute

En premiére approche, le bruit émis par I'autoroute peut
=) utilisation en milieux semi-infinis étre modélisé par un champ a caractere cylindrique

Fonctions de Bessel J,, (4/5) Fonctions de Bessel J, (5/5)

Fomctions de Besael de lere expece

} 1

i ] J1/4
N T L\ Qm T.5 05
0 | 1 3 4 : @ 1 & 9 W b 1 2 3 : 6 [T —_ pu 27 %o \</4”104 Yoo \/ Yos \/

0 0 |38 | 702 [1017 | » - (m+1)-iéme zéro de J’, -0.5
1 1.84 | 533 | 854 |11.71
2

3.05 | 671 | 997 |13.17

Fomctions de Iessel e lene espece

(m+1)-iéme extremum de J ,,

3 | 420 | 8.02 | 11351459 0
12 | 140 | 460 | 7.70 | 11.00 0 5 10 15 20 25 30
3/2 1250 | 6.00 | 9.50 | 12.40 *
Rayonnement d'un cylindre infiniment long (1/4 Rayonnement d'un cylindre infiniment long (2/4
Y Yy Y Yy
®  Vitesse vibratoire radiale imposée A‘X A4 444448 . . . o )
ez \?v,(\u,z;t):Vncos(vow)cos(k7u Z)em)l @ e R ] ) ; ®  Vitesse vibratoire radiale imposée
e T T y Ty W, (,7:1)= Vo cosvo wleos i, z)e
_
7 a _— ’- - ®  Equation de propagation W, (v,2)
b'-‘3\,.l \\.ﬁ.d 10 10° @ 1),
\ l: S d -, 67+;E+r70w2+6770767 p(r,\u,z;t):O,V rZR,V\ye[O,Zﬂ:],VZ,VI.
‘b '] .‘ " ‘ - vl 0
‘ } - k‘g ’ ® Equation de Helmholtz ~ P(ry,zt)=P(r,y,z)e'"
B 9% 10 1 8% 2° o,
v, =0 vo=1 vy=2 © v, =3 ‘ [?+;E+r—zawz+ﬁ-¢-t}—2 P(r,y,2)=0, V>R, Vyel0,27],V z
SR—— —n . - e NP 0
-— — A
le—;‘ A s‘ ®  Conditions aux frontiéres v(R,y,zt)-8, =W, (y,zt), r=R, Vyel0,2n],Vz, vt
=3 K=
——— 7 i ob
::-‘: ::-"I e [k cl o a(r=R,w,z):VOcos(vow)cos(kz"z), r=R,V\ye[0,2n],Vz
[t A5 0%0Po
- ':'-"
—-— ® Condition de Sommerfeld (r—x)
v,=4 . d . Vp=5 . . V=6
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®  Forme du champ

L porfh,

i Rl pemv Jeert
koCopo oR

k
+Fe'?

£ —ik,z & ik,z
e ST R e
=) Ceivy 6 ivy _ ( )
e ™V +De™Y =cos(v,y - KoCopoVo
=3 2 ~
|aH5u)ikWRi/oR

Rayonnement d'un cylindre infiniment long (3/4)

] =V, cos (v0 w)cos (kznz),

r=R,vVyel0,2q], vz,

. o —ikycC V,
® Solution [p(r,w,z;t)= DECRoNl

W H (VZD) (k w r)cos(v 5 w)cos (k 2 z)e““' ]

Rayonnement d'un cylindre infiniment long (4/4)

P -\ ®  Cylindre oscillant, corde vibrante
z . - ~ N . . ~
P(r,w,z):BHE,Z’(kWr)[Ce"V‘”+De'”‘” ][Ee""‘z+Fe'klz] E: | [W,(z;t):vocos\ycos(kzuz)e"‘"J
® Equation de dispersion k% =kg-kZ  avec k,=w/c, \—-\ ) . —ikoCopo Vg i
= | p(ry.zt)=—0p HO (k,, r)coswcos(kZ z)e'“"
. . i b - oHPk, R)/oR °
® Conditions aux frontiéres m;(r:RVWVZ):VOCOS(VUw)wS(kzDZ), r=R,Vyel0,2x], vz Vo=1
o*olFo
B (@]
avec 2?:@75”“;"“) [t pem e v et ] © KuRe<st
: =R

Hf’(ka)znkZiR N [ﬁ(r,w,z;t):gkocopovokwRZH}z)(kwr)coswcos(kzuz)e‘“’ﬂ
w

3
kyR<<l et k,r—o Hf)(kwr)z k2 reil[kwri%)
T

w

ik 138 )
= [ﬁ(r,w,z;t):pocovokoRWgka\/?e I( ' "]coswcos(kzuz)e”‘"}

Koyku
Jr

*

==) amplitude proportionnelle a

R2? == extrémement faible

Rayonnement d'un cylindre infiniment long (4/4)

Bruit pas toujours émis directement par la source vibrante
mais par la structure mise en vibration par la source

? o TN

Exemple d'une boite a musique

X { By (ry,z;t)=P e oreovglot }
koCo=0
= B(ry.zt)=P(ry,2)e""
®

Equation de Helmholtz

02 10 1 082 2 )=
—t-—t= +—+kg |P(r,y,z)=0, VIR, Vye|0,2n), V z
Har2 ror rloy? 0z% ° s vzl

Conditions aux frontieres

[(;Jrikoﬁ]f’(r.w,z):m r=R,V\ue[0,2n],VZ] avec B=poco/Z et 0/On=-0for

Condition de Sommerfeld (r—oo)

dans une boite
Onde plane diffractée par un cylindre (1/4) Onde plane diffractée par un cylindre (2/4)
K
- = ® ®  Champ incident monochromatique
Pi

Champ incident monochromatique en
coordonnées cylindriques

K )

P ®,
x R

=

Bi(ryit)=Pge o ™V elot — i(z-svo)mv (k0 r)cos(vw)e“‘" J
y v=0

® Champ diffracté B, (r.y:t)=P, (ry)e' avec B, (ry)=3 R Wk 1), (w)
u=0
développement sur les modes propres en coordonnées cylindriques
[

Conditions aux frontiéres ==» R (k, r)=B,H® (kor) et ¥, (v)=cos(uy)

— [ B.(rhy)=3 B,H® (ko r)cos(uw)]

n=0
or &%nkﬁ](ﬁi +B,)=0, r=R, vyel0,2x]

par identification
terme aterme

—

55, (2-8,0)i 103, (kgR)OR +koB 3, (ko R)]

i0H®@ (ko R)/oR +k,o fH? (ko R)
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Onde plane diffractée par un cylindre (3/4)
® Champdiffracté P, (r,v)= i BH® (ko r)eos(vy)

s s (2-5,0)i [aJ (koR)/aR+kof 3, (koR)]
e Be=h i0H@ (ko R)/OR+kofHP (ko R)

v

+ Basses fréquences (k oR<< 1) * Hautes fréquences (ko R >> 1)

Onde plane diffractée par un cylindre (4/4)

Champ acoustique dans un conduit cylindrique infini (1/16)

, ® Equation de propagation
2 A2 2
[a 1o, 10t 0 1a]p(rwzt)o

o Tror rZoy? 0z% ciot?
/’ Vr<a, Vyel0,2n], Vz>0,Vt.
z o F:hgmp_ mopochrom‘?ti_qtlje v, zt) =Py, 2)e
incident imposé (non précise)
® Equation de Helmholtz

[ﬁ 10,1 8%  of

k2 |P(ry,2)=0, Vr<a, Vyel0,2n], v z>0
S i [Plewd)=0. vrza vy e zal v >

® Conditions aux frontiéres
%:0, r=a,Vyel0,2n],vz>0,vt avec g/on=o/or
=— [ap(;i‘"’z) 0, r=a, Vyef0,2n], VZ>0]

® Champ propagatif dans le sens des z croissants (pas d'onde retour)

® Champ acoustique borné enr =0

Champ acoustique dans un conduit cylindrique infini (2/16)
O -
@ -

®  Conditions aux frontiéres 6P(;r\|/ 2)_ =0, r=a, Vyel0,2n],Vz>0

avec LP(;’:V'Z):AkWJ‘V (ke r)(e""w +:9/§e'v‘”)e’ik‘z

Forme du champ ﬁ(r'WYZ)ZAJV(kW r)(e"*"“ +%eivw)e4kzz

z

Equation de dispersion k2 =k2-k2 avec k,=w/c,

[ Akw.]'v(k‘,va)(e’”“’Jr.%;ei"“’)e"kZZ =0, r=a,Vyel0,2n], v z

S P I W G

ol % ym:(Mtl)-iemezérodel’, '

(m+1)-iéme extremumde J
> 0 1 2 3 0s
0 0 | 383 | 7.02 | 1017 R \u /'\ L o /N
1 | 184 | 533 | 854 [1071 Ellamrini== N R4 AP
2 | 305 | 671 | 997 |13.17 \I/
3 | 420 | 802 |11.35 | 1459 e
1/2 | 140 | 460 | 7.70 | 11.00
3/2 | 250 | 6.00 | 9.50 | 12.40 o s v s @ m w

Champ acoustique dans un conduit cylindrique infini (3/16)

o

A,n=0, v m SAUESI k, prend une suite de valeurs propres

— 'vm
z/’ K.y =x;m,(v,m)e N2

Solutions du probléme

vm

a laquelle est associée (équation de dispersion) une suite de nombre d'ondes kzvm tels que

dépend de vm ne dépend pasde v;m  dépend de v,m

==) 2cas: k;’m>0 ou kfvm<0

®  Pression portée par chaque mode (v,m)

[f’vm(f,w,z;t):Avav(kwvm’)(e_iw+géeiw)e_ikzvmzeim J
® Pression totale

B Epulwz-5, S A

0 m=0

( r)(e—lvw+Jle|v\v)e_ik1vmzeiml}

Champ acoustique dans un conduit cylindrique infini (4/16)

®  Modes propagatifs et évanescents
2
o | [Xvm :
Co a

+ modes (v;m)telsque k2 >0 cad. m>XL"‘c0 ==p modes (v,m) propagatifs
vm 2
) Xvm .

+ modes (v,m) tels que kzm<0 cad. a ==) modes (v,m) évanescents

et g rvm® _gfzvm

Xvm

. 1 T T T T T 1 1
oo X% X Kv,m- Av
0 AOc, Yoo Koz vt vm
modes propagatifs (0] modes évanescents
source
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Champ acoustique dans un conduit cylindrique infini (5/16)

® Mode plan

K _m=0

Weomo g

—) [ ﬁv:l),m:l)(r"l” Z; t)= A v=0,m=0 (1"' % )e Thaze im]
onde plane progressive dans |a direction des z croissants
1,84 cila

(0]

Zyomo a

|}/} 1 1 1

|

I

0 @Co x°200
a a

modeplan/ ® ——
propagatif source

Champ acoustique dans un conduit cylindrique infini (6/16)
Le champ a toujours un caractére propagatif en .

®  Cas particulier des modes stationnaires en y

poo(yzit)=A, 3 [k, r)cos(vy)e = Zeiot
Pym(r v ondy Ky v

v = n entier

o

ou FAJVm(r,\y,Z;t)=AvmJv(kwvmr).<>in(vw)e7ik”"‘z ot

Si 7 permet de contourner I'axe Oz lorsque  varie : v est entier

Si 7 ne permet pas de contourner I'axe Oz lorsque  varie :

e
z

v n'est pas nécessairement entier
z

Champ acoustique dans un conduit cylindrique infini (7/16)
’ ®  Cas particulier des modes stationnaires en y, v=n=0

@

n=0; m=2

Champ acoustique dans un conduit cylindrique infini (8/16)
’ ®  Cas particulier des modes stationnaires en y, v=n=1

. \;\ o=
n=1; m=1
a0y ! i 1
n=1;m=2 n=1;m=3

Champ acoustique dans un conduit cylindrique infini (9/16)

’ ®  Cas particulier des modes stationnaires en v,

w

v=n=2

n=2; m=2 n=2; m=3

Champ acoustique dans un conduit cylindrique infini (10/16)

’ ®  Cas particulier des modes stationnairesen y, v=n=3

&

n=3; m=1

n=3; m=3
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Champ acoustique dans un conduit cylindrique infini (11/16)

£

® Conduit avec demi paroi
méridienne

AN
—m

(gwje’iklwm z eimt

N pair : modes stationnaires du conduit infini ordinaire

ﬁNm(r!W’Z;t):ANm‘]ﬁ
2

v=N/2

N impair : modes antisymétriques par rapport a la demi paroi méridienne

Champ acoustique dans un conduit cylindrique infini (12/16)

]p(rwzt 0,

o Equatlon de propagation
vr<a, Vyel0,2n],vz>0, vt
Champ monochromatique

% e
°
incident imposé (non précisé)

6
7t 57
or? rar ra\u oz cat
® Equation de Helmholtz

iot

p(ry.z;t)=P(ry,2)e

[0; JLo,1 00 of

+2+k2 |P(r,y,2)=0, Vr<a, Vyel0,2n], Vz>0
or* rar r?oy? o7’ °j () velo.2rl

®  Conditions aux frontiéres

w 0, r=a,V\ye[0,2n],VZ>0,Vt
n

10
\/w 0, Vrel0,a], y=0ety=2x,v2z>0,Vt avec 6/6n7—a—
]

®  Champ propagatif dans le sens des z croissants (pas d'onde retour)

avec o/on=ofor

® Champ acoustique borné enr =0

Champ acoustique dans un conduit cylindrique infini (13/16)
® Formeduchamp B(r,y,z)=AJ, k, r)(e"v“‘ +Q/§e”“’)e’iklz

) % ®  Equation de dispersion k2 =k2—k2

®  Conditions aux frontiéres wzo, r=a,vVyel0,2n],vz>0

avec 73'3(2’:"’2):/:\kw\]'v(k‘,,r)(e’i"“’+9/?Ae'w)e’”(‘Z => | k,a=y%,m (v,m)e N2
o

®  Conditions aux frontiéres W:O,Vre[o,a],W:Oetw:ZmVDO
- v
oP(r,y,2)
oy

7aﬁg'w’z):Akav(kw r)iv(—e’i"“‘ +[)/§ei"‘v)e"kzz =0,
W

avec ko =w/c,

-ik,z

avec :AkWJv(kwr)(—ive"V‘“+iv;9/§e'v“’)e

vrefo,a), y=0ety=2n,Vz>0

-1+%=0 R=1
=4 2nv=Nn, Ne N
sin(.

=) . ~
{—e""z“JrLJ/?e'VZ":O in(2nv)=0

—) V=g,NEN

Champ acoustique dans un conduit cylindrique infini (14/16)

®  Solutions du probléme

% v /:\Vm =0, vm SAUESI Kk, prend une suite de valeurs propres
z

[ Ko = X;m (vim)e NZ} comme dans le tuyau sans
v @(W:Zcos[gwj caractére stationnaireen y e v = N/2

paroi méridienne

N pair : modes stationnaires du conduit infini ordinaire
N impair : modes antisymétriques par rapport a la demi paroi méridienne

®  Pression portée par chaque mode (N,m)
AN
~ —m —i .
2| a 2
®  Pression totale

5 @ LN : _
pry.zit)=Y. D pymlrw.zt)= Z ANmJN ;mr cos[gwjeflk”‘mze'“"

v=0 m=0 v=0
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®  Cas particulier des modes stationnaires en y, v = 0,5

v=0.5; m=1

v=0.5; m=2 v=0.5; m=3

Champ acoustique dans un conduit cylindrique infini (16/16)
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®  Cas particulier des modes stationnaires en y, v = 1,5

v=15;m=1

v=1.5; m=2 v=1.5; m=3
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