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Chapitre 6

Solutions de I'équation de propagation

®  Equation de propagation ®  Equation de Helmholtz
PRI FYES TS OB (o) ~F (F:0)
ciot? o
v

Pas de solution générale connue en dehors du cas de propagation
unidimensionnel

Si les frontieres du domaine coincident avec des surfaces de
coordonnées curvilignes séparables

==) solutions a variables séparces

==) "base" sur laquelle toute solution peut étre développée

famille compléte

Choix de systeme de coordonnées

®  Coordonnées cartésiennes ®  Coordonnées cylindriques

piston plan plan d'air AX

y v

source S

==) fonctions de Bessel

{\/\/VV\/ [ ]

Acos(ot-kx)

Coordonnées sphériques

. X e
Source

O

=) fonctions circulaires polynomes de Legendre

Solutions de problémes a 3 dimensions (1/6)

®  Equation de propagation {A 75

! aA] (F;t)=0, Vie? ,Vt

2
®  Equation de Helmholtz {A+[“)] }f’(f—;m) 0,Vie?
Co

&
P9

N\
o

. S s 14 . S\,
Pas de solution générale connue a 1'équation de

Helmholtz en dehors du cas de propagation é‘b

unidimensionnel :
pE:t)=Ff[E-F-cot)+g(i-F+cyt)
[ Solutions a variables séparées ou représentation 1ntegrale}

+ Coordonnées cartés%‘

+ Coordonnées cylindriques

2(2)T
+ Coordonnées sphériques p(r6,y;t)=R (r)0(0)% (w)T(t)

{ Solution a variables séparées = Base sur laquelle toute solution de probleme peut étre exprimée}

Modélisation d'une surface active

monopdle
~ dipéle
@W}D

Toute surface active peut &tre modélisée par une répartition continue
de monopédles et de dipdles

~ S\

sources ponctuelles 2 sources ponctuelles en opposition de phase

Equation des ondes en coordonnées sphériques

==p dF=dOM=dr &, +rd0 3, +rsin0dy &,
A(r0,y)=A 8, +A 8 +AE,

®  Les principaux opérateurs en
coordonnées sphériques

ouU 15U< 1 oU_
gradU*—e, ———¢y+————¢
or roo rsin® oy ¥

G 1a(r~A,)+ | O(SineAe)I 1 oA,

0 or rsin® 00 rsin® Oy
— 6sm9A 8rA olrA 0A
rotA = 1 ! ( “') Ee+l C( e)——' g
rsin® r | sin® 0\4} or r or 00 |V
2 2
AU= dlv(gradU) 9 Lz'l ! 0 ine—U +— 'l 5 a—"f
or’ r 6r rsin0 00 00 ) r°sin“6oy”
Y Equation de propagation et AA :grad(div/.\)—rot(rot/&)

1 0°
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9> 20 1 af. 0 1 o
Sttt e SN0 5 5
or ror r’sin@a0 00 ) r’sin’00oy
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Solutions de problémes a 3 dimensions (2/6)

quation de propagation

00 ) r*sin?0oy® cjat?

®  Solutions A variables séparées  p(r,6,y;t)=R (r)©(6)¥ (y)T(t)

R or?

A 2 2
! i(sinei]Jr I _2 —La—]f)(re\u,) 0,V (ro,y)e 7,V t

224 24,
i 2 é’R ! 6(51 26 71> 5 0\}2’:1 lza—zr,v(r,e,w)e’f',Vt
Rr Or ®r smeFeL 00 ‘Pr'sm 00y" Tcgot
H_/
fonction de r,0,y fonction de t
=-k§ onpose kjci =
elml
—) choix d'une convention temporelle
o-iot

o°R, EGR“J{kZ n(n+])J —0.Vr
r

Solutions de problémes a 3 dimensions (3/6)
®  Solutions a variables séparées - solution en r

N A 2§
- 1 isin6@ +— _12 o r 43R+2hroR rkO,V(rew) b
©sin 00 00 ) Wsin?0 ay? “Ror’ R or

fonction de 0,y fonction de r

/\

=n(n+1)

en posant

8°R R .
=z +2%8% +(177“(“;1)JRH -0 ‘
Js s Or s

0

or* +r or
s=kyr

Equation de Bessel sphérique

_[ﬁn(r)=§h;”(kor)+éhg’(kor)] o [ﬁn(o:A-?jn(kor)m'gn(kor)]

Fonction de Hankel

Fonction de Bessel  Fonction de Neumann

Fonction convergente Fonction divergente
quand r—>o en quand r—> en sphérique : sphérique :
exp(+ikyr) exp(-ik,r) comportement d'un  comportement d'un

cosinus quand r—0  sinus quand r—x

® S

Solutions de problémes a 3 dimensions (4/6)

olutions a variables séparées - solution en y
sin@ 9 L) - 10 \i’
- —= 0— |+ +1 0|=—= 0,
{ ) ae(II‘I ae] n(n )Slﬂ :l \y@w ( W)
-
fonction de 0 fonction de y
=—m?

oy

‘i’m(\y):ée’im‘“+ﬁeimw
m 2\ — ~ ~ A
y tm ¥, =0.Vy ou ¥, ()= C'cos(my)+D'sin (my)

Solutions de problémes a 3 dimensions (5/6)

®  Solutions a variables séparées - solution en 0

26
sinG%[sine aé"" j+[n(n+1)sin26—mz]®nm =0

en posant | =cos0

2’0 26 2 ], A
‘ (l—pz) o —2pﬁ+|:n(n+l)—(m72):|®nm:0 ‘—b 0, (0)=P,,, (cos®)

o [—p

Equation de Legendre associée ou généralisée Fonctions de Legendre,
. pour m et n entiers
® Fonctions de Legendre

. d™P, (cos0)
an(COSG):sm mg——— . nm=0,123,---et n>m
d(cos0)™
ot (m+1)Py,.; =(2m+1)cos®OP, —mP,; ave Py=1 «—— Polynémes de Legendre
1
—) P, =cos0 ; PZZE(SCOSZG—I)

1
=E(500539*3C059) ; P, :é(3500549—30c0529+3) ; etc..

ou

ou

ou

avec

Solutions de problémes a 3 dimensions (6/6)

Solutions a variables séparées

D am(©0,5t)= [A'jl1 (ko r)+]§'nn (k(,r)][ée""“" +Deimv ] P, (cosB)e’t

——

fg(r) Y 0,0 To
ﬁnm(r,e,w;t):[ A Alj, (kor +Bn ][ "cos (my) +D'sm(m\y)] n(cos@) e’
Pom(r,0,y31)=[AR (kﬂr (kor)][ vy Peimv | P (cos0)e

h
anreW» [ kor

+ oA “n(kor)][ g 6'""”] P, (cosB)e™"

Y® =cos (m \u)an (cos 9) et Y =sin(m \V)an (cos 9) harmoniques sphériques

Nombre d'onde local k =k, ()3, +k(r,0)¢,+k,(r,0),

=) [kf(r)+kg(r,e)+k;(r,e):k§avec kO:oo/co}

2

2
T

1
avee k2(r)=k2-n0*D) ké(r,e)=r—{n(n+l)—(L] o K2(r0)=

lfuz)

équation de
dispersion

2
m

rsin?0

Fonctions de Bessel sphériques j, et n, (1/2)

1)) ‘ d}; 24y (1 M)y 0, velR‘ solution de (1) : y,(x)
x dx X

® changement de variables : y=x""?Z == 5
dx® xdx

équation de Bessel (cylindrique)

2 /)2
d Z+lg+(1fwjz:0, veR
X

= Z,(x)=AJ, ;(x)+BN,, (x)
=) y‘,(x)=%Jv+%(X)+%Nw%(x)

® fonctions de Bessel et de Neumann sphériques

® solution de (1) [yv(x)=Ajv(x)+BnV(x):A'hg‘)(x)arB'hg“(x) J
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Fonctions de Bessel sphériques j, et n, (2/2)

Fonctions de Bewsel spheriques de Rere espece

o L(x)=J§JV%<x>

. 1 1
quand X — o : Jn(x)~;COS[X—%H)

® n,(x)= \/%Nw%(x)

quand X — o0 : nn(x)~lsin(x—nT+ln)
X

[ ]
B0 =3, () +in, ()= | 1O, (0 =)k, (-ix)
2x "M X
oo (n4s) (1Y
£ (z)= —
avee "(Z) g')(n—s)!s! 2z
i[xl(nn)]
2
M (x)~ &
® hy (X)~ X { ‘x‘—mo
quand
7;[@2‘(““)} Fe(x)>0
@(x)= &
h)~ S

Fonctions de Hankel sphériques h)_ et h@®_(1/2)

) =30, 8) = 00 00", )

fonctions convergentes ou divergentes (suivant la convention temporelle)
mmm)  utilisation en milieux semi-infinis

Fonctions de Hankel sphériques h)_ et h®_(2/2)

ix
.e
h})”(x):l—
X

® ordre 0
e
h}f’(x):lT
ix
® ordre 1 hgl)(X)=_L[l_'Lj
X 1X
hi“(x>=—e—(1+.iJ
X 1X
ix
® ordre2 h(z"(x)z_iL (1_'3_%)
X 1X X

e™( 3 3
hP(x)=-i " (1+f—7]

AEROACOUSTIQUE

Simulation

T s s
DSTAMCES (5N DU TN D LA BONTE DE BUBE:

| Simulation 3D du
i e e bruit rayonné par
, un jet a Mach 0.9
Ecoulement qui se développe

au-dessus d'une cavité

Sources

Les harmoniques sphériques (1/3)
[Yr(.ln), =P, . (cosB)cos (my) ———

b i T8

=0 m=0 . n=1; m=0 ) \ /
YY) =cos® —
vl -1 - -
! * harmoniques "zonaux" ; '
m=0 ;
n=2;m=0 n=3; m=0 u

Yz[})) = %(30052 9—1)

¥ " g

Yfé’:%(Scosze—S)cos‘z 0

Les harmoniques sphériques (2/3)
§ [Yé‘g‘ =P, . (cosB)cos(my)

e ysarage 73

b yan

; 5\
. ] =2 ; m=1 \ :

n=1 ; m=1 I

Y| =sinOcosy

/ ¥
harmoniques "sectoriaux
m=n

g g 111

.
&

%

" Y =3sinBcosBeosy

harmoniques "tesséraux"
n=3; m=1 0<m<n

%
1

Y :%sinG(Scosze—l)cosw
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Tessére romain

= http://www.cgh. <

Les harmoniques sphériques (3/3)
[Y,(,I,Z, =P, . (cosB)cos(my)

-~

n=2;m=2 n=3;m=2 ' .

A _J

%

Yz(lz) =3sin> 9005(2\41) I Y3(12> =15sin’ 90056005(2\4})

harmoniques "sectoriaux"

m=

n=3; m=3 harmoniques "tesséraux'

I .’ 0<m<n

Yy =15sin’0cos(3y)

Application utilisant les harmoniques sphériques

ACOUSTIQUE DU SOLEIL

Oscillations de la surface du soleil

ImGmu0 I=6m=3 |=Gm=6

Qﬂ

Développement sur la base des fonctions propres

®  Solution générale [ﬁ(r, Y.z )= D Do (1.0, 1) }
n=0 m=0

©

B0 )= 3 [A, 00 or)e B0 (cor)]

n=0 m=0

c.a.d.

[C " cos(my)+ ﬁm sin(mw)] P, (cos)e’".
®  Ondes divergentes
p(r,0,y;t)= i i ﬁn h® (k0 r) [ém cos(m\y)Jr]f);11 sin(m\u)] P, . (cosB)e’
=0 m=0

ikor

a A 2 1) Jiot A iot N .
=> Poo=AchPkyn)Yige =Ai r e caractére monopolaire

. ) ok 1
=th§2)(k0r)Y|%)e""'=7A0 (1+.

iot N . .
X cos0e™ caractére dipolaire
of ik,r

ikor
=A0h(22)(k0r)Y§:1)elmt=_Aole (1
2 kor L

=
w

33 e )i
+m (kor)zj(?acos 0 l)e“"t

caractere quadripolaire

Rayonnement d'une sphere vibrant avec une symétrie axiale

®  Vitesse vibratoire radiale imposée W (0;t)= W, (0)e’®*

Exemples W (6;t)=Vye' W, (0:t)=V, cosBe soit W,(t)=V, e
sphere tante sptere hrante .

i 08

- 1 i1

05 P

~ * o 12
= i 0

0 02

] 1 0.4

. il 05

e \\ / il G 08

sphére oscillante.
-ikg

sphere pulsantfk

~ ~ o ~ a
ﬁouonh'U“(kor)Y‘;‘u’e'm:A,Jiek e“"‘;13]0=A0h}2’(k0r)Yl‘A'e‘m‘=—AO%( +ik1 r]cosee““‘
ol 0 0
- —

Rayonnement d'une sphére pulsante (1/4)

M
®  Vitesse vibratoire radiale imposée

W (t)=V,e™™

Equation de propagation

> 290 197,
=) +-———— |P(t)=0, Vrza, VOy,Vt
[8r2 ror c ot? jp( ) v

®  Equation de Helmholtz p(r;0)=P()e™  F(rit)=V (r)e™"

0% 2 0 Lo
—+= P 0,Vr>a,Vve,
‘ [arz ror c[,] (r) e v

®  Conditions aux frontiéres v(r=a;t)-g,

=4 i alr=
kocopy Or

:\i',(t), r=a,Vvo,y,Vt

a)=V0, r=a}

® Condition de Sommerfeld (r—0)
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Rayonnement d'une sphére pulsante (2/4)

® Forme du champ

2 2

P .
équation de Helmholtz : [872_,_@72] [rP(r)]:O , Vr2a
* g

solution: rP(r)=Ae'* +Be ik ==p

E:ﬂkr

condition de Sommerfeld emsp P (r) =B

T

®  Equation de dispersion k? =k avec k,=0/c,

i ob
®  Conditions aux frontiéres ~—(r=a)=V,, r=a
kocopy Or
e —ikya . 2’V )
;B[ik(ﬁlje =V, == Boiop,— 0 ko
kocopo aj a l+ik,a

2 —ikg(r-a)
a’Vy e iot

®  Solution p(r;t)=im
[p( ) pl)lJrikOa r

a’V,

i ob e ™
or v, (r;t)= iky+— | —e'
ooy ar®) ™ ke 1+ikoa( ' r] r

Vitesse  V_(r)=

Rayonnement d'une sphére pulsante (3/4)

M @ Débit de la source Q0=411:a2\/0]

iko(r-a)
®  Pression ﬁ(r;t):impo%“ilk a%e"‘"
0

Siko(-a)
{q(r;t): Q '1 ik0+l c elet
4nl+ikya r

® Vitesse
T

2 2
i . Pocoky Qp 1

® Intensité acoustique I,.(r)=

q '() 2 32n’ 1+ koaiZ

)7&3 Pocokp
87 1+(koa)?

®  Puissance acoustique  73,(S

Rayonnement d'une sphére pulsante (4/4)

<+ CHAMP MONOPOLAIRE : kja — 0, Q, constant

5 : Que ™ L.
®  Pression p(r;t)=1prTn oi®

r

N o¢(r;t
®  Potentiel des vitesses  D(r:t)=—p, (pa(i )
Sikor
—b[fv(r;t)=—&e elot }
4t r

opposé de la fonction de Green pour Q=1

Sikgr
ﬁ(r;t):%[ikwrl)e e

T T

® Vitesse

2 2
. . PoCoky Qg

® Intensité acoustique  I,(r)=
4 0= 5

2

®  Puissance acoustique P7,(8) :8772% cokp

+2 Rayonnement d'une sphére oscillante (1/5)

M
®  Vitesse vibratoire radiale imposée

de révolution
autour de (0z)

[ ] thation de propagation
o 20 1o, 0) 10},
+=—+ —|sin0— |-—— r,0;t)=0, Vr>a,VO,y,Vt
[Grz ror rzsin989( 69] c(zjc’)lz]p( ) v

p(r,0;t)=P(r,0)e’"

® Equation de Helmholtz

2 2
‘ [L‘FEE‘F 1 g[smei}r‘”— ﬁ(r,ﬁ):O,VrZa,VB,\u

or> rdr r’sin0dO a0 c(z,

®  Conditions aux frontiéres V(r=2,6;t)-8, =W ,(6;t), r=a,VO,y,Vt

—) ! a—P(r=a,6)=Vlcos(), r=a, Vo
kocopy Or

® Condition de Sommerfeld (r—o)

W, (0;t) =V, cos0e™ cad W, (t)=V, e

Rayonnement d'une sphére oscillante (2/4)

Az

M ® Forme du champ

& L . 6f>l(r) solution de l'équation a
P(r,e): ————cos0 symétrie sphérique
: ikor —ikor
solution : P(r,G):{A[_lnko)e _B(lnko)e }cose ‘
T T T T
1 —ikor
condition de Sommerfeld mmm ﬁ(r,e)z—ﬁ(—ﬂk Uj cosO
T
® Equation de dispersion k’=k] avec k,=0/c,
- - i 0P
®  Conditions aux frontitres —————(r=2a,0)=V, cos0, r=a, V0
kocopy Or

3
a’Vikgcop, elk"a

=p B=-i
2+2ikga—(kya)

3 ~ikg(r-a)
a”V,k,c 1 . ° )
1=0%0 o (—Hkojie cosee’“"}
r

2+2ikja—lkya)” \r

; 2ik “ikor .
! (—kg+ 0+%]e cosee““‘]
op, ror?) or

®  Solution [ p(r,0;t)=i

®  Vitesse [‘"’r(f;t)=—f3

Rayonnement d'une sphére oscillante (3/4)

®  Pression

Moment dipolaire de la source

l D,=2ma’V, ]

—ikg(r-a)

)e cosBe
r

D, ik
RIS
21 2+2ik a—(koa)’ (r

iot ‘

®  Vitesse

—ikg(r-a)

D
¥, (5t)= g 1 cosfe

o )
2 2+2ikoa—(koa)2[ AR t?)

iot
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Rayonnement d'une sphere oscillante (4/4)

Az

M % CHAMP DIPOLAIRE : kja — 0, D, constant
R Dy 1. e o
: ® Pressi [p(r,G;t):T;lmpo(FHko) - cosfe'!

ression
®  Potentiel des vitesses ﬁ(r;l):—poa(P;I i)
—_— @(f,e:t):—%GHKOJSTMcosee““‘:%‘z%[i:nr]em
avec 0_00r_0 s e o T _Z_in0
0z 0roz or 0z m r
® Vitesse V,(rt) i[_kg}irko+r£zjeiik0(ria)cosee‘“"

Rayonnement d'une sphere vibrant avec une symétrie axiale (1/4)

O .

Vitesse vibratoire radiale imposée W (6;t)=W, (6)e’"

Symétrie de révolution
autour de (Oz)

® Equation de propagation

2 2
[L A jmet) 0, vrsa, Vo, vt
0

ar? ror r?sinp oo c
® Equation de Helmholtz B(r,6;t)=P(r,0)e'"

2 2) .
‘ [0—+gi L ai(sinei]+m— P(r,8)=0, Vr>a,Vve,y ‘

or® rar r2?sing a0

® Conditions aux frontiéres V(r=a,0;t)-8, =W, (6;t), r=a, vo,y, V't

—_— [ i aﬁ(r-aG): ,(9),r=a,v9]

KoCopo OF

®  Condition de Sommerfeld (r—eo)

Rayonnement d'une sphére vibrant avec une symétrie axiale (2/4)
- ®  Vitesse vibratoire développée sur les polynémes de Legendre

P, (cos6) . rappel:
Pm(cosB)P, (cos8)sin6de
0

W,(e):év

(cosB)sinod 6 L
n+y2

avec V,=(n +]/2)j nVA\I, (o)P,

® Champrayonné  P(,

0)= §:0 AP, (cos0)h @ (kor)

. . i P ~
®  Conditions aux frontiéres ! (Z—(r=a,9)=W, (0), r=a,Vve
KoCopo OF
—_— W io P, (cos8)ah @ (ka)/alkya)= iovn P, (cos0), r=
oMo n=( n=(
par identification | 4 _ ;o Va
terme a terme n="iPo *an@(koa)/a(koa)
®  Solution
= | p(nBt)=3 —ip,c, Ve P, (cos0)h @ (ko r)et®
par) ahgz>ikoa/aik0ai " !

Rayonnement d'une sphére vibrant avec une symétrie axiale (3/4)

o)

® Pression

Vﬂ

p(r,6;t)= °<)—ip © P
(r8:t) Pl *on@(kya)/olkoa)

(cos0)n @ (kpreiet

i 0p(r6;t)

®  Vitesse radiale \‘/,(r,e;t):k 5
0PoCo r

iot
¥, (r,0;t)= W (cos0)o (kor) 0(k0r) e ‘

ko rn ) 6h‘2) koai/aikuai

® Vitesse "latérale" Ve(r,e;t):i' 10p(r0:t)
KopgCor 06
-V,sin@
=N ‘ Vo (r,6;t)= sin 2 (cos0)n @ (k1) ‘

Rayonnement d'une sphére vibrant avec une symétrie axiale (4/4)
® Enchamp lointain : K;r - o

W/ ® o Leorze] oh@Plkor) (1 oo 00]
hy (kof): or =N 6(k0r) :7['+GJT
i k.,r,E(nﬂ)]
P =3 b NE : eiot
= | P> (r,e.t)~r§,lpoco _.[kua-g(nﬂ)} P, (cos0) Kot ®

a
i+—
koa] koa

® Enchamp lointain : kyr — o et kyr >> ka

ipgcolkga)? g Tko"
ﬁw(r,e;t):m > Vo Py (cosp) el®t
ikpa+1 kKol 150
. V. (koa)z g ek o
t kS0 Llle e
v (re;t)= E} T P, (cos) |+kor e e

1 Poco(ko"“)2

= ) T ri Z IV

==p Couplage de

V, P, (cos®)P, (cos6) odes

Onde plane diffractée par une sphére (1/3)

® Champ incident monochromatique

[ ﬁi (r‘e;t):ﬁoeikurcoseeim; }

koCo=w

=  p(r6;t)=P(r,0)e'"

X
® Equation de Helmholtz

0% 20 1 0
o" 20, i
ar2 ror rZsingod

2 ~
SO RO P(r,0)=0, Vr>a,Vvo,y
20 )" 2

® Conditions aux frontieres

[[;+ikoﬁ)ﬁ(r,e)=0, r=a.V9} avec B=p0c0/2 et 9/on=-o/or

® Condition de Sommerfeld (r—»)




C. Potel, M. Bruneau, "Acoustique générale (...)", Ed. Ellipse, collection Technosup, ISBN 2-7298-2805-2, 2006

Onde plane diffractée par une sphere (2/2)

® Champ incident monochromatique
en coordonnées sphériques

n=(

0
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®  Champ diffracté p, (r,0;t)=P_(r,0)e™" avec [f’, (r,0)= i A 0@k, Pn(cose)]

n=0

développement sur les modes propres en coordonnées sphériques

®  Conditions aux frontiéres == [—g+ik(, BJ(R +l3,): 0,r=a,Vveo
or
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et pour toute valeur de n
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ce qui définit complétement la solution

r=a, Vveo

Préparation a la formulation intégrale

Modélisation d'une surface active
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amont @val) ’ ~ dipéle
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®  Champ monopolaire : kja — 0, ®  Champ dipblaire: kja — 0,
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Le monopdle
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® Le probléme équivalent

OR? cj ot

conditions de Sommerfeld a I'infini

® La solution [@(R;t)=—“%ﬁo[m(t—1‘/co)]}

source impulsionnelle q (t) =Q, S(I -t 0) source harmonique q, (t) =Qe
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conditions de Sommerfeld a l'infini
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Le dipéle (1/2)
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conditions de Sommerfeld a I'infini
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) ®  La solution
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Le dipdle (2/2)

®  Casparticulier: di=dzg,
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contraction

1/2 période plus tard

contraction

e M
R
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expansion
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En résumé : monopdle et dipdle
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