C. Potel, M. Bruneau, "Acoustique générale (...)"

, Ed. Ellipse, collection Technosup, ISBN 2-7298-2805-2, 2006

ol

UniversitﬁMame

Chapitre 7

FORMULATION INTEGRALE DES
PROBLEMES AUX LIMITES DE
L'ACOUSTIQUE EN MILIEUX FLUIDES

Formulation différentielle

2
! ‘%]ﬁ(f;r):o, View Vi

®  Equation de propagation {A,7
cy Ot

2
® Equation de Helmholtz {A +[2] }f’(f; 0)=0,Vie?
Co

Pas de solution générale connue a I'équation de
Helmholtz en dehors du cas de propagation
\ unidimensionnel :

p(E)=T(E-F-co t)+a{-F+cot)

IR

v

{ Solutions a variables séparées ou représentation 1ntegrale}

G
2 ~__
+ Coordonnées cartésiennes (x v,z;t)=X(x)Y (y

)Z(z
+ Coordonnées cylindriques (9,2 t) ( ) ( (t)
(r 0.y:1)=R(1)6(0)F (v)T (1)

{ Solution a variables séparées = Base sur laquelle toute solution de probléme peut étre exprimée}

)T ()
2)1
)t

+ Coordonnées sphériques

Modé¢lisation d'un champ acoustique complexe
®  Superposition de modes adaptés a une géométrie donnée (ou a I'espace infini)

==) séries modales

®  Superposition d'ondes planes ==> représentations de Fourier

®  Superposition de sources centrées
==p nombre fini de monopdole, dipéles, ... : série d'harmoniques sphériques
®  Superposition de rayons provenant de sources réelles ou images

Formulation intégrale des problémes aux limites de l'acoustique

monopdle
amont aval
dipéle

Monopole et dipdle

M (X0:Y05Z0) R* =
SHYMm;
0

=MM=F-%
MayD
™ M,
&)
D, g [e kR
a dlt-R/c 3 _Z0 iot
oRst)=-7> ( R/ d (Rst)= 4n6n[ R |

e o D, o (efikor D, o[ i
=—Qy———¢' &(r;t)=—2 ciot — cosfe'”
* 4nR o(st) 4n BZL r 4nor| ot

Fonction de Green : introduction

P z \ 2 q o
PO M ((1e phénomene cherché au point M est la superposition
! des phénoménes élémentaires qui prennent naissance en
P, Py, Py, ... et qui interférent en M.
P(f;(x)): somme de champs élémentaires (fonction de Green)
émis par chaque ¢lément (quasi ponctuel) de sources
® Exemple

f)(f;t):jﬁ j‘ Gf,Fost,ty) F(fysto)dt,d; , T t>t,
7 Ti

/ -

champ de pression recueilli a l'instant t au
point M () qui a été émis au point

M, (1,) al'époque antérieure t,

=) produit de convolution

- .
r, et qui

champ émis par la source f (fo;lo)
qui occupe le volume d¥ située au point
émet

pendant la durée

infinitésimale dt,.

Fonction de Green : définition

La fonction de Green est la solution du probléme élémentaire
10 (-
v [A 7]G(r fstt)= sl t0)
e
ou (A+x2)G ([.5,)--8(F-7,)

v conditions aux frontiéres AD LIBITUM

— G 7, Tyt to)=g(F Fostto )+ h (7 Fst,t)

-

/ '\

solution particuliére, dite fondamentale, solution de

solution générale de l'équation
1 82 . (o homogeéne de fagon a satisfaire a
i’ [A Cclot? ]g (‘"’ Tostto )= -8 (r Ty )5 (t —t 0) des conditions aux frontiéres
0 autres que Sommerfeld

ou  (A+x2)g(F,5)=-5(F )

v conditions de Sommerfeld
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Fonction de Green : solution fondamentale

La solution fondamentale est solution de M o (Ke:YorZo)
»Yor

2
v [A—é%}g(ﬂﬂ,;t,to):—6(?—?0)8(t—10) i
ou  (A+k2)g(f 7 )=-5(F-7,)

v conditions de Sommerfeld

M,M=¥-T,

M(x,y,2)

champ créé au point?(M) par une

. Lo
source ponctuelle située au point ry (M)

( ‘ ‘/ ) l solution gAgkz)G=75(f7f0) VX,y;VZ;O
= _5t7t°7f7f0 o . Q B(T*R/c ) * 22— Vx,y;z=0
g(r,ro,t,to)—f I oR;t)=——2 170 on
4n‘r—r0‘ g=-9 ’ 4n R g celd
—ik|i-7, | a —ikoR * Sommerte
L. =1 SRt = fot
o) I R
0=

Fonction de Green en espace semi-infini (1/6)

@): purr)i rigide

(Z) : paroi rigide
M (X0:Y0:Zo)

M (XoY0:Z0)
& ®): v ¥
source ponctuelle
" o M(xy2) M(x,y.2)
4 z

Le probléme :

Problcmc@ Fonction de Green en espace Proh]éme@
semi-infini (2/6) pyyg g, paroi rigide mais 0,G=0

My (Xo,Yo-20) <J M (X0Yo20)

) : paroi rigide

M (Xg,¥p-Z0)

o):
source ponctuelle <=

® M(x.y,2)
V4
) o . e.spacephyblque
Jo=-s(F-7,) Vxy:¥220] [, (A+12)r==5(F-7,)-5(F-7,) Yx¥.2,
Vx,y;z=0 *alzo Vx,y;z=0,
on . ce probléme n'est pas un probléme

* Sommerfeld 3
* Sommerfeld. &de Green dans tout l'espace

-ikR —ikR"'
Dans tout I'espace (sans X) : r(f,fﬂ)zz R+Z = Vz OR/0z OR'/0z
™ T[
*(a+k?)G=-5(F-7,)
oG oG
{* Sommerfeld MAIS =_— [ Py (X,Y,ZZOQXO,Yo,Zo):O} ou [62*(X3Y,Z;X03Yo»zo=0)=()}
-ikR -ikR —ikR' 0
L.y e L.\ e e
==p solution élé taire : ,To )= Gl\i,1, )= ,Vz>0
solution élémentaire : g(F.%,) IR (r ro) Tk a7 220 o)

Fonction de Green en espace semi-infini (3/6)

AT " . oG S
®  Vrification de la condition aux frontieres —=0 avec fi=-¢,

M (XO’y03_ZO) M 0 (X0:Yo0-Zo)
x R=‘7*Fo‘=\/(X’Xo)z*(Y*Yo)er(Z*Zo)z
LT
Y Vim M(x,y,2) el 7\/(X_XO)Z+(y_yO)Z+(Z+ZO)Z
7z .\ e KR -ikR
— SR T
espace physique

aG L[ (e, D)e ™ 22, 1\e R 2tz
X,Y,Z:X .Y 0,20 )=——| | ik+— ik+
62( yzxeYoto) 471:[( R) R R R) R' R
o i

Fonction de Green en espace semi-infini (4/6)

®  Expression sur la paroi (R =R')

Mo (oyorzo) 1 M (X0:Yo-20)
N Refict |- [T T T
W
Y Yim M(x,y,2) R'=|F- ro‘*\/(x Xo) (Y yo) +(z+z0)2
o-ikR o -ikR'
G(FA)= 4nR | anR’
espa(fphyslquf

—ikyf-xo ) +ly-yo 425

21'1:\/()(—)(0)2+(y—y0)Z +z(z)

Glayz=0:xg.yg.2z0)=

(=4 ou
o ibroPelyyo e

21'5\/()(—)(0)2+(y—y0)2+z2

G(X’%Z;Xo’}’o»zo :0):

Fonction de Green en espace semi-infini (5/6)

®  Autres conditions aux frontiéres (condition de Dirichlet)

(X0:Y0:Z0)
0 Xo-Yor%0 _ F—fD‘ZX/X—x )z+(y_y0)z+(z_z )z
@
M(xy,z)aurfrowx N AN
i, ._: ESpachh)Slquc
TN e-ik\?-?o\ e-ik\i-i\,\
G(r"'o)*m—m, VX,y,Vz>0
avec

G(?,F0)=0, Vx,y;z=0ou z,=0
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Fonction de Green en espace semi-infini (6/6) Fonction de Green en espace clos (1/3)

®  Probléme aux valeurs propres (aprés extinction des sources)
.. .. 0G
®  Condition de Neumann sur la paroi: —=0

répartition continue de monopéles o L

Solution non nulle sauf'si k | prend une suite de nombres (valeurs propres)
W, : fonctions propres, base de l'espace considéré

® Exemple : espace fini 1D

N Z
®  Condition de Dirichlet sur la paroi : G=0
P /W\? xt) ( —ikyx 1kmx)clmmt
répartition continue de dipoles
. v/\N\ N
paroipm}faitemem rigide paroi parfaitement rigide <Y, ( )
Fonction de Green en espace clos (2/3) Fonction de Green en espace clos (3/3)
®  Espace fini 1D - suite ®  Probléme avec sources
\ \ 1 |2=6gp ([ s - Séri i bx)= S |4 b si
AN, ¥ (x)= =050 o k x E ; (e 2 ) 1D : Série de Eourler [P(x) mZ::0 [amcos(mnx/€)+bm51n(mnx/€)] J
4 §NV> N o0 o0
<N X K a 0§ MEKX P(x)= > A, (x)= gﬁémcos(mﬂx/é)
ec | ¥ v dx =8 i &
e J 0 ) p(x) * mp . fonctions orthonor’mees ®  Probléme élémentaire ®  Probléme aux valeurs propres
8 ik xtont) b o knGton i ikt Do . o
. 0 avec by=ae (a+x2)G (F/7,)=-8(F -7,) s Fe " (8+k3) ¥, (=05 Fe 7
§ et . m 0,G(F/5,)=0; Fex, 0,9, (F)=0: fex.
§ AN, Oe/\rlv'\
\ = 2-3 ¢ 0 =
i i o Glon) £ 2k gy ) )
§ A, Do AL wo £ (mm/6)*—k =
N .
V / ’ = v, (5)
370_ ik xrot) a, ¢ 2iknt il xron 1) 2a, e kmlgriont Généralisation : [ G(?,f0)= Z_O k2m7£2 v, (7) ‘}
1—g 2ikn! + 7176,2““ e :Wcos[km(x—ﬁ] Y m

Le probleme de Green est un probleme
auxiliaire dont la solution est nécessaire pour
trouver la solution d'un probléme général :
5 quel est le champ lg(?, ® ) créé au poinl_r)par

un ensemble de sources distribuées dans 7" et

sur Z;=2+%, (qui délimite le domaine) ?

P, € 3, \ﬁo

o= [[[ oea )ik, H 6.5 )0, i) B0, [66.5) o,

Nous envisageons ici le cas particulier ot les sources de volume n'existent pas, et par la suite,
out les seules sources existantes sont réparties sur la surface interne L.

[ f’(F;o)):JJZT{G(?Ol,F)anQﬁ(fo;w)—ﬁ(?o;w)ano[(?v(fo,f)]}dco i, f[,eZ}
alF l %) G(T}Fn )
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LA FORMULATION
INTEGRALE

Probléme acoustique bien posé (forme différentielle)

® Domaine fréquentiel

Equation de Helmholtz (A +k§ )f) (M;0)=-F(M;0), VMe?
Conditions aux frontiéres [ai +ikoB(M; 0)):|13(M; 0)=U(M;0), VMeZ, o fixé
n

Conditions de rayonnement a l'infini (éventuellement)

® Domaine temporel

a )= —_f(M: 9
Equation de propagation ( 2 8“] (M’t)_ =i (M’t) s YMeV, V¥ t>t;

Conditions aux frontiéres [9n+ikg[§(M;t)*] p(M;t)=d(M;t) , VMeZ ,Vt>t,
(Mit,), v Me?, t=t,

Conditions initiales 0, f)(M;ti)= A\(M;t,) H f)(M;t,): B
7

fonctions connues dans tout le domaine 7, a I'époque initiales t = t;

Formules mathématiques préliminaires

° div(ﬁgr?iG):ﬁAGJr(ngiG}(gﬁiﬁ) °
div(GaradP)=G AP+ grad ) erad G

Vi = PleradG i - G grad B) i,
p 26 GO

on, on,

[ div(Pgrad G -G grad )= PAG -G AP J

b4

v N o
® Théoréme d'Ostrogradsky jJ:[ 7‘(d1vV)dJ70 :J:L(V‘no)dco

® Rappel

117 so-ostes [ [+ 28-e2)e |

OM |x u . —_
Soient f(x,y,z) ef 7 un vecteur unitaire 1 [¢  gradf|o,f
B o,
of _of _ofox of oy of oz Bly Blo.f

on ou 0xou Fy("u 0z 0u
EE

of —
=) | =gradf-n

Formulation intégrale (domaine de Fourier) : démonstration
(6+Kk?)P(F:0)=-FF0) , Te )
[8n0 +iko B(E; u))] P(#;0)=U(F0) , Tex 2)

® Probléme {

(a+x2)G(5)=-0F-F), e @) (7 ec7;)
= conditions aux

® Probléme élémentaire {
frontiéres ad libitum

b, +ik tFE0)] GER)=0 . Fex, @)

® Théoréme d'Ostrogradsky JIJ (f’AG—GAf’)d T4 :jJ’ (P BHI)G—Ganuf’)dco Q)
7 P

® Démonstration

(1) - ap—Fk }HJ [plk2G-s(- ro -G (-#- kP]d7u ,Hj [-ps(-7,)+Ga7,

AG A/I\’ =-P(Fo +J’jf7 GFdVr, (6)

-((,) dans (5) : == —f’(f;u))JrJ‘qu [aFar; :‘U‘Z(f’ 0,,G-Ga, P)ds,
[ f’(F;u)):JJJJ)/G(f,fo)ﬁ(fo)dOVo +JJZ{G(f,fo)annf’(fo)—la(fo)ano[G(f,fo)]}dc()}

(3) = AG=-k*G-3(F-7,)

&

Condition de Sommerfeld a I'infini Formulation intégrale (domaine de Fourier)

p(fi00)= 6.5 )i, )a7, 655, )0, P )-PG o, [6E.5)]jdo, F(:0) =17, [f(7:0)] (a+K2) B (F:0)=—F(F0) , T,
Pf0) jjf;’ ( )F( ) +sz{ ( ) OP( ) ) [ ( ]} U(F;0)=TE, [a(; )] ffz:z;vulumiqucs [6,, +ik0[§(f;m)]l3(?;o)):ﬁ(f;co) ,TeZ,

" g —ikR . : -ikR
H Z { o Pli) p(fo)ano[em}}dco
R
H {a Pr0+ 1k+ )P( )}Re RsinBd0dy
R >

- négligeable borné

= HZK{--»}dco >0 si [&ig;{R(anolerikf’)} =o]

Condition de Sommerfeld éventuelle,

répartition de
a(fst) «
sources surfaciques

monopoles dipdles

13 (;0) J‘JJ‘J;/ rr0 r0 d% JJ rro)a P( ) f) )6 [G(r IO)]}dGO

f b v - o8
Champ "direct" des sources  Champ provenant des sources de fronticres, effets
réelles (+ éventuellement réactifs et dissipatifs des frontiéres (non contenus
champ de sources images) dans G)

A PoC
[Z? +ik B(r m)] P(f;0)= U(f;m) , TeX Condition aux frontieres [ﬁ— . 0]

lim {R (8n P+i kls)} =0 Condition de Sommerfeld éventuelle
R 0
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Monopdle et dipole

M (XoY0:Z0)

COIVE:

R*=R-du

(0]
N MU
(C))
Q R D, o [e o8 ot
PR;t)=-—2 ( R/CO) b(R:) 41':8“[ R
i=g

—ikoR —ikor —ikor
N e io . D -} ( 0 D ) 0
(P(Rit)=*Qo e'" o(r;t)= N ]e‘"" Do [e Jcosee“‘”

4nor r

Cas ou la fonction de Green satisfait aux mémes conditions
aux frontiéres que P

(a+Kk2)P(F:0)=-F(0) , Fe? o

[6 +ik, B(T; m)] P(f;0)=0(F0) , Tex 2)

(8 +K2) G 7 )=—8(F-7,) , T (8)
[6“0+ikoﬁ(?;(u)] G(f/5,)=0 , Fex ()

® Probleme {

® Probléme élémentaire {

® Formulation intégrale

f’(f;o)):JJJ(}{’G(iFO)I:‘(FO)dVWO +ij{G(F,fo)an“ﬁ(%)—ﬁ(io)anﬂ[G(f,?o)]}dco

. . . A . (@)
G = Go, P=G(0-ik,pP) | = Go, P-Po, G=GU
. o )
PO) = o, G=P(-ik,pG) = [[.[Go,,p-Pa,,Gldo,=[[.GUdo, ©)

sources \nlumiquf:/ (1)
(f;0) JJJ rrO rO, )d@’/0

+ JJ G(f,?o)fj(ﬂ);m)dco
2 (1) -

simple ajout des sources sources u.rmmm

(9) dans (7) : ==

source S
~

i(F0) ¢
sources surfaciques

Formulation intégrale (domaine temporel)

sources volumiques _ f(7;) (A af‘/c(z)),\ = ) ”(- )
b +m NG
/ o |00B(Et)= ( )

wurcu s

s ?e"V, t>t

,er , t>t

) ( ), Fe, t=

e
ik B(Et): TE,, [ik 0 B(F;U’)]

o ] i

Champ "direct" des sources réelles (+ éventuellement des sources images)

j dt, jJ' {G AN 6“0p o3t 0) (ro= o)anﬂ[G(l.'sfoﬁsto)]}dco

s TeY ;s t>t

i

Réaction de la frontiere

*;7]":[ {G(f,EO;t,t0)6l0f)(E0;t0)713(f0)6[0[G(f,fo;t,to)]‘n:l‘}d% ,
0 b

Effet des conditions initiales

T ] ey = . "
%U +ik, B(r;t) *] p(r;t)= u(r;t) , TeX , t>t; Condition aux frontiéres B=

PoCo
Z

Intégrale de Rayleigh (1/14)

® Le probleme

Paroi

~
N N
T bE)=pEe
A VAVASS
1, z>0
K
4

¥ (xy:1)= Wy (x,y)e "

Intégrale de Rayleigh (2/14)

Probléme sous forme différentielle

(A+k ) P(x,y,z)=0, Vx,y,V >0,

Onals(x,y,z) =—ip, oW, (x,y) i, , V(x,y)eQ,z=
0, P(xy.2) =0 ; V(x,y)eQ,z=0,

Condition de Sommerfeld,

Probléme sous forme intégrale

Jj (.50)0,,P (o )+ B (5oJo, [G(fsfo)]}d%

{6Z"P(x,y,z) —ipyoW,(x,y) , ¥(x,y)eQ,z=0,

2, P(x.y.2) =0 , ¥(x.y)eQ.,z=0,

Condition de Sommerfeld,

0, ¢

, VXx,y,Vz20,

Rappel : Formulation intégrale (domaine de Fourier)

l::(F;m):TF/[[f(?;t)] N (A+k2)f’(f;m):—f-‘(f;m) ,1e?,
U(F;0)=TF, [u(r; l)] :5:;,2,“.|umiqu,, [6 n, Tiko ﬁ(?; m)] 13(?;0)): ﬁ(f; m) ,TEZ,

Condition de Sommerfeld éventuelle,

répartition de
a(Ft) «
sources surfaciques

monopoles dipdles

#e)- ] e, ] foeao. Fa)-biuk, olenlo:

‘ ~— —

1€ Champ "direct” des sources Champ provenant des sources de frontiéres, effets
réelles (+ éventuellement réactifs et dissipatifs des frontiéres (non contenus
champ de sources images) dans G)

A a . piC
[6“0 +ik0B(f;w)] P(f;0)=U(f;0) , TeX Condition aux frontiéres [ﬁ— : 0]

lim {R (8n P+i kls)} =0 Condition de Sommerfeld éventuelle
R 0
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{

Intégrale de Rayleigh (3/14)
Probléme élémentaire associé
v (a+k2)e=-5(F-T,), VFe?
v/ conditions aux frontieres AD LIBITUM | VFeX

r r0 0, P r0)+‘i(vri)a [G(F,fo)]}dco , VX,y,Vz20

T

connu  inconnu

== choix judicieux ici : 6I]D[G(F,T’O)]=O

-ikR

= + ,Vz
4R 4nR’ —

—ikR'

Intégrale de Rayleigh (4/14)

®  Expression de la fonction de Green sur la paroi (R = R')

M 0 (X0Y0:Z0)

L 7
o = _ 2
D Jim M(x,y,z)Ri‘r Fol \/(X X0+ (y-yo) +(z+2,)
=
z L 7ef|kR PRLLE
—_— 6(i7) e

ik (x—xo)2+(y—yn)2+z§
2r:\/(x—x(,)2 +ly—yo)?+22
=ik beoxo)4ly-yo oz

211\/(x—x0)2+(y—y0)2+zz

G(x,y,z:o;xo,yo,zo):

== ou

G(x,y,z;xo,yo,z0 =O)=

Intégrale de Rayleigh (5/14)

Intégrale de Rayleigh (6/14)

® Disque ayant une vitesse vibratoire indépendante du point
X

®  Champ acoustique rayonné
Is(x,y,z):—Jj G(x,y,z;x0,yo,O)(iZuls(xo,y(,,O)dxody0 Applications :
p M enceintes, transducteurs, ...
( ) =ikl 4ly-yo P +2? M:l i
avec  GiX,Y,Z;Xq,Y0,2g=0)= . R o
Yo Yo zo zm/(xfx P aly-yo) +2° Yo )e OMpg=Ccosaéy +Esinagy
OM=rsin0€, +rcosoe,
« 510'3()( y,z) :—ipomwo(x,y) i V(x,y)eQ,z=0, y . rsin?—icosa
8, P(xy.2) =0 ; V(x,y)gQ,z=0. z MOM, ~gsina
PB|rcosd
. ipo mwo @ n e ik r24£2-2r&sinBcoso
ipow o ik exo 2+ ly-yo JP+2 . F’(I’,9)=72 — . gdeda
= P(x,y.2)= \/( )2 ( )2 - W(,(x(,,yo)dxody0 T‘ o Jo yJr2+g2-2regsin0coso
2n X—Xq) +ly— +z
Q o Y=Y v Calcul exact lorsque M e (0Oz)
v Calcul approché en champ lointain
v" Calcul exact en z = 0, puis approché en basses et hautes fréquences (impédance de
rayonnement)
Intégrale de Rayleigh (7/14) Intégrale de Rayleigh : champ sur lI'axe z (8/14)
®  Champ sur 'axe Oz LG I Sin[ng(a/ihrl—&)} avec&=z/a
: ‘ a/A=0.2 PoCoWo A
Eu \ 8
ai \ a/A=2.8
B(z: - - i(—k\/zhazmm) b, \ ==
p(zrt),w |(—kz+m()_W r \
= Wot 0® ST a/A=0.6
PoCo - - - - i \
onde plane progressive forcée qui facteur de diffraction du e S i =
serait émise par I'ensemble du plan X, bord du piston e i — e
animé dela vitesse W, = a/A=5
B (b2 .2 _
P(Z\}v =2 Sin[n z T Z] =2 sin[n%(\/ézﬂ—&)} avec E=z/a - 2
PoCoWWo position du dernier maximum (si a >> ) : z~°—

—t ; x

2
= -2 _D° distancede

07" "4 champproche
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zones de Fresnel Zones de Fresnel

Découpage du disque en N zones de Fresnel telles que :

Rn=z+n&=, G%+ZZ
2 5

Ry =Rp+-

2
R, =12y Zy z
a
; " - 2c
surlaxez : P(Z):iPOwWOJ e ik Zz+izﬁ
0 2°+&

=)

iﬂe—ikz ie—inn
pocoWo n=0

v Termes de rang pair de lasomme =+1 les contributions de 2 zones de
v Termes de rang impair de la somme =-1 | Fresnel successives sannulent

v' Siaetz tels que le disque contient N zones de Fresnel (N pair), alors P(z) = 0
v Siaetz tels que le disque contient N zones de Fresnel (N impair), alors P(z) max

Champ acoustique émis par un transducteur ultrasonore plan

lobes secondaire
lobe principal
z

+— dernier maximum P(y.o)

1
(-2 p(y.2)
Y U1
y etz s
champ proche champ lointain g ;
pO2) Y
Ay

%

Intégrale de Rayleigh (9/14)

® Enchamplointain et si la vitesse W, est indépendante du
point (piston oscillant)

e 0" 23, (kg asin®)

— 2 A 27
P(r,0)~i2ma“W,k © -
_)WO (r.0) 0XoPoCo T Tk, asino

? M caractére  facteur dedirectivité
N monopolaire — 1 si ka petit
N

== P(r,0)<a/kl<S/a et P(r,0)<ioW, (accélération)

enceinte

Tt

' ka=<a/x f (Hz) 34 | 340 | 3400 aigu

s s 10m| 1m | 10cm | ordreducm

http://fr.audiofanzine.com/apprendre/
glossaire/index,popup,,id_mot,49.html

Intégrale de Rayleigh (10/14)

P(r,0)<a/A <5/ et P(r,0)<ioWq=-0?E ka<a/\
(accélération)
Grave Medium Aigu

Twester f(Hz) | =~20-200 200-2000 > 2000

— A quelquesm | quelques 10 cm ordre du cm
HP Boomer Medium Tweeter
a >10cm ~10cm ~1lcm
3 quelquescm |  quelques mm quelques 100 pm

b

compensation par

grand déplacement
un grand déplacement

impossible

Intégrale de Rayleigh : courbes de directivite (11/14)

cok2a*We |23, (k, asind)|”
Intensité 1, (r)="e L HEAE : )
“ r 8 k, asin®
® ka petit (basses fréquences)
2J,(k, asin® . —ikor
kgasino) _—

k, asin® r
caractere omnidirectionnel
del'enceinte (monopolaire)

® ka plus élevé (hautes fréquences)
23,(k, asino)
ko asin®

le facteur de directivité

\ . flux d'énergie
est d'autant plus variable en en fonction de
fonction de 0 que ka est élevé. 0(endB)

==p |'amplitude du son dépend beaucoup de I'angle 6.

Intégrale de Rayleigh : courbes de directivité (12/14)

ka=1a30
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Intégrale de Rayleigh (13/14)

® [mpédance de rayonnement

A 1 A image de la pression moyepne du
Ly = WD QP(r, G)dc champ acoustique normalisée (W, = 1)
-

A . force exercée sur le fluide
impédance mécanique

T
N 5 J,(2ka) S (2ka) N fonction de Struve
==p enz=0 Z, =ma‘p,c,|l- " +1 .
a a

A
: pression moyenne sur le piston Q pour une vitesse W unitaire

* ka —o0, a>> L

~ma’pyc,
0@

A 2

~ 2 1
Zyy, xma poco[1+1 o
surface de I'émetteur >> A2

=mmd  cloison mitoyenne entre deux appartements
rayonnement maximal...

Intégrale de Rayleigh (14/14)

® [mpédance de rayonnement (suite)

8k,a 8k,a
o kao0,a<<h  Zuy, =ma’pec %(kOa)ZJri 3:: } ' 0

al'ordre 0 : pression nulle 1
al'ordre 1 : pression et vitesse en quadrature  wmmp [ = *fﬁe(
a l'ordre 2 : pression rayonnée non nulle, mais trés faible

===) Modélisation du rayonnement des tubes

ordre 0:p=0 (Z,,=0)
|2 - Zugy [ 8ked
- L T—ordre 11 P=Z 0 V=5 VRipPyCy v
ma 3n

force= mE+RX+kx=0 < mV+Rv+kjvqt=o

i Ui terme réactif =masse

—
SN RS.L]
3n -
_\E\{ L <= \él: L I
X 8kya
Z seous 1Po Co 3
n — 0. ne
Zogous = 0, p=0
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Couplage fluide/structure :
exemple de la transparence
acoustique de paroi

Le probléme

caoutchouc

appui simple
——

encastrement

Amont (upstream) X = plaque + paroi rigide infinie

indice "u"

Aval (downstream)
indice "d"

»
Pine % -
. % ~
By I

pu(x.y.z:t) - X0 Wﬁ,& 1
<« or z>0
z<0 COa z

b

Etude du champ amont (indice "u'’)
dit a la réflexion compte tenu de la

Etude de la plaque seule

Etude du champ aval (indice "d")
créé par une surface vibrante

surface vibrante = champ incident N N B
Pine + champ réfléchi p, z 0 %4’ . N
v et 5 i,f,f §—> vitesse W =i =
¥ f‘:(XOﬂYr)ef §j
i 0y § > B

~ ~ ~ X,
o b =P,-P, 0

P

é(xo,yu):ﬂzp](}w P.doc

fonction de =

a aP
P(x.y.z)=|| Gy—"
3= [ 0]

., fonction de E

do,

Probléme de la plaque (1/9)

Plaque rectangulaire de dimension axb en appui simple sur les bords
. N . " . A .

(contour ¢), soumise a une force surfacique D, (X,y;t) résultant des

forces de pression extérieure qui s'exercent sur la plaque.

z y plaque E : module d'Young

Vi v : coefficient de Poisson
¥ /) h : épaisseur
b Mg : masse surfacique
/ a ) X
C. Eysn) : depl I
- ) X,y;t) : déplacement transversal
survant z) de la plaque
A\appuz kappm (sui ) de la plaq

® Equation de propagation dans la plaque pour le mouvement de flexion simple

[}3A,A\E(x,y;t)+R'5té(x,y;t)+Ms63.é(x,y;t):ﬁm(x,y;t), Y (X,)€Z, , V t J
N ——

\ amortissement interne de la

plaque (modéle simplifié de Voigt)

rigidité en

Slexion double Laplacien
__Eh A =2t o2t &
Toh-v? Toaxt T Taxtay? oyt

Probléme de la plaque (2/9)

® Force résultante sur un élément de paroi d X,

es = [p u (x, y,0;t)=p (x,y,0;t) ]d €,  quantité vectorielle

jesth

Z,
"o /

amont "u" | _/

o6y, 0,0d2, 8, ——]e——— —p (x.y.0:1)dZ, &,

aval ""d"

[e) z

® Force surfacique résultante sur la paroi enz =0

{ﬁm(x,y;t)= p u(x,y,O;t)—ﬁt(x,y,O;t)}

Pres @ la dimension d'une pression mais représente une force par unité
" i - . A A

de surface, reli¢e aux pressions acoustiques p, et p, de part et d'autre

de la plaque

Probléme de la plaque : mouvement harmonique (3/9)
® Mouvement harmonique de pulsation @, imposé par le champ acoustique incident f)i“t
E(xyit)=E(xy)e™™ P y1) =P (. y)e™"
L'équation de propagation dans la plaque
BAAE(x,yit) +R', E(x, i)+ M 03 E (%, 13t)= P s (X, 51) . V (YD Ey L V 8

(AA+i0)R—xz)é(x,y)=f’ms(X,y)/B , V(X y)eZy

x=0,Mg/B et R=R/B

® Conditions aux frontiéres
Z(x,b)=0

U

s'écrit donc

avec

)/ .
z .y PRAE [ 2 (y)=0, v oy)e e,

7
20y)=0| / v /) M (,y)=0, ¥ (.y)e E ,
Y a %AE(&}’FO @Il;y(x,y):O, Y (X,y)€ € .
/ X
O T :—B§ﬁfx+v8;y;é(x,y)
k appui é(x,O): 0 A appui =-B(3], +vo5 )E(x.y)

(2)

3)

YA
moments de flexion { R //"
t,

A
[ (1)+(2)+(3) : probléme a résoudre pour exprimer le champ de déplacement = (x,y) J




C. Potel, M. Bruneau, "Acoustique générale (...)", Ed. Ellipse, collection Technosup, ISBN 2-7298-2805-2, 2006

Probléme de la plaque : solution (4/9)

® Rappel du probléme posé

(AA+imR—xz).é(x,y)=ﬁ,es(X,y)/B, vV (x,y)eZ, 1)

E(x,y)=0, V (x,)e ¢,

{@% =—B%6x2x +v65ygé(x,y)=

oty =-B02, +vol,

=(x,y)=

2)
0, V(xye¥,
0, V(x,y)e€ .

©® Solution cherchée sous forme d'une série de Fourier

[é(x,y):§§ﬁmsm(mnx/a)sm(my/b) }

normalisation Q A
E(x,y)=XX &y Fpsin(mnx/a)sin(nmy/b)

—~—

Fonn(%Y)

-

VEKY) e, 3d,,, 2XY)=ZXa n, Vo (xy)

avec ¥ (x,y)= ﬁsin (mnx/a)sin(nmy/b)

Modes d'une plaque rectangulaire de dimensions (axb)
mode (1,2)

mode (1,1)

Wa(x.y)

S
R
LS

mode (2,2)

¥y, (%y) g ¥,,(x,y)

K
e NN
RN
R \*\:\\2\9
X

N
RN
SN

K
AR =
‘«\

Série de Fourier

FOURIER Jean-Baptiste
Joseph, frangais (1768-1830)

® Fonction périodique de période 21

(rappels) (1/4)

Si f(x) est une fonction périodique de période 2m , continue et a dérivée continue, sauf
éventuellement en un nombre fini de points (sur une période) qui sont des points de

discontinuité de premiere espéce pour f ou

pour f', la série trigonométrique qui a pour

coefficients -
1

‘ a, =— If(x)cosnxdx
%

2n
, b, =l.[f(x)sinnxdx ‘
®

est convergente pour tout X et a pour somme

%[f(x+0)+f(x—0)]A

En un point ou f(x) est continue, la série trigonométrique a pour somme f(x) :

E f(x)=%+ +Ec‘:)(a“cosnxﬂ-bn sinnx) }
=

Remarque : I'hypothése de périodicité et la mention de la période ne sont pas essentielles en
réalité, puisqu'une fonction définie sur un intervalle borné, quel qu'il soit, peut toujours étre

periodisée.

Série de Fourier (rappels) (2/4)

® Fonction périodique de période T=2/®

[f(x): :Z::; [an cos(nwx)+b, sin (nmx)]‘}

avec

1 Xo+T 2 Xo+T 2 xo+T
a, =¥J f(x)dx , a, =¥J f(x)cos(nwx)dx ,b, =¥J f(x)sin(nox)dx

Xo

® Calcul des coefficients a, : démonstration

xo+T Xo+T 4o
J f(x)cos(pox)dx = > [an cos(nwx)+b, sin(nmx)] cos(pwx)dx
X p——— xo n=0
+o0 xo+T +oo xo+T
= Za"j cos(nox)cos(pox)dx +3b, sin (nox)cos (pwx) dx
n=0 X n=0 X
I J,

p

cos(nmx)cos(pmx):%[cos(rH- p)ox+cos(n—p)wx] ; sin(nmx)cos(pmx):%[sin(n+ p)ox—sin(n-p)ox]

Série de Fourier (rappels) (3/4)

® Calcul des coefficients a, (suite)
1
[ =

x+T
J f(x)cos(pox)dx =I,+J,
M , 1

=——Ya
P20

o

X+T
,,j ! [cos(n+p)ox +cos(n—p)ox]dx
Xo

+0 xo+T
anj [sin(n+p)wx—sin(n—p)wx]dx
X0

P20

. Xo+T
sin#p f ' [cos(n+p)wx +cos(n —p)ox] dx

o

Xo#T
f [sin(n+p)ox —sin(n—p)ox]dx
Xg

. Xo+T . Xo+T
{sm(nw)mx] _{sm(n—p)mx} -0
Xo

n+plo n-plo

:7[cos(n+p)mx]x°ﬂ 7[005(11—]))03)(}”” -0

(h+po (n-p)o

0

Lo xo+T
sin=p f ! [cos(n+p)ox +cos(n—p)ox]dx
X

Xo+T
f [sin(n +p)wx—sin(n—p)u)x]dx
xo

Xo+T
:J [1+cos2pwx)]dx =T

xo

X+T xo+T
:J sin(2pwx) dx :7[m} =0
2po |,
o

T
(== Ip:zap et Jp

xo+T T
= j f(x)cos (pwx)dx :Eap
Xo

=0

Xo+T
=) ap=%J' f(x)cos(pox)dx

X0

Série de Fourier (rappels) (4/4)
® Calcul des coefficients b : démontration

xXo+T Xo+T
J ' f(x)sin (pox)dx :j ! > [an cos(nox)+b, sin(nmx)] sin(pox)dx
x =0

Xo

xo

40 xo+T o Xo+T

:Zanj cos(nox)sin(pox)dx +3b, sin(nwx)sin(pox) dx
xo =0

n=0 xg

~— ~

K, L,
1

cos(nwx)sin (pwx):%[sin(n +p)ox —sin(p—n)ox] ;sin(n@x)sin (pmx):z[cos(n ~p)ox —cos(n+p)ox]

Xq

X+ T xo+T
sin#p j“ [sin(n+p)mx+sin(p—n)mx]dx =0 et j ' [cos(n—p)mx—sin(n+p)mx]dx =0
X0 x

Xo+T Xo+T
sin=p j [sin(n+p)ox +sin(p—n)ox] dx :J sin2pox)dx =0
xo xo

Xg+T Xo+T
J [cos(nfp)mxfsin(ner)mx]dx :j [lfsin(anx)]dx =T
Xq

Xy

LN

=) KP:0 et Lp:

P
Xo+T T 2 2 Xo+T .

—_— J f(x)sin (pox)dx =Eb" =) bp=¥J’ f(x)sin (pox)dx
X0

0]

10
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Probléme de la plaque : solution (5/9)

VERY) e, Fi 0, 2XY)=ZXa n Yo (x,¥)

avec w_ (x,y)= Fsin (mnx/a)sin(nmy/b)

® Report de la solution dans les conditions aux frontiéres

2
= ,y)=0 et :(a,y)zo,Vye[O,b], @
0L Ey)=-2X (mn/a)’ 4, o (x,¥)

mn
07, Bl y)=-ZE(0n/b) d p, ¥y, (x.)
m n
- % =B 3% +Vi’yjy f(x,y)ZO, V(xy)e?, @
m//fy =-B 6yy+voxx .:(x,y):O , V(X,y)e€ .

Probléme de la plaque : solution (6/9)

VEKY) e, Fh 0, 2K Y)=ZXa p Yo (x,y)

avec ¥ (x,y)= —Zsin (mnx/a)sin(nmy/b)

Jav

® Report de la solution dans I'équation de propagation

4
3

[(AAHO)R—xz)é(x,y)=lsms(X,y)/B , V(x,y)eZ, J M
ANE(xy)=( L2550+ 25 2 y)
ﬁzz&mn [(mﬂ:/a)4 +2(mn/a)’(nm/b)’ +(nn/b)A]sin(mﬂ:x/a)sin(nn:y/b)

J:T %z":é mn [(mn/a)2 +(n n/b)Z]2 sin(mnx/a)sin(nmy/b)

- AAE(Y) =S kA Yo (5y)  avec [x =(mn/a)2+<nn/b)2]

(1) = [gﬂl%émn[(xfnn—xz)ﬂwR] ‘Pmn(x,Y)=13res(x,Y)/B}

Probléme de la plaque : coefficients du développement (7/9)

X4 (2~ rioR] W, (x,y) =P (x,y)/B

@ Calcul des coefficients Qm"

[Multiplication par ¥, (x,y) et intégration sur la surface X
58l 1) o8] [ [ ¥, 69) ¥, G0 do = [[ Bt ¥, 6o ao
m n z z

Y
Bunp Bug
relation d'orthogonalité : non nul si m=p et n=q

=) épq[(X;Zaq—Xz)‘*'i@R] :J:[Z f’res(XO’yO)qu(XO’YO)/B dx,dy,
ol

—

p res | B> produit scalaire

<\ypq

e EY)=E X 0 P (%,Y)

Probléme de la plaque : interprétation (8/9)

E)-FTi )

® Chaque mode (m,n) représente une contribution (associée a ce mode) a la
distribution spatiale du champ.

® [ec champ de déplacement résultant est une superposition des champs
modaux W, (x,y), dans laquelle tous les modes n'ont pas le méme poids, le

mn
poids étant donné, pour chaque mode (m,n), par le coefficient associé a

mn*

Amplitude de la
contribution du mode (m,n)
au champ de déplacement

Echange d'énergie entre les
champs  acoustiques  (en

particulier sourc¢ de vibration

pour la plaque) P, a l'origine
de la contribution du mode
(m,n) au champ vibratoire

Résonance si y~y,,, (R petit)
<4==) oscillateur classique

== il reste

iR A

= Poun (x,y

(== [-—‘(X: Y): %Eﬂlm J-[Z,,. l3res("t)a§’o)lpmx-. (XO’YO)/B dx,dy,

facteur de qualité
acuité de la résonance

Probléme de la plaque : interprétation (9/9)

Exemple d'une onde plane incidente sur une plaque vibrant sur le mode (2,1)

mode (2,1) X
a
0\,
k.
i hp= A
cosO
al2
A
z 0

Mode (2,1) d'une plaque rectangulaire de dimensions (axb)

Yo (x,y)

11
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Couplage fluide/structure

® Déplacement transversal de la plaque

= ¥ ona (%,7) ;
a(x,y)=§§m jjzwpms(xo,}'o)‘ymn (XD’YO)/B dxody,

® Force surfacique résultante sur la paroienz =0

[ B (x,1,0)= P, (x,9.0)~P,(x.%,0) }

dz,
amont "u" / aval "'d"

ISH(X€Y>0)deIEZ —_— ’ﬁ‘(xv}’ﬂo)dzpléz

bo2b 5 .
(cfinfra)
® Couplage Z(x,y) dépend de P,(x,y,0)

P (x,y,0) dépend de E(x,y)

Exemple de systéme couplé : haut-parleur / résonateur

o tel que L =A/4
(mode propre tube ouvert-fermé)

o tel que L =1/2
(mode propre tube fermé-fermé)

q= .

grand

p,Vv

A
resonance \A antirésonance

®

~ 0, tube fermé-fermé ® ~ o, tube ouvert-fermé

« trés peu de bruit
« trés grand déplacement de la
membrane du HP

* beaucoup de bruit
« tres faible déplacement de
la membrane du HP

aucune résistance

grande résistance

grand déplacement

déplacement éventuellement faible

- tres faible transfert

- grand transfert d'énergie d'énergie
possible Autre exemple

”E CjougL

énergie accumulée et restituée : bilan nul

&= <5 R%

énergie dissipée en chaleur

E Ces exemples, donnés d titre d'illustration, procédent par analogies ;
= il ne faut donc les prendre que pour ce qu'elles valent.

Probléme aux valeurs propres pour la plaque (1/2)
® Probléme posé

(AA+imR—xz)é(x,y)=lams(x,y)/B, Y (x,y)e Zpl (1))
E(xy)=0, V (x,y)e ¥ , @
o, =-B(02 +v63y;é(x,y):0 , V(x,y)e €,
: 2 , 3
oty =-B0g, +val JE(xy)=0, v (x,y)e‘f./ S
® Probléme aux valeurs propres associé
(A8 =22 )¥ a(5,3)=0,, ¥ (x,y)E 2, @
W (,9)=0, ¥ (x,9)€ %, )
oty ==BlO5 +V05, ¥ na (x,¥)=0, ¥V (x,1)€ € , ©
oty ==B0gy, +VO5 ¥, (x,¥)=0, ¥ (x,y)e @

® Solution développée sur les fonctions propres

£y)= i g ¥ (x,y)] [‘Pm..(x,Y)=ﬁsin(mEX/a)sin(ner/b)] )

"o

Probléme aux valeurs propres pour la plaque (2/2)
® Report de W, dans I'équation de propagation libre dans la plaque
(Ba-23,)¥n(x3)=0, vV vz, @)
avec AAY . (x,y): (%+2#+%J‘Pmn (x,y)

:ﬁ[(mn/a)Z +(n 1t/b)z]2 sin(mmx/a)sin (ny/b)

@ o= { fmfa) +m/o) [ -2 [ Pacr)=0. ¥ ez,

- [xm:(mn/a)u(nn/b)ﬂ

® Modes propres

Y .(xy) : fonctions propres
Yonn : valeurs propres

[‘I—’m (x,y):ﬁsin(mnx/a)sin(nny/b)]

Complétude

A
- Soit €, l'ensemble des fonctions f(x,y) définies sur L, satisfaisant notamment aux

conditions aux frontiéres. s
. oty =B +va}, )i (x.y)=0, ¥ (x,y)e €,

f(x,y)=0, V (x,y)e €, " E[z w:}?;-(x ) e
ﬂ//fy =-Blo;, +vay f(X,y):(), Y (x,y)e€ .

- Soit <7, I'ensemble des fonctions ¥, (x.y) définies sur X, orthonormées, solutions
du systéeme d'équations
(323 o a ) =0, ¥ (ry)e 3y
Y (3)=0, V(. p)e €,
{ﬂ//[‘ - -B(o2, +vaf,y;wm (x,y)=0. VY (x.y)e & .
ol =-B ¥

mn (5,Y)=0, ¥ (. y)e € .
A
o7 étant une famille compléte, orthonormée, sur l'ensemble &, les fonctions E(X,y)
peuvent étre développées, de maniére unique, sur les fonctions propres ¥ (x,y) :

[v 2(3) € 3ip . 8y)=Z i Wm(x,y)]

Par définition, les fonctions propres ¥, (X,y) sont dites orthonormées si le produit
scalaire est tel que

\qu>=j_[); fLn (Xo’Yo)\ypq(xo»yo)dxodYO =
)

=0si m#Pp et n#q; 8y,,,q=1si m=petn=q

a2 52
Ogy + VO

oil <‘{’

8

mn

mn,pq

12
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C. Potel, M. Bruneau, "Acoustique générale (...)
onditions aux limites sur une paroi d'impédance complexe Formulation intégrale du probléme amont
a 2 a ® Champ de pression amont
® Condition aux frontiéres [P(M; 0)=2,M; w)V(M;co)flJ 1)
@ 0 : normale sortante du milieu considéré X ¥,z J:[J' X y,2:X °’y°’Z°)F(X°’y°’Z°)d% +
Z,(M;o) =normale pénétrante dans le matériau
ou BM;0)  gyee p(M;t)=P(M;w)e™®"  er \:/(M;t):\:/(M;m)e""‘ jj {GH(X,Y,Z;XO,YD, )a P ( DaYO’O)_lsu(xox}'O’O)anou[Gu(X’YyZ;XO:YO’ )]}dca
bd kS ~ —— -

® Projection sur n de I'équation d'Euler [p 0 H[V(M;t)]' = —[gradp (™ t)] -n ® Conditions aux frontiéres

S N 2 - N Y W s la pl.

cad poioV(M;e)i=-0,P(M;0) <= V(M;o)ii=- ! 0,PM;0) (2) Y,(xn,y(,,O) W(xﬂ,yo) 10)._(x0,y0) surla plaque
ipy® Vl(x 0y O,O): 0 sur la paroi, en dehors de la plaque,
1 . PoO® ‘o B (M- e AN D Tuide e
EZ;} = 0 ) 7 (M w)P(M (‘0) 0 d'oi [ a“P(M’m)+1k° B(M,(:))P(M, (ﬂ) 0} or fluide plaque Amont (upstream) X = plaque + paroi rigide infinie
ko=0/c, N . N indice "u"
A PoC . . - On, Pu(xOsYO’O)=*IPD(DVz(X0aY0’O)
avec ﬁ(M 0~o admittance de surface du matériau, normalisée par u
l'impédance caractéristique du fluide pc, l
® Paroi rigide (condition de Neuman) Z (M ®)—>©
B(:a) = §,P(M;0)=0 X sur ltzzglaque P—
@ 6nn“P“(X0,y0,0)=p0m =(XosY0) i
On, ﬁ“(x 0y 0,0): 0 sur la paroi, 2<0
! en dehors de la plaque

® Paroi sans réaction et non dissipative z (M 0)) 0 — A 'm
(condition de Dirichlet) [S(M ®)—> o ’

Champ de pression amont (1/2)

Fonction de Green du probléme amont
Plus de [mrui rigide mais 6 G“:O
xyz ‘ml7 G xyzx‘,yn ZO)F(XOvYOvZO)d/rn +
My Xe¥oZo) i M (XO’YO"ZO) orikR o ikR? b . }
() Gu(;,fo): S V¥z<0 ﬂz (%.¥.2:%4, 0.0 u(xUvYUVO)7Pu(xt)*)’(l’o)am,u[Gu(xvyrZ;xU’Y\)*O)]dGU
i 4R 4=nR' B s
source image ikfi-a i,
avec Gu(XstZ;XOsyo’ZO)zf*'ﬁ
o 7”(‘?7?0‘ e’ik‘?’?vg‘ 4n r—ro‘ ff =7
win Gu(x,y,z;xo,yo,zo):e_i_wLﬁ -
4n‘r—r0‘ nff =T B, (x,y,2)
4 =
espace physique o KT o
o . ok (oo Pely—yoJirz? f’mc (x, y,z): = (x Yoz o)d% champ incident supposé connu
Enz,=0 (rL,:rD) Gu(x,y,z;xo,y0,0)=2 5 y 4n‘ ‘
e \/(x -Xx 0)2 + (y -y 0)2 +z + champ réfléchi par la paroi z=0
R o iKklF=7l supposée parfaitement réfléchissante et
P! (x v,z ﬂ {G X y,z;xn,yn,O)ana lsu(xo,yo,o)fl-)u(xn,yn,O)an0 [G“(x,y,z;xn,yn,o)]}dc“ P (X Y, ) JJ’J 4n‘r = ‘ (XO’YO5ZO)dQV0 parfaitement rigide en tout point (en
) —_ Al a l'absence de vibrations de la plaque)
0, (,“f)u(xod'nxo):Po‘l’zé(xnr)’&)) sur la plaque =0 . y . -
avec m(,uf’u(xo,yu,o):o sur la paroi, en dehors de la plaque k(x L Y.Z)=po® fj X ,Y,2;X o,yo,O) E(X o,yo)}dco ;a Z;"r.ll’faca;‘::ji‘lg“;pl creeﬁ
— f’"r(x,y,z)=Poﬁ’2jf {Gu(x’y’uxo’}’o’o)é(xo’Yo)}d"o A
Z, opposé du champ transmis P, créé par le champ vibratoire de la plaque
Champ de pression amont (2/2) Formulation intégrale du probléme aval "d"
® Champ de pression aval
o Bbspubyas b b ) A A
[ %y, H By z5x0 0060, Bulkev00)-Bulkory o0, [Gabr xo,yo,O)]}dco}
® Au niveau de la paroi, en z,=0 (fo = F'D) ® Conditions aux frontiéres
« Feboso} v (Xo,y0,0)=W(xo,yn)=imé(x0,y0) sur la plaque,
- Jx X +2? .
G (x Y,z xo,yo, i S V;(Xo,}’o,o)zo sur la paroi, en dehors de la plaque
X \/ y y 0)2 +7° Sluide plaque
or
IR . N 3 = plaque + paroi rigide infini Aval (downstream)
0““ P (Xo’yo,o):lpomvz(xo’yo,o) plaque parot rigide infinie llli"l‘;i)(“:’ll’\’[[l('(llll

P (x,7.0)= Py (x,7,0)

= (R y0)=2hv0) P 50)

1

 la pl
sur la plague P—
t
z>0
=g,

04
O p (x 0 yU,O): 0 sur la paroi,
en dehors de la plaque

{511 lsl(x 0,y0,0)= —Po o’ é(xo,y0
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Fonction de Green du probléme aval "d"

Plus de paroi rigide mais 0, G~

ngg Zd
</

\
My (Xo,Yo 2o M (X:Y0,Zo) SikR ~ikR'
& «

M(x.y.2) Gd(X»YsZ§X0’)’0aZD):

5 4n‘?—fo‘+

espace physique

En z,=0 (f,=7)

Gd(x’y’Z;XO’YO,0)=

i e—ik‘(x—x(,)h(y—y(,)hzZ ‘
2 \/(X_Xo)z +(Y‘Yo)z +z°

==) au niveau de la paroi, la fonction de Green relative au champ acoustique dans le fluide

[ Ga(X,YaZ;XO’YO,O)zGd(sta25X03}'0’0)=Gu(XaYsZ;XanO’O)]

e e
2 G ylr, ,Vz>0
(S,) T{)V .(S) A d( 0) 4nR  4nR' —
source 1mag - d
R
(AT » e Ml e
— = = |
r 0

Champ de pression aval "d"

X »Y,Z ﬂ {G X 5Y>Z3X 05 0! )5"0 p (Xo»YnsO)’laz(XmYOvO)anod [Gu(XvaZ;XonO»O)]}dGO

=0

<7nwl5‘(x0,yo,()):0

5n"“§\(xan070):*me Elxo.va) sur la plaque
0 sur la paroi, en dehors de la plaque

—) [P (X Y,Z)—_Po‘*’ jj a\X y’Z’XO’yO’O)é‘(XO’y())}dGO}
or P“ xy,z) Po® jj

) [ lA)‘();,y,z)=—lA’"r (x,y,z) }

X y,z,xo,yO,O)é(Xo,yo)}dGO
pl K G

Force surfacique résultante sur la paroi (en z = 0)

® Pression du champ amont Isu (x,y,O): 213inc(x,y,0)+ f’"r (x,y,O)

P (xy,2)==P" (x,y,2) =mmmp P,(x,y,0)=-P" (x,y,0)

® Pression du champ aval

= [2,(550) 2Py .30 .30)|

P (x.v.0)Jaz, 8,

® Force résultante sur un élément de paroi d X, Fo = [f’u(x,y,())—

dz,

amont "u" (/

lA’u(x,y,O)deI €, —]—

aval "'d"

_lsx(X,YaO)del g,

lo) z
® Force surfacique résultante sur la paroienz =0

 Ple9) =2l Px30)] |

Equations intégrales couplées

Amont Pargj

Aval

<0 Bo(x.y.2)= z>0

_puwz‘”.z"l{Ga(f/rg)E(l‘o)}dUo

P, (x.y.2)
=Py (x.y.2)+ P, (x..2)- P (x.y.2)

( o>)’n>0)]

P(xoyo)= Z[P,..c (x0¥0,0)-P

= [2h (%, .0)-2B,(x,v.0)] 43,

2 inconnues : PI(X,YWZ) et E(x, y) ; systéme de deux équations intégrales couplées

b../B)

‘xim —x?)J+ioR

szp. 2[l3inc(x - y0’0)7 &

Pt(XO’YO’O)] imn (XmYo) dx,dy,
B[ (xzmn—xz)HmR ]

(v

mn

E(Y) =2 X8 0 Pon (y)  avec 4y, =
s

cad &, =

P e H

X Y.z; XoaYOsO)é(XmYo)}dxodYo

participe i la création
du champ acoustique
of vient perturber

Interprétation physique

Perturbation apportée
=) par le champ acoustique dans le fluide
créé au point (x,,y,) par la contribution du
mode (p,v) au mouvement vibratoire de I'élément
de surface dx,dy, situé au point (x,,y,),

4 la contribution du mode (m,n) au mouvement
vibratoire de 1'¢1ément dx,dy,

= réaction sur [mn> en (X,,y,) du champ
acoustique [2G,|uv> en cet endroit, créé en (x,y;)

Transfert d'¢énergie du champ
incident P;, pour créer la
contribution du mode (m,n)
au champ vibratoire

et inversement. -
<213i“c mn>-¢—p0m2 Y Xa,, <pv‘268‘mn>
.
B[ ( im—xz)Jrin ] —p0m2<mn‘263‘mn>
Résonance si N

La contribution du mode (m,n) au
rayonnement se traduit par une
. réaction sur ce mode et par une perte
S1 Ocamion™ O d'énergie de ce mode : le mode (m,n)

\C\ ! =) vibration du carreau | rayonne un champ acoustique qui

X~Y.mn <= oscillateur classique,

carreaux

atténue sa contribution au champ
vibratoire.

Produits scalaires

v

m n Pres

<Pres (x07YO)dx0dyO

mn jJ’ XD’YD

<HV‘ZGa‘mn>:jJE {sz {20a(xm}’naO;X1a}'|’0)\1/,.v(x|’Y|)}dxldY| }\Pmn (XnaYn)dxodYo
ol pl
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L'acoustique des espaces clos

Acoustique des espaces clos (1/18)

Royal Opera House (Londres)
® But : répondre a un certain nombre de questions posées par 1'acoustique
des salles
v pourquoi éviter les parois paralleles ?
v" pourquoi utiliser une répartition d'impédance non homogéne ?
V" Texpression "le son ne passe pas la rampe" a-t-elle un sens ?
v" quel est le principe du "contrdle actif" ?
v qu'est-ce qu'un flutter-écho, etc. ?
® Comment ? En étudiant un cas d'école simple (forme simple avec "accidents")
pour en extraire les idées physique simples

Acoustique des espaces clos (2/18)

® Forme retenue :

Irrégularités de surface pour éviter
les résonances

v' 9 cavité, auditorium, habitacle de voiture, ...

v Irrégularités de surface :
« irrégularités géométriques (exemple de parois non paralleles)

« répartition d'admittances 8 non uniforme
== uniformisation du champ

AA
v" Sources F et U étendues e=p formulation intégrale

® Comment ? En étudiant un cas d'école simple (forme simple avec accidents)

pour en extraire les idées physique simples

Acoustique des espaces clos (3/18)

® Géométrie "compatible" :
yal
2 \// @ \\\‘
@

v" Fonction de Green aussi adaptée que possible au probléme considéré
* laplus simple (la moins adaptée) : € ¥/ r
= role considérable de [ (c 8, p-Pa, P Plds,
* la plus adaptée minimise le role de HZ(G 2, P-Po,,
attribue plus qu'un réle de correction)
v" Choix d'un domaine dit "compatible" 7 (englobant le domaine réel) et
choix d'impédances pour réussir a calculer une fonction de Green (ex :
admittance € donnée en x=0 (simple intermédiaire de calcul))

)dGu (on ne lui

numériquement ou analytiquement

habitacle de voiture finalement "pas si loin de la réalité"...

Rappel : cas ou la fonction de Green satisfeAlit aux mémes
conditions aux frontieres que P
(6 +K2)P(F0)=—FF0) , e oy

® Probleme {[a ik, B(F: w)] P(F0)=UF0), fex @)

obligation - probléme réel
é+k2)G(f/fO):-5(i-f0), feo (3
® Probléme élémentaire . @ S
[0““+ik0[i(f;w) G(i/5,)=0, Fex (V) (57; ]

® Formulation intégrale choix de conditions aux frontiéres

(o) j j j j j (r)_ls(;(,)a“u[G(;,;O)]}dc(u7)

G = G, P= fJ 13 = Go,P-P0,G=GU
(i 130) Go,

= J.(62,p
BN | e

B- 130"o Glic, =[,GUds, ()
(9) dans (7) : == source -

; J J il il o,
5 () «

N
sources surfacique

P9 = Po, G=

sourees volumiques £(F;1)

=0
-u

simple ajout des sources

Acoustique des espaces clos (4/18)

©® Géométrie "compatible" (suite) : (2
=) ‘/\/ & b ::‘
D, N

v La plupart du temps, impossibilit¢ de calculer la fonction de Green
N satisfaisant aux conditions aux frontieéres du domaine réel

bro)=], 6w )ilolary +L 66w, beso)-bio, [of/s)]) ao,

correction par rapport au champ obtenu sur un
domaine 7 (si G satisfait a des conditions aux
frontiéres pas trop "éloignées" des conditions
aux frontiéres réelles)

) v ulfo) o (A+k2) a()=0, 7€ “//c_
‘G(r/r°)=§k§n-kgw‘"(r)’reoz_° ‘ {[a +1k0crm)] 7)=0, fex,

probléme aux valeurs propres
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Acoustique des espaces clos (5/18)
® Fonction de Green dans un espace compatible, avec conditions aux
frontiéres distinctes des conditions aux frontiéres réelles
v" Parois parfaitement réfléchissantes (£ = 0)
!2 ) IZ m,0 IZ Sy, m m,m m,
0S y |cos z
L IL,,

T)= L nxcos
Vo (£)= ‘mem()—v N V L, V L, L, J [

It
2 ooy ’ P "
k =K m o, = géométrie de la cavité

L

v Parois impédantes (§ # 0 et "petit") , N\ k= @ source
Lo} *m Cu
g ; L,
Vi (B) =¥ 0, ()= C (x)C o (¥)C, (2)
2—5mle . k, 4

me(x)z L. cos[xmxx—lgh ﬁ] 2, CXO

P . Gy, &/ L, ¥

m,m .

1 z[ . ] +1(2—5mX0)L—U(€X0 +¢,,) L, T [

X

Cx,

Acoustique des espaces clos (6/18)

® Fonction de Green et fonctions propres dans le cas ol le domaine ‘2, est un
parallélépipéde rectangle aux parois parfaitement réfléchissantes (§ = 0)

. W n \I o = .
G(r/ro):zkszlzz (), fe?,
m m 0 —_—
, 2-5 —
Wm(F)=\memym,(?)=\/2 Lsm‘o J = 0 12 B0 cos[ x]cos[n;ynyjcos(riz nz]
x y X y z

2 mxrt2 myﬂ:2 m, :
K2 —kmmm: + +
L, L L,

v m=0, m=0,m,~0 == k=0

» mode a fréquence propre nulle (rappel : on entend la fréquence ® de la source)

> mode prépondérant pour les trés basses fréquences (o << Inf(®,,0¢;0,®gg5---) )

» la contribution de ce mode correspond a une répartition uniforme de pression dans
la cavité (y, n'est pas fonction det )

Acoustique des espaces clos (7/18)

® Fonction de Green et fonctions propres dans le cas ol le domaine 7, est un
parallélépipéde rectangle aux parois parfaitement réfléchissantes (£ = 0)

VT S
—szﬁgwm(r), W

m m 0 -
[2-3,,

2-8,, [2-3,, m,
% cos
L SV
2
m,m m, T m,T
ki =Kl o =|—— | + | + =2
SR [Ly 2
S L
v m=1,m=0,m,=0 == contribution en cos[L x] _ e
X
» ne dépend ni de y, ni de z (mode axial) .
» X : structure spatiale du champ = superposition des structures spdtlales de tous
fes modes
» si ce mode (1,0,0) est le seul dans la cavité, pression nulle au milieu et maximale
sur les cotés..
» source ponctuelle enTy: Yy, (FO) ==) Si T, estau centre, pas de transfert d'énergie

de la source (ponctuelle) vers ce mode (évite de déclancher un mode)
==) par allégorie, "le son ne passe pas la rampe"

Vo ()= Vin i m, (F)

Acoustique des espaces clos : plan d'étude (8/18)
1) Probléme dans le domaine de Fourier

(a+K2) B (7:0)=—F(F: 0.\) ,Ted
[6 +1k0[5ro))] (F0)=0Fo0) ,

2) Probléme élémentaire, fonction de Green

(a+k2) G (/7 =—3(-F,) , Fed,
[anc_ﬂkog(r;m)] G(r/r0)=0  fes

TeX

3) Probléme aux valeurs propres associé 4) Fonction de Green

{(A+k )\y (f)=0, T

[6nc_+1k0§(r (,o] €X,

||N

Gi/7)=Y ¥ n(fa) valf) Fe %

o ko kg

!\ sur D et non sur D,

5) Probléme avec équation intégrale

[6 +ik o B(F; m)] P(f;0)=U(F0) , Te2

Acoustique des espaces clos : résolution pour £=0 (9/18)

ﬁ(?;m):myG(?/Fo)ﬁ(Fo;m)dQO +ﬂ;{G(f/Fo)anﬂﬁ(ﬁ);m)—ﬁ(fo;w)an"[G(F/FD)]}dc(,,fer/
\ N 2o, 6(F/7,)=0
nuf’(r (u)f—lkﬂB(F;m)l;(E;oa)Jr O(F;w) ,Tel

= P(f0)= J:[[G(r/ro)f:(ro,
*ﬂz{G
>

or G(f/f0)=

o),
ko B(F; 0)P(F;0)+ U(F; m)] P(f(,;w)an“ [G(f/rn)]} do,,7e?

/)i
¥l

) ,
W), TeZ>T
Sk =

ot i I vl
fj W o) [‘lkoﬁ(r‘ﬂ b (fy:o )+0(f0§‘0)]
—la(fo;w)ano[wm(fo)] } dco}

seul terme
dépendant de r

A m indépendant de_r)

=> A, v, ()

Acoustique des espaces clos : résolution pour {=0 (9/18)

® Notations
‘U JJ Yo r0 r0 dro

=)l

<u‘€‘ m>)__ =Jj M fo 0wy, (fo)df0 opérateur : 0 =ik,p ou On,
z

r(, )d T,

® Coefficient fAAm du développement modal
A, =k:‘1k2{<m?>{/ +ijm(fo)(4knﬁ) ;AM

ﬁ(Fn;ox
Bl bl g |

Wm(fﬂ)o(fa;“’)

o), _zu:A" <H‘(ik0f$+0no)m>z} ‘
a““m> <m

A, ﬁ{@ ), +(m

avec <u‘ik0[§m>x = <m‘ik0fiu>)_

- ‘

On, H>>_

MAIS <

16




C. Potel, M. Bruneau, "Acoustique générale (...)"

, Ed. Ellipse, collection Technosup, ISBN 2-7298-2805-2, 2006

Acoustique des espaces clos : résolution pour £=0 (10/18)

® Coefficient Am du développement modal
A, :ﬁ{@nm H]0) S A, <H\(ik0g+anu)m>z}
m W
avec ZH:AH <u‘(ik0[§+6nﬂ)m>z = ,,Zg,:“;\p <u‘(ik0f3+6"")m>2 +Am <m‘(ik0f3+6nb)m>E

ol (oA b, ), 8o-T e,
= | A, k,f,—k2+<m‘(ikoﬁ+ano)m>z -

avec B(; (x)) Ay, (F) <= lastructure spatiale est celle des modes superposés
2— Bm 0 2- 5,,,)0 2— Bm 0 m,n
v (F —————cos x cos y cos z
L, L L,
k.z.. _ . mym . m,m
L . L Y L,

et

Acoustique des espaces clos : interprétation (11/18)

entre les modes) d'autant plus important que l'intégrale

sources F et U pour créer la <p |(ikoB+0,0)m> est importante.

contribution du mode m au ®Si B est non uniforme et si défauts géométriques, cette

champ acoustique. \Si la intégrale devient relativement importante : distribution de
T A

fonction ~ source F  est I'énergie par les modes.

"orthogonale” au mode m, pas ®Si B uniforme sur chaque paroi et si géométrie compatible,

N
de transfert d'énergie de cette <wlikoprm>sikof<pm>~3,,~0, peu ou pas de couplage de

Transferf ~ diénergic  des

Couplage du mode p avec le mode m (échange d'énergie

source au mode m. N mode. N
N \<m‘U - <p‘(ik0ﬁ+6n")m>
/ A ﬂu z
/ " 2_ 12
\ k2-k +<m ik B+a, )m>
sources en phase _ 4 S
i T absorbam a un L, L, .,
géométrie de la cavité Source (®) ot si v irrégularité de géométrie
m

permet de limiter l'effet
d'un mode

r [Tk w2 doo+ [[ v, (wa)doy ?

facteur de qualité

+ milieu (¢
(o) nul a cet endralt

Résonance si k=k

>

<==) oscillateur classique

a la résonance

Acoustique des espaces clos : interprétation (12/18)

® source ponctuelle émettant un signal harmonique jusqu'a 1'époque t = 0 ;
couplages de modes négligés (supposés trés faibles)

Spl@)-2Cpm (ﬁ ) (@
Rappel (source harmonique) : A = p=m P
n =
Q2 -0’ Q2 -0’

avec Q,xo,+iy, ey, o« Im{<m‘(iko ﬁ+6"n)m> ) traduit l'absorption de l'énergie

R ot du mode considéré par les parois
S ()=H(-t)6, e

v t<0: on entend 'unique fréquence o,

v

cos(m t+o, \um(r

[
2_
m g

n_le=tntcos (@, t+n Wy (F)

t>0, p(7;t)= z

m

- MW

t> 0 : chaque mode oscille dans le temps a sa fréquence propre (on entend toutes les
fréquences o)
*  apres extinction de la source, ce sont les modes de fréquences trés voisines de o,
qui ont la plus grande amplitude, et que I'on entend principalement.
* on entend tous les ® , mais la mémoire de ®, est contenue dans Qm2—o)gl.

Acoustique des espaces clos : interprétation (13/18)

® source ponctuelle "explosive" a 1'époque t = 0 (dirac)

r ey
(=6, 3(0) e
t<0, p(f;t)=0 Mum
e ——

o i
t>0 , p(f;t)= Z‘ g tmt cos(w t+o, wm(r ﬂ—wf

plus de résonance autour des fréquences de source

énergie transmise a tous les modes : tous les modes sont générés

aucun mode n'est particuliérement privilégiée (en raison de la largeur
"infinie" du spectre de fréquence de la source), seuls étant éventuellement

absents les modes pour lesquels G =0 (transfen d'énergie source-mode

nulle, soit, pour une source ponctuelle, \um(rg) 0).

ANRANEN

Acoustique des espaces clos : interprétation (14/18)

écran sur un mur parfaitement

McKinnon Theater, Kettering University, Flint, MI
réfléchissant

400 places

http://www.kettering.edu/acad/scimath/physics/acoustics/McKinnon/McKinnon. html

Acoustique des espaces clos : interprétation (15/18)

Curtain Open
(Mutter echo)

] échos successifs

Curtain closed
(o Mutter echo}

McKinnon Theater, Kettering University, Flint, MI
http://www.kettering.edu/acad/scimath/physics/acoustics/McKinnon/McKinnon. html
Animation courtesy of Dr. Dan Russell, Kettering University
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Acoustique des espaces clos : interprétation (16/18)

® flutter écho entre sol et plafond

vitesse
d'écoute
normale

vitesse d'écoute
divisée par deux

a0
T [oac) [(Frames - #1]

(1 strie = passage devant le microphone)
~ 17 striesen 0.1 s ==p =~ 170 striesen 1 s
== 170 *d (ou2d)=340 d=2m

http://www.allchurchsound.com/ACS/R_D/kitchen/

Acoustique des espaces clos : interprétation (17/18)

® flutter écho

tambour_sans_traitement

tambour avec traitement

http://www.allchurchsound.com/ACS/R_D/nov42001tests/

Acoustique des espaces clos : interprét

©® flutter écho

R4

dlap_sans_traitemer

B

clap_avec_traitement

nt

ation (18/18)

http:// www.allchurchsound.com/ACS/R_D/nov42001tests/
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Analyse modale d'une cymbale (1/5)
® Le probleme : source ponctuelle "explosive" a I'époge t = 0 (dirac)
v' Espace clos "cylindrique” .
4 Analogie avec un espace clos parallélépipédiq

A

t<0, prt
t=0, prt _GL“
2|Qm
v
v
v

e_ T Cos(wmt+¢m)'~|"m(F)

plus de résonance autour des fréquences de source
énergie transmise a tous les modes : tous les nsodégénérés
aucun mode n'est particulierement privilégié (ersamide la largeur
"infinie" du spectre de frequence de la source)lssétant éventuellement
absents les modes pour Iesquaz,LsO (transfert d'énergie source-mode
nulle, soit, pour une source ponctuelfe(r,)=0).

® But de l'analyse

v" Montrer l'importance du transfert d'énergie sourzele
+ suivant I'étendue spatiale de la source
+ suivant la position spatiale de la source

Analyse modale d'une cymbale (2/5)
® Les modes propres
v En toute premiére approximation (épaisseur nontaates disque non plan,
plaque et non membrane), les modes sont tels que

Wlkwa)=0, ky =ko

Fonctions de Bessel de lere espece

BRI

Inu(x)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

v' Raisonnement trés qualitatf ==> analogie avec uspaee clos
parallélépipédique de géométrie cartésienne valable
v Plus la fréquence est élevée, plus la longueudd'spatiale est petite

Analyse modale d'une cymbale (3/5)
® Influence de I'étendue spatiale de la source

baguette "quasi-ponctuelle” baguette non ponctuelle

sons plus riches en aigus sons beaucoup moins richegyus (les sons

graves dominent)

Analogie avec l'exemple d'une onde plal
incidente sur une plaque vibrant sur le mode (2,1

A <[, =

qu dx Fjwm dx 0

Analyse modale d'une cymbale (4/5)
® |Influence de la position du point d'impact (1/2)

> source ponctuelle efy: LIJm(fo) = I elsumewm(fo)=0 pas de transfert
d'énergie de la source (ponctuelle) vers ce mode (évitédancher un mode)
Se souvenir de l'allégoriee"son ne passe pas la ranfipe

Inu(x)

Analyse modale d'une cymbale (5/5)

® |Influence de la position du point d'impact (2/2)

baguette "quasi-ponctuelle”

Avec |a participation active de Michel et Anne-Marie Bruneau...
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