PHY310aA - TD 4

Opérateurs, commutateurs, valeurs et vecteurs propres

1. Opérateurs

a)

b)

0i(X) = Hyi(X) = — dyy + Xy =— d2(e7?) + x*. e
dx? dx?
(')]_(X) - (1 _ X2) e—XZ/Z + X2 . e—X2/2 - e—X2/2
dou H yi(X) = yi(x)
02(X) = Hyy () = — dyo+ Xyn =— (4% - 2) e + X2 (4x° - 2) ™2
dx? dx?
h(X) = — @x* —22x* +10)e™? + (4x* — 2x) €2 =5(4x — 2) e ??

dou H yx(X) = 5 wya(X)

Dans les 2 cas, la fonction wy(x) vérifie I'équation aux valeurs propres de l'opérateur H.

Les fonctions y; et y, sont donc des fonctions propres de I'opérateur H et les valeurs
propres associées sont respectivement 1 et 5.

En fait on retrouve a un facteur ¥ prés (dans la définition du potentiel et de I’énergie cinétique)
I’oscillateur harmonique, de valeurs propres (n+1/2) en unités réduites et de vecteurs propres
Hn(x)e"(-x"2/2) avec Hn(x) polyndme d’Hermite

2. Valeurs propres, commutateurs

a)

Les valeurs propres A des matrices o s'obtiennent a l'aide de I'équation caractéristique

Det[c-AI1] =0 | étant la matrice unité,
|- 1]
soit |ox—2xll =11 -2 | =0 MW —1=0 = M==*1
|'}\4y '||
deméme |oy—Ayll=11i -2 =0 AN +i2=0 = =1
|1-2, 0 |
et o= 0l=1] 0 -1-2,] =0 1-2)@Q+2)=0

d'ol A, = = 1 Cela se voit sur la matrice qui est déja diagonale

On peut noter que Ax = Ay = A, = = 1 Les valeurs propres sont reelles car les
matrices sont hermitiques (égales a la transposée de leur conjuguée complexe)



Le vecteur propre |y (X1, X2)) correspondant & Ax = 1 s'obtient par I'‘équation
Ox Y x — Ax Y x = 0

d'ou le systeme d'équations : -X1+ X2= 0 = X1 = Xg
X1 —X2=0

avec x1 arbitraire par exemple x1=1 le vecteur propre est simplement

1

vl1

Dansle casou XA = -1, le systéme d'équations devient :
X1+ Xo=0 = X1 = -X

et le vecteur propre est |y x( X1, - X1)) .

A11

on obtient finalement les coordonnées des vecteurs propres 1—1 On peut

Lo -1 - . .
verifier que A "o A est une matrice diagonale et que A est une matrice orthogonale (les vecteurs
propres sont mutuellement orthogonaux, sa transposée est donc son inverse)

b)

Pour Ay = 1, le systeme d'équationsest: —y; —iy,= 0 =Yy, = iy;

iyr —y2=20
d'ou le vecteur propre est |y y(Yn-iy1)).
De mémepouriy =-1, y1 —iy2= 0 =y, =—iy;
et le vecteur propre associé |y y(Yy1,1y1)).
Pouri, =1, z=0 =  |y,(z1,0)).
Et pouri, =-1, z,=0 = ly,(0,22)).

Le commutateur [ oy , oy ] S'obtient en développant cx 6y — Gyox =

(2i 0)
= l0-2i)=2ic,

De méme, le commutateur [oy,6;] = 6yG6; — 6,0y =

(0 2i)
= 2i0)=2icy



Et enfin, le commutateur [ox, 6,] = 6x6; — G,0x =

(0 -2)
= 2 0/)=-2ig,

Les matrices de Pauli constituent ainsi une algebre de Lie qui n’est pas sans rappeler les
operations sur le produit vectoriel (permutation circulaire de X,y,z au signe prés) : ainsi,

Si x et y sont présents, on voit apparaitre z, si X et z sont présents, on voit —y. C’est
normal car ces matrices sont associées au spin % de I’électron en mécanique quantique,
qui correspond a un moment cinétique intrinséque et donc a un produit vectoriel (I=r X
p). Dans I’exercice le facteur % a été supprimé ; néanmoins les valeurs propres des
opérateurs de spin dans 3 directions orthogonales sont évidemment + ou — % pour un spin
Y.



