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Exercice 1 et 2

Note : Les exercices 1 et 2 sont une variation de ’exercice 3. Pour trouver la solution de ’exercice 1 il faut
prendre en considération la solution présentée pour I’exercice 3 et fixer n = x = 0. Pour trouver la solution de

I'exercice 2 il faut prendre en considération la solution présentée pour ’exercice 3 et fixer x = 0.

Exercice 3

Soit le modele de croissance économique de Solow avec progres technique et croissance de la population. Utiliser

la fonction de production Cobb-Douglas F(K, L) = A, K}~ *L¢, ky = £+ ot Ly = Loe™ et Ay = Age®™

désignant le taux de croissance de la productivité et n le taux de crmssance de la population.
Question 1
Trouver le taux de croissance du produit, de la consommation et du capital
D’abord, il faut exprimer toutes les variables en unités de travail efficace.
l-ara zt rrl—o nt « l—o x<t nt «
Y, = A K TOLY = Age®tK] <Loe ) = AgKl ®e% (Loe )
= AgK; ™ (Loe("+5)t> = AgK} “E® on E; = Lye"ta)t

E; mesure les unités de travail efficace. k; = Ibf—tt

On sait que

=Ci+ 1
Kt+1 :It+(1—5)Kt
Y,=C,+ K1 — (1-0)K, =C, + K, + 0K,

Kt

ou l'on note Kt =K1 — Ky = 8Kf . Le taux de croissance du capital est alors = Vk.

Y, C, K, 0K, K, -
Ettzﬁi E:+ E, —>yt_ct+F+5kt Ilfauttrouver%

avec T
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IK/E) 1 K.E, K, -
ot ETEE Et_kt<”+ )
K, -
kt—E—kt(n-F*)

K,
En remplacant 5on
5 5 * - €T ~
Yt :Ct+kt+kt(n+a> + 0k
G = f ki) — sf(ke)
=

Yy = f(k?t) — Sf(k?t) + kLt + k~t <’fl + g) + (Wgt
=

ke = sf(ky) — ky (5 +n+ E) La dynamique du capital
e

- = T (5 +n+ f) Le taux de croissance du capital
e

Pour trouver le taux de croissance du produit (7y ), de la consommation (y¢) et du capital (yx) on utilise
la fonction de production:

log(¥3) = log(Ao) + (1 — a)log(K:) + alog(Ey)
=log(Ao) + (1 — a)log(K:) + alog(Loe(nJrz)t)
=log(Ao) + (1 — a)log(Ky) + alog(Lg) + a(n + g)t

dlog(Yy) _ dlog(Kt) z
S == a(n D)

vy = (l—a)’yK—i—a(n—Fg)

Il faut trouver vx —



On a, par définition, une expression pour

e

];t Kt x
= = = - (n + *)
kt ktEt «

On cherche a trouver les taux de croissance associés & 1'état stationnaire (k; = 0) —

5 i)

. Eth xr
- B e )
t Et Tl+a

Ez_( L)
Kt_n «

= vk Le taux de croissance du capital

En remplacant vx dans U'expression de de vy, on déduit —

'yy:(l—a)<n+§>+a(n+£)

x
vy = (n + —) Le taux de croissance de la production
Q@

Pour trouver le taux de croissance de la consommation yo —

Ci=Y, -5
Cr=Y:—sY;
0log(Ct)

o~ 0 mra(ne )

z . .
Yo = (n+ —) Le taux de croissance de la consommation
«@

Ty =7C = TK

Question 2

Trouver le niveau de capital qui maximise la consommation a I’état stationnaire

max [Ct* = f(ke) = sf(ke) = f(ke) — Ky (n +0+ E)} ol EtRO est le niveau de Ky de regle d’or
K¢ o

%

oCc ~
e = F )~ (n+d+2) =0
Ok @

Question 3

~ % ~ RO
Trouver k; , et k;

. ~ ~1— . - TS . .
On sait que f(k:) = Aok “ et imposant k; = 0 a ’état stationnaire

_>



Exercice 4

Soit le modele de croissance endogene avec Y; = AK,;. Supposer qu’il y a une croissance de la population
n: Ly = Loe™ o n est le taux de croissance de la population.

Question 1

Trouver une expression qui représente 1’état stationnaire de k;

D’abord il faut exprimer les variables par téte, k; = %

Y, AK,

= — k
Lt Lt aki
B _ K -Ke L K
Lt Lt Lt Lt
K,
— =1 — 0k
L, oo
Il faut trouver % —
K,
ki=— —k
t Lt +N
%

kt+ktn:it *6}%

Prendre en compte que:
Iy =5

ke + nky + 0ky = f(ke) — (1 —s) f(ke)

k:t_sf(kt)
k.tisAkt
ﬁ:sA—((S—i—n)
ky



Question 2

Trouver que le taux de croissance du capital est égal au taux de croissance du produit

Olog(Y) _ Olog(A) | dlog(Ky)

ot ot ot
VY = VK

Question 3

Faire un graphique qui représente I’évolution du taux de croissance du capital

1 .
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ky

Note: la graphique est basé sur des valeurs hypothétiques.

Exercice 5

Réviser les notes du cours

Exercice 6
Cet exercice est une variation de l’exercice 7. Vous pouvez trouver une solution en fixant £y =0, Hy = Hy41 = 1,
8 =0.
Exercice 7
Soit le modele de capital humain & la Mankiw, Romer and Weil (1992):
. Epargne financiere I; = s,Y;
e Education F; = s, Y;
e Accumulation du capital physique: K;y1 = I; + (1 — §) K,
e Accumulation du capital humain: H;y; = (1 — §)H; + E;
e Fonction de production: Y; = Kto‘HtB(XtLt)l’a*B
e Croissance de la population L;y1 = (1 +n)L;

e Croissance des connaissances X¢11 = (1 + g)X;



Question 1

Trouver le niveau de capital physique k; et le niveau de capital humain h; associés a I’état stationnaire.

D’abord nous devons exprimer les variables en variables par "téte efficace" — k; =

Ky =1 + (1 — 0)K,
= SkK?HtB(XtLt)l_a_ﬁ + (1 - (S)Kt

Kot Xop Loyt _ siKEH) (G L)' P (1 5K
XtLt Xt+1Lt+1 XtLt XtLt
kera(149)(1+n) = sekhf + (1 - 8)k,
kii1(1+g+n) = spk@hl + (1 — 6)ky
Il faut suivre le méme processus pour Hyy1 —
Hiot Xopi Loyt _ siKeHY (X L) 2P (1 gt
XtLt Xt+1Lt+1 XtLt XtLt

hisa (14 g)(1+n) = spkfhy + (1= 6)hy
his1(1+ g +n) = spk®hP + (1 — 0)hy

A Tétat stationnaire: limy_,o0 ky = k et limy_yo0 by = h —

k(5 +g+n) = spk*hP
h(6 +g+n) = spk*h?
y = k*h°

(1)/(2) =

k=2kp
s

En remplacant en (3) —

b (s
n+d+g

k* — Sﬁsiiﬁ ﬁ
n+d+g

Ky
XtLy




Question 2

Trouver I’évolution de la richesse par téte ; = % —

En remplacant £* et h* dans la fonction de production, on peut obtenir I'expression suivante:

B8 o
B st_as% T=a=7 sgs}cfﬁ T—a=7
Y= \n+d4+yg ntotg

En appliquant le log, on obteint

+8

log(y) = 160&7—5

ﬁlog(&g) + %lOQ(Sh) — 109(5 +n+ g)

Maintenant, il faut trouver g; = L% —

o 5
i K, 1,

_ X
bt <XtLt) (XtLt) t

log(yt) = alog(ks) + Blog(hs) + log(X¢)

En considérant que X; = (1+ ¢)!Xo —

log(y¢) = alog(k,) + Blog(h:) + gt + log(Xo)

En considérant k* et h* —

a+p

log(ge) = gt + log(Xo) + T—a_3

ﬁlog(sw + %log(sh) - log(d +n +g)

Question 3

Calculer la vitesse de la convergence

On va montrer que

Y1 — Y= —MNyr —y) avec A=(n+g+§)(1—a—7p)

Donc, on va définir les fonctions suivants:

kt+1 = F(kt, ht)
hiy1 = Gk, he)

On fait une approximation de la fonction F'(k;, h:) et G(k¢, hy) autour de k et h pour avoir une fonction
linéaire (développement de Taylor a l'ordre 1)—

kiy1 = F(k,h) + F(k, h)(k; — k) + Fy (k, h)(hy — h)
Keir = k + FL(k, B) (ke — k) + L (k, h) (hy — B)
koot — k (ke — k) (he —h) h

_ !/ Nt ! -




ht+1 = G(k, h) + G;C(k, h

)(kt — k) 4+ G, (k, k) (hy — h)
(ke — k) k
ho ok

(ht — h)
h

hiy1 —h
——— = Gk, )

W + G, (k, h)

ye =y + (k™ 'y) (ke — k) + (Bh™ y) (he — B)

Yt —y (ke — k) (he — h)
YR P
Yerr =y _ a(kt+1 — k) +B(ht+1 —h)
Y k h

. . kep1—k hey1—h
On a trouvé les expressions pour ( = ) ot ¢ = )

Yt+1—Y / (kt - k) / (he —h) h ’ (kt - k) k ’ (hy — h)
% = a(Fk(k,h) - + F(k,h) - h) 5(0,6(1@ h) 7 + G, (k, h) - ) (4)

En tenant en compte les valeurs associées a I’état stationnaire et que

1

kiyr = F(ke, he) = Tig4n ((1 — )kt + Skk?}%?)
1

hiy1 = G(ke, he) = Tig1n ((1 —0)hs + Shk?hf>

Les dérivées associées aux valeurs de 1’état stationnaire sont:

Fi (k) = 20
Fi (k) = 2E00
Gl = 2900
Gk, ) = 200

Il faut remplacer ces calculs dans (4) —

yt+1y_y:[1—(1—a—ﬂ)(6+n+g)]<a(ktk_k)+B(htl;h>>

Wux)(yt;y) avec A = (n+g+0)(1—a — B)

En tenant en compte que

b1 7Y _ vy avec vy le taux de croissance de y;
Y
Y41\ -
log )" log(1+vy) = vy —
Yt+1 —

Y — log(yi11) — log(y)



%

log(yt+1) — log(y) = (1 — A)(log(y:) — log(y))
log(y:) — log(y ) (1= X)(log(yo) — log(y))
Yt+1 — ( )\)( )
Yeyr — Y — yt+y—( N —y) —ye ty
Yt+1 — Yt = _/\(yt - y)

Combien des périodes t faut-il pour réduire de moitié ’écart entre la condition initiale et ’état stationnaire?

LY

2
_ log(1/2)
log(1 —X)

Si l’on impose « = =1/3 et (n+ g+ 6) =0.06 —

A=n+d+9)(1-a—-p5)=0.02—

log(1/2)

= —S— =35
log(1 —0.02)

Note: il existe convergence si A € (0,1).

Exercice 8

Voir le cours

Exercice 9

Voir le cours

Exercice 10
Soit le modele de Solow en économie ouverte et 1'identité des comptes nationaux
Y=C+I+XN =Y +rF=C+I+XN+rF

Vi=Ki+ F

X N exportations nettes, F' les avoirs de capitaux étrangers, V' richesse totale

Question 1

Trouver I'expression qui détermine le taux d’Intérét mondial ", le salaire wy, trouver v* et w de ’état station-
naire. Trouver le RNB de I’état stationnaire (y3").



D’abord on va définir quelques relations pour cette économie

NX;+rF,=Fy1 — F

Se =Y +rEF — C,

Sy =1+ Fyp1 — F
Kiy1=L+ Ky avecd =0
Kiy1=5—(Fiq1— F)+ Ky —

Kiy1+ Fypr = Se + Fy + Ky

Vi=K,+ F, —
Vi1 =S+ W

Sy =s(Ye +1F)

Y, = AK}L; "

_OF,
wt—aiLt
_OF,
Tt—Tm

Y, = wi L + 1 Ky

En calculant les variables par téte k; = K; /L,

Y,  AKPL®
Ly L
yr = Ak’

Dongc, si r*¥ =r —

w —u_)—%
T
w=(1—a)AE"
w—(l—a)A(?ff) h

En prenant en compte I’évolution de la richesse totale

Vier =S+ V;

Vigr =s(Yi +7"F) + Vi

Vigr = s(wly + 7Ky +r Fy) + V4
Vigr = swly + (1 + sr™)V;

En prenant en compte que L1 = (1+n)L; avec n > —1 et vy = Vi /Ly —

Vit Lf:it = sw + (1 + sr")vy
vir1(l+n) = sw+ (1 + sr¥)u,
sw (1+ sr¥)u;
Gy I Gy
= ®(v)
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Un état stationnaire es donné par vy = vy = v*

Sw

*

n — sr¥

n — sr%
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