TRAITEMENT DU SIGNAL

Nicolas ERRIEN
2008/2009



Sighaux




Introduction
|- Théorie du signal, généralités

Traitement du signal: science qui analyse et interprete les informations
contenues dans un signal

En physigue signal=mesure d’'un phénomene physique
Ne pas confondre le phénomene et sa mesure !!!

Ordinateur

Détecteur

\

—»Milieu de propagation| O

Convertisseur A.N.

Exemple: control non destructif U.S.:
- source : train d’'onde
- milieu de propagation: piece a contrbler
- Détecteur : capteur U.S.



|- Théorie du signal, généralités

Théorie du signal, gu’est-ce qu’un signal ?

Introduction

La notion de signal est intimement liée a celle d'information.
Signal = représentation physique d’'une information a transmettre
Ou Signal = entité qui sert a véhiculer I'information.

Dans un contexte expérimental, on peut entendre par information:
- la mesure du temps de vol d’'une onde,
- une pression acoustique

- présence de rupture dans une image on un signal

- présence ou non d’'une fréguence particuliere dans un spectre

source

milieu de propagation

détection

phénoméne physique

vole H.P. choc

air, eau milieu matériel

oreille microphone

variation de pression

émetteur de particules

vide ou milieu matériel

compteur Geiger, scintilla-

teur

radioactivité propagation

et diffusion

vibration mécanique

milieu matériel

accélérometre

accélération

chaleur

vide ou milieu matériel

thermométre

couple

thermo-

flux de chaleur




Introduction
|- Théorie du signal, généralités
Objectifs du traitement du signal

TRAITEMENT DU SIGNAL

Théorie du signal | Théorie de linformation

échantillonnage codage

modulation cryptographie

analyse spectrale

estimation

Théorie du signal : Décrire de fagon mathématique ce qu’est un signal ainsi que ses
propriétes par :

- Transformation de Fourrier
- Analyse fonctionnelle
- Analyse statistique
- Méthode d’estimation

Théorie de l'information : concerne la facon de coder un signal ainsi que de le crypter



Introduction
|- Théorie du signal, généralités

Théorie du signal, gu’est-ce qu’un signal ?

Exemples. La Figure 1 montre differents signaux temporels. La dénomination de
ces difféerents signaux est précisé plus tard.
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Figure 1 Différents signaux temporels. (a) : signal pulsionnel (ou a support temporel

fini), (b) : signal périodique, (c) : signal aléatoire, (d) : signal composite composé de la
somme des sighaux (a)+(b)+(c).



Modélisation. Le signal peut se représenter sous forme temporelle (notée x(t), quand la
variable d'évolution t varie continlment) ou sous forme fréquentielle (notée X(f ), quand
la variable d'évolution f varie continlment), le passage de l'une a l'autre de ces
descriptions s'effectuant au moyen de la transformée de Fourier.

S'il est possible de modéliser certains signaux x(t), sous la forme de fonctions de base
(sinus, exponentielle, polynémes, ...) et d'opérations de base (somme, produit,
convolution, ...), la plupart des signaux fournis par I'expérience ne sont disponibles que
sous une forme Xx(t), sans expression analytiqgue associee.

Notion de bruit

Ce qui distingue le signal du bruit c'est que 'un transporte une information qui nous
intéresse, l'autre une information qui ne nous intéresse pas.



Classification des signaux

1 par leurs modes de représentation :

-signaux déterministes ou signaux aléatoires . La forme temporelle d'un signal
déeterministe est toujours la méme lorsque I'expérience est reproduite dans des
conditions identiques, ce qui n'est pas le cas d'un signal aléatoire.
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- signaux a temps continu ou signaux a temps discret , la plupart des signaux
rencontrés dans la nature varient continlment avec le temps.



Classification des sighaux

- signaux analogigues ou signaux numeriques . Les valeurs que le signal peut
prendre peuvent étre décrites de maniere continue (cas d'un signal de parole mesuré
par un microphone de pression) ou discret (codage ADN), liées a une opération de
guantification. On parle alors de signal a valeurs continues (ou signal analogique) ou
discretes (ou signal numerique).

Conversion par convertisseur
Analogique > Numeérique

Analogique numérique

deux activités paralleles : I'échantillonnage et la quantification



Classification des signaux

2 par certaines de leurs caracteristiques

-signaux stationnaires ou signaux non stationnaires (Le "contenu fréquentiel”

d'un signal stationnaire n'évolue nas au cours du temns. )
3.6 r ' r r v y

3.2
28
2434
2.0
163

s(1)

1 (s)
Figure: signal stationnaire ergodique . Mesure a 3 temps difféerents decalé selon l'axe y

Ergodique : caractéristiques statistiques équivalentes a chaque réalisation

| Ergodique différent de stationnaire !

Exemple: valeur constante differente a chaque realisation



Classification des signaux

signhaux a bande étroite ou signaux large bande (Un capteur ultra-sonore est un

capteur a bande étroite ; le signal qu'il délivre

I'est donc également.),

signhaux basses fréquences (BF) ou signaux hautes fr ~ equences (HF) , (Attention de

bien préciser ce que sont des BF et des HF, g

ammes de frequences qui ne sont pas les

mémes suivant qu'on s'intéresse a des infra-sons ou a des ondes radio)

(@)

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04 0.45 0.
Temps (s)

(b)
T

Ampl (lin)

| | | | | | | | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04 0.45 0.
Temps (s)

Figure 2 signal
sinusoidal BF (a)
et HF(b)

5



Classification des signaux

- signaux a support temporel fini , aussi appelés signaux transitoires ou signaux
impulsionnels (donc a énergie finie), ou signaux a support temporel infini  (a
puissance finie).
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Il est important de noter que cette classification ne sert qu'a sélectionner la méthode la
mieux adaptée a un probleme donné



Quelques descripteurs de signaux

Pour les signaux déterministes, I'information pertinente peut se réduire a quelques
descripteurs élémentaires du signal

Valeur moyenne observée sur un temps T:

1 to+7T
T = — t)dt
xthT T o x( )

Valeur efficace (ou valeur RMS) observée sur un temps T:

1 to+T
TRMS,to, T = T/ x2(t)dt
to

Facteur de créte : rapport entre la valeur créte du signal temporel sur sa valeur RMS
(descripteur pertinant pour les signaux transitoires)

Energie : on appel énergie du signal sur un temps T la quantité:

B, = / (02



Quelques descripteurs de signaux

Puissance instantanée

P(t) = (1)

Puissance moyenne : on appel puissance moyenne du signal sur untemps T :
1 to+T

Pator = 7 t 2(1)]"dt
0

Si T s’étend de -00 a 00 , signaux a énergie finie vérifient:

E <

Signaux a puissance moyenne finie

limy_o0 7 fTﬁQ ()s*(t)dt < oo

- Si s(t) est a énergie finie nécessairement a puissance moyenne finie
- Signaux a énergie finie = signaux a carré sommable
- Pour les signaux de période T, l'intervalle de temps = période du signal



Quelques descripteurs de signaux

Parité d’'un signal
Un signal peut se décomposé en une somme d’un signal paire et d’'un signal impaire

s(t) = sp(t) + si(0

Avec
sp(t) = sp(—1) et si(t) = —si(—1)
Donc
_ s(t) +s(-t)
sp(t) = 5




Représentation de quelques signaux déterministes

Fonction signe

—1 si t <0
sgn(t) = 0 sit=0
1 sit>0

Fonction de Heaviside (ou échelon unite)

0 t <0 _
1+ sgn(t
o) = 05 =0 O(t) = — g’”( )
1 >0
Fonction porte T T Tk
= Lsite -1 )
0 sl té[_%7%] s 0.4
0.2
Ou rect; 7 PO U P U N A D GO S

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25

t -(s)



Représentation de quelques signaux déterministes

Fonction triangle 10 4
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Représentation de quelques signaux déterministes

Fonction gaussienne

1.0

_a 08
G(z) = Ae 202 i

0.6
2 _

ey 04

s . 0.2
Parametres importants : _
- Son amplitude A 0.0

. < . _,\-5'-4'-'3'-2'-1'0'1.2'3'4'5
- La demi-largeur a mi hauteur reliée a ¢ par .

o =0.80d.l.m.h. <= d.l.m.h. =1.18c0

Signal gaussien particulierement utile pour les processus aléatoire car a la base des
distributions de probabilités

Gaussienne normalisée par son intensité integrée

A L2
G(az)z\/%e 202




Représentation de quelques signaux déterministes

Fonction périodique a temps continu
Une fonction est périodique si s(t)=s(t+T)

La somme de deux fonctions périodique est periodique si et seulement si il existe
des entier k1 et k2 tels que k1T1=k2T2

(@)

x(t) = Ao cos(2mFpt + ¢o) o~ o~
Zx(t) = Agexp j(2mFot + ¢o) E_
Real(2,(t)) = x(t)

Formule d’Euler

eix + e—ix . eix _ e—ix
COSX = 5 SINX =

2i



Représentation de quelques signaux déterministes

Dirac o(t) : T
ImpUISIOn, temps COUI"[ 15k e ......... o o o [ o .......... ....... 4
.1 -
§(t) = lim —Rectr(t) sl
T—oo T £
—_&.25 —O.‘2 —0‘15 —0‘1 —O.‘OS Temés(s) 0.‘05 0!1 0‘15 0‘2 0.25
Quelques propriétes de la fonction Dirac
1. Vt #0,
5(t) =0,
2. Vo,

/x(t)é(t —to)dt = z(ty),
3. si z(t) est continu en t = o,

x(t)é(t — t()) = .’E(to)(S(t — t()),

/A(S(t — to)dt = A.



MATHEMATIQUE DU SIGNAL



Analyse fonctionnelle




Introduction a I'analyse fonctionnelle

Deux domaines particulierement utiles pour le traitement du signal:
- Analyse fonctionnelle => Signal déterministe
- Théorie des probabilités => Signal aléatoire

Analyse fonctionnelle dans un espace vectoriel de Hilbert (fonctions carrées
sommables). |l faut définir dans cet espace vectoriel:

- La dimension de I'espace

- la base qui sous tend I'espace

- une meétrique et donc une norme

Choix de la base arbitraire, guidé par I'analyse souhaitée
On développe le signal s(t) sur la base:

Les coefficients ¢, sont les composantes du signal dans la base et constituent
une représentation du signal s(t)



La représentation du signal dans la base choisie sera obtenue en déterminant les
{en}. Pour cela, il suffit de projeter le signal sur chaque vecteur de base donc d‘effectuer
le produit scalaire du signal par chacun des vecteurs de base

@clt) [ 5(0) = | s = | Te (1) (2.10

T

SO1t

(Pr(2)

s (1) = Snen fT O (1) DL()dt = Snen(Di(t) | Bn(t)) (2.11)

Nous faisons 1'hypothése que la base choisie est orthogonale ce qui nous permet
d ‘eliminer tous les termes de la somme sur n sauf celui qui correspond a n = k. Il vient
alors :

R HCIED) 012

(Pr(t) | Pr(1))




Représentation fréquentielle des signaux

Les séries de Fourier




La série de Fourier

La série de Fourier permet de représenter toutes les fréquences contenues dans un

signal périodique dont la fonction x(t) est connue mathématiquement

Signal

v

Analyse

~

Temporelle

A

Réponse transitoire
du systeme

Fréquentielle

A 4

Série de Fourier

Transformée de Fourier

Signal périodique

Signal apériodique

-Spectre de puissance
-Réponse en fréquence
-Décomposition fréquentielle du signal




Tout signhaux périodiques est la somme de sighaux harmoniques d’amplitudes distinctes
et d'une composante continue si elle existe.
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Pour caractériser un signal, la série de Fourier nous fourni des parametres qui ne sont
pas visibles dans le domaine temporel.



Exemple de reconstruction de signal:

Original signal Original signal

1 el B

k=1 | P p=1 |
yaVaVeNlNYe Wa Wa

k

vok=2 00 f 2 |
/F\Q/f\q/f\\ \fupﬁfupﬁfuf‘

v k=5 vk=3

Ck=10 0 k=10
I WY e VLAY IOt WOt WO sttt
k=20 k=120
P k=50 L k=50 !
ik=l0{}§ Vk=100
s I O e

Reconstitution du signal original & partir d’'une som me de signaux sinusoidaux

+ Plus nous avons de signaux et meilleure sera la recomposition du signal original.
- le signal reconstitué contiendra des discontinuités proportionnelles au nombre de
signaux combinés ——> phénomene de Gibbs



ANALYSE DE FOURIER

Analyse harmonique (ou frequentielle) = instrument majeur de la théorie des
signaux et des systemes

Le développement en séries de Fourier (puis la transformation de Fourier)

permettent d’obtenir une représentation spectrale des signaux déterministes,
l.e. la répartition de

1. Famplitude
2. la phase

3. I'énergie

4. la puissance

des signaux considérés en fonction de la fréquence.



Deux représentations pour 1 seul signal
r(t)=A-cos(2-m- fo-t+ a)
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Deux représentations pour 1 seul signal

b =

| m
z(t) = A - cos (2 T fo-t— %) G o
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Deux représentations pour 1 seul signal

T 1 T
"r(f):A'CDS(Q'W'fU'T_:7)+5'A'C105(H-Tr-f0-t——{)

4
' s
90— 900
e 450 450 |
f f, f f 21, i

1 T, > > 2f, [ >
-452 1 -4501
-90°1— -90°—

Cosinusoide d'amplitude A et de phase -9 Cosinusoide d'amplitude A/2 et de phase -450

Signal périodique non-sinusoidal



SERIE DE FOURIER

L’éléement fondamental de I'analyse de Fourier est constitué par le fait
gu’un signal périodigue peut étre décomposé en une somme d’ondes
sinusoidales



SERIE DE FOURIER
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Le signal résultant est la somme de trois sinusoides dont la frequence est
chaque fois un multiple de la fondamentale fO



Définition de la série de Fourier

Considérons un signal périodique = (t) de période 1" = f—la Son développement en

série de Fourier est :
o0

#(t) = —A ap-cos(2-m-k- fo-t) +Zbk sin (2-m-k- fo-1)
k=1 k=1

fo = % est la fréequence fondamentale du signal

|5
B <! estla valeur moyenne ou composante continue
B ;. b sont les coefficients de Fourier du développement en cosinus et sinus :

9 [t%

dp = %/ x(t)-cos(2-m-k-fo-1)-dt k>0
9 +3

by = T/ x(t)-sin(2-w-k- fo-t) dt k>1
3



Définition de la série de Fourier

x,(t) T+x,(t)
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Définition de la série de Fourier en cosinus

Partant la relation trigonométrique :

A-cos(z)+ B -sin(zx) = \/m s (:1‘ L (_B))

A

le développement en série de Fourier

(10+Zuk cos ( k- fo-t) +Zb;‘ sin ( k- fo-t)

peut également s'écrire :

oo

HiE) = AOJFZAR cos(2-m-k- fo-t+ ak)
k=1

a —b
Ag = TD Ap= \/(I% -+ b‘?:, p = arctan (—k>
2 | L

aVvec .



Série de Fourier complexe

B Série de Fourier :

OO o0

(1 ) . .

v(t)=—+> ag-cos(2-mk-fo-t)+ Y be-sin(2ew-k- fo-t)
- k=1 =1

B Relations d'Euler :

cosiE) =

gin{z) =

...on montre aisément que la série de Fourier peut &tre transformée en une série de
Fourier complexe :

wfi] = 3 K k) wtiEmdod

k=—oc

In



Série de Fourier complexe

z(t)= Y X(j-k) etirmkfot

k=—o0

Les coefficients X (j - k) sont alors complexes et valent :

1 [tz |
X(j-k)= T / 2 g (t) - e A& mRfort L oy — B 2 B A

L
2



Série de Fourier complexe

00
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Relation entre les 3 représentations

AL ER

B2 L
| X(+jk) €C

-2 ... X

‘1-.|

ag
:—+E - cos(2-m-

2z (t) = A0+ZA;L cos(2-m- k- fo-t+ ag)
k=1

k=—oc

v fg ?L *I—Zbk-alll

-k - fo-t)

Institu

(1)



Relation entre les 3 représentations

k=0 o A X (0)
k>0 {(Lk. bk} {44&“. ka} X (:l:j : fm)
ag ap + Ay - cos (ap) +2-R{X (5-F)}
by by — Ay - sin (ag) —2-{X (5-k)}
A Vg + b Ay 21X (j k)|
(Vg arctan (bk) Qg arctan (%{X e s k-) }>
| A R{X (+7-F)}
X (+7 - k) % -(ak — J - br) % - Ay - g X (47 - k)
X(—j-k)|5-(ag+j-bg) | 5-Ag-e 3% X (—j-k)




Les differents spectres

Spectres unilatéraux

o0
z(t) = Ao + thg ccos(2-m-k- fo-t+4 ag)
k=1

Signaux Spectres unilatéraux
T 0.8 T T
1 L
0.6F
0.5
0 D4t
-05 0.2F ‘
=1 [}
0 1 2 3 0 2 4 G
0.8
1
0.6}
0.5
0 , BT
05 vd 0.2t ‘
o é o | | |
0 1 2 3 0 2 4 G
0.8
W= \ 0.6
05 0.4t ¥
y 0.2t
0 1 2 3 0 2 4 6

iamps fréquence



Les differents spectres

Spectres bilatéraux

x(t) = Z X (j-Fk)- eti-2:mk fot
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Xkl
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5000
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SERIE DE FOURIER

z(n) (1) = Z X (j-k)- eJ 2k fo-t

Il est fréquent en traitement du signal de ne parler que des spectres d’amplitudes
et de délaisser quelque peu les spectres de phases

Cette attitude est due au fait que lors du filtrage de signaux audio, on se
contente de modifier le spectre d’amplitudes car I'oreille est peu sensible aux
distorsions de phase

Cependant, lorsque I'on désire conserver la forme d'un signal, en particulier dans
le cas du filtrage d’'images, il est tres important de ne pas négliger le spectre de
phases.

La phase contient une part importante de I'information concernant la forme d’'un
signal



SERIE DE FOURIER

Importance de la phase

original

module

TF inverse du module TF inverse de la phase




Reconstituons le signal selon cette relation:
x(t) =C 3ej(—s)znt +C_Zej(—2)2n +C_lej(—1)2n +Coej(0)2nt +Clej(l)2nt +C2ej(2)2n +C3ej(3)2nt

X(t)_ e 1671+1e j47I+1e jant +1+16127I+1ej471+161671

3
En regroupant les termes sous forme trigonometrique, nous obtenons

X(t) = 1+§cos©nt) +cos@rt) +%cosQnt)

Ce signal est donc composé d’'un terme constant (valeur moyenne continue non nulle) et
de trois autres signaux de fréquence et amplitudes distinctes.

A LU il

T S f
‘|I |‘||‘I| || |\|!':|||H H I ||‘|I‘| M | 1
lil

0.5

5 4 U 48
x0 x1

S

MRS Y A

LU B AL L I B LN B R B AL N L E \'\'ll'u"-'ll'l

i 4

Signal résultant de I'addition des 4 composantes x0 X1,x2 et x3



Phénomeéne de Gibbs

Soit  x(t) :_2—k > 1 ginn pournimpair
jm & n

Comme nous ne pouvons prendre en pratigue une somme infinie de termes, alors

N .
X(t) :_2—k > Lo pournimpair
J7TT==n N
Cette somme étant maintenant limitée, on retrouve nécessairement une erreur lors de la

reconstitution du signal.
&, (t) = x(t) = x, ()

Cette erreur doit tendre vers zéro lorsque N tend vers I'infini. Lorsque le signal comporte
des discontinuités (comme par exemple un signal a ondes carrées périodique)
I'approximation x_(t) présente des ondulations que 'on nomme phénomenes de Gibbs et
qui s'atténue avec 'augmentation de N.

Pour N faible, on remarque les N\ [
oscillations qui se produisent sur les
bords de I'onde carrée périodique. [ASNS




Densité spectrale de puissance

Un signal periodique possede une énergie infinie et une puissance moyenne finie. Sa
puissance moyenne sur une peériode est définie par

1
= ? jT ‘X(t)‘zdt

Si on développe cette équation, nous avons

1 . 1 O~ ket
P =2 XOX et =2 x(t)(kzz_‘zock : ]dt

R=YC [ xedi=3cC = Y[
k=—00 k=-c0 k=-0c0

Cela signifie que la puissance d’'un signal a temps continu périodique est égale a la
somme des coefficients de Fourier au carrés. C’est ce que I'on nomme le théoreme de
Parseval.

Cela signifie que si nous avons un signal quelconque que nous pouvons décomposer en
série de Fourier, nous pouvons connaitre la puissance de ce signal uniquement a l'aide
des coefficients spectraux.



Les transformées de Fourier
Théorie et applications




Pourquoi la transformée de Fourier

La transformée de Fourier est une généralisation des séries de Fourier pour tout types de signaux. Pour
développer la transformée de Fourier, nous avons que l'idée principale est de tendre la période T d'un signal
périodique vers linfini. En insérant cette condition dans la série de Fourier, on obtient la relation suivante

concernant la transformée de Fourier d’'un signal apériodique;

TF - X(w)-= jx(t)e‘i“’tdt
X(w) représente une fonction continue en fréquence angulaire. La transformée inverse de Fourier est de

reconstruire le signal a partir de la fonction de fréquence angulaire X(w).
1 T jowt
TFl - x(t)=— j X (w)e'“'dw
21T *

On peut également utiliser la forme fréquentielle « =27f ou f est la fréquence en Hertz.

F - X (f) = jx(t)e‘iz””dt

— 00

Al - X(t) = jX(f)eiZ””dw



Relation entre série et transformée de Fourier

+00 .
LI‘(IL) —= Z }f(} . ,l.) . €+J-2-W-L1-_f0.t
k——o0
A By
o 1 +5 - »
s T / T 2(t) - e T EI0t L g
B



Relation entre série et transformée de Fourier
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Relation entre série et transformée de Fourier

—f— D

z(t) = Z X(j-k)- ot 2wk fort

I P

:T

x
T3

I'- X - k) = / z(t) - eI 2mhJot . gy

2

I'—wo0  fo—df k-fo—f

T -X(G-k)—=X{G-[)

+00 .
AljoF)= / Z(t) - e 1Tt L i

o —OC



Relation entre série et transformée de Fourier

m Sila fonction x(f) ne posséde pas de symétries particuliéres, sa densité
spectrale d'amplitude X (j - f) est une fonction complexe :

w(t) — X(j- f) = Xo(f) +7 - Xi(f)

B Les densités spectrales du module et de |la phase valent alors :

XG-DI=X() = XN+ XD

L(X(j-f)=a(f) = arctan (i{jg)




Propriétes de la transformée de Fourier

a) linéarité a-xz(t)+b-y(t) gk (Fof)46-¥Yig=F)
b) décalage z(t + tgq) Xl Pynamd 2 154
c) amortissement z(t) - e~ 2t . gt) X(j - 2-w-f+a)
d)  modulation z(t) - eI 27101 X (i -(f = fo))
e)  dérivation d—ET—) g «2egsf Xi(g- F)
f) intégration % atr)dx ﬂlw—f - X(7-f)+ 5 -X(0)-5(f)
avec X (0) = [T°° a(t) - dt
g) convolution h(t) = z(t) Big =) X7 “.f1
h(t) - x(t) H(j-f)*X({G-f)
h)  énergie W = [T2° 2%(t) - dt W= [T2|X@G-H*-df
i) valeurs a l'origine st —=10)= [ X(5-F)-df X(f=0)= [:Lff x(t) - dt
k) rotation Oy y(t) = x(—t) Yiic Ty =X ) =X"{7: T)
)] fonction paire z(—t) = x=(t) Xa-TYexR
m) fonction impaire z(—t) = —=(t) X(g-J)ES
n) symétrie X (t) z(—7 - f)
X(—1) z(7 - f)




Exemple d’'une impulsion rectangulaire :
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Exemple d’'une impulsion rectangulaire :

4 At s

X(j-f):/ 2 AT gy
Sy

B A .E_j.;_}.,r._f.t +

i = Qg f .

o o

. At ; At
B A _ {E_}.g.ﬂ-.f.T _E_|_3.2.ﬂ-._f.T
o B f

A timf-At _ _—jomf-At

e f 3. j

Utilisant la formule d'Euler
e Ti B —j-u

=

sin(u) =

2.4

on obtient finalement :
o sin(m - f - At) ) _
X(j-f)=A-At- — A - At -sinc(f - At) e R
7w oAk




Spectre d’'amplitude d’une implulsion rectangulaire
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Relation entre largeur spectrale et etendue dans le temps
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Exemple d’'un sinus amorti

i) = 0 si t<0
A A-e7® .gin(2-7- fp-t) si t>0
400 ._
V(- f) / e~I2TIt gy
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0
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0 2]
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f:fp > X fP) E'a+j2£pfp 7o (I<<2-?T-fp



Exemple d’'un sinus amorti
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Exemple d’une exponentielle décroissante

| 0 st t<0
'Im_{ e~ si t>0

+oc _
X7« )= / T e A
0

X fl=



Exemple d’une exponentielle décroissante
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Autres exemples de transformées de Fourier

Impulsion o(t)

Soit TF ((t)) = Td(t)e"“dt = ]o e “o(t)dt

Selonla définition que j X(t)(t)dt = x(0) = e '“® =1
Donc o(t) TF - 1

Impulsion fréequentielle d(w)

Soit TF (0 (w)) = %T Té(w)ej“‘dw = Tej“‘d(a))dw

Selonla définition que fx(a))d(a))da) =x(0)=e'@" =1

Donc o(w) TF - 1
21




Décalage dans le temps

Si X)) = X(a)
X(t-t,) = e X(w)
Preuve:

TF(X(t - t,)) = ]ox(t -t,)e“at

En effectuantun changementde variabled =t-t,, dA =dt et t = A +t,

TR(X(t - o)) = [X(t-to)e’“dt = [x(A)e’ V" dA = e [x(A)e’” dA = &' X (w)

(] -00 -00

Donc x(t-t,) TF = e'“X(w)

Décalage dans le domaine des fréquences

Si Xxt) = X(a)
x(e'* = X(w-w,)
Preuve:

1 3 15 _ it
TF(X(w wo))——zﬂ:[)X(w w,)e“*dw
En effectuantun changementde variabled = w-w,, dA =dw et t = 1 + w,
1 % . 1 % _ _ 1 % _ _
TE(X(t -1.)) = — [ X(w-w,)e“dw = — [ X(A)e?*)da = e~ [ X(A)edA = e/ x(t
((t-to) =5 [ X(@-a) 2 ] X 2 | XD (t)

Donc e*'x(t) TF = X(w-w,)



Changement d’échelle dans le domaine temporel.

Un signal peut également subir une compression ou une extension dans le temps et il
serait intéressant de savoir ce que cela impligue dans le domaine fréquentiel.

Si xt) = X(a)
@) = =X
d "a
Preuve:

TF(x(at)) = Tx(at)e‘j“‘dt

-00

En effectuantun changementde variableA = at, dA = adt et t = A
a
TF(x(at)) = jx(/])e‘jwi au_1 j x(A)e'*dA = 1 j x(A)e1“dA = 1 x(ﬂj
< a a2 a’ a \a
Donc X(at) TF = 1 X(Qj
4 \a
x(1) X

A A X2 |2Xe21)|




Fonctions de corrélation temporelles,
densités spectrales d’énergie et de
puissance, applications




Corrélation

Qu’est ce que la corrélation ?

Comparaison de deux signaux entre eux

Cette fonction agit principalement dans le domaine temporel

On s’intéresse a des signaux d’energie finie (support temporel fini)
Ou aux signaux a puissance moyenne finie



Corrélation de signaux a énergie finie

Exemple de corrélation

¥l

x(t), yit+T)

=(t) - yit+T)




Corrélation de signaux a énergie finie

Exemple de corrélation




Corrélation de signaux a énergie finie

Auto corrélation

e Modélisation. Dans le cas d’un unique signal x(t), sa fonction d’autocorrélation est définie
comme

Cipp (7) = / 2(H)* (t — 7)dt, (14.1)

ou 7 € R. Le parametre 7 est un retard. La corrélation mesure donc une ressemblance de forme
entre x(t) et z*(t — 7). La variable 7 correspond a un retard. Pour tout signal x(t) d’énergie
finie F,, la fonction d’autocorrélation est maximale en 0 (sa valeur en 0 s’identifiant & I’énergie
du signal)

Cez(0) = Ep > Cra(7), (14.2)

ol 7 € R, et est une fonction paire :

Cru(—7) = Cpr (1), (14.3)



Exemple : signal temporel bruité composé d’un trajet direct et de son écho (a)

Amplitude (lin)

Amplitude (lin)

0.5

Fonction d’autocorrélation en b
(a)
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Corrélation de signaux a énergie finie

Théoreme de Wiener - Khintchine

Défini la valeur de la T.F. de la fonction d’intercorrélation ou d’autocorrélation de 2

sighaux
T.F.[Cs (7)) =T.F.[s(T) xr*(—T)]

=T.F.[s(T)].T.F. [r*(—T)]
TR [r(=7)] = [ r*(=7)e 2™ Tdr = [ _r*(t)e*™ /Ly
= [ r(e0a)” = R¥(f)

J —0C0

T.F. [Cor(T)] = S(f).R*(f)

Si les deux signaux sont identiques, on a alors
-y * 2 ~
NG (T)] = R(S).B(f) = [R()]" = Spr ()
On obtient le module du spectre au carré: densité spectrale d’energie

Théoreme de Wiener - Khintchine :
La transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation d’un signal est egale a

sa densité spectrale d’énergie



Corrélation de signaux a puissance moyenne fine

Intercorrélation
1 [tz
EaylT) = TIE}; T fz z(t)-y(t+7) - dt
2
Autocorrélation
1 [+3
Pise(T) = TJEIDIC T /_% z(t)-z(t+7) - dt
Pout 7= 0s]
1 [tz
r22(0) = lim —- / ) I(f)z vl = ngf =
T—oo T _%
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Propriétés de I'autocorrélation

Borne supérieure de r,,.(7)

Trx (0) > '?';r.:c(T)

r+-(7) une fonction paire

T2z (T) = rax(—T)

Bruit blanc La valeur présente de x(#) est indépendante des valeurs passées
— 7,2(7) non nulle uniquement pour 7 = 0 :

Tor(T) = Ug - 0(t)

o est la variance du signal aléatoire = puissance du signal

Prstit



Propriétés de I'autocorrélation

Signal périodique La fac d'une fonction périodique est une fonction
périodique paire
Exemple : 2(t) = A -sin(w - t + «)

1 %
ree(T) = 7/, x(t+7) - dt
3
A2 [T
= / sin(w-t+a)-sin(w- (t+7) +a)-dt
%
d'ou : 42
Toa(T) = - cos(w - T)

L'amplitude de cette 7,.,.(7) est la puissance 4- = du signal x(t), la fac ne
nous donne aucune information sur la phase o du signal

Irstit



Propriétés de I'autocorrélation

Signal (1) perturbé par du bruit n(t) y(t) = z(t) + n(t)

1 [T |
taglr] = lim T /z (z(®) +n(t) - (z(t+7)+n(E+7))-dt

T—oco
2

T—oc T !

2

oot x(t) n(t+7)+n(t)-z(t+71))-dt
— T;I.‘;IT(T) + '7"11'11(7_) -+ 'r:r.n('f_) I+ T'H-;I?(T)

1 [*+7
= lim —=- / : (z(t) - z(t+71)+n(t) nt+717)+...

d'ol :
Tyy (T) = 'r-’.l'?-l‘-(T) T '?'nﬂf(?—) + TI'H-(T) i ?'??..;1'(7_)



Propriétés de I'autocorrélation

Signal =(t) perturbé par du bruit n(t) y(t) = xz(t) + n(t)
Pyy(T) = T2z (T) + Tan(T) + 72n(T) + Tz (T)
Dans le cas ou le signal =(#) et le bruit n(t) ne sont pas corrélés, on a
Ton(T) = 0= rp.(7)

ce qui donne :
'?‘-yy<’r) — '?‘:1?11:(7_) =+ '?‘nn<’r)

Comme généralement la fac 7,,,,(7) du bruit tend rapidement vers 0, on
voit que, pour un décalage suffisamment grand, il restera la fac 7,.,(7)
du signal x(t)



Propriétés de I'autocorrélation

Signal =(¢) perturbé par du bruit n(t) y(t) = z(t) + n(?)

Signal + bruit avec 20'000 échantillons

Ao
%ﬁfgﬁﬁﬁhmﬁ

décalage t



Propriétés de I'intercorrélation

Parité, imparité En général la fic n'est ni paire, ni impaire.

Borne supérieure Le maximum de la fic se situe a I'endroit du décalage
correspondant au maximum de similitude entre les deux signaux. Cette
propriété est trés utilisée pour mesurer des temps de propagation

T2y (T), Tyz(7) Comme le fait de retarder (7 < 0) y(¢) par rapport a x(?)
d’'une valeur 7 équivaut a avancer (7 > 0) le signal x(t) par rapport a
y(t) de la méme valeur 7, on aura :

Tay(T) = Tya(—T)



Propriétés de I'intercorrélation

Pay(T)y Tya(T)

Comme le fait de retarder (7 < 0) y(¢) par rapport a x(t)
d'une valeur 7 équivaut a avancer (7 > 0) le signal x(t) par rapport a
y(t) de la méme valeur 7, on aura

ray(T) = rya(—T7)
str] i)
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Périodicité Si les deux signaux sont périodiques de méme période, la fic sera
également périodique



Exemple

Radar

Signal émis
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Exemple

Radar
U(t) =A- I(IL — td) + 'T1<IL.)

B A = une fonction d'atténuation dépendant de la distance et de la
forme de |'avion

B {; = le temps mis par |'onde pour faire son aller et retour

B n(f) = le bruit additionnel capté par |'antenne et généré par
|'électronique du radar

Pratiquement, le signal recu est tellement perturbé par le bruit qu'une
analyse visuelle est incapable de déceler la présence ou I'absence d'un
signal réfléchi par I'avion



Exemple

Radar
y(t)=A-x(t —ty) + n(t)

Calcul de l'intercorrélation entre le signal émis x(t) et le signal recu ()

+oc
"“fﬂym/ z(t) - y(t+7) - dt

— 00

rzy(7T) devrait étre

B faible si x(?) et y(f) ne sont pas corrélés (pas d'avion)
B élevée et maximum en 7 = t; si x(t) et y(t) sont corrélés (d avion)

[



Exemple

Radar
y(t) =A-x(t —tg) + n(t)

II“IS

Calcul de l'intercorrélation entre le signal émis () et le signal requ y(t) :

+00
(M) = [ at)-y(t+7) - d

z(t) - A- [zt —tatT)+n(l+7)] - di

+o0 +00
=A- / z(t) - z(t —tg+7) - dt+A - / x(t) -n(t+71)-dt

— 0 —E0

L= - gy o

T T
max pour T=tg Tan(7)—0



Exemple

Radar Pratiquement, le signal recu est tellement perturbé par le bruit qu'uné
analyse visuelle est incapable de déceler la présence ou |'absence d'un

signal réfléchi par I'avion

Signal recu en l'absence de I'avion
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Exemple

Radar Pratiquement, le signal recu est tellement perturbé par le bruit qu'uné
analyse visuelle est incapable de déceler la présence ou |'absence d'un
signal réfléchi par I'avion

Signal recu en présence de ['avion
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Interactions des signaux avec les
systemes linéaires : convolution, réponse
impulsionnelle, transmittance
frequentielle ; filtrage, déconvolution,
identification




Systeme

Définition: Opérateur qui agit sur un signal x(t) pour donner un autre signal y(t)

Entrée x(f) ___,|  Systeme agissant |, Sortie z(t)
sur I'entrée

Ex: filtres

Différents systemes:

- a mémoire : la sortie dépend des valeurs antérieur a celle de l'instant t
(systeme physique non entretenu qui emmagasine de I'énergie potentielle: ressort,
RLC...)

- sans memoire: la sortie ne dépend que de la valeur du signal d’entrée a
I'instant t

Les systemes physiques ne peuvent étre influencé par le futur. lls ne peuvent étre
anticipatoire ou non casual



Systeme Linéaire Invariable par translation dans le temps (SLI)

Exemple : filtre décrit par

B sa réponse impulsionnelle /(1)

u(t) —

Systéme
dynamique
linéaire
mono-variable

—>y(

u(ty=o(t) ——— ¥

Systéme
dynamique
lin¢éaire
mono-variable

I { { § ({9

u(f) —————»

g(t)

—*>y(

ou

M sa réponse fréquentielle H(j - f)



Systeme Linéaire Invariable par translation dans le temps (SLI)

Exemple : filtre décrit par
B sa réponse impulsionnelle h(?)

ou

B sa réponse fréquentielle H(j - f)

— les signaux d'entrée x:(¢) et de sortie y(7) sont alors reliés par

y(t) = /+'i><?- h(@)-xz(t—0)-db




Produit de convolution

Modélisation. L’opération de convolution entre les signaux temporels a temps continu z(t) et
y(t) est définie de la fagon suivante : Vi € R,

2(t) = o(t) * y(t) = f

x(T)y(t — 7)dr = x(t — 7)dT.
T /y< ) (t — 7)

(1)

« Recette »: pour calculer un produit de convolution, il faut conserver le premier signal,
trouver le symétrique du second par rapport a I'axe des ordonnées, décalé ce signal du
temps t, multiplier les deux sighaux obtenus et finalement intégrer le résultat



Propriétés du produit de convolution:

Commutativité

Le produit de convolution est commutatif. En effet :

h(t) = g(t) = /”0 h(T)g(t —7)dr

en posant ' = ¢t — 7 1l vient

h(t) *g(t) = — fm h(t —t)g(t)dt = fqo g(t)h(t —t")dt = g(t) * h(t)

De la commutativité, on peut déduire que :

h(t) xg(—t) = /h,(’r)g('r — t)dr



Linéaire et distributivité

Cette propriété découle de la linéarité de l'intégrale :

h(t) = [ag(t) + bg(t)] = ah(t) * g(t) + bh(t) * g(t)

Elément neutre de la convolution

L*€lément neutre du produit de convolution est la distribution de Dirac.



Exemples. Associée a la fonction delta (ou au Dirac a temps discret), la convolution permet
de modéliser des décalages temporels (modélisation basique de phénomenes propagatifs). Ainsi,
pour des signaux a temps continu, et pour un décalage temporel o € R, le signal décalé dans le
temps z(t — to) peut se modéliser suivant

z(t) = z(t) x 6(t — to) = x(t — to), (13.3)

oute R Sity >0, x(t—ty) “arrive” plus tard que x(t), comme le montre la figure 13.1.

Pour des signaux a temps discret, le signal temporel décalé de ng € Z s’écrit, Vn € Z,

z[n] = z[n] * d[n — ng| = x[n — ng). (13.4)
2
5 A A S |
JE N A A R R S Attention, la conservation du signal
2 o5 01 05 o2 om  0a  ox% 04 o4 05 n'est qu'a cas particulier
Temps (s) . , . . .
o Existence d’atténuation, dispersion
2 T . . ye, 7
| S | . iIncompatibilité avec cette
= | modélisation
: |
_20 0.55 011 D.‘15 012 O.‘25 013 O_‘35 D_‘4 0.‘45 0.5
Temps (s)

Fia. 13.1 — Propagation d’un signal : (a) 2(t), (b) z(t — to).



T.F. du produit de convolution: Theoreme de Plancherel

x1(t)) = /OO [s(t) % r(t)] e 2™y

T.F.(s(t) ,
= [ [ s(T)r(t —7)e —2mi It qtdr
[s(7) [r(t —1)e *™ dtdT
=21 f(t=7) qte—2mIIT 41

e~ 2mil vy,

= J s(
= [s(r) [r(t—7)e
)

= [ s(7)e —2miIT 7 [ r(u)

=5(f)-R(f)

Théoreme de Plancherel:

La transformee de Fourier du produit de convolution de deux signhaux s(t) et r(t)
est egale au produit des transformées de fourier de ces deux signaux



T.F. du produit de deux signaux

o.@)
T.F.[r(t).s(t)] = / r(t)s(t)e 2™/t

J—00
( ) Z‘ij?fdf () —27rjftdt
[ S _ZTJ(f_fI Ldtdf

R(/)
zﬁlRﬁ)U Jdf
= R(f)*S(f)

PFrt)s(t)] = T-F.[r(t)] « T.F.[s(t)]

La transformeée de Fourier du produit de deux signaux s(t) et r(t) est égale au
produit de convolution des transformées de Fourier de ces deux signaux



Fenétrage des signaux




e Eléments de répomnse. S’il est impossible de "rencontrer” un sinus défini comme en équation
4.1 (car il faudrait attendre un temps infini), 'expérience montre que des extraits temporels de
sinus sont couramment observés, utilisés, simulés, ... dans de nombreux domaines des sciences
expérimentales. Le bon sens consiste alors a modéliser un tel signal au moyen d’une opération
(la multiplication) et d’une fenétre (fonction nulle en dehors de 'intervalle d’observation).

e Modélisation. La plus élémentaire des fenétres est la fenétre rectangulaire (ou porte rectan-
gulaire - boxcar en anglais). Cette fenétre (ou ce signal) est définie de la facon suivante (figure
12.1)

T T
I pour — 5 <t< 3,
0 ailleurs.

Rectr(t) = { (12.1)

Amplitude (lin)
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F1G. 12.1 — Fenétre rectangulaire.



Modéliser une partie de sinus (observé dans un intervalle [t1,%2]) revient alors & écrire que le
signal observé x(t) vaut

x(t) = Ag cos(2mFot + ¢o) . Rectp(t —t.), (12.2)

out € R, ou Ag, Fy et ¢ codent le signal oscillant (équation 4.1), le temps ¢. correspondant au
temps central de la fenétre rectangulaire (¢, = %) La figure 12.2 montre ainsi un extrait de
sinus fenétré par une telle fenetre.
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Reégles a retenir (1). Les effets de bord qui apparaissent clairement en figure 1.4 sont délicats
a gérer. En effet, on comprend qu’en analysant un signal fenétré, on analyse le signal (sinus)
et la fenétre (ce qui est toujours le cas, quelque soit la fenétre, méme si on cherche souvent a
profiter des ”bonnes” propriétés de celle-ci). La discontinuité introduite génere en particulier
des hautes fréquences qui vont polluer I'analyse. On préfere alors parfois utiliser des fenétres
dites a bords doux (qui sont nulles sur les extrémités de la fenétre).



Exemples d’autre fenétres

- pour la fenétre de Hann

g9(t) = a+ (1 — a)cos(2m Fyt),

oute€ [—2170, ﬁ] = [-42, L2, avec o = 0.5; le parametre Fy est choisi par Popérateur et

2972
définit le support temporel de la fenétre,

- pour la fenétre Flat Top

on(t + L An(t+ L 6r(t+ L 8wt + L
g(t) = 1-1.93cos (%) +1.29¢co0s (W(TJ”)) —0.388c0s (%) +0.0322cos(¥)

pour ¢t € [0,7], ou 1" désigne son support temporel.

Reégles a retenir (2). La fenétre rectangulaire est utilisée pour 'analyse des signaux impul-
sionnels (naturellement fenétrés). La fenétre de Hann correspond & un bon compromis entre
qualités et défauts des fenétres. La fenétre Flat Top est utilisée pour estimer les amplitudes des
composantes d’un spectre (tout particulierement lors des phases de calibration des chaines de
mesure).
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