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Introdution généraleLa propagation des ondes méaniques dans des milieux omplexes est un sujet qui ne manquepas d'intérêt ar les appliations sont nombreuses et que beauoup de questions restent enoresans réponse. Ces milieux se retrouvent dans un grand nombre de domaines distints en physiquequi vont, pour les ondes méaniques, des vibrations des strutures omplexes en aérospatiale (ouaéronautique) jusqu'à la propagation de l'onde de ho réée par un train à grande vitesse dansun tunnel. On peut aussi iter la transmission des ondes dans les milieux strati�és tels queeux renontrés en géophysique ou bien la propagation des vibrations transversales le long desaténaires ferroviaires.Les travaux d'Anderson sur la propagation des életrons dans les ristaux ont montré quela présene de désordre dans un milieu où évoluent les ondes, induit la loalisation de l'énergieau voisinage des hétérogénéités. Les e�ets de ette loalisation peuvent expliquer les dégâts queprovoquent la présene d'inhomogénéités sur les strutures. On omprend don l'intérêt quesusitent es études pour les reherhes aérospatiales où les atténuations normales dues à laprésene de l'air sont absentes.Dans le as des ondes de hos réées par le passage de trains à grande vitesse dans les tun-nels, le aratère unidimensionnel du milieu implique que seule une atténuation physique peutempêher sa propagation. On peut néanmoins plaer une série de résonateurs aoustiques (detype Helmholtz) en dérivation pour atténuer les e�ets génants. Ave des résonateurs plaés régu-lièrement, l'e�et de �ltre du milieu apparaît omme le prédit la théorie de Bloh. Cei entraîne,lorsque la fréquene de l'onde se situe dans une bande passante, un renforement des nuisanespour les voyageurs et des problèmes liés à de fortes vibrations de la struture du train. Auontraire, pour une fréquene appartenant à une bande interdite, l'onde est atténuée exponen-tiellement. Pour un plaement irrégulier des dérivations, la loalisation de l'énergie à l'intérieurdu tunnel n'améliore pas la situation et le problème reste entier. On peut don se poser la ques-tion de l'e�aité de e genre de dispositif étant donné le niveau important des ondes sonoresqui impliquent des non-linéarités ertaines. Quel r�le jouent-elles sur l'atténuation exponentiellesupposée des ondes dans les bandes interdites ? La présene de fortes énergies renfore t-elle lastruture de bandes passantes et interdites ou bien la détruit-elle ? On omprend bien qu'un e�etd'élargissement des bandes passantes signi�erait une dégradation des performanes des systèmesd'atténuation par les résonateurs à ause des non-linéarités.Le même genre d'interrogations se pose lorsque l'on étudie la propagation des ondes aous-tiques à travers des milieux strati�és en géophysique. L'interfae entre haque ouhe de maté-riaux peut être le théatre de phénomènes non-linéaires. Le brusque hangement d'impédane dumilieu ajouté à des onditions aux limites de type frottements ses entraîne une réponse non-linéaire du milieu. Dans ette optique, il est intéressant de onnaître l'in�uene des non-linéaritéssur la transmission des ondes et leurs e�ets sur une éventuelle loalisation.Depuis quelques temps, des travaux abordent des problèmes liés aux onséquenes de laprésene de non-linéarités dans un milieu où se propagent des ondes. Par exemple, des travauxthéoriques (Kosevih 1990 [1℄, Kivshar et Gredeskul 1990 [2℄) ont étudié les e�ets d'atténuationsur les solitons qu'engendre la présene de désordre dans un milieu de propagation. Rappelons quepour un soliton, lors de sa propagation, la dispersion est ompensée par les e�ets non-linéairese qui assure la permanene de son pro�l. Les résultats de es reherhes ont montré que la7



8 Introdution généraleloalisation est a�aiblie en présene de fortes non-linéarités. Dans le même ordre d'idée, on peutiter les réents travaux expérimentaux sur la propagation d'une impulsion non-linéaire dansdes milieux désordonnés (Hopkins et al 1998 [3℄) qui traduisent l'in�uene des non-linéaritésloalisées sur le phénomène de loalisation de Anderson.Par analogie ave es travaux, nous avons l'idée d'étudier la propagation d'ondes méaniquesdans des réseaux unidimensionnels omportant du désordre et/ou des non-linéarités loalisées.On peut se demander si l'existene de phénomènes non-linéaires, entraîne une modi�ation de laloalisation de l'énergie. Qu'advient-il des interférenes, qu'elles soient onstrutives ou destru-tives ?Ce travail se distingue des études itées préédemment ar l'on s'intéresse à la propagationd'ondes monohromatiques. Cette solution a été aussi rapidement abordée par Hopkins et al,dans le as de non-linéarités non loalisées et leurs résultats n'ont pas mis en évidene d'in-�uene des non-linéarités sur la propriétés de loalisation. Pour notre part, nous pensons quel'ajout de non-linéarités dans un milieu ordonné ou non entraîne obligatoirement une modi�a-tion de la réponse de e milieu. Quelle est l'in�uene de es non-linénarités sur la loalisation ?Mais aussi quels sont les e�ets du désordre sur la propagation non-linéaire ? Ce sont les questionsauxquelles nous allons essayer d'apporter des réponses dans le travail de ette thèse.Ce doument est organisé en trois parties distintes partageant le travail entre l'étude théo-rique du problème et les résultats d'appliations en méanique et en aoustique.La première partie présente une étude théorique de la propagation dans des réseaux ordonnésou désordonnés omportant des non-linéarités loalisées. Dans un premier temps, la propagationen régime linéaire est traitée au moyen de di�érentes méthodes analytiques qui permettent deonstruire des simulations numériques. Ensuite, l'introdution de non-linéarités loalisées dansde tels milieux est étudiée, en proposant, lorsque ela est possible, des aluls analytiques (déter-mination de fontion de Green ou du oe�ient de transmission) et en développant des approhesnouvelles en physique lassique. Puis, la méthode de "plongement invariant" (invariant imbed-ding) est appliquée à la propagation des ondes dans un réseau dans le as d'un régime linéaire etnon-linéaire. Cette approhe, peu utilisée en méanique, permet de déterminer diretement lesoe�ients de transmission et de ré�exion d'un réseau quelonque ou d'un milieu strati�é sansapproximation.La deuxième partie propose une appliation basée sur des simulations numériques de e pro-blème. On étudie la propagation des vibrations le long d'une orde vibrante hargée par dessystèmes masse-ressort présentant un omportement non-linéaire. La plupart des notions déve-loppées dans la partie préédente sont mises en oeuvre et omparées aux résultats de simulationsnumériques. L'e�et des non-linéarités sur la loalisation est expliitement montré et des aspetsenore inonnus dans la littérature sont exposés dans les résultats, notamment en utilisant uneapprohe dynamique du problème.Finalement, une étude expérimentale est présentée dans la troisième et dernière partie. Lemilieu est onstitué d'un guide d'onde ylindrique sur lequel sont disposés régulièrement desrésonateurs de Helmholtz dont le volume est réglable. Après avoir dérit le dispositif expérimentalet expliité les di�érentes méthodes de mesures et de traitement des données, nous nous e�orçonsde montrer le aratère non-linéaire de la réponse d'un résonateur de Helmholtz pour de fortesamplitudes de l'onde inidente. Un modèle analytique simple est développé et omparé à desrésultats expérimentaux. L'aspet non-linéaire d'un résonateur de Helmholtz ressort lairementde ette omparaison et une orretion du modèle est néessaire pour améliorer son e�aité.La propagation d'une onde aoustique dans un réseau ordonné ou désordonné omportant desnon-linéarités loalisées (au niveau de haque dérivation) est ensuite étudié expérimentalementen disposant 60 de es résonateurs en dérivation sur le tube. Le désordre est introduit parl'intermédiaire de variations aléatoires des volumes des résonateurs. Dans un premier temps, leas linéaire est traité et les résultats expérimentaux et théoriques sont en parfaite adéquation.



Introdution générale 9La dispersion d'un tel milieu est montrée au moyen d'une analyse temps-fréquene des signauxavant et après le réseau. Puis, l'in�uene des non-linéarités sur la propagation dans un réseauordonné ou désordonné est lairement mise en évidene par la détermination expérimentale dela longueur de loalisation puis par une analyse temps-fréquene.
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Chapitre 1Propagation dans les réseauxunidimensionnels linéaires1.1 IntrodutionLes e�ets de la présene de désordre sur la propagation dans un milieu linéaire sont étudiésdans e hapitre. Cette étude se restreint au as unidimensionnel par soui de simpliité etintentionnellement, les notions théoriques développées sont les plus générales possible.Evidemment, pour observer les e�ets de la présene de désordre dans un milieu, il est in-dispensable de onnaître parfaitement son omportement dans un état ordonné. C'est l'une desraisons qui nous a poussé à hoisir d'étudier la propagation à travers un réseau. Le omportementd'un réseau unidimensionnel ordonné est typique et failement reonnaissable : le spetre de latransmission se déoupe en une suession de bandes en fréquene où le régime est soit propagatif(bandes passantes) soit évanesent (bandes interdites). Le réseau ordonné agit don omme un�ltre en fréquene, partageant la transmission en une partie omplètement opaque et une partietransparente. La deuxième raison de e hoix est l'existene de la théorie de Bloh qui permetde loaliser très préisément es di�érents régimes (Bloh 1928 [4℄). Ce genre de transmissiona d'ailleurs largement été traité par la littérature dans de nombreuses branhes de la physiquetelles que l'aoustique (Bradley 1994 [5℄, Sugimoto et Horioka 1995 [6℄), la méanique quantique(Sprung et Wu 1993 [7℄, Gri�ths et Taussig 1992 [8℄), la méanique (Cremer et al 1973 [9℄) etla physique du solide (Bentalosa et al 1982 [10℄).C'est l'e�et du désordre (réseau irrégulier) sur l'emplaement de es bandes qui est étudiédans e hapitre. Le réseau régulier sert de référene et l'éart par rapport à l'ordre lorsquedes inhomogénéités sont rajoutées permet de déterminer et de quanti�er préisément l'in�uenedu désordre sur la propagation et la transmission. De très nombreux travaux ont été menés ausujet de l'e�et du désordre sur la propagation et, là aussi, beauoup de domaines di�érents dela physique sont touhés. Les premières études sont apparues en physique du solide (Dyson 1953[11℄, Shmidt 1956 [12℄), puis se sont étendues à la méanique quantique (voir Anderson et al1980 [13℄, et les référenes dans Sánhez et al 1994 [14℄), et à la physique lassique (Mead et Lee1984 [15℄, Sheng et al 1986 [16℄, Flesia et al 1987 [17℄, Souillard 1989 [18℄, Soukoulis et al 1989[19℄, Sornette 1989 [20℄). Plus préisément, l'in�uene d'un hamp életrique sur le transport deséletrons dans un milieu désordonné a fait l'objet de quelques travaux (Soukoulis et al 1983 [21℄,Bleibaum et al 1995 [22℄) ainsi que la propagation des ondes aoustiques (Depollier 1986 [23℄,Sornette 1989 [20℄, Figotin et Klein 1996 [24℄), méaniques (Hodges 1982 [25℄, Pierre 1987 [26℄,Chan et Cai 1998 [27℄) ou életromagnétiques (Ursin 1983 [28℄, Ziolkowski 1991 [29℄). De nosjours, e phénomène est étudié à travers de très nombreuses appliations omme la propagationde la lumière (Tiggelen et al 1992 [30℄), la géophysique (Gilbert 1980 [31℄, Klyatskin et Saihev1992 [32℄), la semi-ondutivité (Diez et al 1996 [33℄) et la propagation dans les plasmas.Cette longue liste illustre l'intérêt des sienti�ques pour e problème qui reèle enore de13



14 1 Propagation dans les réseaux unidimensionnels linéairesnombreux points d'interrogation. Le aratère irrémédiable de la loalisation n'est toujours pasompris et l'étude des moyens apables de déloaliser une onde est enore d'atualité (Soukouliset al 1994 [34℄, Heinrihs 1995 [35℄).En outre, les as bi-dimensionnel et tri-dimensionnel sont maintenant envisagés. Les phéno-mènes observés sont di�érents que dans les milieux unidimensionnels ar la loalisation des ondesn'est plus observée aussi failement. Là aussi, toutes les branhes de la physique moderne sontreprésentées et le nombre d'artiles paraissant dans la littérature ne esse de roître. Ainsi, lesondes lassiques (Hekl 1964 [36℄) et életromagnétiques (Bush et al 1995 [37℄, Sigalas et al 1996[38℄) sont largement traitées et les études dans le domaine de la physique quantique (Furusaki1999 [39℄, Soukoulis et Grest 1991 [40℄, Abrahams et al 1979 [41℄) ou de la propagation de lalumière (de Vries et al 1989 [42℄, Akkermans et Maynard 1985 [43℄) mettent en évidene uneloalisation pour les réseaux bi-dimensionnel et tri-dimensionnel. L'e�et du désordre dans es aslà est à peu près le même que pour un réseau unidimensionnel même si la fore du désordre doitêtre bien plus grande pour un résultat équivalent.Néanmoins, e travail n'envisage pas de as similaires et seule la propagation dans un milieuunidimensionnel est étudiée.1.2 Énoné du problèmeCe hapitre porte essentiellement sur l'étude de la propagation linéaire à travers un réseauunidimensionnel. Le réseau onsidéré est onstitué d'un milieu unidimensionnel in�ni et parfaite-ment homogène hargé aux points xn par des fores Fn dérivant d'un potentiel Vn (voir shéma1.1). Par ailleurs, les fores Fn sont supposées être linéaires.

x

Vm Vn VNVN−1V0 V1

xn xNxN−1x1x0xm Fig. 1.1 � Représentation shématique du milieu de propagationLe as linéaire est abordé à travers deux systèmes distints qui onstituent les deux grandesparties de e hapitre : la propagation à travers un réseau périodique (ou régulier) et la propaga-tion à travers un réseau désordonné dont les aratéristiques (par exemple le potentiel de haquesite ou la longueur de haque ellule) varient dans l'espae.Dans un premier temps, les équations générales dérivant la propagation dans un réseau sontétablies : la transmission à travers un réseau régulier est traitée d'une façon analytique grâe à lathéorie de Bloh mais une méthode numérique est aussi développée. Le as du réseau désordonnéest notamment abordé au moyen de la méthode des perturbations qui utilise la fontion de Greendu milieu perturbé ; un formalisme dérivant la propagation au moyen d'une matrie permetd'aborder le as général (désordre quelonque). En e�et, en présene de désordre, la propagationest aratérisée par des simulations numériques ar auun alul analytique n'est possible.En�n une synthèse permet de réapituler les di�érents résultats en insistant sur eux enoreinonnus dans la littérature.



1.3 Équations générales 151.3 Équations généralesLa propagation dans un milieu unidimensionnel, sans soure, d'une onde Ψ(x, t) est déritepar l'équation di�érentielle
∂2Ψ(x, t)

∂x2
− 1

c2
∂2Ψ(x, t)

∂t2
= 0, (1.1)assoiée à des onditions initiales et à des onditions aux limites. Dans ette équation, c représentela élérité de l'onde dans le milieu.Dans le problème onsidéré, les onditions aux limites, représentées par les disontinuités duréseau, se déduisent du omportement de la fontion Ψ(x, t) ou de sa dérivée spatiale ∂Ψ(x,t)

∂x auxpoints xn. Par la suite, la propagation d'une onde harmonique est étudiée e qui permet d'érirele hamp sous la forme Ψ(x, t) = Ψ(x)ejωt.Si la fontion Ψ(x, t) est ontinue en xn et que sa dérivée est disontinue, alors les onditionsaux limites en xn s'érivent
{

Ψ(x+
n ) = Ψ(x−n )

dΨ(x)
dx |x+

n
− dΨ(x)

dx |x−n = σnΨ(xn)
(1.2)et l'équation de propagation pour la distribution Ψ(x) devient

d2Ψ(x)

dx2
+
ω2

c2
Ψ(x) = σnΨ(xn)δ(x− xn), (1.3)oú δ(x) est la distribution de Dira.Au ontraire, si la fontion Ψ(x, t) est disontinue en xn et que sa dérivée est, pour sa part,ontinue, les onditions aux limites se mettent sous une forme di�érente :

{
Ψ(x+

n ) − Ψ(x−n ) = ηn
dΨ(x)
dx |xn

dΨ(x)
dx |x+

n
= dΨ(x)

dx |x−n
(1.4)et l'équation de propagation s'érit alors

d2Ψ(x)

dx2
+
ω2

c2
Ψ(x) = ηn

dΨ(x)

dx
|xnδ(x− xn). (1.5)Les équations (1.3) et (1.5) prennent en ompte les onditions aux limites en x = xn etleur membre de droite peut être interprété omme un terme de soure (r�le de di�useur de ladisontinuité). Lorsqu'elle est exitée par une onde inidente, la disontinuité du milieu au point

xn se omporte omme une soure seondaire qui, à son tour, rayonne dans les deux diretions, àsavoir, une onde ré�éhie vers la gauhe et une onde transmise vers la droite. Dans la suite de etravail, les appliations proposées appartiennent toutes au as où la fontion d'onde est ontinueet sa dérivée disontinue. Par onséquent, seul e as partiulier sera étudié.Équation de propagationIl déoule de la relation (1.3) que l'équation régissant la propagation à travers un réseauomportant des disontinuités aux points xn (∀n) prend la forme suivante :
d2Ψ(x)

dx2
+
ω2

c2
Ψ(x) =

∑

n

δ(x − xn)σnΨ(x). (1.6)De même que pour une disontinuité, le seond membre de ette équation représente dessoures seondaires qui émettent les unes après les autres au passage de l'onde sur haque dis-ontinuité. Ces soures sont aratérisées d'une part par la valeur de la disontinuité σn et d'autre



16 1 Propagation dans les réseaux unidimensionnels linéairespart par la valeur de la fontion Ψ(x) au point onsidéré. Dans le as d'un réseau périodique,elles sont toutes identiques (σn = σ, ∀n) et à égale distane les unes des autres.Pour étudier les solutions de l'équation de propagation (1.6), plusieurs méthodes sont envi-sageables :� le développement en série de la fontion Ψ(x), sur une base de fontion (théorie de Bloh),pour prendre en ompte la périodiité de la solution. Cette issue n'est possible que pour leas d'un réseau régulier et permet de trouver une solution analytique au problème ;� la fontion de Green du milieu peut, elle aussi, être alulée dans le as d'un réseau pé-riodique ou lorsque quelques inhomogénéités sont présentes (utilisation de la théorie desperturbations) ;� le formalisme matriiel dérit la propagation à l'aide d'un produit de matries dé�nissanthaune le passage de l'onde d'une ellule à la suivante. Seule ette solution est adaptéeà n'importe quelle on�guration (ave ou sans désordre) et permet de résoudre les as lesplus omplexes.1.4 Formalisme matriielCe formalisme est adapté à toutes sortes de on�gurations et notamment à la présene dedésordre dans le réseau. Il permet de dérire la propagation par un produit de matrie dé�nissanthaune une ellule du réseau.La solution, pour la nieme ellule (xn ≤ x < xn+1), est dé�nie omme une superpositionlinéaire de deux ondes planes
Ψ(x) = Ane

jk(x−xn) +Bne
−jk(x−xn) (1.7)où An et Bn représentent respetivement les amplitudes de l'onde aller et retour entre xn et xn+1et k = ω

c est le nombre d'onde. Les onditions de ontinuité pour Ψ(x) et de disontinuité poursa dérivée (voir setion préédente) sont prises en ompte et permettent de trouver une relationde réurrene entre deux sites onséutifs du réseau :
{
An+1 = (1 + σn+1

2jk )Ane
jkdn+1 + σn+1

2jk Bne
−jkdn+1,

Bn+1 = −σn+1

2jk Ane
jkdn+1 + (1 − σn+1

2jk )Bne
−jkdn+1,

(1.8)où σn+1, qui représente le saut de la dérivée de la fontion d'onde à haque n÷ud xn+1, dépendde la position de l'onde dans le réseau et où dn+1 = xn+1 − xn désigne la distane entre deuxsites onséutifs.Une solution générale de la propagation à travers un réseau quelonque est ainsi dé�nie. Lesystème est réduit à une séquene in�nie de ellules unidimensionnelles ouplées de longueur dn.1.4.1 Matries de transmissionLes relations (1.8) peuvent aisément se mettre sous une forme matriielle reliant les ampli-tudes du hamp de haque �té d'un di�useur :
[
An+1

Bn+1

]
=

[
(1 + σn+1

2jk )ejkdn+1 σn+1

2jk e
−jkdn+1

−σn+1

2jk e
jkdn+1 (1 − σn+1

2jk )e−jkdn+1

][
An
Bn

] (1.9)
=

[
T(n+1)11

T(n+1)12
T(n+1)21

T(n+1)22

] [
An
Bn

]
= Tn+1

[
An
Bn

] (1.10)où Tn+1 est la matrie de transmission assoiée à la transmission à travers la nieme ellule.Connaissant les ondes aller et retour dans la nieme ellule, il est possible, grâe à ette relation de



1.5 Cas des réseaux périodiques 17déterminer le hamp de l'onde en n'importe quel endroit du réseau en appliquant ette relationou son inverse autant de fois qu'il est néessaire.La propagation à travers un réseau quelonque de m ellules est don dérit par la relation :
[
An+m

Bn+m

]
=

n+m−1∏

i=n

Ti+1

[
An
Bn

]
. (1.11)où (An Bn)

t aratérisent les onditions initiales (les onditions initiales ou aux limites repré-sentent la ellule du réseau dans laquelle l'onde est supposée onnue) et (An+m Bn+m)t la valeurdu hamp après la propagation à travers m ellules.1.4.2 Matries de transfertUn formalisme s'appuyant sur des matries de transfert peut aussi être utilisé pour résoudree problème. En posant Φn = (Ψn+1 Ψn)
t où Ψn = Ψ(xn), la propagation à travers un réseau de

m ellules est, ette fois-i, donnée par :
Φn+m =

n+m∏

i=n

MiΦnoù
Mi =

[
T(i)11

+ T(i)22
−1

1 0

]est la matrie de transfert assoiée à la iième ellule. Cette expression est obtenue grâe à unhangement de variable (matrie de Poinaré : Bellissard et al 1982 [44℄, Heinrihs 1995 [45℄)dé�ni par
Φn =

[
ejkdn+1 e−jkdn+1

1 1

] [
An
Bn

]
. (1.12)Ainsi, la propagation est maintenant dérite par une équation aux di�érenes �nies relianttrois sites onséutifs du réseau :

Ψn+1 + Ψn−1 − 2anΨn = 0, (1.13)où an = 1/2(T(n)11
+ T(n)22

). Chaque ellule est dé�nie par une valeur de an qui, si elle peuts'érire sous une forme sinusoïdale, orrespond à une transmission par ette même ellule.1.4.3 ConlusionCes deux méthodes, fondées sur une desription matriielle, sont généralement utilisées poursimuler la propagation à travers un réseau unidimensionnel régulier (Bentalosa et al 1982 [10℄,Gri�tths et Taussig 1992 [8℄, Sprung and al 1993 [7℄) ou désordonné (Lin et Cai 1995 [46℄,Balumni et Willemsen 1984 [47℄, Zotulski 1992 [48℄, Russ et al 1998 [49℄, Levine et Willemsen1983 [50℄, Lui et Fukuma 1986 [51℄). Elles sont d'ailleurs omplémentaires l'une de l'autre :lorsque la grandeur onnue est l'amplitude de l'onde dans le réseau, les matries de transfertsont les plus à même de dérire la propagation ; au ontraire lorsque les ondes aller et retour sontonnues, les matries de transmission sont beauoup plus appréiables.1.5 Cas des réseaux périodiques1.5.1 La théorie de Bloh1.5.1.1 IntrodutionLes ondes de Bloh, qui sont assoiées à la propagation dans les milieux périodiques, ont étélargement étudiées et sont impliquées dans toutes sortes de phénomènes physiques tels que les



18 1 Propagation dans les réseaux unidimensionnels linéairesondes aoustiques (Bradley 1994 [5℄, Cremer et al 1973 [9℄), les ondes radio, les miro-ondes,les ondes életromagnétiques (notamment optiques) ainsi que les ondes en méanique du solide(Bentalosa et al 1982 [10℄) et en méanique quantique (Gri�tths et Taussig 1992 [8℄).La première raison de et intérêt interdisiplinaire est la dispersion qui aratérise es ondesde Bloh : le domaine spetral est divisé en une alternane de bandes de fréquenes appelées"bandes passantes" et "bandes interdites". Les ondes dont la fréquene appartient aux bandesdites "passantes" se propagent librement alors que dans les bandes "interdites", es ondes sontatténuées exponentiellement, omme des ondes évanesentes. Cette struture de bandes des ondesde Bloh (relation de dispersion) est la propriété la plus souvent exploitée dans les di�érentesappliations.Ces propriétés remarquables sont le fruit de la reherhe de Felix Bloh 1. Il a montré queles solutions de l'équation de Shrödinger qui gouverne la dynamique des életrons à l'intérieurd'un réseau de ristal sont des ondes d'une forme partiulière, onnues aujourd'hui sous le nomd'ondes de Bloh. Ce travail forme la base de la théorie des bandes de la méanique quantiquede la ondutivité et semi-ondutivité dans les solides.La théorie de Bloh explique l'existene de bandes passantes par un subtil équilibre entredeux ondes ouplées se propageant en sens inverse. Dans e régime, les e�ets des interférenesmultiples sont présents et une théorie fondée sur l'existene d'ondes ouplées su�t à expliquerla présene de es bandes (voir les référenes itées par Bradley pour onnaître les di�érentesappliations).Grâe à la théorie de Bloh, la propagation à travers un réseau périodique in�ni est onnueet l'aès à leurs propriétés dans le as harmonique devient possible. Des résultats analytiquespermettant de valider les di�érentes simulations, indispensables dans des as plus omplexes(introdution du désordre ou de non-linéarités), sont trouvés et présentés suintement dans lasuite de e hapitre.1.5.1.2 La relation de dispersion des ondes de BlohLa propagation à travers un réseau périodique est dérite par une équation di�érentielle àoe�ient périodique dans l'espae (voir l'équation (1.6)). La théorie de Bloh s'applique auas d'un réseau ordonné (où un opérateur à oe�ient périodique est dé�ni) et le théorème deFloquet, prinipe de base de ette théorie, peut don être utilisé. La propriété de périodiité dessolutions de l'équation di�érentielle (1.6) est ainsi mise en évidene :
Ψ(x+ d) = ejqdΨ(x) (1.14)où d est la périodiité du système représentée par la taille onstante des ellules et q le nombred'onde de Bloh.Pour un réseau ordonné (toutes les valeurs des sauts de la dérivée de la fontion d'onde dehaque site sont égales), les matries de transmission sont identiques pour toutes les ellules ets'érivent :

T =

[
(1 + σ

2jk )e
jkd σ

2jke
−jkd

− σ
2jke

jkd (1 − σ
2jk )e

−jkd

]
.Don, pour dérire une propagation à travers m ellules, il su�t de multiplier m fois lamatrie T. Si on dé�nit s omme les valeurs propres de la matrie T, alors la propagation àtravers m ellules en partant des onditions aux limites (An Bn)

t se met sous la forme :
[
An+m

Bn+m

]
T
m

[
An
Bn

]
= sm

[
An
Bn

]
.Ainsi, la position des bandes passantes et interdites ne dépend que des valeurs propres s. Si smpeut se mettre sous la forme sm = ejφ où seule la phase φ varie, une bande passante est dé�nie.1Elles lui ont permis d'obtenir le prix Nobel en 1928.



1.5 Cas des réseaux périodiques 19
s étant un nombre omplexe de module 1, l'onde est périodique le long du réseau et se propagesans di�ulté. Dans le as où |sm| < 1, l'onde subit une importante atténuation au ours de sapropagation et une bande interdite est mise en évidene.L'étude du problème aux valeurs propres est don primordiale pour la ompréhension duphénomène et sa résolution. La relation de dispersion de es ondes est donnée par la solution duproblème aux valeurs propres. Ces valeurs propres s sont solutions de l'équation aratéristique

∣∣∣∣
T11 − s T12

T21 T22 − s

∣∣∣∣ = s2 − s(T11 + T22) + |T| = 0,où
|T| = det(T) = T11T22 − T12T21.Cette relation générale peut être simpli�ée lorsque des as plus préis sont étudiés tels qu'unsystème réiproque.Système réiproqueUn système est dit réiproque quand sa réponse en un point A (extérieur au système) dûeà une soure située en B (extérieur au système) est égale à la réponse en B à une soure en A.Cei entraîne, dans notre as, |T| = 1, e qui permet de trouver deux valeurs propres s et 1/sdistintes. L'équation aratéristique peut alors se mettre sous la forme

s+
1

s
= T11 + T22e qui, en supposant que les ondes de Bloh soient formées d'ondes onventionnelles (les valeurspropres sont ejqd), amène à la relation de dispersion des ondes de Bloh suivante :

cos(qd) =
1

2
(T11 + T22). (1.15)Comme le système est non dissipatif, T22 = T

∗
11, la relation de dispersion s'érit don sim-plement

cos(qd) = ℜ(T11) = κ(ω). (1.16)Ainsi les fréquenes orrespondant à une valeur réelle de q sont assoiées à des ondes de Blohpropagatives (bande passante) tandis que les régions du spetre où q est imaginaire sont assoiéesà des ondes de Bloh exponentiellement atténuées (bande interdite).En utilisant la dé�nition de la matrie de transmission, la relation de dispersion pour lesondes de Bloh devient :
cos(qd) = cos(kd) +

σ

2k
sin(kd). (1.17)Cette expression est diretement exploitée pour onnaître la position des bandes pour un systèmedonné. Pour évaluer les valeurs de q, les parties réelles et imaginaires sont séparées et le nombred'onde de Bloh prend la forme suivante :

qd =





npπ ± j cosh−1(κ) κ > 1,
± cos−1(κ) −1 ≤ κ ≤ 1,
niπ ± j cosh−1(|κ|) κ < −1,

(1.18)où np est un entier pair et ni un entier impair.Ainsi, le as d'un réseau périodique peut être omplètement résolu par une méthode analy-tique.RemarqueLe as du système dissipatif n'est pas abordé dans e hapitre mais n'engendre pas de pro-blème partiulier. Ce as sera traité lors de l'appliation de ette théorie à la propagation dans unréseau aoustique. Les oe�ients de la matrie de transmission prendront en ompte les e�etsvisqueux et thermiques mis en jeu lors de la propagation et les positions des bandes seront dondépendantes des e�ets de dissipation.



20 1 Propagation dans les réseaux unidimensionnels linéaires1.5.2 Détermination de la fontion de GreenLa fontion de Green d'un tel sytème est dé�nie par :
Ψ(xm) = Ψ(xn)G0(m,n, a).où G0(m,n, a) = G0(xm, xn, a). Cette fontion est déterminée par l'exitation (soure) au point

xn et par le résultat de ette exitation en xm (il faut noter ii que es indies représentent desemplaements du réseau et sont don équivalents à des distanes ave ette ériture). La valeurde a représente l'expression des valeurs propres et dé�nit la propagation.On dérit la propagation au moyen de la fontion de Green du système sous la forme d'uneéquation aux di�érenes �nies :
G0(m,n+ 1, a) +G0(m+ 1, n, a) − 2aG0(m,n, a) = δm,n (1.19)où δm,n est la fontion de Dira et a = 1

2(T11 + T22). La solution de ette équation se met sousla forme (voir annexe A) :
G0(m,n, a) =

−(a−
√
a2 − 1)|m−n|

2
√
a2 − 1

. (1.20)La réponse du système est dé�nie par le omportement de G0(m,n, a) qui est lui même dé-terminé par la valeur du paramètre a. Dans le as d'un système réiproque, il est aisé de voirque a = cos(qd) et don que lorsque | cos(qd)| ≤ 1, la fontion de Green a un omportementpériodique (sinusoïdal). Les ondes dont le nombre d'onde q véri�e ette inégalité appartiennentaux bandes passantes puiqu'elles ne subissent auune atténuation et possèdent la même périodi-ité que le réseau. Au ontraire, lorsque | cos(qd)| ≥ 1, la fontion de Green a un omportementexponentiellement amorti ave la distane à l'exitation (qd se met sous la forme d'un osinushyperbolique) : es ondes appartiennent aux bandes interdites puisqu'elles ne se propagent pas.En outre, la fontion de Green est très utile lorsque peu d'inhomogénéités sont introduitesdans le réseau. En utilisant la méthode des perturbations, la fontion de Green du milieu perturbéest dé�nie grâe à la fontion de Green du milieu ordonné et de nombreuses onlusions peuventêtre tirées de son analyse.1.6 Cas des réseaux désordonnés1.6.1 IntrodutionLa propagation à travers un milieu est généralement onditionnée par les e�ets des inter-férenes dans elui-i. Par exemple, dans le as d'une struture périodique, la propagation estdé�nie par la dispersion des ondes de Bloh, qui elles même sont aratérisées par une struturede bandes dans le domaine spetral. Dans les milieux possédant quelques hétérogénités (présenede quelques ellules di�érentes des autres), l'e�et limité des inhomogénéités (di�useurs) autorisetoujours la propagation sur une longueur �nie mais ave la phase, la vitesse et le oe�ient d'ab-sorption di�érents de eux du as régulier (Depollier 1986 [23℄, Luk 1992 [52℄). En revanhe,pour des désordres ontinûment distribués, les e�ets d'interférenes ohérentes n'existent plus etla loalisation des ondes apparaît.Ainsi deux types di�érents de problèmes peuvent être distingués dans le ontexte des ondeslassiques e qui onstituera les deux grandes parties de ette étude.1.6.2 Loalisation dans les réseaux unidimensionnels : modèle d'AndersonLe nom générique "modèle d'Anderson" regroupe diverses variantes de l'équation de Shrö-dinger dans un potentiel désordonné à une dimension. Anderson (Anderson 1958 [53℄) a étudié



1.6 Cas des réseaux désordonnés 21la propagation des életrons dans un ristal ontenant des impuretés et a montré que les inter-férenes entre les életrons jouaient un r�le important dans la transmission. Le phénomène deloalisation des ondes est un phénomène ondulatoire, enore assez mal onnu, tout à fait généralqui a�ete aussi la propagation des ondes lassiques (son, lumière, ...) dans un milieu inhomogène.Anderson a montré que la fontion d'onde régissant un életron dans un ristal désordonné peutêtre fortement altérée (par rapport au as du ristal ordonné) e qui implique une déroissaneexponentielle de la transmission à travers e ristal.D'après les travaux d'Anderson, le fait que le milieu soit in�ni et unidimensionnel garantitla loalisation de toutes les ondes quel que soit le désordre présent dans e milieu. Au ontraire,dans ette étude, dans un soui de réalisme, le réseau désordonné onsidéré est de taille �niee qui interdit une loalisation unilatérale. En e�et, le as étudié est le suivant : on onsidèreun réseau unidimensionnel ordonné in�ni dont une partie de longueur L présente un désordre(voir �gure (1.2)). Le réseau ordonné joue un r�le de �ltre et seules les ondes appartenant à unebande passante sont inidentes au réseau désordonné. L'onde inidente est d'amplitude Re etengendre une partie ré�éhie vers la gauhe d'amplitude Rs et une partie transmise vers la droited'amplitude T .Pour mettre en évidene l'e�et de la loalisation, on introduit la notion de longueur de loa-lisation dé�nie omme le dérément logarithmique de l'onde à l'intérieur du milieu désordonné.Ainsi la loalisation dans un milieu de taille �nie n'est visible que si ette longueur (de loalisa-tion) est bien plus faible que la taille du milieu désordonné.Pour mesurer l'importane de la loalisation, la détermination du oe�ient de transmissionest parfaitement adaptée et la méthode matriielle générale développée dans le hapitre préé-dent permet de aluler e oe�ient. La longueur de loalisation et le oe�ient de transmissionsont reliés par une relation simple (loi exponentielle) qui peut être aratérisée par ette méthode.
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Fig. 1.2 � Représentation shématique de la transmission d'une onde à travers un milieu désor-donné de taille �nie.RemarqueGénéralement, lorsque l'étude n'exige qu'une vue "globale" de la loalisation en fontion de lafréquene (ou l'énergie) de l'onde, on utilise le oe�ient de transmission. En revanhe lorsqu'uneanalyse �ne de la transmission est néessaire, l'observation de la longueur de loalisation est bienplus enrihissante et permet d'étudier les e�ets de l'introdution du désordre en fontion del'épaisseur du milieu.Tous es points sont abordés au moyen de aluls analytiques ou grâe à des simulations.Dans e qui suit, on se onsare à la mise en plae de es tehniques qui seront utilisées dans



22 1 Propagation dans les réseaux unidimensionnels linéairesles deuxième et troisième parties de e travail dédiées haune à une appliation di�érente de etype de problème.1.6.3 Notion de désordreLa notion de désordre n'est pas laire et évidente à appréhender et plusieurs dé�nitions dis-tintes sont envisageables. Généralement, on parle de désordre quand il est possible de omparerle milieu omportant du désordre ave le même milieu dans un as ordonné. Dans l'étude qui vasuivre, ette règle est respetée et les e�ets de l'introdution du désordre sont quanti�és grâeà la omparaison des résultats ave et sans désordre. Le désordre est appréhendé omme uneperturbation plus ou moins importante du as ordonné. Cette perturbation peut être loaliséeen quelques endroits du réseau et l'on parlera alors d'une faible onentration d'hétérogénéités.Au ontraire, les perturbations peuvent apparaître tout au long du milieu e qui onstituera undésordre ontinûment distribué dans la suite de e travail.Le premier exemple est typiquement dérit par un milieu omportant une ou plusieurs hété-rogénéités traitées omme des inhomogénéités pontuelles et peu nombreuses. Les valeurs et lenombre de elles-i par rapport au as ordonné peuvent varier. La méthode des perturbations estutilisée pour déterminer la fontion de Green d'un réseau omportant une hétérogénéité. Par ex-tension, on étudie le as d'une distribution d'un grand nombre d'hétérogénéités en les supposantde faible importane (éart faible entre leurs valeurs et elles du as ordonné) et l'atténuationdes ondes est établie analytiquement.Le désordre ontinûment distribué est représenté, dans e travail, par un réseau dont uneou plusieurs des aratéristiques (densité, température, ...) varient dans l'espae. Comme exposédans la desription du système, le modèle de Kronig-Penney2 est utilisé ; il suppose le potentiel
V (x) à très ourte portée, de sorte qu'il peut être représenté par une somme de distribution deDira, d'amplitude σn entrée sur les positions xn des disontinuités. Deux sortes de désordre sontdi�éreniés dans le as d'une propagation à travers un milieu hargé par un potentiel disret :� le désordre sur les amplitudes σn des potentiels. Ce type de désordre est dé�ni ommeparamétrique et laisse la taille des ellules intate et égale ;� le désordre sur les positions xn des potentiels. Celui-i est dit géométrique et ne onservepas la taille des ellules.Dans e modèle, haque valeur de l'hétérogénéité ou de la taille des ellules est hoisie de façonpseudo-aléatoire au moyen d'une distribution normale dont la valeur moyenne et l'éart type 1/ǫsont onnus (voir la �gure (1.3)).La loalisation d'Anderson dans un réseau unidimensionnel de longueur �nie est mise enévidene, notamment, en alulant la longueur de loalisation et le oe�ient de transmission.La propagation à travers un réseau où le désordre est uniformément réparti est dérite au moyendu formalisme matriiel développé dans le premier hapitre.1.6.4 Faible onentration d'hétérogénéitésLe désordre faible peut être illustré par le as d'un réseau à une hétérogénéité. Cet exempleest traité dans e paragraphe en déterminant la fontion de Green d'un réseau perturbé par laprésene d'une unique inhomogénéité. Puis, par extension, le as d'un grand nombre d'hétérogé-néités et d'un désordre faible est envisagé en se référant au travail de Depollier (Depollier 1989[54℄) qui s'appuie sur des méthodes d'approximation (méthode de l'opérateur moyen et méthodedu potentiel ohérent, Thouless 1974 [55℄).2Le modèle de Kronig-Penney a été développé en physique du solide et il est dérit mathématiquement par unpeigne de Dira.
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écart type

moyenneFig. 1.3 � Type de distribution utilisée pour hoisir les valeurs des potentiels ou des tailles desellules pour onstruire un réseau ontenant un désordre uniformément distribué.1.6.4.1 Cas d'une hétérogénéitéLa propagation dans un réseau régulier dont l'équation est donnée par (1.13) est onsidérée.Une hétérogénéité est plaée sur le noeud xm aratérisée par a′ qui dé�nit le potentiel (et lafore) pour e site. Les équations dérivant la propagation sont :
Ψn+1 + Ψn−1 − 2aΨn = 0, pour n 6= m,
Ψn+1 + Ψn−1 − 2a′Ψn = 0, pour n = m,

(1.21)dans lesquelles la fontion d'onde au point xn, qui est la superposition d'une onde inidente ejnφet de l'onde di�usée par l'hétérogénéité s(xn), est notée :
Ψn = ejnφ + s(xn). (1.22)L'onde inidente se propage dans le réseau périodique non perturbé et véri�e l'équation (1.13).Les relations (1.21) se mettent sous la forme :

Ψn+1 + Ψn−1 − 2aΨn = 2(a′ − a)Ψnδn,m. (1.23)En reportant l'expression de la fontion d'onde en xn dans ette dernière équation et omptetenu de la relation (1.21), on trouve :
s(xn+1) + s(xn−1) − 2as(xn) = 2(a′ − a)(s(xn) + ejnφ)δn,m, (1.24)dont la solution véri�e l'équation

s(xn) = 2(a′ − a)[s(xm) + ejmφ]G0(m,n, a) (1.25)où G0(m,n, a) est la fontion de Green du réseau non perturbé. En posant
Λ = 2(a′ − a)G0(m,m, a),

s(xm) se met sous la forme
s(xm) =

Λejmφ

1 − Λe qui permet de trouver la solution de l'équation (1.25) :
s(xn) =

ΛG0(m,n, a)

G0(m,m, a)

1

1 − Λ
ejmφ. (1.26)



24 1 Propagation dans les réseaux unidimensionnels linéairesLa relation (1.22), en utilisant ette dernière équation, permet de déterminer la fontion de Greendu réseau perturbé entre les points xn et xl :
G(l, n, a) = G0(l, n, a) +G0(l,m, a)TG0(m,n, a) (1.27)où T qui représente l'opérateur di�usion de l'impureté s'érit :

T =
Λ

(1 − Λ)G0(m,m, a)
, (1.28)et se simpli�e en

T =
2(a− a′)

1 − 2(a− a′)G0(m,m, a)
. (1.29)Ainsi, la fontion de Green d'un réseau omportant une hétérogénéité est déterminée analytique-ment. Elle est onstituée d'un terme représentant la propagation libre entre le point soure xn et lepoint d'arrivée de l'onde xl (G0(l, n, a)) assoié à un terme de di�usion (G0(l,m, a)TG0(m,n, a)).Ce dernier est omposé de la propagation libre entre la soure et l'impureté , puis de la di�usionpar l'impureté et �nalement de la propagation entre elle-i et le point d'arrivée.Cette fontion de Green est très utile lors de l'analyse de propagation dans des milieux om-portant, par exemple, des défauts. En utilisant des méthodes d'approximation, on peut étendreette notion au as d'un grand nombre d'hétérogénéités présentes dans le milieu.1.6.4.2 Cas d'un grand nombre d'hétérogénéitésPour un grand nombre �ni N d'hétérogénéités, on onçoit que la généralisation du alul dansle as d'une hétérogénéité soit envisageable. On obtient une relation analogue à (1.27) :

G = G0 +G0TG0dans laquelle G0 représente la fontion du milieu non perturbé et où T est l'opérateur di�usiondu réseau onstruit à partir des opérateurs de haque hétérogénéité Tm tel que :
T = f(Tm).On s'intéresse à la valeur moyenne 〈G〉 de la fontion de Green dont le alul n'est possible qu'àl'aide de méthodes d'approximation telles que, par exemple, la méthode de l'opérateur moyen.Pour ela, on dé�nit 〈G〉 par

〈G〉 = G0 +G0〈T 〉G0.Cette approximation onsiste à poser
〈T 〉 = f(〈Tm〉)e qui permet, par la suite, de déterminer la fontion de Green du milieu e�etif Ge(l,m, a) telleque

Ge(l,m, a) = G0(l,m, k
2 − Σ) (1.30)où Σ est une grandeur omplexe reliée à la valeur moyenne de l'opérateur di�usion 〈T 〉 (Depollier1989 [54℄). L'expression de ette grandeur se réérit sous la forme

Σ = ∆ + jΓ, (1.31)où le réel ∆ renormalise la élérité de l'onde dans le milieu e�etif et où Γ mesure l'atténuation.Le veteur d'onde devient omplexe et s'érit :
φ′ = φ+ jγ. (1.32)La partie réelle φ est donnée par a = cos(φ) (réseau ordonné) et γ représente l'atténuation del'onde dans le réseau.



1.6 Cas des réseaux désordonnés 251.6.4.3 Faible désordreLes hétérogénéités, dé�nies par a′i, modi�ent la propagation dans le réseau. En utilisant undéveloppement en série de perturbations de la fontion de Green du as perturbé, en prenant savaleur moyenne et en tenant ompte de la propriété 〈G0(l,m, a)〉 = G0(l,m, a), l'atténuation γde l'onde se met sous la forme (Depollier 1989 [54℄) :
γ = lim

|l−m|→∞
{Re[ 1

|l −m| log(1 + 2G0(l,m, a)〈a′i − a〉 + 4〈G2
0(l,m, a)〉〈(a′i − a)2〉)]} (1.33)pour les bandes passantes.Lorsque le désordre est faible, on pose (a′i − a) ≪ a, e qui permet un développement de lafontion logarithme autour de l'unité. En outre, lorsqu'il est entré, la valeur de 〈a′j − a〉 = 0 et,l'atténuation est donnée par :

γ ≃
〈(a′i − a)(a′j − a)〉

sin2(φ)
. (1.34)Ainsi, l'atténuation au premier ordre s'exprime toujours par la relation (1.34) dans les bandespassantes. De même, il est possible de retrouver e résultat en dé�nissant les amplitudes desondes transmises et ré�éhies pour haque hétérogénéité et en alulant l'atténuation moyennedes ondes au moyen du alul du oe�ient de transmission total TN . Celui-i est donné par

TN =

N−1∏

i=0

ejφ

1 − Λioù Λi = 2(a′i − a)G0(i, i, a) d'après l'équation (1.26). L'atténuation moyenne γ peut se mettresous la forme
γ =

1

N
Re[log(TN )]dont le premier terme du développement donne la relation (1.34). Cette approhe permet dedéterminer analytiquement l'atténuation de l'onde ausée par la présene d'hétérogénéités dansle réseau et montre l'importane des inhomogénéités sur la transmission du milieu : les valeurs a′idé�nissant les hétérogénéités oupent une plae primordiale dans l'estimation de l'atténuationde l'onde.1.6.5 Désordre ontinûment distribué1.6.5.1 Calul du oe�ient de transmissionLa onnaissane du oe�ient de transmission d'un système permet de aratériser sa trans-parene pour une longueur �nie. Ce oe�ient est dé�ni omme le rapport du hamp à la sortiede l'éhantillon désordonné et du hamp inident à ette partie. Il ne dépend pas de l'amplituded'entrée puisque le as linéaire est étudié mais il est déterminé par la fore du désordre et par lafréquene de l'onde inidente.La méthode utilisée pour e alul est elle dérite par le formalisme matriiel dans la setion(1.4). La propagation à travers un réseau de N ellules est aratérisée par le produit de Nmatries de transmission. Les valeurs de l'onde aller et retour à la sortie de réseau désordonnésont données par la relation :

[
AN
BN

]
= TNTN−1...T1

[
A0

B0

]
=

N∏

i=1

Ti

[
A0

B0

] (1.35)où (A0 B0)
t aratérisent l'onde aller et retour au début de la partie désordonnée (onditionsaux limites). Le milieu de haque oté du réseau désordonné est supposé in�ni (réseau pério-dique) et anéhoïque e qui permet d'érire les onditions aux limites à la sortie de l'éhantillon



26 1 Propagation dans les réseaux unidimensionnels linéairesdésordonné : {
AN = T,
BN = 0.A l'entrée du réseau désordonné, les valeurs des ondes inidente et ré�éhie sont onnues :

{
A0 = Re,
B0 = Rs.En utilisant l'inverse de la relation (1.35), le oe�ient de transmission d'un réseau désor-donné omposé de N ellules se alule en déterminant la valeur de l'onde aller en x = 0 (débutdu réseau désordonné) orrespondant à une valeur de l'onde transmise �xée. Il se met alors sousla forme :

T =
T

Re
=
AN
A0

.Le oe�ient de transmission dérit la dépendane fréquentielle de la réponse du système, soninterprétation physique est immédiate, e qui en fait son intérêt ; une omparaison ave desrésultats expérimentaux est aisée.Suivant le ontexte expérimental (par exemple), l'utilisation du formalisme s'appuyant surdes matries de transfert peut s'avérer plus judiieuse. Il se peut que la déomposition du hampen une onde aller et retour soit impossible e qui interdit le hoix de la méthode utilisant desmatries de transmission. Grâe aux matries de transfert, la propagation à travers l'éhantillondésordonné du réseau peut se mettre sous la forme d'un système inluant l'équation de propa-gation et les onditions aux limites :




Ψn = Ree
jkx +Rse

−jkx pour x ≤ 0
Ψn+1 + Ψn−1 + EnΨn = 0 pour 0 ≤ x ≤ L
Ψn = Tejkx pour x ≥ L

(1.36)Comme préédemment, le oe�ient de transmission est dé�ni en supposant onnues les ondi-tions aux limites à la sortie du réseau désordonné (le réseau ordonné est anéhoïque et in�ni).Ces onditions s'érivent : {
ΨN+1 = Tejkd

ΨN = T
(1.37)et représentent le hamp en x = L et x = L+d. Deux onditions sont néessaires pour déterminerles valeurs de l'onde à l'entrée de la partie désordonnée en x = d (amplitude Ψ1) et en x = 0(amplitude Ψ0). Après quelques manipulations, l'amplitude du oe�ient de transmission se met,alors, sous la forme :

T =
T

Re
=

√

1 −
∣∣∣∣
e−jk − r0
r0 − ejk

∣∣∣∣
2 (1.38)où ri = Ψi+1

Ψi
se nomme la variable de Riatti.Toutefois, il demeure indispensable d'aompagner l'évaluation du oe�ient de transmission,d'une mesure (ou alul) de la longueur de loalisation pour la omparer à la taille du sytème.C'est le seul moyen de aratériser la loalisation de Anderson dans le as d'un milieu désordonnéde taille �nie 3.1.6.5.2 Détermination de la longueur de loalisationL'étude du modèle unidimensionnel de propagation à travers un réseau désordonné omposéde N ellules est don l'équivalent de l'analyse d'un produit de N matries de transfert (ou de3En e�et, il est tout à fait envisageable que le oe�ient de transmission ne soit pas nul alors que les modesorrespondants sont loalisés par le désordre du milieu de propagation.



1.6 Cas des réseaux désordonnés 27transmission). Généralement le nombre de ellules envisagé est très grand pour pouvoir béné�ierde simpli�ations.Dans le as de milieu aléatoire et en s'appuyant sur des travaux mathématiques importants(Furstenberg et Kesten 1960 [56℄, Oselede 1968 [57℄), le omportement asymptotique du pro-duit d'un grand nombre de matries Tn, 2 × 2, aléatoires, indépendantes, équidistribuées, estaratérisé par l'existene de la limite suivante :
γ = lim

N→+∞
1

N
ln(tr[ N∏

i=1

Ti]). (1.39)Cette limite γ est appelée l'exposant de Lyapunov du produit in�ni de matries. Cette termi-nologie a été hoisie par analogie ave la théorie des systèmes dynamiques et il apparaît que, dansle as du modèle d'Anderson, et exposant est toujours positif (Luk 1992 [52℄). Intuitivement,le ontenu physique de ette grandeur peut être ompris omme suit : une fontion d'onde roîttypiquement, en valeur absolue, selon la loi
|Ψn| = eγxde la même façon que dans un système dynamique haotique, l'éart entre deux trajetoiresinitialement voisines roît omme |δx| = eγt (exponentiellement ave le temps).Ce résultat peut être exploité pour expliquer le phénomène de loalisation (de Anderson)dans le as d'un potentiel aléatoire disret. En e�et, les solutions de l'équation de propagation(1.6) ne peuvent pas roître exponentiellement ni pour x → +∞, ni pour x → −∞. Commeles deux seuls omportements possibles pour les fontions d'onde du système sont de la forme

exp(±γx), les solutions doivent déroître exponentiellement en fontion de la distane selon laloi exp(−γx) pour x→ +∞.Par analogie ave ette approhe de la propagation à travers un milieu aléatoire, nous avonsappliquer la dé�nition de l'exposant de Lyapunov au as de la propagation dans un réseaudésordonné. Ave un désordre ontinûment distribué, l'inverse de et exposant (alulé ave ungrand nombre de ellules) est interprété omme la longueur de loalisation ξ (Luk 1992 [52℄).Ainsi,
ξ =

1

γsert de mesure de la loalisation et est interprétée omme le dérément logarithmique de l'onde àl'intérieur du réseau désordonné ou omme la longueur sur laquelle l'amplitude de l'onde déroîtd'un fateur e.Cette loi de déroissane exponentielle peut être élargie au oe�ient de transmission e quipermet d'exprimer e oe�ient omme une fontion de la longueur de loalisation (Knapp et al1989 [72℄) :
|T | = exp(−γxN ) = exp(−L

ξ
) (1.40)où L représente la longueur du réseau désordonné.Il faut don omparer la longueur de loalisation ave la taille du système pour déterminerles e�ets du désordre sur la transmission à travers le milieu. Néanmoins, le omportement duoe�ient de transmission en fontion de la taille du milieu ou le alul de l'exposant de Lyapu-nov, lorsque la taille du réseau est grande, permettent diretement de onnaître la longueur deloalisation du système et d'observer l'in�uene du désordre.Remarques



28 1 Propagation dans les réseaux unidimensionnels linéaires
• Il existe un lien, faile à établir, entre l'exposant de Lyapunov (ou la longueur de loalisa-tion) et les variables de Riati. La fontion d'onde sur un site quelonque n peut s'érire

Ψn = Ψ0

n−1∏

i=0

ri. (1.41)La dé�nition de l'exposant de Lyapunov (1.39) onduit à un omportement asymptotiquepour n grand
ln |Ψn| = ln |Ψ0| +

n−1∑

i=0

ln |ri|. (1.42)
• Il faut noter que la relation (1.40) ne aratérise que le omportement typique du oe�ientde transmission (Luk 1992 [52℄). C'est à dire essentiellement sa valeur la plus probable.Généralement, la moyenne d'une telle grandeur est plus grande que sa valeur typique.
• De même que pour le oe�ient de transmission, le oe�ient de ré�exion R peut êtredéterminé en utilisant les variables de Riati. Ainsi, la relation liant es deux grandeursse met sous la forme :

rN =
e−jk + Rejk

1 + R . (1.43)Cette relation est très intéressante puisque les variables de Riati ne dépendent que desénergies des sites pour n ≤ N . Don, es variables se "souviennent" de la ondition initialequi permet le alul du oe�ient de ré�exion.1.7 Conlusion et synthèseL'étude de la propagation à travers un réseau unidimensionnel linéaire a largement été traitéedans la littérature et e hapitre a surtout pour voation de réapituler les di�érents résultatsétablis dans e domaine. Seule la détermination de la fontion de Green d'un réseau périodiqueet son utilisation pour onnaître elle d'un réseau faiblement perturbé permettent de onnaîtrele omportement de la transmission à travers un réseau désordonné de façon analytique.Ce premier travail permet de développer les méthodes de base, pour des as simples, quiseront utilisées tout au long de l'étude. On réalise notamment une résolution analytique du aslinéaire homogène dont la ompréhension est indispensable pour aborder des problèmes plusgénéraux.Les e�ets du désordre sur la transmission sont mis en évidene par l'introdution de lalongueur de loalisation et du alul du oe�ient de transmission. En e qui onerne le as d'unréseau périodique, la relation de dispersion a été établie et la suession des bandes passantes etinterdites mise en évidene. La méthode matriielle développée dans ette partie sera généraliséepour le as non-linéaire et les mêmes outils permettront de dérire la transmission à travers unréseau omportant des non-linéarités loalisées.



Chapitre 2Propagation dans les réseauxunidimensionnels à non-linéaritésloalisées2.1 IntrodutionDans ette partie, la transmission à travers un réseau de taille �nie omportant des non-linéarités loalisées et/ou du désordre est étudiée. Cette étude onstitue une façon simple d'ap-préhender le problème de transmission dans un as non-linéaire ar la propagation entre deuxn÷uds onséutifs du réseau est onsidérée omme linéaire. Seule la réponse de haque site duréseau possède un omportement non-linéaire (le as linéaire orrespond à l'indépendane de laréponse à l'amplitude de l'onde inidente sur haque site). En outre, nous avons hoisi de nenous intéresser qu'à la propagation des ondes planes à l'intérieur du réseau. Une telle formu-lation permet d'obtenir les aratéristiques de la transmission grâe aux mêmes méthodes queelles utilisées dans le as linéaire par une généralisation du onept de produit matriiel. En�n,seul le premier harmonique (fondamental) est pris en ompte dans les aluls ar les amplitudesétudiées (ou les non-linéarités) restent faibles. Cette simpli�ation doit apparaître omme unhoix de notre part et non pas omme une approximation. Bien entendu, les solutions trouvéesgrâe à ette simpli�ation ne peuvent pas prétendre dé�nir dans son intégralité le problèmede transmission non-linéaire. En revanhe, es solutions indiquent, dans la plupart des as 1, leomportement général de la fontion d'onde et les prinipaux phénomènes mis en jeu lors de lapropagation.Ainsi, les aratères d'instabilité et de multistabilité de ette propagation sont mis en valeurgrâe à une approhe inspirée des travaux développés lors des études des systèmes dynamiques.L'in�uene du désordre sur ette propriété et plus généralement sur la transmission est obser-vée et analysée. Par ailleurs, des as partiuliers (as d'une non-linéarité, approximation bassesfréquenes) sont étudiés pour permettre de "valider" analytiquement les résultats numériques.2.2 BibliographieDe très nombreux artiles abordent, de façon théorique, le problème de la propagation dansdes réseaux périodiques ou désordonnés omportant des non-linéarités.En e qui onerne les réseaux homogènes, la plupart des travaux utilise des méthodes dyna-miques (Wan et Soukoulis 1990 [59℄, Hawrylak et Grabowski 1989 [60℄, Li et al 1996 [61℄, Delyonet al 1986 [62℄, Grabowski et Hawrylak 1990 [63℄, Hawrylak et al 1989 [64℄, Hennig et al 1994 [65℄,Narayanan et Sekar 1998 [66℄, Wan et Soukoulis 1989 [67℄) qui permettent de mettre en évidene1par exemple dans le as de faibles non-linéarités. 29



30 2 Propagation dans les réseaux unidimensionnels à non-linéarités loaliséesl'in�uene des non-linéarités sur les ondes de Bloh. Ces études traitent aussi de l'apparition deomportements haotiques liés à l'existene de bifurations suessives. Parallèlement, d'autrestravaux onsarés à l'étude de haînes non-linéaires plongées dans un fort hamp életrique, ontpermis de développer des théories similaires (Cota et al 1992 [68℄, Cai et al 1995 [69℄). En�n,quelques artiles traitent de l'existene d'ondes solitaires (solitons) dans des milieux non-linéairespériodiques (voir par exemple Iizuka 1995 [70℄).Lorsque le désordre est présent dans le milieu, en même temps que les non-linéarités, lesméthodes utilisées pour étudier le omportement physique du système sont di�érentes. Quelquestravaux résument es méthodes (Gredeskul et Kivshar 1992 [71℄, Knapp et al 1989 [72℄), etnotamment une méthode basée sur la desription de la propagation au moyen d'une équationaux di�érenes �nies (Cota et al 1995 [58℄) ou bien au moyen de développements adaptés etempruntés aux as linéaires (Sayar et al 1997 [73℄). Mais généralement, des solutions qui utilisentune desription dynamique sont hoisies pour observer la ompétition entre les e�ets du désordreet eux des non-linéarités (Knapp et al 1991 [74℄, Devillard et Souillard 1986 [75℄, Zevin 1996[76℄) et mettre en évidene une réelle in�uene des non-linéarités sur la propagation (Mal'shukovet Mahan 1998 [77℄, Datta et Jayannavar 1998 [78℄). Les ondes solitaires sont elles aussi étudiéeslorsque du désordre est présent dans le milieu et les onlusions aboutissent souvent à la possibledéloalisation de l'onde grâe aux non-linéarités (Shepelyansky 1993 [79℄, Kivshar et al 1990[2℄).2.3 Desription du systèmeOn étudie, dans e qui suit, un milieu unidimensionnel in�ni homogène, hargé aux points
xn ompris entre x = 0 et xN = L par un potentiel V nl

n . La seule di�érene ave le as linéaireréside dans la présene d'une partie non-linéaire dans le potentiel V nl
n . Celui-i dé�nit ainsi unefore Fnln appliquée à haque point xn qui dépend de l'amplitude de l'onde se propageant dans lemilieu. De même que pour le as linéaire, le désordre est introduit sur l'amplitude du potentielou sur la position des points d'appliation. La �gure (2.1) résume ette desription et met enévidene les di�érentes notations utilisées dans la suite de e hapitre.

x

x=Lx=0

désordre
et/ou

non linéarités

Ree
jkx

Tejk(x−L)

Rse
−jkx

Fig. 2.1 � Représentation shématique du réseau non-linéaire étudié.



2.4 Équation de propagation 312.4 Équation de propagationLes non-linéarités étant loalisées à haque point xn du réseau, seules les onditions de raor-dement du hamp en es points sont modi�ées dans le as d'un milieu non-linéaire. Une fontiond'onde harmonique Ψ(x, t) = Ψ(x)ejωt est onsidérée et l'éventuelle présene d'harmoniques su-périeurs (ave une pulsation 2ω, 3ω, ...) est négligée. Par la suite, on ne s'intéresse don qu'à lapropagation de l'onde émise par la soure. La relation de disontinuité peut alors s'érire :
dΨ(x)

dx
|x+

n
− dΨ(x)

dx
|x−n = σnl(xn,Ψ(xn))Ψ(xn), (2.1)où σnl(xn,Ψ(xn)) représente le saut de la dérivée de la fontion d'onde au point xn et dépendde l'amplitude de l'onde à e point.En suivant les mêmes étapes que dans le as linéaire, l'équation générale de la propagation àtravers un milieu omposé de N ellules et hargé par un potentiel non-linéaire à haque point

xn s'érit :
d2Ψ(x)

dx2
+ k2Ψ(x) =

N∑

n=0

δ(x− xn)σ
nl(x,Ψ(x))Ψ(x). (2.2)Comme dans le as linéaire, le seond membre de ette équation représente N soures seon-daires qui réémettent lors du passage de l'onde sur haque disontinuité du réseau. En revanhe,l'intensité de es soures dépend maintenant de l'intensité de l'onde inidente. On peut alorsposer :

σnl(x,Ψ(x)) = σn + f(Ψ(x)), (2.3)où f(x) qui aratérise le terme non-linéaire du potentiel est indépendant de la position dans leréseau et où σn représente le saut de la disontinuité en xn dans le as linéaire orrespondant.Finalement, l'équation générale de propagation dans un système à non-linéarités loaliséess'érit :
d2Ψ(x)

dx2
+ k2Ψ(x) =

N∑

n=0

δ(x − xn)(σn + f(Ψ(x)))Ψ(x), (2.4)assoiée aux onditions aux limites suivantes :
{

Ψn = Ree
jkx +Rse

−jkx pour x ≤ 0,

Ψn = Tejk(x−xN ) pour x ≥ L.
(2.5)Cette équation dérit le as le plus général de propagation dans un milieu à non-linéarités loa-lisées.Pour en trouver les solutions et ompte tenu des simpli�ations et approximations qui ontété faites, seules des méthodes numériques peuvent être utilisées. Elles sont de surroît assezsimplement mises en ÷uvre.RemarqueDans ette étude, deux sortes de non-linéarités sont abordées :� f(x) ∼ αx et,� f(x) ∼ αx2.Le premier as fait l'objet, dans la troisième partie de e travail, d'une analyse expérimentalequi permet de valider un ertain nombre de résultats numériques. Par onséquent, ette formede non-linéarité n'est pas traitée dans le adre de ette partie théorique. A l'inverse, le as d'unenon-linéarité dite "symétrique" (f(x) ∼ αx2) est largement analysé dans e hapitre au traversde l'étude détaillée de deux as partiuliers qui sont la présene d'une unique non-linéarité dansle réseau et la détermination de la transmission ave l'approximation basse fréquene.



32 2 Propagation dans les réseaux unidimensionnels à non-linéarités loalisées2.5 Étude généraleLa propagation à travers un réseau s'étendant de x0 = 0 à xN = L, omposé de N ellulesomportant haune une non-linéarité est étudiée au moyen d'un formalisme utilisant des opéra-teurs. De même que dans le as linéaire, le milieu onsidéré est unidimensionnel et in�ni à droiteet à gauhe du réseau non-linéaire (�gure (2.1)). Le potentiel, présent en haque point xn, estdéomposé en une partie linéaire et une partie non-linéaire (voir la desription du problème etl'expression (2.3)).Les solutions de l'équation de propagation (2.4) sont mises sous la forme d'une somme d'uneonde aller et d'une onde retour entre deux sites onséutifs (équation (1.7)). Les onditionsde raordement en x = xn, identiques à elles utilisées dans le as linéaire, permettent ainsid'obtenir une relation itérative reliant les ondes aller et retour à l'intérieur de deux ellulesvoisines dérivant la propagation à travers le milieu non-linéaire :
{
An+1 = (1 + σn+1

2jk )Ane
jkdn+1 + σn+1

2jk Bne
−jkdn+1 + f(Ψ(xn+1))

2jk (Ane
jkdn+1 +Bne

−jkdn+1),

Bn+1 = −σn+1

2jk Ane
jkdn+1 + (1 − σn+1

2jk )Bne
−jkdn+1 − f(Ψ(xn+1))

2jk (Ane
jkdn+1 +Bne

−jkdn+1).(2.6)Ainsi, grâe à l'opérateur non-linéaire {T̂n+1}, dé�ni par les relations (2.6), l'expression non-linéaire reliant formellement les veteurs (An+1Bn+1)
t et (AnBn)

t

[
An+1

Bn+1

]
= {T̂n+1}

[
An
Bn

] (2.7)dérit la transmission à travers haque ellule du réseau. A partir des onditions aux limites
(A0 B0)

t, l'équation
[
AN
BN

]
=

N∏

n=1

{T̂n}
[
A0

B0

] (2.8)traduit la propagation entre x0 et xN .Ce formalisme, qui dé�nit un opérateur de transmission {T̂n}, peut être omparé au forma-lisme des matries de transmission utilisé dans le as linéaire.En étudiant la transmission de l'onde au travers de trois sites onséutifs, la propagationdans le as non-linéaire peut aussi s'érire sous la forme d'une équation aux di�érenes �nies
Ψn+1 + Ψn−1 − 2anΨn −

f(Ψn)

k
sin(kd)Ψn = 0, (2.9)aompagnée des onditions aux limites déjà dé�nies dans le as linéaire. Dans ette relation, laprésene de non-linéarités ajoute un terme dépendant de l'amplitude de la fontion d'onde parrapport au as linéaire. Ce terme peut aussi être pris en ompte dans l'expression de anln (Ψn) dehaque site en posant :

anln (Ψn) = an +
f(Ψn)

2k
sin(kd). (2.10)L'étude du as linéaire a montré que la valeur de an pour haque site joue un r�le trèsimportant dans la transmission de l'onde à travers le réseau. Dans le as régulier, ette valeurdoit être omprise entre −1 et 1 pour que l'onde puisse se propager. Ainsi la valeur du termenon-linéaire (f(Ψn)

2k sin(kd)) apparaît primordiale et peut permettre un hangement de régimede transmission en entraînant la valeur de anln (Ψn) d'un �té ou de l'autre de la "frontière"entre le régime propagatif et évanesent. Ainsi, un mode évanesent dans le adre linéaire peutdevenir propagatif (et inversement) grâe à la présene de non-linéarités dans le réseau. On peutfailement imaginer qu'un réseau désordonné puisse subir les mêmes in�uenes à moindre éhelle.Les simulations de la propagation à travers un milieu omportant des non-linéarités loaliséeset du désordre sont maintenant réalisables en utilisant e formalisme. Il est important de noter,



2.6 Utilisation de la méthode des perturbations 33qu'à e stade de l'étude, n'importe quel type de non-linéarités peut être traité au moyen de etteméthode. Dans le présent hapitre, le as d'une non-linéarité symétrique, qui se prête bien àl'utilisation de méthodes analytiques telles que la méthode des perturbations ou l'approximationdes basses fréquenes, est traité. La symétrie du potentiel, lorsque ette sorte de non-linéaritéest hoisie, permet aussi de dé�nir un invariant du mouvement qui failite l'approhe dynamiquedu phénomène. Cei onstitue une troisième méthode pour dérire la propagation. Elle met enévidene des omportements omplexes tels que la multistabilité et elle illustre les e�ets ouplésdu désordre et des non-linéarités.2.6 Utilisation de la méthode des perturbationsLa présene de non-linéarités dans le réseau modi�e la propagation à travers elui-i et laméthode des perturbations peut être utilisée pour aluler la transmission d'un réseau non-linéaire dans le as de faibles amplitudes. Néanmoins, le as de non-linéarités isolées peut aussise traiter au moyen du formalisme des opérateurs non-linéaires.La méthode des perturbations aide à déterminer la fontion de Green du système non-linéaireà partir de la fontion de Green du système ordonné linéaire. Cette fontion permet de prévoirles phénomènes prinipaux survenant lors de la propagation. Par exemple, la déterminationdu oe�ient de transmission de l'éhantillon du réseau omportant une non-linéarité ou de lalongueur de loalisation, à partir de ette même non-linéarité, est possible. Le as de plusieursnon-linéarités est abordé au moyen d'une analogie ave le as d'une non-linéarité.2.6.1 Cas d'une non-linéaritéNous supposons que la non-linéarité est plaée en x0 dans un réseau in�ni. Cette non-linéaritéest dé�nie par H(x0, |Ψ(x0)|) = H0 = λ0|Ψ(x0)|2 et l'amplitude de l'onde est su�samment faiblepour que la présene de ette non-linéarité soit onsidérée omme une perturbation du as linéaire(as non perturbé).2.6.1.1 Détermination de la fontion de Green perturbéeLa propagation à travers un réseau omportant une non-linéarité en x = x0 peut s'érire :
(
d2

dx2
+ k2

l )Ψ(x) = H(x, |Ψ(x)|)δ(x − x0)Ψ(x), (2.11)où kl représente le veteur d'onde du réseau linéaire ordonné (onde de Bloh). Dans ette expres-sion, la non-linéarité s'interprète omme une soure seondaire. La propagation dans un réseaulinéaire ordonné est dérite par l'équation :
(∆ + k2

l )Ψ(x) = 0. (2.12)Don, en posant k2
nl = k2

l − H0 et en onsidérant les opérateurs Ll et Lnl aratérisés par lesrelations {
∆ + k2

l = Ll

∆ + k2
nl = Lnl

(2.13)on dé�nit les fontions de Green G0(m,n, a) et G(m,n, a) par les expressions suivantes :
G0 ⋆ Ll = δ
G ⋆ Lnl = δ

(2.14)qui s'érivent dans le domaine de Fourier
G̃0Ll = 1l
G̃Lnl = 1l (2.15)



34 2 Propagation dans les réseaux unidimensionnels à non-linéarités loaliséesoù 1l est l'opérateur identité et G la fontion de Green du milieu perturbé par une non-linéarité.
Lnl se met sous la forme :

Lnl = d2

dx2 + k2
nl = d2

dx2 + k2
l −H0

= Ll −H0
(2.16)et, ompte tenu de la relation (2.14), l'expression de G devient :

G = [L −H0]
−1qui, après quelques manipulations algébriques, s'érit :

G = [1 −G0H0]
−1G0.En développant en série de perturbations l'opérateur au dénominateur, on obtient :

G = G0 +G0H0G0 +G0H0G0H0G0 + . . .
= G0 +G0T0G0

(2.17)où l'opérateur di�usion T0 s'érit :
T0 = H0 +H0G0H0 + . . .

= H0[1 −G0H0 + . . .].Si l'on utilise ette relation dans l'équation (2.17), l'expression de la fontion de Green du milieuperturbé par une non-linéarité en x0 = 0 devient :
G(m,n, a) = G0(m,n, a) +

G0(m, 0, a)H0G0(0, n, a)

1 −H0G0(0, 0, a)
(2.18)où G0 représente la fontion de Green du milieu non perturbé.L'interprétation d'une telle expression est �nalement assez simple : le premier terme dumembre de droite représente la propagation libre à travers un réseau non perturbé entre lespoints xm et xn et le deuxième terme représente une propagation libre entre xm et la non-linéarité, la di�usion par la non-linéarité H0 et la propagation libre entre la non-linéarité et lepoint xn. Ce terme de di�usion est une somme in�nie (voir la relation (2.17)) qui traduit desré�exions ou des di�usions multiples dans le milieu.Il devient possible, au moyen de l'expression de ette fontion de Green, de aratériser l'e�etde la non-linéarité sur la propagation.2.6.1.2 In�uene de la non-linéarité sur la propagationOn évalue séparément le as des bandes passantes et interdites. La fontion de Green estdéterminée pour haun d'eux et son analyse permet de dé�nir le régime de la propagation.Le as des bandes interditesLe p�le de la fontion de Green du milieu perturbé, donné par G0(m,n, a) = 1/(λ0|Ψ(x0)|2)appartient à une bande interdite puisque λ0|Ψ(x0)|2 est réel (voir la première partie et le as duréseau ordonné). La valeur ap de e p�le est

ap =

√
1 +

1

4
λ2

0|Ψ(x0)|4,et l'amplitude de l'onde évanesente en e point s'obtient à partir du résidu de la fontion deGreen pour a = ap :
Res{G(m,n, ap)} =

G0(m, 0, ap)G0(0, n, ap)

−G′
0(0, 0, ap)

,



2.6 Utilisation de la méthode des perturbations 35où G′
0(0, 0, ap) est la dérivée par rapport à a de G0(0, 0, a) pour a = ap, et se met sous la forme :

|Ψ(xn)|2 = Res{G(m,n, ap)}. (2.19)Pour n = 0 et ompte tenu de l'expression de la fontion de Green G0(m,n, a), on trouve :
|Ψ(x0)|2 = 2

√
1 − 1

λ2
0

.Quant à l'amplitude du hamp en x = xn, elle vaut :
|Ψ(xn)| = |Ψ(x0)|(|λ0| −

√
λ2

0 − 1)n

= |Ψ(x0)| exp(n ln(|λ0| −
√
λ2

0 − 1)).
(2.20)Pour |λ0| ≤ 1, l'amplitude |Ψ(xn)| peut se mettre sous la forme omplexe, e qui traduit un modepropagatif. Ainsi, un mode appartenant à une bande interdite dans le as d'un réseau linéaire (quipar onséquent détermine une longueur d'onde) devient propagatif lorsque l'on ajoute dans leréseau une non-linéarité. On peut don penser que, lorsque plusieurs non-linéarités sont présentesdans le milieu, haune d'entre elles transforme un mode évanesent en un mode propagatif.Les théories des fontions de Green et des perturbations permettent aussi de mettre en évi-dene la propriété qu'ont les ondes de faible amplitude de se propager dans un milieu désordonnéprésentant des non-linéarités loalisées. Ces deux méthodes réunies donnent aussi aès à lalongueur de loalisation lorsque elle-i n'est pas annihilée par la présene d'une ou plusieursnon-linéarités. C'est le as pour |λ0| ≥ 1 où le mode évanesent déroît exponentiellement àpartir de la non-linéarité, ave la longueur de loalisation ξ telle que

ξ

d
= − 1

ln(|λ0| −
√
λ2

0 − 1)
.Le as des bandes passantesLes bandes passantes sont dé�nies, dans le as d'un réseau ordonné, omme des régions duspetre où l'onde se propage sans atténuation. La présene d'une non-linéarité en x0 = 0 modi�ela propagation et pour appréier les hangements dûs à la non-linéarité, il faut déterminer leoe�ient de transmission en énergie t.Lorsque la soure, située en xm, émet le signal S(m), les hamps Ψn en xn perturbé par lanon-linéarité et Φn en xn dans le as non perturbé se mettent sous la forme :

{
G(m,n, a)S(m) = Ψn

G0(m,n, a)S(m) = Φn.
(2.21)L'expression de la fontion de Green perturbée est enore

G(m,n, a) = G0(m,n, a) +
G0(m, 0, a)H0G0(0, n, a)

1 −H0G0(0, 0, a)
,e qui permet d'érire

Ψn = Φn +
G0(m, 0, a)λ0|Ψ0|2G0(0, n, a)

1 − λ0|Ψ0|2G0(0, 0, a)
Sm. (2.22)L'expression, en x0 = 0, du hamp perturbé par la non-linéarité se met don sous la forme

Ψ0 = Φ0 +
λ0|Ψ0|G0(0, 0, a)

1 − λ0|Ψ0|G0(0, 0, a)
G0(m, 0, a)Sm (2.23)



36 2 Propagation dans les réseaux unidimensionnels à non-linéarités loaliséesoù G0(m, 0, a)Sm = Φ0 représente l'onde en x0 = 0 dans le as non perturbé (sans non-linéarité).La valeur du hamp en as de non-linéarité est déterminée en fontion du hamp sans non-linéarité :
Ψ0 =

Φ0

1 − λ0|Ψ0|2G0(0, 0, a)
. (2.24)Ainsi, le oe�ient en énergie t, dé�ni omme le rapport de l'énergie de l'onde après la non-linéarité et de l'énergie de l'onde inidente Φ0 avant la non-linéarité, est donné par

t =
|Ψ0|2
|Φ0|2

= |Ψ0|2 (2.25)ar Φn est une onde sinusoïdale de module 1 dont seule la phase varie (elle appartient à unebande passante). Le oe�ient t a omme expression :
t =

1

|1 − λ0|Ψ0|2G0(0, 0, a)|2
(2.26)et la fontion de Green G0(0, 0, a) est donnée par (voir hapitre 1)

G0(0, 0, a) =
−j√
1 − a2

ave a = cos(qd) (2.27)et où q représente le veteur d'onde de Bloh du as ordonné. Le oe�ient de transmission tvéri�e la relation
t =

1∣∣∣1 + jλ0t
sin(qd)

∣∣∣
2 =

1

1 +
λ2
0
t2

sin2(qd)

. (2.28)Finalement, ette équation qui permet de déterminer le oe�ient de transmission en énergied'un réseau omportant une non-linéarité en x0 s'érit :
λ2

0t
3 + t sin2(qd) − sin2(qd) = 0. (2.29)C'est ette équation d'ordre 3 qui peut donner lieu à un traitement numérique pour illustrer leomportement du système en présene d'une non-linéarité et montrer l'in�uene de la présened'une non-linéarité sur la transparene du réseau.2.6.2 Disussion et onlusionL'emploi, dans es as partiuliers, de la méthode des perturbations peut s'avérer très intéres-sant pour onnaître le omportement général du système et pour dé�nir le régime de propagation.Cette approhe permet de montrer qu'une onde évanesente dans le as linéaire peut se trans-former en un mode propagatif en présene d'une non-linéarité dans le réseau. Évidemment il estassez di�ile de généraliser e résultat aux as de plusieurs non-linéarités.Néanmoins, la fontion de Green, pour P non -linéarités présentes sur des sites voisins les unsdes autres peut être déterminée au moyen de la perturbation orrespondant à es non-linéarités :
HP =

P−1∑

i=0

λi|Ψ(xi)|2.La fontion de Green du réseau est ensuite donnée par la relation de réurrene suivante :
G(m,n, a) = Gp−1(m,n, a) +

Gp−1(m,p− 1, a)λp−1|Ψ(xp−1)|2Gp−1(p− 1, n, a)

1 − λp−1|Ψ(xp−1)|2Gp−1(p− 1, p − 1, a)
.En s'appuyant sur les résultats trouvés pour une non-linéarité, l'analyse de ette fontion deGreen permet de montrer que pour |λi| ≤ 1, ∀i = 1, .., P , tous les modes (i) sont propagatifs



2.7 Transparene du milieu aux basses fréquenes 37dans un milieu omportant un nombre �ni de non-linéarités. Pour ela, il faut onsidérer haqueterme |λi| de la perturbation individuellement et lui appliquer les résultats d'une non-linéarité.Chaque non-linéarité (i) transforme un état évanesent en un mode propagatif et, si es non-linéarités sont assez nombreuses, il est raisonnable de penser que tous les modes deviendrontpropagatifs. Au ontraire, lorsque |λi| ≥ 1, les e�ets du désordre prennent le dessus sur eux liésà la présene de non-linéarités et la loalisation des modes réapparaît.Ce raisonnement sous entend qu'une possible interation entre les sites est négligée e quidiminue la portée des résultats établis.2.7 Transparene du milieu aux basses fréquenesL'approximation des grandes longueurs d'onde permet de mettre en évidene le méanismepar lequel les non-linéarités augmentent la transparene du milieu aux basses fréquenes.La fontion aratérisant la non-linéarité s'érit :
f(x) ∼ αx2.où α représente le oe�ient de non-linéarité 2. Le réseau non-linéaire, omposé de (N − 1)ellules, est aratérisé par N points hargés par des potentiels non-linéaires. Le saut de ladisontinuité de la dérivée de la fontion d'onde en xn s'érit :

σnl(x, |Ψ(x)|) = σn + α|Ψ(x)|2, (2.30)et la relation de disontinuité (2.1) à haque xn se met don sous la forme :
dΨ(x)

dx
|x+

n
− dΨ(x)

dx
|x−n = σnΨ(xn) + α|Ψ2(xn)|Ψ(xn). (2.31)L'utilisation de ette expression, pour σnl(x, |Ψ(x)|) revient à négliger l'éventuelle générationd'harmoniques supérieurs dans le proessus de propagation à travers le réseau.2.7.1 Caratérisation de la transmissionLorsqu'on utilise l'hypothèse kdn ≪ 1 des grandes longueurs d'onde assoiées à la relationde disontinuité (2.31), l'expression (2.6) de l'opérateur {T̂n} se simpli�e. En posant

{
φn = An +Bn
ξn = Bn −An,et ompte tenu de l'approximation
e±jkdn = 1 ± ikdn,les équations d'évolution du mouvement se mettent sous la forme :

{
φn = φn−1 − jkdnξn
ξn = ξn−1 − jkdnφn − σn

jk φn − α
jk |φn|2φn.

(2.32)En passant à la limite (kdn ≪ 1), les équations ouplées
{

dφ(n)
dn = −jkξ(n)
dξ(n)
dn = −jkφ(n) − σ

jkdφ(n) − α
jkd |φ(n)|2φ(n),

(2.33)2Ce oe�ient est indépendant de la position.



38 2 Propagation dans les réseaux unidimensionnels à non-linéarités loaliséesoù d et σ représentent respetivement la valeur moyenne arithmétique de dn et de σn, dériventla propagation à travers le réseau. Ces relations onduisent à l'équation di�érentielle du seondordre en n :
d2φ(n)
dn2 = (−k2φ(n) + σn

d φ(n) + 1
dα|φ(n)|2φ(n))

= −(k2 − σ
d − α

d |φ(n)|2)φ(n).
(2.34)Pour une solution de la forme φ(n) = φ(N)e−jβ(N−n)d = Te−jβ(N−n)d où T est l'amplitude del'onde transmise, on trouve

{
β2 = k2

d2
− σ

d3
− α

d3
|T |2 pour α ≥ 0,

β2 = k2

d2 − σ
d3 + |α|

d3 |T |2 pour α ≤ 0.
(2.35)Dans ette formulation du problème, la transmission dépend essentiellement du signe de β2 etpar onséquent de l'intensité de l'onde transmise 3 par le réseau |T |2. Tant que β2 ≥ 0, les ondesse propagent librement à travers le réseau. Ainsi, le terme non-linéaire diminue la largeur de labande passante lorsque α ≥ 0 (voir la relation (2.35)) et, au ontraire, renfore la transparenelorsque α ≤ 0. La valeur

|T | =

√
k2d− σ

αaratérise la frontière entre les régimes des ondes propagatives et évanesentes (pour α positif).Cette étude, ertes basée sur l'approximation des grandes longueurs d'onde devant la pério-diité du réseau d, démontre analytiquement que la présene de non-linéarités peut engendrer unhangement radial de régime de propagation dans un réseau (omportant ou non du désordre).Ces résultats renforent l'idée d'une ompétition entre les e�ets du désordre et eux des non-linéarités sur la transmission.Pour ontinuer à étudier e phénomène, une méthode issue de la physique quantique est dé-veloppée dans la suite de e hapitre. Cette approhe permet de mettre en évidene l'e�et dudésordre sur la propagation à travers un milieu à non-linéarités loalisées grâe à une représen-tation di�érente.2.8 Approhe dynamique du problème2.8.1 IntrodutionCette partie est onsarée à une approhe di�érente du problème, basée sur une étude dy-namique du système. Cette approhe a été présentée pour la première fois en 1986 par Delyon(Delyon et al 1986 [62℄) dans un artile traitant de la propagation életronique régie par l'équationde Shrödinger dans un milieu non-linéaire ave une modulation périodique. Dans es travaux,les auteurs analysent le as d'une non-linéarité ubique (de la forme f(x) = αx3) et n'envisagentpas la présene de désordre dans le milieu unidimensionnel. Ils mettent en évidene les phéno-mènes de bistabilité et de multistabilité pour une propagation dans un réseau présentant desnon-linéarités loalisées. Ils dé�nissent un diagramme en intensité, pour présenter les di�érentsrésultats, qui a la partiularité de posséder un aratère fratal. Ils disutent aussi des possiblesappliations de ette approhe pour des situations en optique, életromagnétisme ou aoustique.D'autre herheurs ont, par la suite, utilisé et amélioré ette méthode pour analyser la propa-gation dans des milieux non-linéaires exhibant une périodiité spatiale omme la propagationdes életrons dans des matériaux semi-onduteurs non-linéaires unidimensionnels (Grabowskiet Hawrylak 1990 [63℄) ; d'autres ont, pour leur part, publié des travaux sur la propagation éle-tronique (Wan et Soukoulis 1989 [67℄ et 1990 [59℄) en développant une méthode in�uenée par3Une autre possibilité est d'exprimer β2 en fontion de l'intensité de l'onde inidente en x = x0. Les résultatset onlusions sont exatement identiques.



2.8 Approhe dynamique du problème 39la physique du haos. La propagation des ondes életromagnétiques dans des strutures pério-diques omportant des non-linéarités a elle aussi été traitée au moyen de ette nouvelle méthode(Henning et al 1994 [65℄, Li et al 1996 [61℄).Cette approhe utilise, omme point de départ pour dérire la propagation dans un réseauà non-linéarités loalisées, l'équation aux di�érenes �nies (2.9) reliant trois sites onséutifsdu réseau. Les parties réelles et imaginaires de l'onde sont séparées pour donner naissane àun système de deux équations ouplées dé�nies dans l'espae des phases à quatre dimensions
(xn−1, xn, yn−1, yn) où x et y représentent respetivement les parties réelles et imaginaires. Le�ux d'énergie J apparaît omme un invariant du mouvement dans l'espae et son utilisationpermet de diviser par deux le nombre de dimensions néessaires pour dérire la propagation.La �gure (2.2) de gauhe illustre ette propriété : dans un espae des phases à trois dimensions(x1, x2, x3), l'intersetion de la trajetoire ave un plan de oupe, qui est dé�ni généralementgrâe à la onnaissane d'un invariant, permet de réduire le nombre de dimensions et de rendrel'analyse d'un tel problème plus faile. L'enhevêtrement de la ourbe tridimensionnelle ne laisserien deviner de la dynamique tandis que la oupe de Poinaré indique, dès le premier oup d'÷il,que le régime est quasi-périodique. La �gure (2.2) de droite o�re di�érents exemples de setionsde Poinaré qui sont soit quasi-périodique, soit haotique4.Ainsi, le mouvement est dérit par un système dynamique disret et une "arte" (setion dePoinaré) est dé�nie. Elle est aratérisée par deux paramètres de ontr�le : le veteur d'onde ket l'intensité de l'onde inidente. Dans e plan, les solutions de l'équation de propagation sontreprésentées par des orbites dont l'analyse, dans notre as, met en évidene des omportementstrès intéressants tels que la bistabilité ou la présene de bifurations engendrant une opaitéomplète du milieu.Cette nouvelle manière de dérire le problème est don développée pour mettre l'aent surdes propriétés qui n'ont pas été détetées par les préédentes études lassiques. L'introdutiond'un faible désordre dans le milieu est aussi analysée au moyen de ette approhe. Les orbitespériodiques ou quasi-périodiques, représentant des ondes qui se propagent dans le milieu, sontperturbées par la présene de désordre mais gardent leurs propriétés e qui permet de penserqu'un faible désordre n'entraîne pas obligatoirement une loalisation de toutes les ondes.Pour ette étude, les non-linéarités sont onsidérées omme symétriques (terme dépendantdu ube de la fontion d'onde) e qui est indispensable pour utiliser ette approhe dynamique.En e�et, une non-linéarité non symétrique implique une non onservation du �ux d'énergie del'onde et interdit la mise en oeuvre de ette méthode.On onsidère un réseau in�ni linéaire dans lequel on insère une setion non-linéaire de longueur�nie. Une onde, inidente au réseau non-linéaire, exite une osillation dans elui-i. Cette réponsepeut se propager dans le milieu et émerger à l'autre extrémité de la setion donnant lieu à uneonde transmise. C'est l'existene d'une telle onde transmise qui est étudiée. L'analyse des réponsesdu milieu permet de mettre en évidene et de omprendre les di�érents omportements de esystème physique.2.8.2 Détermination des diagrammes de phases et des setions de Poinaré2.8.2.1 Les diagrammes de phaseLe problème est dérit par l'équation aux di�érenes �nies pour 0 ≤ x ≤ L où les non-linéarités sont de la forme f(x) = α|x|2 et par les onditions aux limites suivantes

Ψn+1 + Ψn−1 − 2anΨn + λn|Ψn|2Ψn = 0, (2.36)4Une solution périodique est représentée dans le plan de oupe par un point ar la trajetoire de phase tendvers une orbite fermée, le yle limite.
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Fig. 2.2 � A gauhe : setion de Poinaré pour un régime quasi-périodique. Représentation dela projetion d'une portion de trajetoire tridimensionnelle sur un plan de oupe (x1, x2) et dela setion de Poinaré orrespondante (pointillés). A droite : exemples de setions de Poinaré.Ces deux �gures sont issues du livre de Bergé, Pomeau et Vidal [80℄.
{

Ψn = Ree
jkx +Rse

−jkx pour x ≤ 0,

Ψn = Tejk(x−xN ) pour x ≥ L.
(2.37)

Re, Rs et T représentent respetivement les amplitudes des ondes inidente, ré�éhie et transmiseet λn = −α
k sin(kd) est appelé le oe�ient de non-linéarité. Pour satisfaire la onservation del'énergie totale dans le système, il faut garantir

|Re|2 = |T |2 + |Rs|2.Ainsi, pour étudier la dépendane de l'intensité de l'onde transmise à l'intensité de l'onde ini-dente, on dé�nit le oe�ient de transmission en énergie t suivant :
t =

|T |2
|Re|2

.Ce oe�ient est fortement dépendant du nombre d'onde k, du paramètre dérivant la non-linéarité λn et de l'intensité de l'onde. L'observation de e oe�ient permet d'analyser le om-portement général de la propagation d'une onde à travers un milieu omportant des non-linéaritésloalisées. Pour ela, la stratégie onsiste à �xer la valeur de l'intensité de l'onde transmise etdes di�érents paramètres (k et λn) puis de déterminer la valeur de l'onde inidente en utili-sant l'équation aux di�érenes �nies (2.9). Si les nombreuses itérations (N fois orrespondant aunombre de noeuds du réseau non-linéaire est hoisi le plus large possible) divergent, l'intensitéinidente devient in�nie et, par onséquent, le oe�ient de transmission est nul : la présened'une bande interdite est détetée. Les bandes passantes sont dé�nies pour le omportementopposé. Des diagrammes dérivant la propagation peuvent ainsi être onstruits en fontion duveteur d'onde k et de l'intensité de l'onde transmise qui mettent en valeur les bandes passanteset interdites dans un milieu non-linéaire. Toutefois, ette desription ne permet d'étudier que despropriétés générales et interdit une analyse �ne des omportements. Les diagrammes de phasesont tout de même très utiles pour observer les e�ets des non-linéarités sur la propagation d'unpoint de vue général et permettent une omparaison rapide ave le as linéaire orrespondant.Pour entrer plus dans les détails des phénomènes internes au milieu et quanti�er préisémentl'in�uene des non-linéarités sur la propagation, une étude des setions de Poinaré est proposée.2.8.2.2 Les setions de PoinaréSi la fontion d'onde est déomposée à la manière d'un signal temporel, assignant à x(ou n)le r�le du temps tel que Ψn = ψne
jθn , l'équation de propagation d'une onde à travers le milieu



2.8 Approhe dynamique du problème 41non-linéaire est remplaée par deux équations aux di�érenes ouplées. Le problème est dondérit par un système représentant un espae des phases de dimension quatre5 donné par :
{
ψn+1 cos(∆θn+1) + ψn−1 cos(∆θn−1) = 2gn(ψn)
ψn+1 sin(∆θn+1) + ψn−1 sin(∆θn−1) = 0

(2.38)où ∆θn = θn− θn−1 et gn(x) = 1
2x(λnx

2 − 2an). La deuxième équation de e système fournit uninvariant du mouvement Jn qui s'érit :
Jn =

−i
2

(Ψ∗
n−1Ψn − Ψ∗

nΨn−1) = ψnψn−1 sin(∆θn),et qui a omme sens physique le �ux d'énergie de l'onde qui se propage. L'existene de etteinvariane permet de réduire le plan de phase de quatre à deux dimensions 6. Ainsi, en posant




vn = 1
2 (Ψ∗

nΨn+1 − Ψ∗
n+1Ψn − 1),

rn = 1
2λnψ

2
n,

qn = vn

ψ2
n

+ 1
2 (−2an + λnψ

2
n),la transmission à travers un milieu non-linéaire est dérit par le système H :

H :





rn−1 = rn (−an + rn + qn)
2 + (λnJn)2

rn
,

qn−1 = −qn +
(
1 − rn

rn−1

)
(−an + rn + qn + rn−1) ,

(2.39)où rn et qn représentent les deux dimensions du plan de phase dans lequel la propagation estillustrée. Chaque point dans e plan est assoié à un site n du réseau et le système H permet,à partir d'une ondition initiale, leur alul. Ce système onserve les aires et il est symétrique,e qui dé�nit une setion de Poinaré (rn, qn) dans laquelle haque onde est représentée par desourbes exhibant ou non une périodiité synonyme de stabilité. La divergene de es ourbes meten évidene, au ontraire, le aratère instable du mouvement et permet de repérer les bandesinterdites. La onnaissane des onditions aux limites du problème ΨN et ΨN+1 onduit auxonditions initiales du sytème H ψN et ψN+1 qui donnent aès à l'invariant du mouvement Jn.Il su�t ensuite d'utiliser le système (2.39) pour remonter jusqu'à l'origine (n = 0).2.8.3 DisussionGénéralement, le mouvement des partiules est observé dans le plan de Poinaré pour mettreen évidene des omportements dits "haotiques" 7 ou prohes de eux-la. En e�et, il existe desmoyens assez simples de déteter l'arrivée plus ou moins iminente du haos en physique : l'un deeux-là onsiste à observer la présene de bifurations en fontion de l'intensité de l'onde. Destravaux (Bergé et al 1984 [80℄) ont montré qu'une suession de bifurations peut être à l'originede l'instabilité d'un système et engendrer un omportement haotique. Dans le as présent, esbifurations sont détetées en observant les "bassins" d'attration du système dans le plan dePoinaré. Pour repérer es bassins dans le as non divergent (quand les aluls divergent, l'ondene se propage pas dans le réseau), il faut onstruire dans le plan de Poinaré une orbite pourhaque intensité de l'onde. Les attrateurs apparaîssent nettement et montrent des propriétéspériodiques (suivant le nombre de sites attrateurs) qui renseignent sur la stabilité du système :généralement plus la périodiité est grande, plus la stabilité est préaire. Les orbites fermées sont5Les étapes pour réduire l'équation aux di�érenes �nies de départ en un système disret à deux dimensionssont bien plus omplexes que e qui est présenté ii. Le leteur pourra se reporter à l'artile de Grabowski pouren prendre onnaissane.6Cei revient à déterminer les intersetions des trajetoires de phase (appartenant à un espae des phases dedimension quatre) ave un plan de dimension deux. Ces points d'intersetions forment les setions de Poinaré.7Pour plus de détails se reporter, par exemple au livre de Bergé et al 1984 [80℄.



42 2 Propagation dans les réseaux unidimensionnels à non-linéarités loaliséesorganisées en une struture hiérarhique "d'iles autour d'iles" (Wan et Soukoulis 1989 [67℄) etelles-i, prises ensemble, forment un bassin d'attration pour une intensité donnée. L'intérêt deette approhe réside dans la failité ave laquelle l'évolution du mouvement peut être suivie enfontion de l'intensité de l'onde ou, e qui revient au même, de la non-linéarité. Ainsi, dans le asde e système non-linéaire, les hangements de omportement liés aux bifurations suessivesentraînent le passage d'un système stable et transparent aux ondes vers un système instable etopaque. A l'inverse, pour ertaines fréquenes, le système peut passer d'une zone instable versune zone stable (don propagative) grâe à la présene des non-linéarités.L'introdution du désordre perturbe évidemment le omportement de l'onde à l'intérieur duréseau non-linéaire. Les nouvelles propriétés du mouvement sont étudiées dans le plan de phase ens'assurant que les invarianes sont toujours assumées. Les hangements de bassins d'attration,souvent synonymes d'instabilité dans le as ordonné, sont très nettement renforés par la présenede désordre. Mais, dans le as de faibles désordres, le omportement général du système gardeune ertaine symétrie, gage de la transparene du milieu.Toutes es remarques générales sont observées et disutées dans la partie onsarée auxsimulations numériques.2.9 Conlusion et synthèseL'introdution de non-linéarités dans un réseau unidimensionnel peut être appréhendée parplusieurs approhes di�érentes et omplémentaires :� Le as d'un nombre restreint de ellules non-linéaires est abordé ave la théorie des per-turbations.� L'approximation des basses fréquenes permet un alul analytique de la transmission dansun réseau non-linéaire et souligne les e�ets des non-linéarités sur la propagation.� Finalement, une desription à l'aide d'une approhe dynamique, développée dans des tra-vaux de physique théorique, met en évidene le aratère instable 8 de la transmissionet permet d'observer des phénomènes ignorés ave les approhes préédentes tels que lamultistabilité ou l'existene de seuil pour l'amplitude de l'onde à partir duquel auunetransmission n'est possible.En outre, une méthode fondée sur un formalisme d'opérateurs non-linéaires a été développéea�n d'étudier les as les plus généraux de ohabitation de désordre et de non-linéarités. Cetteapprohe permet de simuler le oe�ient de transmission et la longueur de loalisation qui sontles deux prinipaux indiateurs du régime de propagation à travers un réseau. L'e�et des non-linéarités, et leurs in�uenes sur les phénomènes dûs au désordre, peuvent ainsi être largementobservés et analysés.Il ressort de l'étude théorique de e vaste sujet que l'introdution de non-linéarités dans unmilieu désordonné peut engendrer d'importants hangements dans la transmission. Une ompé-tition entre les e�ets du désordre et eux des non-linéarités s'installe et dé�nit la réponse dumilieu. Évidemment, même en présene de non-linéarités, un désordre trop important détruitirrémédiablement toute possibilité de transmission. C'est don e subtil équilibre entre désordreet non-linéarités qu'il faut étudier pour aratériser la propagation.La deuxième partie de ette thèse abordera e problème au moyen d'une analyse exploitantles résultats d'une simulation numérique. Une troisième et dernière partie exposera des résultatsexpérimentaux.Bien entendu, plusieurs points obsurs et déliats ont été simpli�és pour élairir la ompré-hension des phénomènes et pour les étudier au moyen d'outils relativement simples. Néanmoinsles méthodes développées fournissent des résultats intéressants qui n'apparaîssent pas dans lalittérature. Des résultats expérimentaux seront analysés et omparés à es onlusions pour ef-8Cet aspet est dû à la présene de non-linéarités.



2.9 Conlusion et synthèse 43faer le doute légitime que font surgir les di�érentes simpli�ations retenues dans es approhesthéoriques.Toutefois, avant d'observer les résultats de la simulation numérique ou de l'expériene, nousexposons une dernière méthode de alul des oe�ients de transmission et de ré�exion appeléeméthode du "plongement invariant" (invariant imbedding). Elle permet notamment de détermi-ner exatement les di�érents oe�ients et peut être adaptée à la présene de non-linéarités dansun réseau ordonné ou non.
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Chapitre 3Méthode du "plongement invariant"(Invariant imbedding)3.1 IntrodutionLa théorie dite "Invariant Imbedding" s'est développée sur les inquante dernières années,d'abord omme une méthode pour étudier des problèmes omplexes de la propagation de la lu-mière en astrophysique puis omme un moyen de traiter un grand nombre de phénomènes. Elles'est depuis étendue à de nombreux hamps d'investigation en physique (voir Bellman et Wing1992 [86℄) et elle est souvent utilisée en géophysique. Cependant, bien qu'elle puisse s'appliquer àune large lasse de phénomènes, seuls quelques domaines de la physique semblent onernés parette nouvelle approhe dans la littérature. Citons la physique des états solides (ondensés), ladi�usion de la haleur dans les glaes de l'antartique (rayonnement thermique) (Klyatskin 1985[87℄), la propagation des ondes dans les oéans, la propagation des ondes de Rossby (Klyatskin1996 [88℄, Klyatskin et al 1998 [89℄) ou la propagation de la lumière dans l'atmosphère.D'un point de vue partiulier, ette méthode peut être onsidérée omme une appliation dela théorie des perturbations et il semble ainsi qu'elle appartienne à une approhe bien onnuede la physique. Néanmoins, la quantité perturbée, la struture du système, n'est nullement unevariable lassique e qui fait la nouveauté de ette théorie. Ainsi, de nombreux sienti�quesfondent de grands espoirs sur ette méthode qui peut , en outre, être appliquée à des phénomènesnon-linéaires (Rammal et Douot 1987 [90, 91℄).Le prinipe général de e onept réside dans la desription de la propagation à l'aide d'équa-tions véri�ées par les oe�ients de ré�exion et de transmission. Ces équations peuvent êtredi�érentielles dans le as d'un milieu variant d'une façon ontinue ou bien elles peuvent prendrela forme de relations de réurrene pour les milieux disrets. Le problème de transmission (pro-blème aux valeurs aux limites) se réduit don à un problème de Cauhy (valeurs initiales). Autreavantage de ette théorie, elle détermine diretement les "observables" (résultats) de la propaga-tion, que sont les oe�ients de transmission et de ré�exion, sans dérire les phénomènes internesau milieu.3.2 Appliation à la propagation des ondesCe hapitre traite de l'appliation de la méthode "Invariant Imbedding" à la propagation desondes.Le problème linéaire porte uniquement sur des milieux disrets appellés problèmes à multi-milieux : haque milieu a une densité et don une élérité onstante e qui simpli�e la méthode45



46 3 Méthode du "plongement invariant" (Invariant imbedding)1. Le as non-linéaire est abordé au moyen d'une approximation à de faibles amplitudes e quirapprohe, dans e as là, la méthode "Invariant Imbedding" de elle des perturbations. Leproblème du milieu ontinu est traité dans e as non-linéaire et permet de mettre en évideneles perspetives qu'o�re ette approhe dans des situations omplexes.3.2.1 Milieu linéaireLa méthode du plongement invariant permet, dans le as du milieu périodiquement ou aléa-toirement hargé par un potentiel, d'avoir aès diretement aux oe�ients de transmission etde ré�exion. Ave un potentiel de Kronig-Penney, les équations di�érentielles qui dérivent lapropagation d'une onde dans le milieu (dé�ni dans e as là omme un réseau) deviennent deséquations aux di�érenes �nies. Les oe�ients se mettent alors sous la forme d'une somme determes dé�nissant haun une ré�exion à l'intérieur du milieu. Ainsi, pour un réseau de taille�nie, le alul des oe�ients est possible et dépend uniquement des oe�ients de ré�exion et detransmission de haque ellule. En outre, les onditions aux limites ne rentrent pas en jeu puisqueles oe�ients de transmission et de ré�exion aratérisent, par dé�nition, le milieu étudié sansprendre en ompte les e�ets de bord.Il est aussi très important de préiser que toute l'étude présentée dans ette partie n'estvalable que dans l'approximation des ondes planes.3.2.1.1 Cas d'une disontinuitéPour ommener, un as très simple est étudié : un milieu unidimensionnel quelonque estséparé en deux parties par une interfae en x = xn (�gure 3.1). De nombreuses appliationsen physique lassique sont dérites par e problème : une orde hargée par un système masse-ressort, un guide d'onde sur lequel une dérivation est �xée, et beauoup d'autres. Pour x ompris

x

xn

tne
jk(x−xn)ejk(x−xn)

rne
−jk(x−xn)

Fig. 3.1 � Shéma simpli�é du problème à une interfae.entre −∞ et xn et entre xn et +∞, le milieu a omme nombre d'onde k et omme élérité c. En
x = xn la présene de l'interfae entraîne une disontinuité de la dérivée de l'onde. La relationqui dérit la disontinuité entre les deux milieux s'érit :

Ψ(x)

dx
|x+

n
− Ψ(x)

dx
|x−n = σnΨ(xn) (3.1)1Dans ette étude le milieu est disret mais e sont les disontinuités qui onstituent le hangement de "milieu".Il serait plus adéquat d'appeler e genre de problème un problème à multi-disontinuités.



3.2 Appliation à la propagation des ondes 47où σn représente l'amplitude du saut de la dérivée de l'onde.Une onde plane venant de −∞ est inidente à l'interfae entre les deux milieux. Une partie deette onde est ré�éhie par l'interfae tandis que l'autre partie est transmise. Physiquement, il n'ya auune raison pour que la partie ré�éhie de l'onde subisse d'autres ré�exions. Par onséquent,dans la partie gauhe du milieu (x ≤ xn), l'onde est la somme d'une onde allant vers la droite etd'une onde allant vers la gauhe. Au ontraire, dans la partie droite (x ≥ xn) l'onde ne dépendque d'un terme qui représente une onde se dépla�ant vers la droite. Ces onsidérations s'érivent :
{

Ψ(x) = ejk(x−xn) + r(xn)e
−jk(x−xn), pour −∞ ≤ x ≤ xn,

Ψ(x) = t(xn)e
jk(x−xn), pour xn ≤ x ≤ +∞ (3.2)où l'amplitude de l'onde inidente est unitaire et où r(xn) et t(xn) représentent respetivementle oe�ient de ré�exion et de transmission de l'interfae en x = xn.Le but de ette étude est de déterminer le oe�ient de transmission et de ré�exion del'interfae. Pour ela, la relation de disontinuité (3.1) est utilisée ainsi que la ontinuité de lafontion d'onde à l'interfae. Cette équation peut s'érire

jkt(xn) − jk + jkr(xn) = σnt(xn),dans laquelle le oe�ient de ré�exion est remplaé par
r(xn) = 1 − t(xn),trouvé grâe à la relation de ontinuité de la fontion d'onde en x = xn. Il devient très simpled'en déduire les deux oe�ients reherhés :

t(xn) =
2jk

2jk − σn
et r(xn) =

σn
2jk − σn

.Ces oe�ients représentent don la ré�exion et la transmission d'une interfae. Alors lorsqu'uneonde plane renontre ette interfae, il su�t de multiplier son amplitude par les oe�ients detransmission et de ré�exion pour onnaître sa partie transmise et ré�ehie.3.2.1.2 Problème à plusieurs disontinuitésLa ré�exion et la transmission d'un réseau omposé de N interfaes étudiées préédemmentsont déterminées à partir de la ré�exion et la transmission de haune d'entre elles. Intuitivement,l'on peut omprendre que la transmission et la ré�exion d'un réseau tiennent ompte des multiplesré�exions internes à elui-i.Ce réseau est omposé d'un milieu (élérité c et nombre d'onde k), dont les aratéristiquesrestent onstantes, et qui omprend en x0, x1, x2, . . . , xN , N interfaes quelonques (�gure 3.2).Une onde inidente e−jk(x−xN) d'amplitude unitaire venant de la droite rentre en ontatave le réseau à l'interfae x = xn. Il faut maintenant déterminer la partie ré�éhie et transmisede ette onde pour onnaître les di�érents oe�ients. Pour ela, les oe�ients de transmission
tN et de ré�exion rN du réseau omposé de N ellules sont supposés onnus. Si l'on augmentela taille du système en ajoutant une ellule au réseau telle que xN ≤ x ≤ xN+1, les nouveauxoe�ients tN+1 et rN+1 peuvent être déterminés en fontion de tN et rN , supposés onnus.Puisque le as de deux milieux est résolu, il su�t ensuite de rajouter autant de "ouhes" à
N = 1 que le réseau ne omporte de ellules. Une relation de réurrene entre les oe�ients estainsi dé�nie et le problème aux onditions limites devient un problème aux onditions initialesportant diretement sur les oe�ients de transmission et de ré�exion du milieu. La suite deette setion expliite les di�érentes étapes pour obtenir ette relation.Une onde de la forme e−jk(x−xN+1) est inidente à un réseau omposé de N + 1 ellules. Lafontion d'onde pour x ≤ x0 est

Ψ(x) = T (xN+1)e
−jk(x−x0) = TN+1e

−jk(x−x0),
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x

xN

TNe
jk(x−xN )ejk(x−x0)

RNe
−jk(x−x0)

x0 x1 x2 xn xN−1

Fig. 3.2 � Shéma simpli�é du problème à plusieurs interfaes.et elle pour x ≥ xN+1 s'érit
Ψ(x) = e−jk(x−xN+1) +RN+1e

jk(x−xN+1).L'onde inidente qui arrive sur l'interfae x = xN+1 possède une partie ré�éhie et une partietransmise. La partie ré�éhie ontribue immédiatement à RN+1 et peut être alulée en utilisantle oe�ient de ré�exion de la N + 1ième ellule. La portion transmise est déterminée, pour sapart, par le oe�ient de transmission de ette même ellule. Don l'onde inidente à l'interfaeen x = xN est
tN+1e

−jk(xN−xN+1)où tN+1 = t(xN+1) est le oe�ient de transmission de la (N+1)ième interfae. Cette expressiondonne l'intensité de la soure vue par le milieu ompris entre −∞ et xN . Ce milieu répond enré�éhissant une partie de ette onde :
tN+1e

−jk(xN−xN+1)RN .Ainsi, l'onde rejoignant x = xN+1 peut s'érire
tN+1e

−jk(xN−xN+1)e+jk(xN+1−xN )RN .De même, il y a une portion ré�éhie vers −∞ et une portion transmise dans le milieu à droite de
x = xN+1. Ce dernier phénomène ontribue lui aussi diretement à l'onde ré�éhie par le réseauet se met sous la forme

t2N+1e
+2jk(dN+1)RN .La portion ré�éhie retourne vers l'interfae plaée en x = xN et une partie de ette ondeontribue elle aussi, après de multiples ré�exions et transmissions, à l'onde totale ré�éhie. Ceterme s'érit

t2N+1rN+1e
+4jk(dN+1)R2

N .Cette proédure ontinue indé�niment pour prendre en ompte toutes les ré�exions. La ré�exiontotale en x = xN+1 devient �nalement
RN+1 = rN+1 + t2N+1

+∞∑

m=0

e2j(m+1)kdN+1rmN+1R
m+1
N . (3.3)



3.2 Appliation à la propagation des ondes 49Cette série est onvergente et se met sous la forme plus simple :
RN+1 = rN+1 + t2N+1

e2jkdN+1RN
1 + rN+1e2jkdN+1RN

. (3.4)Il est important de remarquer que toutes les ré�exions à l'intérieur du réseau ont été prisesen ompte ave ette méthode et qu'auune approximation n'a été faite 2. Évidemment etteméthode permet aussi de déterminer le oe�ient de transmission TN+1 du réseau. Le mêmeraisonnement en s'attahant à la partie transmise onduit à
TN+1 = tN+1 +

e2jkdN+1TN
1 + rN+1e2jkdN+1RN

. (3.5)Ainsi, puisque t0 et r0 sont onnus, es deux expressions (3.4) et (3.5) permettent de déterminerle oe�ient de ré�exion et de transmission pour n'importe quel réseau de taille quelonque.3.2.2 Milieu non-linéairesCette setion, onsarée à l'appliation de la méthode dite "Invariant Imbedding" dans le asd'un milieu non-linéaire, reprend les prinipales idées développées dans les artiles de R. Rammalet B. Douot [90, 91℄. Cette approhe est exposée ii pour le as d'un milieu ontinu, unidimen-sionnel, non-linéaire et désordonné. Seules les premières et importantes étapes de l'étude sontdérites pour montrer les possibilités les plus intéressantes de ette méthode. Nous nous onten-terons don de dé�nir les oe�ients de transmission et de ré�exion dans le as non linéaire ainsique les équations di�érentielles qu'ils doivent véri�er.Nous onsidérons un milieu unidimensionnel de longueur L dans lequel règne un potentielontinu, réel et régulier ou aléatoire. Ce système est dérit par l'équation non-linéaire suivante :
∂2Ψ(x, t)

∂x2
− 1

c2
∂2Ψ(x, t)

∂t2
= (σ(x) + f(|Ψ(x, t)|2))Ψ(x, t), (3.6)où f(x), qui représente les non-linéarités dans le milieu, dépend de l'intensité de l'onde. Seul lerégime stationnaire est pris en ompte, e qui équivaut à l'étude de la propagation de la fréquenefondamentale. On herhe don une solution de la forme :

Ψ(x, t) = Ψ(x)ejωt (3.7)qui permet de réérire la relation (3.6) en
d2Ψ(x)

dx2
+ k2(1 + η(x, |Ψ(x)|2))Ψ(x) = 0, (3.8)où

η(x, |Ψ(x)|2) = −(σ(x) + f(|Ψ(x)|2))/k2.Une onde plane Ψ0(x) = Ae−jk(x−L), inidente sur le milieu par la droite, est onsidérée. Ainsi,la solution de l'équation (3.8) peut être présentée sous la forme Ψ(x) = Au(x) où u(x) véri�eune équation similaire. A gauhe et à droite du système, l'onde se met sous la forme :
{
u(x) = e−jk(x−L) +R(L,w)ejk(x−L), x ≥ L
u(x) = T (L,w)e−jkx x ≤ 0.

(3.9)où R(L,w) et T (L,w) dé�nissent respetivement les oe�ients omplexes de ré�exion et detransmission dans le as d'un milieu non-linéaire pour une intensité w = |A|2 et pour une2Ce n'est pas le as ave la méthode de omptage des ondelettes où une partie seulement des ré�exions internesest onsidérée et où la "ouhe" rajoutée au milieu initial est supposée petite.



50 3 Méthode du "plongement invariant" (Invariant imbedding)longueur donnée L. Ainsi, L et w représentent les paramètres de "plongement" permettant depasser d'un problème aux valeurs aux limites à un problème aux valeurs initiales. Comme dansle as linéaire, l'équation (3.6) peut être transformée en une équation intégrale (dépendant del'intensité)
u(x) = e−jk(x−L) +

jk

2

∫ L

0
ejk|x−x

′|η(x,wI(x′))u(x′, w)dx (3.10)où le premier terme représente la propagation libre à travers le milieu et où le deuxième termeorrespond aux ré�exions multiples internes au système. La même approhe que dans le aslinéaire est utilisée pour déterminer les di�érents oe�ients : on fait varier l'épaisseur du milieude dL et l'on alule le oe�ient de ré�exion (par exemple) R(L+dL,w) en fontion de R(L,w).Cette approhe permet d'obtenir, pour le oe�ient de transmission, grâe à l'approximation
ejkdx ∼ 1 + jkdx la relation suivante :

dT (L,w)

dL
= ikT +

ik

2
η(L,wI(L))(1 +R)T + w

dT

dw

ik

2
η(L,wI(L))(R −R∗), (3.11)ave la ondition limite T (L = 0, w) = 1. L'intensité I(L) est donnée par I(L) = |u(L)|2 =

(1 + R)(1 + R∗) et la limite w = 0 permet de retrouver le as linéaire où le oe�ient deré�exion véri�e une équation de Riati. Ainsi, dans le as non-linéaire, les oe�ients véri�entune équation aux dérivées partielles qui peut être appréhendée omme une in�nité d'équationsdi�érentielles alors que pour le as linéaire, seule une équation di�érentielle est obtenue. Ceionstitue la grande di�érene entre les deux régimes et peut s'expliquer par l'existene de deuxparamètres de "plongement" dans le as non-linéaire à l'inverse du as linéaire où seule la longueur
L entre en jeu. On peut don assimiler le as d'un milieu non-linéaire au problème de transmissiond'un milieu omportant plusieurs anaux qui ommuniquent entre eux. Cette idée onstitue une"piste" sérieuse pour les futurs travaux sur e type de propagation.Pour leur part, Rammal et Douot séparent les solutions en deux atégories distintes :� la transmission à sortie �xée,� la transmission à entrée �xée.Ils montrent l'in�uene des non-linéarités de type f(x) = αx2 sur la transmission à traversun milieu désordonné. Pour une amplitude de sortie �xée, la déroissane exponentielle du aslinéaire (T 2 ∼ exp(−L/ξ)) se transforme en une déroissane en loi de puissane qui dépend del'importane de la non-linéarité (à travers le oe�ient α).Cette approhe doit pouvoir être appliquée à la propagation des ondes dans un milieu disretomportant du désordre et des non-linéarités loalisées. Ce qui onstitue, sans nul doute, uneperspetive très intéressante.3.3 Conlusion et synthèseCette méthode dite "Invariant Imbedding" est tout à fait satisfaisante pour simuler (oualuler) la transmission et don la propagation d'une onde méanique à travers n'importe quelmilieu qu'il soit linéaire, non-linéaire ou bien enore qu'il omporte ou non du désordre. Cetteapprohe est d'ailleurs utilisée dans toutes les simulations en régime linéaire de ette étude etnous verrons que les résultats sont très enourageants. L'avantage que présente ette méthoderéside dans le fait que toutes les multiples ré�exions à l'intérieur du milieu sont prises en omptedans le alul des oe�ients et que des quantités diretement "observables" sont déterminéese qui failite grandement la omparaison ave des résultats expérimentaux.L'approhe de l'"Invariant Imbedding" peut aussi être appliquée à d'autre genre de propa-gation d'ondes méaniques telles que la propagation des ondes dans les milieux strati�és (géo-physique) ou la propagation de vibrations dans des strutures omportant des inhomogénéités(renforts ou autre) que l'on renontre en aéronautique.



3.3 Conlusion et synthèse 51Quelques travaux montrent que ette méthode est aussi envisageable dans le as de propa-gation dans des milieux non-linéaires pour de faibles amplitudes. Cet aspet est extrêmementimportant et laisse présager un grand avenir à ette approhe qui pourrait permettre de dé-terminer diretement les oe�ients de transmission et de ré�exion de milieux non-linéaires.Malheureusement, pour notre étude, nous n'avons pu mettre en ÷uvre ette appliation quedans le as d'un régime de propagation linéaire.La partie suivante onerne l'étude, au moyen de simulations numériques, d'un as partiulierde propagation d'ondes méaniques dans un réseau ordonné ou désordonné omportant des non-linéarités.
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Deuxième partieEtude numérique

53





Chapitre 4IntrodutionCette partie est onsarée à une étude numérique de la propagation d'une onde méaniqueà travers un réseau omposé d'une orde vibrante hargée par des systèmes masse-ressort (bille-ressort). Le milieu est supposé in�ni et anéhoïque. Les notions développées dans la partie théo-rique sont appliquées à e as de propagation à travers un réseau ordonné, désordonné et/ounon-linéaire au moyen de simulations numériques ou de aluls analytiques.Le hoix d'une telle appliation a été guidé par la possibilité de onevoir un dispositif expé-rimental permettant des omparaisons entre des mesures et des modèles ou simulations numé-riques. Malheureusement, et espoir ne s'est pas onrétisé (voir la partie expérimentale) maisles simulations ont pu être menées et les résultats n'en sont pas moins intéressants.Dans un premier temps, le as ordonné linéaire est étudié pour "valider" la simulation numé-rique, en la omparant aux résultats analytiques obtenus grâe à la théorie de Bloh. Le désordreest introduit dans le réseau au travers de deux grandeurs distintes que sont la masse de labille de haque site et la longueur des ellules du réseau. Les e�ets du désordre sont analysés enobservant le oe�ient de transmission du réseau. Il apparaît d'ailleurs de grandes di�érenesentre les désordres, et l'on observe leurs di�érentes in�uenes sur la transmission.Pour le as non-linéaire, nous avons hoisi d'inlure les non-linéarités dans le modèle depotentiel de haque ressort. Ainsi, leur aratère loalisé ne peut être ontesté. Comme exposédans la partie théorique, la non-linéarité de haque ellule est représentée par un terme additifau as linéaire dépendant de l'intensité de l'onde qui se propage. Pour ette appliation, les non-linéarités sont toutes identiques dans le réseau (le désordre de non-linéarité n'est pas prévu). Cehoix semble largement envisageable d'un point de vue expérimental en assoiant deux ressortspour haque site et en s'intéressant à la vibration de la orde dans un plan perpendiulaire àelui formé par les ressorts.Tout d'abord, le as ordonné est observé grâe à la onstrution d'un "diagramme de phase"résumant les deux régimes de propagation possibles (propagatif et évanesent). Une nette in-�uene des non-linéarités est mise en évidene. L'arrivée du désordre est ensuite analysée et l'onmontre, en déterminant la longueur de loalisation, qu'il existe une ompétition entre les e�etsdu désordre et eux des non-linéarités.Finalement, nous proposons les résultats d'une approhe dynamique, dérite théoriquementdans la première partie. Trois as distints sont envisagés, qui permettent de résumer les dif-férentes situations. Le premier illustre les e�ets des non-linéarités sur une onde appartenant àune bande passante du as ordonné linéaire, en insistant sur la présene d'un phénomène demultistabilité. Le as d'une onde qui appartient à une bande interdite du as linéaire et qui sepropage à travers le réseau grâe aux non-linéarités est ensuite mis en évidene. Le phénomènede multistabilité est là aussi présent et di�érentes propriétés d'un régime propagatif sont signa-lées telles que leurs quasi-périodiités et des possibles bifurations entraînant un hangement derégime de transmission. Puis, un très faible désordre est introduit dans e as de �gure, et sone�et sur es propriétés est analysé. 55



56 4 Introdution



Chapitre 5Équation générale et formalismesutilisés5.1 Équation de propagationNous onsidérons une orde in�nie unidimensionnelle homogène de densité ρ et soumise àune tension uniforme Tc. A haque point xn, ette orde est hargée par une masse Mn attahéeà un ressort de raideur kn (�gure (5.1)).Nous nous intéressons à la propagation d'une onde transversale dans le plan vertial. L'équa-tion des ondes pour une orde vibrante simple est donnée par :
∂2y(x, t)

∂x2
− 1

c2
∂2y(x, t)

∂t2
= 0, (5.1)où y(x, t) représente le déplaement transverse et c2 = Tc

ρ .Les non-linéarités sont introduites dans le système par l'intermédiaire du potentiel dynamiqueassoié à haque ressort. Ce potentiel dépend de l'intensité de la vibration de la masse et estdé�ni par :
Vn(xn, t) =

1

2
kny

2(xn, t) +
1

4
αnkny

4(xn, t) + 0(y5(x, t)), (5.2)où αn dérit la fore de la nième non-linéarité. Le potentiel est don symétrique et le seondterme aratérisant le omportement non-linéaire illustre l'anharmoniité du ressort.L'aspet dynamique du système masse-ressort ainsi dé�ni est dérit par la relation
Mn

Tc

∂2y(xn, t)

∂t2
+
kn
Tc

[
y(xn, t) + αny

3(xn, t)
]

=
∂y(x, t)

∂x
|x=x+

n
−∂y(x, t)

∂x
|x=x−n (5.3)qui onstitue l'expression de la disontinuité de la dérivée ∂y/∂x à haque point du réseau.L'équation de propagation du déplaement transversal de la orde à travers le réseau est dondonnée par :

∂2y(x, t)

∂x2
− 1

c2
∂2y(x, t)

∂t2
=

+∞∑

n=−∞
δ(x − xn)

[
Mn

Tc

∂2y(xn, t)

∂t2
+
kn
Tc

(1 + αny
2(x, t))y(x, t)

]
. (5.4)Les solutions de ette équation sont onsidérées omme des ondes harmoniques (planes) entredeux disontinuités que l'on peut mettre sous la forme

y(x, t) = y(x)ejωt,où ω est la pulsation de l'onde. 57
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Fig. 5.1 � Shéma du dispositif étudié.Pour étudier le omportement de es solutions (de l'équation (5.4)), l'approximation RWA(Rotating Wave Approximation [92℄) est utilisée. Elle onsiste à ne garder qu'une seule ompo-sante fréquentielle dans la dépendane temporelle e qui revient à négliger la possible présened'harmoniques supérieurs. Pour ela, il faut linéariser cos3(ωt) tel que :
cos3(ωt) ≃ 3

4
cos(ωt). (5.5)L'équation (5.4) devient alors :

d2y(x)

dx2
+
ω2

c2
y(x) =

+∞∑

n=−∞
δ(x− xn)σny(x). (5.6)où

σn = − 1

dn

[
−K

2

Dn
+ Cn(1 +

3

4
αn|y(x)|2)

]
. (5.7)Le veteur d'onde K = ω/c et la valeur moyenne arithmétique de la distane entre deux sitesonséutifs dn = xn+1 − xn, notée d, forment la fréquene adimensionnée K = Kd. Cn = kndn

Mnet Dn = dnρ
Mn

représentent les paramètres physiques adimensionnés du système (réseau).De même que dans l'étude théorique, le potentiel est de la forme Kronig-Penney (somme defontion delta) et agit omme une in�nité de soures seondaires pour la vibration transversale.5.2 FormalismesLe formalisme des matries de transmission est utilisé pour résoudre e problème. Toutd'abord, le déplaement y(x) est séparé en une onde aller et une onde retour, puis un opérateurnon-linéaire {T̂n} est dé�ni grâe à la ontinuité du déplaement et à la disontinuité de la dé-rivée. Ainsi, une relation non-linéaire, reliant les ondes aller et retour de deux sites onséutifs,est donnée par :




An = an−1 + 1
2jK

[
−K

2

Dn
+ Cn(1 + 3

4αn|an−1 + bn−1|2)
]
)(an−1 + bn−1)

Bn = bn−1 − 1
2jK

[
−K

2

Dn
+Cn(1 + 3

4αn|an−1 + bn−1|2)
]
)(an−1 + bn−1)

(5.8)où (
an
bn

)
=

(
Ane

jKdn+1

Bne
jKdn+1

)
. (5.9)



5.2 Formalismes 59La propagation à travers un réseau unidimensionnel, onstitué d'une orde vibrante hargéepar N systèmes masse-ressort peut ainsi être mise sous la forme d'un produit d'opérateurs non-linéaires {T̂n} :
(
AN
BN

)
=

N∏

i=1

{T̂i}
(
A0

B0

) (5.10)où le veteur (A0 B0)
t détermine l'onde inidente dans le réseau et onstitue les onditionsinitiales.Le formalisme des "matries de transfert" peut aussi être utilisé et la propagation de l'ondeà travers le réseau est dérite par le système suivant :





Yn+1 + Yn−1 − 2anYn + λn|Yn|2Yn = 0, pour 0 ≤ x ≤ xN ,
Yn = Ree

jKx +Rse
−jKx, pour x ≤ 0,

Yn = TejK(x−xN), pour x ≥ xN ,

(5.11)où Re, Rs et T représentent respetivement les amplitudes des ondes inidente, ré�ehie ettransmise par le réseau et où an, λn sont donnés par :
an = cos(K) +

1

2K

[
Cn −

K
2

Dn

]
sin(K) et λn = −3Cn

4
αn

sin(K)

K
. (5.12)Le alul numérique du oe�ient de transmission utilise l'un ou l'autre de es formalismes(voir la première partie théorique de e travail) mais pour le as linéaire, la méthode dite "Inva-riant Imbedding" peut aussi être appliquée.Dans un premier temps, une approhe qualitative peut être faite, qui met en lumière plusieurspoints intéressants. Le désordre, suivant s'il est introduit par l'intermédiaire des masses ou desdistanes entre les sites, n'a pas les mêmes e�ets sur la propagation à travers le réseau. En e�et,les paramètres Cn et Dn dépendent de es désordres et aratérisent l'in�uene de haun : lesdistanes dn interviennent dans les deux paramètres alors que la masse des billes n'est présenteque dans Cn e qui implique des e�ets plus importants, sur la transmission, du désordre dedistane (dit géométrique) que du désordre de masse (dit paramétrique). En outre, les non-linéarités sont atténuées par une fontion sinusoïdale de la fréquene adimensionnée (voir λndans la relation (5.12)) e qui laisse présager une in�uene sur les non-linéarités de la fréquenede l'onde inidente. De même, les e�ets non-linéaires seront fortement subordonnés au désordreprésent dans le réseau puisque λn dépend, à la fois, de la distribution des masses et des distanes.Pour �nir, le signe des non-linéarités apparaît d'une grande importane sur la transmission duréseau et il est fontion, à la fois, du signe de αn et de la fréquene de l'onde.
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Chapitre 6Résultats numériques6.1 IntrodutionLes résultats présentés dans ette partie sont le fruit de simulations basées sur les méthodesdisutées dans la partie théorique de e travail. Pour le as linéaire (ave ou sans désordre), l'ap-prohe "Invariant Imbedding" est utilisée lorsque les aluls analytiques sont impossibles (lorsqueun désordre ontinûment distribué est présent). Cette méthode permet d'obtenir diretement leoe�ient de transmission e qui lui onfère l'avantage de ne pas dépendre des limites de alulsde l'ordinateur. Néanmoins, les résultats sont stritement identiques qu'ave une méthode baséesur un formalisme matriiel.Quand les non-linéarités sont présentes dans le réseau, le formalisme des matries de transfertou de transmission est exploité et une desription dynamique du système est introduite pourillustrer les e�ets des non-linéarités en présene de désordre.L'étude numérique permet d'observer plusieurs grandeurs aratéristiques dérivant les phé-nomènes liés à la propagation dans le réseau. Ainsi, le oe�ient de transmission et la longueurde loalisation sont déterminés pour la transmission dans un réseau linéaire. Dans le as non-linéaire, en plus de es deux grandeurs, un diagramme de phase et les setions de Poinaré sontdé�nis et illustrent, de façon laire, l'in�uene des non-linéarités sur la transmission.Les résultats numériques sont don présentés en plusieurs parties distintes. Tout d'abord, lesas linéaires ordonné et désordonné sont étudiés en observant les e�ets des di�érents désordres surla propagation. Ensuite, les non-linéarités sont introduites, ave et sans désordre a�n de rendreompte de la ompétition qu'il existe entre les onséquenes du désordre et des non-linéarités.Les aluls ont été menés en utilisant les quantités physiques, dérivant le réseau, suivantes :le nombre de sites est de 500 e qui orrespond à une longueur du milieu de 50 m puisque ladistane moyenne d entre les billes est de 0.1 m. La densité de la orde est de 5 kg/m. La raideurdes ressorts et la valeur moyenne de la masse des billes sont respetivement de 10 N/m et de 0.1kg.6.2 Propagation linéaire6.2.1 Réseau ordonnéLe as ordonné (tous les sites sont identiques) présenté sur la �gure (6.1) illustre sans équi-voque, le phénomène de bandes apparaîssant lors de la propagation d'une onde dans un réseau.La relation de dispersion (cos(qd)), l'exposant de Lyapunov et le oe�ient de transmission sont,tous les trois, traés en fontion de la fréquene adimensionnée. Les bandes passantes orres-pondent à un oe�ient de transmission prohe de 1, à un exposant de Lyapunov pratiquementnul et à des valeurs de la relation de dispersion omprises entre −1 et 1. Le as ontraire dé-termine la position d'une bande interdite. La onordane entre les trois méthodes de aluls61



62 6 Résultats numériquesest tout à fait satisfaisante. Ainsi, les résultats numériques issus des formalismes matriiels sontvalidés par le alul analytique de la relation de dispersion.Les bandes interdites sont ausées par la périodiité du réseau alliée aux résonanes dessystèmes masse-ressort. La largeur de es bandes dépend à la fois du domaine de fréquenes del'onde et des paramètres du réseau. Nous pouvons voir que les bandes passantes apparaîssentsymétriques les unes par rapport aux autres et semblent se rapproher lorsque la fréqueneaugmente. Le alul analytique de la position des bandes est d'ailleurs possible : les séparationsentre les di�érents régimes apparaît lorsque
cos(qd) = ±1 (6.1)qui s'érit, en posant tan(θ) = −1

2Kd(−
(Kd)2

Dn
+ Cn),

cos(Kd) − tan(θ) sin(Kd) = ±1. (6.2)Finalement, ette équation se met sous la forme
cos(Kd+ θ) = ± cos(θ). (6.3)Les solutions sont Kd = nπ ou Kd = nπ − 2θ. Ainsi, les bandes passantes sont déterminées par
nπ ≤ Kd ≤ (n+ 1)π − 2θ,et les bandes interdites par
nπ − 2θ ≤ Kd ≤ nπ.Il apparaît don que les bornes de haque bande ne dépendent pas de la même façon des valeursdes masses des billes et de la distane entre elles-i. Le bord supérieur des bandes interdites estdéterminé exlusivement par la valeur de la distane inter site. En revanhe, la borne inférieureest liée à la fois à la distane, à la masse et à la fréquene. Ainsi, les propriétés observées lorsdes simulations sont on�rmées par es résultats analytiques où la largeur des bandes interdites

2θ augmente ave la fréquene.En outre, l'observation de l'exposant de Lyapunov permet de mettre en évidene des aspetsdi�érents de la transmission suivant les bandes passantes. La limite de et exposant varie enfontion de l'emplaement de la bande : γ ≈ 5.10−4 pour la première et γ ≈ 5.10−3 pourla seonde. La longueur de loalisation (inverse de et exposant) est don dépendante de lafréquene et diminue ave elle-i dans les bandes passantes e qui signi�e que les interférenesonstrutives ont un e�et plus importants aux basses fréquenes. Cet aspet de la propagationn'est pas forément évident et permet, par la suite, de omprendre les di�érenes d'in�uene dudésordre.6.2.2 Réseau désordonnéPour introduire un désordre ontinûment distribué dans le réseau, nous utilisons une distri-bution normale pour hoisir haque valeur de la masse ou de la distane entre les sites, autourd'une valeur moyenne et ave un éart type donnés. Chaque désordre est don dérit par savaleur moyenne et, surtout, la valeur de son éart type.Les e�ets du désordre sur la transmission à travers un réseau sont étudiés au moyen dedeux exemples distints. Dans le premier, illustré par la �gure (6.2), un désordre paramétriqueportant sur la masse des billes et dérit par un éart type 1/ǫ = 1, est introduit dans le milieu.Son in�uene sur le oe�ient de transmission se manifeste par une diminution de la largeur desbandes passantes. Le réseau devient moins transparent et la struture de bandes dans le domainespetral est détruite.Les mêmes e�ets sont visibles sur la �gure (6.3) où les résultats de la simulation pour undésordre sur les distanes entre les billes (géométrique) sont présentés. Dans et exemple, l'éart
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Fig. 6.1 � (a) Relation de dispersion des ondes de Bloh pour un réseau ordonné. (b) Exposantde Lyapunov en fontion de la fréquene pour un réseau ordonné. () Coe�ient de transmissionpour un réseau ordonné.



64 6 Résultats numériquestype de la distribution normale est 1/ǫ = 0.1, e qui dérit un désordre de plus faible importaneque dans le premier as.Les onséquenes générales de l'introdution d'hétérogénéités dans le réseau sont identiquessuivant le type de désordre : l'opaité du milieu est renforée e qui se traduit par une augmen-tation de la largeur des bandes interdites. En revanhe, les e�ets quantitatifs de la présene dedésordre sont assez di�érents. Lorsque le désordre porte sur les valeurs des masses, les bandespassantes ne sont perturbées que par leur �té droit, et les suites sur la transmission sont équi-valentes à l'introdution d'un désordre géométrique 10 fois plus faible. Le désordre géométriquemodi�e, quant à lui, les deux bords des bandes passantes. Cei peut s'expliquer grâe à l'observa-tion des aluls des largeurs de bande dans le as ordonné : les bandes interdites sont délimitées,d'un �té par une valeur dépendante de toutes les aratéristiques physiques du réseau, alorsque pour le bord gauhe, ette frontière ne dépend que de la distane entre les billes. De plus,l'in�uene du désordre géométrique est d'autant plus forte que la distane intersite dn apparaîtdans toutes les onstantes adimensionnées (Cn et Dn) du système. Cet aspet de la transmissionà travers un réseau désordonné peut être illustré par un as partiulier : le désordre paramétriquene modi�e pas les distanes entre les billes ; il existe don toujours un ensemble dénombrabled'ondes dont la fréquene est donnée par la relation nλ/2 = d, qui se propagent librement, sansêtre perturbées par les hétérogénéités, dans le réseau. Ces fréquenes orrespondent aux bordsgauhes de toutes les bandes passantes. Cette propriété n'existe plus lors de la présene d'undésordre sur les distanes intersites. Pour on�rmer les di�érenes d'e�ets entre les deux sortesde désordre, la �gure (6.4) permet d'observer les onséquenes dévastatries de l'introdution dedésordre géométrique dérit par ǫ = 5.En�n, il est aussi très intéressant de noter que le désordre détruit moins la transmission pourles basses fréquenes. Cei peut s'expliquer en observant la longueur de loalisation du as or-donné dans la première bande passante : sa valeur est bien supérieure (≃ 105) que dans les autresbandes passantes (≃ 103), e qui implique un désordre d'une plus grande fore pour rendre leréseau opaque aux basses fréquenes. Il apparaît don que, pour un désordre donné, les bassesfréquenes seront toujours beauoup moins touhées par le phénomène de loalisation.Il est possible de traer le omportement spatial du oe�ient de transmission à l'intérieurdu réseau pour une fréquene et un désordre donnés. Pour ela, on dé�nit un réseau désordonnéet on alule, pour haque site, la partie transmise de l'onde inidente. Ce omportement duoe�ient de transmission en fontion de la longueur du réseau désordonné est exposé sur la�gure (6.5) pour des valeurs typiques de la fréquene lorsqu'un désordre sur les masses estintroduit. Cette illustration du omportement spatial de la transmission permet de on�rmer lelien exponentiel qu'il existe entre le oe�ient de transmission et la longueur de loalisation.Les fréquenes hoisies Kd = 2.32, Kd = 2.33, Kd = 2.35 et Kd = 2.4 sont situées dans unebande passante pour le as ordonné et la omparaison de es di�érentes ourbes met en évidenela dépendane de la longueur de loalisation à la fréquene : elle déroît lorsque la valeur de lafréquene se rapprohe d'une bande interdite d'un réseau ordonné. Ainsi, les e�ets du désordresont plus destruteurs à l'intérieur d'une bande interdite que sur ses bords, même si le résultatsur la transmission �nale est identique.
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KdFig. 6.2 � Coe�ient de transmission d'un réseau ordonné (ligne pointillée) et d'un réseauomportant un désordre de masse dérit par ǫ = 1 (ligne ontinue).
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KdFig. 6.3 � Coe�ient de transmission d'un réseau ordonné (ligne pointillée) et d'un réseauomportant un désordre de distane dérit par ǫ = 10 (ligne ontinue).
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KdFig. 6.4 � Coe�ient de transmission d'un réseau ordonné (ligne pointillée) et d'un réseauomportant un désordre de distane dérit par ǫ = 5 (ligne ontinue).
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0.1 1 10Fig. 6.5 � Coe�ient de transmission d'un réseau omportant un désordre de masse (ǫ = 1) enfontion de la taille du réseau.



6.3 Propagation non-linéaire 676.3 Propagation non-linéaireDans ette simulation numérique de la propagation d'une onde de vibration transverse àtravers un réseau omportant des non-linéarités loalisées et/ou du désordre, nous onsidéronsque les potentiels de haque site ontiennent un terme non-linéaire et que le oe�ient des non-linéarités α est identique pour toutes les ellules (il ne dépend de la position dans le réseau).6.3.1 Diagramme de phase6.3.1.1 Dé�nitionDans le as non-linéaire, une grandeur supplémentaire fait son apparition dans les paramètresà prendre en ompte lors de l'analyse des résultats. L'amplitude de l'onde inidente ou transmisepar le réseau joue le r�le d'une nouvelle dimension pour l'espae dans lequel la transmissionest dérite. Le as linéaire admet une desription dans un plan formé par les fréquenes et leoe�ient de transmission, alors que l'introdution de non-linéarités oblige l'ajout d'une troisièmegrandeur (amplitude de l'onde). Nous avons hoisi la quantité |λ|T 2 pour variable indépendantear, omme expliité dans la partie théorique, l'intensité de l'onde transmise T 2 est �xée et leformalisme "matriiel" permet de aluler l'onde inidente orrespondante pour déterminer leoe�ient de transmission. Lorsque le réseau est ordonné, ette quantité (|λ|T 2) ne varie passuivant la position de l'onde. En revanhe, pour des milieux désordonnés nous utilisons la valeurmoyenne arithmétique de λn notée λ pour que la variable utilisée reste indépendante. Le hoix deette quantité apparaît tout à fait naturellement lors de la mise en plae de la simulation ar lesin�uenes de l'intensité de l'onde transmise et de λ sont tout à fait similaires sur la transmission.La notion de diagramme de phase 1 est don introduite pour dérire la propagation dansun réseau non-linéaire. Nous avons hoisi une représentation à deux dimensions dans l'espaeonstitué par l'intensité (|λ|T 2) et les fréquenes. Pour onstruire e diagramme, le oe�ientde transmission est déterminé puis omparé à une valeur seuil pour obtenir le régime de lapropagation. Lorsque la transmission est possible (oe�ient de transmission supérieur à lavaleur seuil), un point noir est plaé dans le plan intensité-fréquene. A l'inverse, quand le réseauest opaque aux ondes, un point blan est utilisé.Don, pour obtenir le diagramme de phase, il faut préiser l'amplitude de l'onde transmise
T 2, le oe�ient des non-linéarités α puis aluler, à l'aide de l'opérateur non-linéaire dé�nidans l'étude théorique, l'intensité de l'onde inidente orrespondante. Ainsi, le oe�ient detransmission est onnu et sa omparaison ave une valeur seuil permet de déterminer le régimede la propagation.6.3.1.2 Réseaux ordonnésLes �gures (6.6) et (6.7) fournissent les résultats de es aluls pour deux valeurs seuil dif-férentes (10−10 et 0.6) du oe�ient de transmission et pour des oe�ients de non-linéaritéspositifs. Ces deux diagrammes représentent le as d'un réseau régulier et permettent d'illustrerles e�ets des non-linéarités sur la transmission. A première vue, la présene des non-linéaritésdétruit la struture de bandes du as linéaire. Seule la première bande interdite est toujoursprésente et augmente ave l'amplitude. En e qui onerne les deux autres, elles disparaîssentomplètement sauf pour des valeurs de l'intensité très faibles. Les deux diagrammes présententles mêmes propriétés générales et la valeur du seuil n'a d'e�et que sur la limite faible intensitéoù le as linéaire n'est retrouvé que pour un seuil assez grand (0.6).La largeur des bandes passantes rétréit ave l'augmentation de l'amplitude de l'onde et �nitpar disparaître pour une intensité très forte (au dessus de |λ|T 2 = 3 qui orrespond à la zoneB). Ainsi, seule une amplitude qui appartient à la zone A engendre une forte augmentation1Le terme de phase doit être ompris omme la phase de la propagation, 'est à dire propagative ou évanesente.



68 6 Résultats numériquesde la transparene du milieu en faisant disparaître les deuxième et troisième bandes interdites.Néanmoins, le diagramme met en évidene des "trous" dans la transmission pour des valeurs dela fréquene appartenant sans distintion à des bandes passantes ou interdites du as linéaire.Les �gures (6.8) et (6.9) préisent es propos en illustrant e phénomène pour des fréquenesappartenant à une bande passante (Kd = 2.1) et à une bande interdite (Kd = 5) du as linéaire.Ce omportement de multistabilité s'exprime par l'existene de zones de stabilité, synonyme detransparene, suédant à des régions d'instabilité qui interdisent toute propagation. Dans le asde fréquenes appartenant à des bandes passantes en linéaire, les non-linéarités entraînent des"trous" dans le oe�ient de transmission (entre 1.1 et 1.55) et pour des bandes interdites, ellespermettent d'augmenter la transparene (entre 0 et 1.5 et entre 2.45 et 2.7) ou de l'interdire(entre 1.5 et 2.45 et pour des valeurs de |λ|T 2 supérieures à 2.7) suessivement.En outre, la omparaison des résultats de la simulation et de aluls analytiques est possiblepour l'approximation basses fréquenes. Dans la partie théorique, nous avons étudié le as non-linéaire pour un réseau ordonné en utilisant l'approximation des grandes longueurs d'ondes. Lafrontière entre le régime propagatif et évanesent a été déterminée analytiquement et la �gure(6.10) montre les résultats de e alul pour une valeur positive de α. De même, les résultatsde la simulation pour α ≤ 0 sont présentés sur la �gure (6.11). Le omportement général, auxbasses fréquenes, d'un réseau ordonné omportant des non-linéarités loalisées est prédit parla théorie. La transparene d'un tel milieu est, suivant le signe des non-linéarités, soit diminuée(α ≥ 0), soit augmentée (α ≤ 0), par la présene de elles-i.Ainsi, l'importane du signe de la non-linéarité est démontrée et il apparaît que, pour déter-miner les e�ets de l'introdution de non-linéarités, le signe de la valeur moyenne du produit aλ,où a est donné par la relation (5.12) dans le as ordonné, est d'une grande utilité. Pour les troispremières bandes passantes et interdites, une loi peut être avanée : pour les valeurs de la fré-quene qui véri�ent aλ ≥ 0, le omportement général du système tend vers un régime propagatif,alors que dans le as ontraire, l'opaité du milieu prend le dessus. Cette loi est véri�ée dans lesdeux as présentés pour ette étude.Don, l'in�uene des non-linéarités sur la transmission à travers un réseau ordonné a laire-ment été mise en évidene par es résultats analytiques et numériques. La transparene du milieudépend fortement, à la fois, de l'amplitude de l'onde se propageant, du signe des non-linéarités etde la fréquene de l'onde. Une relation, apparemment simple, semble lier es trois grandeurs etdéterminer les di�érents régimes lorsque l'intensité des e�ets non-linéaires n'est pas trop élevéeet d'autres phénomènes, omme la multistabilité ou le aratère fratal de es diagrammes sontvisibles grâe à ette simulation.6.3.1.3 Réseaux désordonnésL'in�uene des non-linéarités prend don largement le dessus sur les e�ets de périodiité duréseau lorsque la fréquene et le signe des non-linéarités sont adéquats et il devient intéressantd'observer les e�ets de l'introdution du désordre dans un tel système. Les �gures (6.12) et (6.13)présentent les as d'un désordre paramétrique et géométrique d'éart type 0.1. La di�érened'in�uene entre es deux types de désordre est évidente : le désordre géométrique a, à l'instardu as linéaire, un e�et beauoup plus important et dévastateur que le désordre paramétrique.Dans les deux as, la deuxième bande interdite est largement atténuée par la présene de non-linéarités et la transmission, en général, augmente. Malgré ela, le désordre détruit la struture duas linéaire en s'attaquant, d'abord, aux fréquenes élevées (le désordre géométrique interdit toutepropagation pour les ondes dont la fréquene adimensionnée est supérieure à 3). La ompétitionexiste bel et bien entre le désordre et les non-linéarités dans les zones fréquentielles où elles-i aident la propagation des ondes. Ainsi, pour des désordres de faible importane, le régimede transmission est dité par les non-linéarités qui prennent le dessus sur tous les autres e�ets(�gure (6.12)). Au ontraire, lorsque le désordre est trop important, le milieu reste opaque et lesnon-linéarités n'y hangent rien. Évidemment, les non-linéarités peuvent avoir un e�et inverse
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Fig. 6.6 � Diagramme de phase d'un réseau ordonné ave une valeur seuil pour le oe�ientde transmission de 10−10 et pour des valeurs positives de α. Les parties noire et blanhe orres-pondent respetivement à un régime propagatif et évanesent.

0

1

2

3

4

5

6

0 1 2 3 4 5
2|λ|Τ

K
d

Fig. 6.7 � Diagramme de phase d'un réseau ordonné ave une valeur seuil pour le oe�ient detransmission de 0.6 et pour des valeurs positives de α.



70 6 Résultats numériques

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

co
ef

. d
e 

tr
an

sm
is

si
on

2|λ|ΤFig. 6.8 � Coe�ient de transmission d'un réseau ordonné en fontion de l'intensité des non-linéarités pour une valeur Kd = 2.1 appartenant à une bande passante du as linéaire.

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

co
ef

. d
e 

tr
an

sm
is

si
on

2|λ|ΤFig. 6.9 � Coe�ient de transmission d'un réseau ordonné en fontion de l'intensité des non-linéarités pour une valeur Kd = 5 appartenant à une bande interdite du as linéaire.



6.3 Propagation non-linéaire 71

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

|λ|Τ

K
d

2Fig. 6.10 � Frontière entre le régime propagatif et évanesent pour un réseau ordonné. La partiegrisée représente le régime propagatif.

0

1

2

3

4

5

6

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
2|λ|Τ

K
d

Fig. 6.11 � Diagramme de phase d'un réseau ordonné ave une valeur seuil pour le oe�ient detransmission de 0.6 et pour des valeurs négatives de α.



72 6 Résultats numériqueset diminuer la transparene du milieu et l'ajout de désordre pour es fréquenes intensi�e lephénomène.L'in�uene des non-linéarités sur la transmision à travers un réseau omportant un désordrede faible intensité est don démontrée. L'aspet fratal des diagrammes de phase est d'ailleurspréservé e qui gage de l'in�uene du omportement non-linéaire (�gure (6.12)). Par ailleurs, laloi développée dans la partie onsarée au as du réseau ordonné semble toujours de mise enprésene du désordre.Pour on�rmer l'e�et des non-linéarités sur la transmission et surtout sur la loalisation desondes, nous avons traé le omportement spatial du oe�ient de transmission dans un réseauomportant un désordre sur les masses (ǫ = 10). La �gure (6.14) montre les résultats pour troisvaleurs de la non-linéarité. La déroissane exponentielle, présente dans le as linéaire, n'apparaîtplus lorsque le réseau omporte des non-linéarités. La loalisation de l'onde est "assée" et leomportement non-linéaire des résonateurs permet la transmission à travers le réseau. La loireliant le oe�ient de transmission et la longueur de loalisation est devenue une loi de puissanequi peut se mettre sous la forme (Cota et al 1995 [58℄) :
|T | ∼ L1/ξoù L et ξ représentent respetivement la longueur du réseau et la longueur de loalisation.En outre, la transparene augmente ave l'intensité puisque le oe�ient de transmission serapprohe de la valeur unitaire pour les grandes amplitudes (α = 10).Cette dernière �gure on�rme l'e�et non négligeable que présente l'ajout de non-linéaritésdans un réseau désordonné. Leur présene agit omme un fateur de déloalisation lorsque lafréquene de l'onde et le signe des non-linéarités sont appropriés.Malgré ette remarque, l'intensité du désordre joue le r�le le plus important et elle représentele premier fateur à prendre en ompte lors d'une analyse. La présene d'un fort désordre (éarttype important) empêhe la propagation et loalise toutes les ondes. Seul le as d'un désordred'intensité faible permet aux non-linéarités de jouer un r�le sur la transmission.Néanmoins, il est dommageable que la seule grandeur à notre disposition pour déterminerle régime de propagation en présene ou non de non-linéarités et de désordre soit le oe�ientde transmission. En e�et, ette grandeur ne permet d'appréhender que sa transmission �nale etnon le omportement de l'onde à l'intérieur du réseau. L'in�uene de l'introdution du désordreou des non-linéarités ne peut être analysée que d'une fa�on globale et les phénomènes physiquesqui en déoulent sont invisibles ou di�ilement observables. C'est le as de la multistabilité quiapparaît lorsque le omportement non-linéaire est pris en ompte. De même, les e�ets du désordredans les zones stables (propagatives) ou instables (évanesentes) ne peuvent être déterminés àl'intérieur du réseau.C'est pour répondre à es questions qu'une analyse fondée sur une approhe dynamique dusystème a été menée. La desription de la propagation dans un plan de phase, par l'intermédiairedes setions de Poinaré, donne aès au omportement de l'onde à l'intérieur du réseau et permetd'observer les e�ets induits par le désordre.



6.3 Propagation non-linéaire 73

0

1

2

3

4

5

6

0 1 2 3 4 5
2|λ|Τ

K
d

Fig. 6.12 � Diagramme de phase d'un réseau omportant un désordre de masse d'éart type 0.1ave une valeur seuil pour le oe�ient de transmission de 0.6 et pour des valeurs positives de α.
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Fig. 6.13 � Diagramme de phase d'un réseau omportant un désordre de distane d'éart type
0.1 ave une valeur seuil pour le oe�ient de transmission de 0.6 et pour des valeurs positivesde α.
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0.1, 1 et 10 et pour une valeur de Kd = 2.4 appartenant à une bande interdite du as linéaire.



6.3 Propagation non-linéaire 756.3.2 Setion de PoinaréToutes les représentations présentées dans e paragraphe sont issues des aluls expliitésdans la partie théorique onsarée à l'étude dynamique du système. Le système H (système 2.39)est utilisé pour onstruire les setions de Poinaré pour deux exemples distints de propagation.Le premier traite d'une onde dont la fréquene appartient à une bande passante du as linéaireet montre les e�ets de la présene des non-linéarités. Le deuxième étudie le as d'une ondeappartenant à une bande interdite du as linéaire et illustre les e�ets de l'injetion d'un désordrefaible dans le réseau. Les phénomènes de bistabilité et de multistabilité sont lairement mis enévidene et des bifurations entraînant un hangement de régime de propagation sont signalées.La �gure (6.15) présente le résultat pour une onde se propageant dans un réseau ordonnéave une fréquene Kd = 4.21 (bande passante du as linéaire). Les ourbes ou orbites (lors-qu'elles sont fermées sur elles-mêmes) sont obtenues pour di�érentes valeurs de |λ|T 2 et repré-sentent haune la propagation d'une onde à travers le milieu. Pour de faibles intensités, lesourbes à gauhe de la �gure sont fermées e qui témoigne d'un omportement périodique ouquasi-périodique synonyme de propagation. A partir d'une valeur de |λ|T 2 ≃ 0.7, es orbitesmanifestent un omportement instable et n'a�hent plus de périodiité (les points sont repartisaléatoirement). Cette zone (0.7 ≤ |λ|T 2 ≤ 0.9) orrespond à un "trou" dans la transmission etreprésente un régime évanesent. Puis, les ourbes retrouvent un omportement périodique aveune période double (deux bassins d'attrations sont présents et sont signalés par des �èhes)e qui témoige de l'existene d'une bifuration lors de la zone instable de la propagation situéeentre les deux zones propagatives. Cette bifuration a permis, après un bref intermède instable,de ramener le régime de propagation vers une région stable. Le doublement de la période est legage d'un tel phénomène (Bergé et al [80℄) et permet de souligner le hangement de omporte-ment du système. Finalement, la transmission devient instable et l'opaité du système reprend ledessus inexorablement. Le phénomène dérit par ette �gure montre qu'une région stable dans leas linéaire peut devenir instable et don non propagative en présene de non-linéarités lorsquel'intensité devient grande. Elle rejoint la �gure (6.8) qui illustre le même phénomène pour unefréquene di�érente. Mais la desription à l'aide des setions de Poinaré possède une dimensionsupplémentaire qui est d'illustrer les phénomènes internes au réseau. De plus, le doublement dela période des setions de Poinaré prévient de l'éminente instablité du régime de propagationar une suéssion de bifurations (illustrées par des hangements de période) est généralementsynonyme de l'arrivée d'un zone d'instabilité.La �gure (6.16a) illustre, pour sa part, le as d'une onde appartenant à une bande interditeen linéaire (Kd = 2.5). La présene des non-linéarités permet, à l'inverse de l'exemple préédent,de transformer des orbites divergentes (en linéaire) en des ourbes fermées et d'engendrer unepossible propagation. Les orbites périodiques stables de période unitaire sont entourées de ourbesprésentant une périodiité quatre fois plus grande. Ce hangement brusque séparé par un "trou"dans la transmission préède généralement une perte irrémédiable de la stabilité qui interdit toutepropagation. On remarque en étudiant d'autres exemples que plus le hangement de période estimportant, plus le régime de propagation suivant est haotique et instable. De nombreuses étudesmontrent que la suession de plusieurs bifurations onduit, dans la plupart des as, à une pertede la stabilité pour le système et à une opaité omplète dans le as que nous étudions.L'introdution d'un faible désordre de masse (d'éart type 1/ǫ = 0.01) dans le réseau en-gendre, omme le souligne la �gure (6.16b), un étalement des ourbes autour de leurs valeursdans le as ordonné. La struture est toujours visible mais elle est rendue �oue par la présene dudésordre. Ainsi, la transmission est perturbée mais n'est pas impossible. Ce phénomène rejointnotre première analyse qui onluait à une possible transmission dans les bandes interdites grâeaux non-linéarités lorsque l'importane du désordre n'est pas trop grande. L'illustration au moyendes setions de Poinaré témoigne du aratère perturbatoire que représente un faible désordresur le as ordonné e qui permet de diriger les reherhes futures vers e type de raisonnement.En outre, nous avons observé, au moyen de la simulation développée, que les orbites, dans le



76 6 Résultats numériquesas d'un faible désordre, perdaient beauoup plus failement leur stabilité lors d'un hangementd'intensité. Cette remarque nous enourage don à ne jamais négliger le r�le, même s'il est trèsfaible, de la présene de désordre dans un milieu quel qu'il soit.
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Fig. 6.15 � Setions de Poinaré de la propagation à travers un réseau ordonné pour une fréquene
Kd = 4.21 et obtenues pour di�érentes valeurs de |λ|T 2.
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Fig. 6.16 � (a) Setions de Poinaré de la propagation à travers un réseau ordonné pour unefréquene Kd = 2.5. (b) Setions de Poinaré de la propagation à travers un réseau faiblementdésordonné pour une fréquene Kd = 2.5.
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Chapitre 7ConlusionCette étude numérique a mis en évidene plusieurs aspets très intéressants de la propagationdans les réseaux. Lorsque le as linéaire est traité, la simulation et l'analyse du oe�ient detransmission permettent de di�érenier plusieurs sortes de désordre qui ont des e�ets, ertessimilaires, mais assez éloignés en terme d'importane. Le désordre sur les masses (paramétrique)augmente l'opaité du milieu mais de fa�on bien moindre (à importane égale) que le désordresur les distanes (géométrique). La longueur de loalisation illustre aussi e phénomène, et ladépendane exponentielle du oe�ient de transmission à ette longueur est lairement montrée.La loalisation d'Anderson se manifeste par la diminution des largeurs des bandes passantes duas ordonné qui suivant l'importane du désordre peuvent disparaître (les hautes fréquenes sonttouhées en priorité).Quand des non-linéarités loalisées sont présentes à tous les noeuds du réseau, la transmissiondu milieu en est fortement hangée. La transparene, pour un réseau ordonné, est largementrenforée dans ertaines plages de fréquene et de nombreuses bandes interdites disparaîssent.Suivant l'amplitude des ondes, le oe�ient de transmission fait apparaître plusieurs régimespropagatifs ave des propriétés di�érentes. Ce phénomène est illutré grâe à la déterminationdes setions de Poinaré qui exhibent des mouvements quasi-périodiques ayant des périodesdi�érentes suivant l'amplitude des vibrations. Ce type de as apparaît pour une fréquene quiappartient à une bande interdite du as linéaire : ette onde se propage, aidée par la présenedes non-linéarités. L'apparition du désordre dans e genre de réseau, a�aiblit l'in�uene des non-linéarités sur la transmission et les propriétés soulignées dans le as ordonné semblent disparaître.Quoi qu'il en soit, une ompétition entre les e�ets du désordre et eux des non-linéarités estengagée : la loalisation d'Anderson, lorsque le désordre n'a pas une trop grande importane,est largement diminuée par les non-linéarités. L'observation de la dépendane du oe�ient detransmission à la longueur de loalisation en témoigne : une loi de puissane semble lier lesdeux grandeurs e qui démontre une faible loalisation. En revanhe, lorsque le désordre est tropimportant, la loalisation reprend le dessus et l'opaité du milieu est renforée quelle que soitl'amplitude de l'onde.Pour parfaire ette étude "théorique" de l'in�uene des non-linéarités loalisées sur la trans-mission à travers un réseau omportant ou non du désordre, nous proposons dans la partiesuivante d'étudier expérimentalement la propagation d'une onde aoustique à travers un réseau,omposé d'un tube hargé par des résonateurs de Helmholtz. Les résonateurs présentent des pro-priétés non-linéaires lorsque l'amplitude de l'onde est importante. Les résultats expérimentauxillustrent les e�ets de es non-linéarités sur la transmission et montrent leurs in�uenes sur laloalisation.
79
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Chapitre 8IntrodutionL'étude expérimentale de la propagation dans des réseaux unidimensionnels a fait l'objet de-puis de nombreuses années d'un ertain nombre d'artiles traitant tour à tour de la propagationd'ondes életroniques, d'ondes aoustiques, d'ondes méaniques (par exemple, propagation dansles ristaux ou le long d'une orde vibrante), d'ondes életromagnétiques et �nalement d'ondeslumineuses. En e�et, de nombreux phénomènes physiques peuvent s'expliquer en terme de loa-lisation (notamment en physique quantique, voir Thouless 1974 [55℄). C'est le as, par exemple,de la ondutivité dans les semi-onduteurs (Voisin et al [93℄) ou de la transition isolant-métaldans les �nes ouhes métalliques (Thomas 1986 [94℄). Les partiules qui oupent des étatsloalisés (on parle d'états loalisés en physique quantique) sont restreintes à des régions bornéesde l'espae. Elles ne peuvent don pas ontribuer au transport à la température T = 0 K (zéroabsolu) quand les di�érents ouplages sont négligeables. En onséquene, si il n'y a que des étatsloalisés, le système est isolant (la ondutivité est nulle). A l'inverse, quand l'énergie appartientà une région où les fontions d'onde sont étendues, la ondutivité est non nulle et le systèmedevient onduteur. En physique quantique, d'autres sujets d'étude omme la transition de An-derson (Thomas 1986 [94℄), la �utuation de la ondutane, la faible loalisation ou l'existened'états loalisés en présene d'un hamp magnétique, sont aussi abordés en terme de loalisation.De même, les ondes lassiques, omme les ondes életromagnétiques (van Albada et al 1991[95℄, Das Sarma et al 1986 [96℄), les ondes aoustiques (Cowan et al 1998 [97℄, Maon et al 1991[98℄, Depollier et al 1986 [23℄) ou les ondes méaniques (Ibrahim 1987 [99℄, Santos et al 1990 [100℄,Hodges et Woodhouse 1983 [101℄), exhibent de nouveaux omportements liés à la loalisation(Soukoulis et al 1994 [102℄). Les expérienes sur la di�usion de la lumière (voir van Albada et al1991 [103℄ et les référenes dans Eonomou 1990 [104℄) ont montré l'existene de la loalisationpour les ondes lassiques. Ainsi, les ondes de surfae sur l'eau, di�ratées par une assembléede di�useurs (�gure 8.1), subissent les e�ets de e phénomène (Lindelof et al 1986 [105℄). Lapropagation à travers un réseau aoustique formé d'un tube hargé par des résonateurs a aussiété étudiée expérimentalement (Depollier et al 1986 [23℄). Et, de nombreux artiles abordant lapropagation le long d'une orde hargée par des masses et qui mettent lairement en évidenele phénomène de loalisation sont apparus dans la littérature (Hodges et Woodhouse 1983 [101℄,Shanker et al 1985 [106℄, He et Maynard 1986 [107℄, Santos et al 1990 [100℄, Parmley et al 1995[108℄).Cette partie s'insrit dans la ontinuité de tous es travaux puisque qu'elle est onsaréeà une analyse expérimentale de la propagation des ondes dans des réseaux unidimensionnelsomportant du désordre et/ou des non-linéarités. Mais, à l'inverse de la propagation dans lesmilieux désordonnés, l'étude expérimentale de l'in�uene des non-linéarités sur la propagationdans les réseaux n'est pas ourante dans la littérature et de nombreuses interrogations restentenore sans réponse. Seuls quelques artiles abordent la possible présene de non-linéarités dansun milieu désordonné de façon expérimentale.Par exemple, la propagation d'une onde le long d'une orde hargée par des masses a été étu-83
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Fig. 8.1 � Exemple de loalisation à 2 dimensions. Di�usion d'une onde de surfae sur l'eau parune assemblée de di�useurs plaés régulièrement ou aléatoirement (Lindelof et al 1986 [105℄).diée en tenant ompte du omportement non-linéaire des vibrations (MKenna et al 1992 [109℄).De même, la propagation des ondes de surfae non-linéaires sur un �lm d'Hélium super�uide(M Kenna et al 1994 [110℄, Hopkins et al 1996 [111℄) a fait l'objet de travaux expérimentaux.Les onlusions sont identiques : la présene de non-linéarités n'in�uene ni même n'atténue laloalisation due au désordre du milieu. Réemment, es mêmes sujets ont été abordés de façondi�érente en séparant deux sortes de propagation : le as de la propagation d'une fréquenesinusoïdale pure ou le as d'une "impulsion" non-linéaire (Hopkins et al 1998 [3℄). Toutefois, lesthèses prédisant la survie de la loalisation à la présene de non-linéarités dans le milieu sontonfortées par es études.Malgré es résultats, quelques travaux prédisent théoriquement que l'in�uene des non-linéarités peut être un fateur de déloalisation (Cota et al 1995 [58℄, Kivshar et al 1990 [2℄) etune étude expérimentale de la propagation d'ondes életromagnétiques dans un billard haotiquea montré une déviation de la loalisation sous l'in�uene de non-linéarités (Kudrolli et al 1995[112℄).En traitant le as de la propagation d'une fréquene sinusoïdale pure, e travail expérimentalessaie d'apporter des réponses laires et préises pour valider l'étude théorique sur laquelle sontbasées les di�érentes méthodes de résolution développées dans la partie théorique.Nous avons hoisi d'étudier la propagation d'une onde aoustique à travers un réseau forméd'un tube hargé par des résonateurs de Helmholtz. Les résonateurs de Helmholtz sont ara-térisés par un omportement fortement non-linéaire autour de leur fréquene de résonane. Unmodèle analytique a été développé pour prendre en ompte, dans les résultats théoriques, esnon-linéarités et le omportement non-linéaire d'un résonateur est mis en évidene expérimen-talement. Les non-linéarités ne sont don pas présentes tout au long du spetre et seul un petitdomaine de fréquenes (autour de la résonane de Helmholtz) subit leur in�uene. Nous nousontenterons d'étudier le omportement de la transmission à travers un réseau désordonné surette plage de fréquenes. Les résultats de ette étude expérimentale pourront ainsi être onfrontésaux onlusions des analyses théoriques s'appuyant, pour ertaines, sur une simulation numé-rique.Par ailleurs, une méthode de traitement de signal, basée sur une analyse temps-fréquene(transformée de Fourier à ourt terme et distribution de Wigner-Ville), a été développée etson appliation est mise en ÷uvre pour étudier la propagation aoustique dans les réseaux. Ellepermet de mettre en évidene la dispersion d'un tel milieu et de mesurer la vitesse de propagationde l'onde à l'intérieur du réseau. De plus, le omportement non-linéaire des résonateurs est



85expliitement mis en évidene grâe à ette approhe.Les résultats des di�érentes expérienes sont omparés ave la théorie pour valider elle-iet faire ressortir les phénomènes physiques prinipaux mis en jeu dans e type de propagation.En�n, l'in�uene des non-linéarités sur la loalisation est abordée au moyen d'une mesure de lalongueur de loalisation dans le as non-linéaire : il est lairement montré que la présene de non-linéarités dans le réseau atténue les e�ets du désordre lorsque elui-i n'est pas trop important.Don, la ompétition entre les e�ets des non-linéarités et eux du désordre est mise en évideneexpérimentalement.
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Chapitre 9Desription du dispositif expérimentalet des méthodes de traitement desdonnées9.1 Le dispositif expérimental9.1.1 IntrodutionPlusieurs solutions peuvent être envisagées pour appréhender expérimentalement les phéno-mènes de loalisation pour les ondes lassiques. Notre hoix initial a porté sur l'étude de lapropagation d'une onde transversale le long d'une orde hargée par des systèmes masse-ressortar ette solution a l'avantage d'être faile à mettre en oeuvre et de rejoindre le as théoriquetraité dans la deuxième partie. Les non-linéarités d'une telle propagation ne sont pas apparuesde la forme attendue (la forme ubique de la non-linéarité d'un ressort n'est pas évidente) maise problème peut failement être ontourné1. En revanhe, une soure de vibrations très robusteest indispensable pour atteindre le régime su�sant e qui n'était pas envisageable dans le adrede e travail 2. Cette solution a pourtant été mise en ÷uvre mais un autre inonvénient s'estrévélé lors de son utilisation : omment déteter ave préision les mouvements de la orde ?Plusieurs dispositifs ont été alors développés pour résoudre e problème et di�érents déte-teurs testés :� mirophone apaitif basé sur l'indution que génère le mouvement de la orde dans unhamp életrique,� vibromètre laser dont l'avantage est de permettre un aès diret au hamp de déplaementde la orde� apteur optique mis au point pour ette étude qui utilise une ellule photovoltaïque apablede générer un ourant proportionnel à la zone élairée.L'utilisation d'un mirophone apaitif a donné des résultats enourageants. Mais e systèmefournit un signal proportionnel à la vitesse de vibration de la orde et non à son déplaement.Ainsi, lors d'une propagation dans un régime non-linéaire, le déplaement de la orde qui est unegrandeur indispensable pour ette étude, ne peut être déterminé expérimentalement. Par ailleurs,un problème lié à la dynamique du signal est très vite apparu et a semblé insurmontable : plus lafréquene est élevée, plus la vibration de la orde est petite e qui empêhe la omparaison de deuxzones spetrales distintes. En e�et, les limites dynamiques des apteurs sont très vite atteinteset malgré l'utilisation de trois sortes de apteurs, les résultats n'ont jamais été satisfaisants. Lesinonvénients étaient don trop nombreux pour espérer obtenir des résultats omparables à la1L'assoiation de deux ressorts engendre une fore qui dépend du ube de l'amplitude des vibrations.2De nombreux autres détails tels que le mouvement non plan de la orde pour de fortes amplitudes n'ont paspermis une étude approfondie de ette expériene. 87



88 9 Dispositif expérimental et traitement des donnéessimulation, 'est pourquoi une approhe expérimentale di�érente a été hoisie.La deuxième solution fut d'étudier la propagation d'une onde aoustique à travers un tubehargé par des résonateurs. Cette solution a l'avantage d'utiliser le savoir faire du laboratoire del'université du Maine en e qui onerne la propagation aoustique et d'avoir, en partie, été miseen oeuvre pour une autre étude sur la propagation dans des réseaux désordonnés dans e mêmelaboratoire (Depollier 1989 [54℄). De plus, le signal pertinent pour ette étude est diretementaessible grâe à un mirophone (mesurant la pression) et la omparaison ave les résultatsthéoriques est simple et immédiate. Bien entendu, ertains inonvénients tehnologiques (tels quela possibilité de fuites aoustiques ou le nombre important de résonateurs) entraînent une mise enoeuvre déliate mais largement envisageable. En outre, ette étude porte sur l'in�uene des non-linéarités sur la loalisation de Anderson et la possibilité de disposer d'intensités importantes estindispensable. Les moyens dont dispose le laboratoire proposent des solutions à e problème (unesoure à forts niveaux a spéialement été onçue dans le laboratoire pour e type de reherhe).9.1.2 Desription du dispositif9.1.2.1 Le tubeLe dispositif expérimental utilisé se ompose d'un tube de Plexiglas de 8 m de long, dediamètre intérieur 5 m et d'épaisseur 5 mm. Tous les 10 m, un résonateur est plaé en dérivationsur e tube pour former un réseau sur une longueur de 6 m (60 résonateurs). La fréquene deoupure d'un tel tube est
fc =

γ01c

2πr0
≃ 4000 Hz,où γ01 = 1.84 est le premier zéro de la dérivée de la fontion de Bessel de première espèe d'ordreun. Les fréquenes des ondes étudiées ne dépassent pas 2500 Hz e qui permet de onsidérerla propagation d'ondes planes entre deux dérivations. Ainsi, le formalisme matriiel peut êtreutilisé pour dérire la transmission à travers le réseau. La fréquene de résonane du premiermode de vibration du tube "in vauo" se situe aux alentours de 50 Hz 3 e qui ne gêne pasles mesures puisqu'elles ne débutent qu'à partir de 100 Hz. Le tube se termine par une sortiedite "anéhoïque" onstituée d'un bouhon de mousse qui empêhe, pour des petites longueursd'onde, une ré�exion totale.9.1.2.2 Les dérivationsChaque dérivation est un résonateur de Helmholtz, onstitué d'un ol de 2 m de long et de 5mm de diamètre et d'un volume ylindrique de hauteur maximum 16.5 m et de diamètre 5 m(�gure (9.1)). La hauteur des volumes est réglable grâe à un piston permettant d'avoir à dispo-sition 60 résonateurs intrinsèquement di�érents. Le désordre est introduit par et intermédiairedans le réseau : haque hauteur est tirée au moyen d'un programme informatique en utilisantune distribution normale, elle est ensuite reproduite expérimentalement (l'éart type et la valeurmoyenne sont onnus). Les fréquenes de résonane d'un tel résonateur sont nombreuses. Lapremière est due à la résonane de Helmholtz qui est donnée par la relation (en approximationlinéaire) :

f0 =
sdc

2

2πV0Loù c, sd, V0 et L sont respetivement la vitesse du son, la setion du ol, le volume de laavité ylindrique et la longueur du ol. Cette résonane se situe, pour un volume maximumorrespondant à une hauteur de 16.5 m, autour de 300 Hz. Une deuxième résonane, qui apparaîtvers 1200 Hz, est le résultat de la présene d'une avité ylindrique dans le système onstituantle résonateur (pour plus de détails, se reporter à l'étude expérimentale d'un résonateur).3Cette valeur a été obtenue à partir des travaux de W. Soedel (Soedel 1980 [113℄) ave des onditions auxlimites du type appuyé-appuyé.
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piston réglable

tube principal

col du résonateur

Fig. 9.1 � Shéma du résonateur de Helmholtz dont le volume peut être ajusté suivant les besoinsde l'expériene.9.1.2.3 La soureA une des extrémités, une soure est �xée au tube en évitant le plus soigneusement possibleles fuites aoustiques et les transmissions de vibrations solidiennes (un moreau de aouthousert de gaine entre la soure et le tube). Plusieurs soures aoustiques sont à disposition suivantl'étude qui est menée :� une soure à bas niveaux pour des signaux linéaires� une soure à forts niveaux pour mettre en évidene les non-linéarités.Cette dernière, spéialement onçue pour un ban de mesure du laboratoire de l'université duMaine, est apable de générer un signal sinusoïdal d'un niveau supérieur à 120 dB sur la bandede fréquene 40 Hz-1000 Hz et supérieur à 145 dB sur la bande de fréquene 40 Hz-500 Hz.9.1.2.4 Les mirophonesDes mirophones di�érents sont utilisés lors de l'étude expérimentale :� des mirophones Brüel et Kjaer (1/4 de poue) ou PCB 116B pour la mise en évidene dese�ets non-linéaires ar ils supportent des niveaux très élevés 4 (jusqu'à 160 dB)� des mirophones Sennheiser KE4 qui, grâe à leur petite taille, sont introduits dans le tubepour y mesurer le hamp aoustique sans trop le perturber.Pour e�etuer des mesures préises du hamp aoustique à l'intérieur du tube (les mirophonesKE4 sont très pratiques mais sont d'une préision tout à fait relative), deux porte-mirophonesà haque extrémité du réseau sont utilisés. Ils se omposent d'un trou taraudé, permettant devisser le mirophone et d'éviter les fuites, et d'une avité ylindrique de diamètre 1.4 m et dehauteur 8 mm, fermée en sa partie supérieure par la membrane du mirophone. Un anal, long de
3 mm et de diamètre 2 mm relie le tube prinipal à ette avité e qui onstitue un résonateur deHelmholtz dont la fréquene de résonane se situe autour de 10 kHz, de telle sorte que son e�et4Il faut noter que les mirophones BK, à la di�érene des PCB 116B, peuvent mesurer des signaux de faibleintensité (60 dB) et sont don les plus souvent utilisés.



90 9 Dispositif expérimental et traitement des donnéesreste négligeable aux fréquenes utilisées. Ce dispositif évite de perturber le hamp à l'intérieurdu tube et permet un équilibrage des pressions entre le tube et le mirophone. Par ailleurs, esporte-mirophones sont amovibles pour permettre un réglage de leurs positions lors de la mesure.Cei onstitue un élément très important pour la mesure des oe�ients de transmission.9.1.2.5 Le système d'aquisitionLa soure et haque mirophone sont reliés à un système d'aquisition de type H.P. 3566/67 Apiloté par un PC (voir �gure (9.2)). Cet appareil est un analyseur multivoies (6 voies) et permet,grâe à un logiiel de traitement par FFT (Fast Fourier Transform), d'obtenir les fontions detransfert entre les di�érents mirophones. Cet analyseur pilote la soure alimentée par un signal detype sinus dont la fréquene varie par pas �xe dans une bande de hoisie (sinus glissant linéaire).Ainsi, il est possible d'obtenir, lorsque quatre mirophones sont utilisés ('est le maximum dansette étude), trois fontions de transfert sur une plage de fréquene quelonque. Ce système estutilisé pour déterminer le oe�ient de transmission du réseau dans le as linéaire.Pour l'étude de la propagation en régime non-linéaire, le dispositif pour déterminer les o-e�ients de transmission et de ré�exion ne peut être utilisé (la notion de fontion de transfertn'a pas de sens en régime non-linéaire). Une autre dispositif d'aquisition est mis en plae, quipermet de prendre en onsidération l'énergie de l'onde initiale (fondamental) transférée sur desharmoniques supérieurs par les non-linéarités. Le signal soure utilisé est un sinus pur qui génèreune réponse du système pour haque fréquene. A�n de simpli�er l'étude, nous avons hoisi detravailler ave un "sinus glissant" ou une "impulsion" qui, alliés ave un traitement numériquedu signal, permet de déterminer l'énergie de l'onde aoustique en fontion de la fréquene et dutemps.Les méthodes de traitement du signal utilisées sont expliitées dans la setion suivante. Lesrésultats de e traitement sont ensuite analysés dans le plan temps-fréquene où des grandeurspertinentes sont isolées. Le matériel informatique pour es mesures est omposé d'une mahineConurrent Computer Corporation (Maxion) de grosse apaité pouvant stoker les �hiers tem-porels. Un programme informatique a été développé au laboratoire, dans le adre d'une autreétude, par J. Piaut pour obtenir des signaux temporels synhrones entre eux et ave la soure.Pour ette étude, seuls deux mirophones sont néessaires et ils sont disposés dans les porte-mirophones situés de part et d'autre du réseau. Les signaux temporels de haque mirophonesont ensuite traités grâe à un programme érit en Fortran et utilisant des proédures ILS déve-loppé par J. C. Valière.9.2 Mesure des oe�ients de transmission et de ré�exionDe nombreuses proédures expérimentales permettent d'aéder aux paramètres aratéris-tiques des biportes aoustiques. Pour plus de détails, l'artile de M. Abom résume, de façonexhaustive, le travail e�etué dans e domaine de reherhe (voir Abom 1991 [114℄). Dans unpremier temps, quelques expliations théoriques sont néessaires pour aborder la méthode expé-rimentale en elle-même. La mesure de di�érentes grandeurs néessaires est ensuite expliitée etles inertitudes orrepondantes sont alulées.9.2.1 Calul des oe�ients de transmission et de ré�exionUn biporte aoustique est un système quelonque plaé entre deux tuyaux droits dans lesquelsse propagent des ondes planes. Les deux quantités p+ et p− (pression des ondes aller et retour)aratérisent l'état aoustique dans haun des tubes. Ainsi, l'élément entre es deux tubes peutêtre dérit par une relation matriielle liant les pressions des ondes "entrant" dans le biporte aux
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Fig. 9.2 � Dispositif expérimental pour déterminer les oe�ients de transmission et de ré�exiondu réseau.ondes "sortant" du biporte : [
p+
2

p−1

]
= S

[
p+
1

p−2

] (9.1)où les indies 1 et 2 désignent respetivement l'entrée et la sortie du biporte et où S est unematrie 2x2 appelée matrie de transfert. Les oe�ients de ette matrie dépendent de la géo-métrie du biporte, de la fréquene aoustique et éventuellement d'autres grandeurs (par exemplede l'éoulement).Le système étudié est représenté sur la �gure (9.3). Le biporte aoustique onstitué dans notreas par le réseau est plaé entre deux guides d'onde droits omprenant haun deux apteursde pression. Les pressions des ondes aller et retour sont dé�nies respetivement par p+
1 et p−1 enamont du réseau et p+

2 et p−2 en aval.Dans le domaine fréquentiel, la pression en tout point d'absisse x11 (amont du biporte)s'érit :
p(x11) = p+

1 (ejkx11 +R1e
−jkx11)où R1 = p−1 /p

+
1 est le oe�ient de ré�exion en amont du sytème (x11 = 0). De même, pour toutpoint x22 situé en aval du réseau, la pression est donnée par :

p(x22) = p+
2 (ejkx22 +

1

R2
e−jkx22)où R2 = p+

2 /p
−
2 est dé�ni omme le oe�ient de ré�exion en pression en aval du système(x22 = 0). Le oe�ient de transmission anéhoïque, noté T+, dé�ni omme le rapport des ondesde pression aller en aval et en amont du système, lorsque la terminaison est supposée parfaitementanéhoïque (auune onde de pression retour n'est présente dans la partie aval) s'érit :

T+ =
p+
2

p+
1

, quand p−2 = 0.
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Fig. 9.3 � Desription shématique d'un biporte aoustiqueDe même, le oe�ient de ré�exion R+ peut être exprimé sous la forme suivante :
R+ =

p−1
p+
1

, quand p−2 = 0.Les oe�ients "inverses" (obtenus par renversement des ondes) sont, de la même manière, dé�nispour un biporte quelonque par
T− =

p−1
p−2

, quand p+
1 = 0 et R− =

p+
2

p−2
, quand p+

1 = 0.Ces oe�ients, dont l'interprétation physique demeure simple, sont aussi les éléments de lamatrie de transfert et permettent d'érire la relation matriielle (9.1) sous la forme
[
p+
2

p−1

]
=

[
T+ R−

R+ T−

] [
p+
1

p−2

]
. (9.2)En normalisant ette expression par p+

1 , la propagation à travers le biporte est dérite par larelation [
T12

R1

]
=

[
T+ R−

R+ T−

] [
1

T12/R2

]
, (9.3)dans laquelle les di�érents paramètres sont dé�nis par :

R1 =
p−1
p+
1

, R2 =
p+
2

p−2
, T12 =

p+
2

p+
1

,et où T12 est le ÷�ient de transmission entre l'aval et l'amont du biporte.Lorsque le biporte est utilisé dans le adre de l'aoustique linéaire, il possède des propriétésliées à sa géométrie et aux onditions expérimentales. Ainsi, dans e travail, le réseau est supposésymétrique et réiproque e qui entraîne les relations :
R+ = R− = R et T+ = T− = T.Le biporte est don aratérisé par deux grandeurs à déterminer. La relation (9.3) devient

[
T12

R1

]
=

[
T R
R T

] [
1

T12/R2

]
. (9.4)



9.2 Mesure des oe�ients de transmission et de ré�exion 93Trois mesures, permettant de aluler R1, R2 et T12 su�sent don à dérire omplètement leomportement du système. Les oe�ients de ré�exion et de transmission du biporte sont alorsdonnés par :
T =

T12(1 −R1/R2)

1 − T 2
12/R

2
2

, et R =
(R1 − T 2

12/R2)

1 − T 2
12/R

2
2

. (9.5)9.2.2 Mesure des fontions de transfertLa aratérisation du biporte repose, don, sur la séparation des pressions des ondes alleret retour. A e jour, la méthode des fontions de transfert est la plus e�ae (pour plus dedétails, se reporter aux artiles de Seybert et Ross 1977 [115℄ et Seybert et Soenarko 1981 [116℄)pour e�etuer e travail 5. Cette méthode appelée "méthode à deux mirophones" utilise ommeson nom l'indique deux mirophones qui permettent de déterminer le oe�ient de ré�exion àl'entrée du biporte R1 à partir de la fontion de transfert H1
21 = p1(x12)/p1(x11) entre les deuxmirophones situés en x12 et en x11 (en amont du système). Grâe à sa dé�nition, R1 prend laforme suivante :

R1 =
H1

21e
jkx11 − ejkx12

e−jkx12 −H1
21e

−jkx11
. (9.6)De la même manière, R2 s'exprime à partir de la fontion de transfert H2

21 = p2(x22)/p2(x21)entre deux mirophones situés en aval du réseau :
R2 =

H2
21e

−jkx21 − e−jkx22

ejkx22 −H2
21e

jkx21
. (9.7)Finalement, le oe�ient de transmission T12 est déterminé à partir de la fontion de transfert

H21
11 = p2(x21)/p1(x11) et s'érit :

T12 = H21
11

ejkx11 +R1e
−jkx11

ejkx21 + 1/R2e−jkx21
. (9.8)Ainsi, les trois inonnues permettant de dérire omplètement le système se déduisent de lamesure des trois fontions de transfert entre deux apteurs situés en amont et deux apteurssitués en aval du réseau. La relation (9.5) su�t ensuite pour déterminer expérimentalement lesvaleurs des oe�ients de transmission et de ré�exion du biporte.9.2.3 Calul des inertitudes de mesureA�n de minimiser les erreurs sur les grandeurs mesurées, on doit hoisir des fréquenes tellesque les erreurs de mesure des fontions de transfert dHij orrespondent à une erreur minimalesur le oe�ient de ré�exion ou de transmission.Les variations des oe�ients de ré�exion en fontion de elles de la fontion de transfertsont données par la valeur de la dérivée de Ri,j par rapport à Hij qui s'érit

dR1,2

dHij
=

(e−jkxj +R1,2e
jkxj)2

2j sin k(xj − xi)
. (9.9)Cette expression montre que, quelle que soit la valeur des oe�ients, l'erreur ommise sur R estmaximale quand

sin k(xj − xi) = 0,'est à dire pour les fréquenes f
f =

nc

2∆xij
ave n entier. (9.10)5Elle est, généralement, utilisée pour déterminer les oe�ients de ré�exion en pression des disontinuités dansles guides d'onde, à partir de la mesure des pressions en deux points distints du guide.



94 9 Dispositif expérimental et traitement des donnéesAinsi, les oe�ients sont les moins sensibles aux erreurs de mesure lorsque les fréquenes utiliséessont telles que :
∆xij =

(2n+ 1)λ

4
, (9.11)soit

f =
(2n+ 1)c

4∆xij
. (9.12)Généralement, pour résoudre les problèmes d'inertitude de mesure liés à l'éartement des mi-rophones, trois mirophones ou plus sont utilisés de part et d'autre du biporte. Les mesuressont alors surdéterminées (Pahebat [117℄ et Ajello [118℄) et les oe�ients sont obtenus en ex-ploitant les fontions de transfert béné�iant des inertitudes les plus faibles. Dans e travail,il n'a pas été possible d'utiliser plus de deux mirophones de haque oté e qui pose des pro-blèmes importants autour de la valeur de la fréquene orrespondant au double de la distaneintermirophonique. Des erreurs importantes apparaîssent dans ette zone spetrale. De même,plus la distane entre mirophones est petite, plus la préision des aluls des oe�ients à bassefréquene est �ne. Toutes es remarques sur les paramètres montrent l'impossibilité, dans etteétude, d'annuler les erreurs de mesure. Il est aussi possible d'améliorer notablement les mesuresen disposant d'une sortie anéhoïque la plus performante possible. La sortie utilisée n'est pastrès e�ae pour les basses fréquenes mais possède un rendement tout à fait aeptable pourdes fréquenes au dessus de 1000 Hz.RemarquePlusieurs études préédent e travail ont été menées au laboratoire d'aoustique de l'Uni-versité du Maine dans le adre de thèses. Au ours de l'une d'elles on a developpé un ban àéoulement (Ajello 1998 [118℄) et mis en plae la tehnique de mesure des oe�ients de trans-mission et de ré�exion. La deuxième a utilisé ette tehnique et l'a mise en ÷uvre dans un adreoù des non-linéarités étaient présentes (Pahebat 1998 [117℄). L'utilisation de ette méthode dansnotre étude a été, bien évidemment, fortement in�uenée par es travaux ainsi que les di�érentsaluls néessaires à l'obtention des grandeurs désirées.9.3 Tehniques de traitement de signal9.3.1 IntrodutionCette setion est onsarée à l'étude de tehniques de traitement numérique pour analyser etaratériser le omportement du système aoustique. L'emploi de es méthodes permet la mise enévidene des non-linéarités présentes dans le système. Plusieurs tehniques sont disponibles pourillustrer les omportements non-linéaires et non stationnaires d'un système. Généralement, lesignal expérimental (dans notre as la pression aoustique) est la seule grandeur dont on dispose.Ce signal représente l'évolution d'une grandeur en fontion du temps et ontient toutes les infor-mations utiles à la aratérisation du système qui l'a produit. Les tehniques dérites dans ettesetion permettent d'illustrer es informations de manière laire en utilisant diverses représenta-tions du signal : temporelle, fréquentielle ou onjointe temps-fréquene. Ainsi, la ompréhensiondes phénomènes physiques présents est failitée.La tehnique "lassique", basée sur la transformée de Fourier, fournit une représentationfréquentielle du signal déomposé sur l'ensemble des fréquenes. Mais ette méthode n'est pasadaptée à des systèmes non stationnaires dont les aratéristiques spetrales varient au ours dutemps. Aussi, d'autres tehniques ont été développées pour traiter le as de signaux non station-naires et la notion de spetre instantané est utilisée (Ville 1948 [119℄) dé�nissant la fréqueneinstantanée (FI) d'un signal pour suivre l'évolution de son ontenu spetral en fontion du temps.



9.3 Tehniques de traitement de signal 95Cette grandeur est donnée par :
fi(t) =

1

2π

d

dt
[arg(zx(t))], (9.13)où zx(t) représente le signal analytique assoié au signal réel x(t) et est dé�ni par (Gabor 1946[120℄)

zx(t) = x(t) + jH[x(t)].où H[x(t)] est la transformée de Hilbert de x(t). Cette dé�nition peut se omprendre en étudiantle as d'un signal stationnaire y(t) dérit par
y(t) = Aejωtoù A représente l'amplitude (indépendante du temps). La fréquene f d'un tel signal est dé�niepar

f =
1

2πj

d

dt
[arg(y(t))].Pour sa part, un signal non stationnaire x(t) se met sous la forme

x(t) = A(t)ejφ(t)où l'amplitude dépendante du temps A(t) varie lentement et où φ(t) représente la phase qui,elle, a des variations beauoup plus rapides. Par analogie ave le as stationnaire, la notionde fréquene instantanée liée aux variations de la phase est développée et permet d'obtenir larelation (9.13). Par onséquent, les variations lentes de l'amplitude sont négligées. Cette notionthéorique a permis l'élaboration de méthodes d'estimation de la fréquene instantanée permettantla aratérisation de signaux non stationnaires.Deux méthodes, la transformée de Fourier à ourt terme (TFCT) et la distribution de Wigner-Ville (DWV), sont utilisées dans ette étude et permettent des représentations temps-fréquenedu signal. Grâe à es tehniques, l'analyse du omportement à la fois temporel et fréquentiel dusignal devient possible et la aratérisation des phénomènes non-linéaires beauoup plus aisée.9.3.2 La transformée de Fourier à ourt termeLa transformée de Fourier à ourt terme repose sur un prinipe d'analyse dit "lassique" quiest la transformation de Fourier TF X(f) dé�nie par :
X(f) =

∫ +∞

−∞
x(t)e−j2πftdt, (9.14)où x(t) représente le signal réel et f la fréquene. L'analyse onsiste à déomposer le signal sur unebase de signaux monohromatiques de fréquenes di�érentes. L'amplitude de haque fréquene

f est donnée par la valeur de X(f) orrespondante. De par sa dé�nition, la TF ne permet pasl'analyse des signaux non stationnaires puisque le temps n'intervient pas dans l'expression de
X(f). Ainsi, le moment d'apparition de haque fréquene ontenue dans le signal ne peut êtreonnu en utilisant ette méthode "lassique". Néanmoins, ette approhe peut être adaptée auxas non stationnaires en tronquant le signal réel par une fenêtre temporelle de durée �nie autourd'une date. Cette tehnique, appelée transformation de Fourier à ourt terme, est dé�nie pourun temps t0 et s'érit :

X(f, t0) =

∫ +∞

−∞
x(t)hτ (t− t0)e

−j2πftdt, (9.15)où hτ (t− t0) est la fenêtre temporelle entrée sur t0 et de longueur τ : 'est la TF d'un signal dedurée �nie autour de t0. La fréquene instantanée FI est déterminée en détetant la fréquene



96 9 Dispositif expérimental et traitement des donnéesd'amplitude maximum à haque temps t0. Cette estimation n'est orrete que lorsque les a-ratéristiques spetrales du signal évoluent peu sur la durée de la fenêtre temporelle τ . Pourl'analyse de signaux fortement non stationnaires, ette méthode engendre un ertain nombrede di�ultés parmi lesquelles une médiore préision fréquentielle. Une forte non stationnaritéoblige la rédution de la taille de la fenêtre temporelle et entraîne une impréision dans la dé-tetion de la FI due au prinipe d'inertitude. En e�et, la tronature du signal par une fenêtretemporelle orrespond à une onvolution par un sinus ardinal dont la largeur est inversementproportionnelle à la longueur de la fenêtre.9.3.3 La distribution de Wigner-VilleL'analyse onjointe temps-fréquene permet de suivre l'évolution temporelle des aratéris-tiques d'un signal non stationnaire. La fréquene instantanée, interprétée omme la fréquenemoyenne d'un signal à un instant donné, est l'une de es aratéristiques et elle est apablede suivre les hangements dans le spetre du signal. Les approhes temps-fréquene fournissentune représentation énergétique du signal dans le plan temps-fréquene et permettent don uneestimation de ette fréquene instantanée. La distribution de Wigner-Ville fait partie de estehniques et a été adaptée au traitement du signal par Ville (Flandrin 1993 [121℄) à partir destravaux de Wigner en méanique quantique.La distribution de Wigner-Ville est une transformation bilinéaire dé�nie par :
Wx(f, t) =

∫ ∞

−∞
zx(t+

τ

2
)z∗x(t−

τ

2
)e−j2πfτdτ (9.16)où zx(t) est le signal analytique assoié au signal réel x(t). Cette transformation est une fontionà deux variables dé�nie dans le plan temps-fréquene et donne une présentation de l'énergie danse plan. Néanmoins, elle ne permet pas d'aéder à la fréquene instantanée diretement. Celle-iest donnée par le premier moment de la distribution mais ette méthode apparaît extrêmementsensible au bruit et longue en temps de alul (Valeau 1999 [122℄). La loalisation énergétiquedans le plan temps-fréquene est optimale pour une modulation linéaire du signal mais, pourune modulation arbitraire, des interférenes dues aux termes quadratiques apparaîssent autourde la loi de loalisation de l'énergie et ompliquent fortement l'analyse. Ainsi, la détetion de lafréquene instantanée devient di�ile. Pour remédier à es problèmes, on tente de se rapproherd'une modulation linéaire du signal en introduisant une fenêtre temporelle dans le alul de ladistribution de Wigner-Ville. La pseudo distribution de Wigner-Ville est dé�nie par :

PWx(f, t) =

∫ ∞

−∞
|h(τ)|2zx(t+

τ

2
)z∗x(t−

τ

2
)e−j2πfτdτ (9.17)où h(τ) est une fenêtre temporelle de longueur τ . La fréquene instantanée se détermine enreherhant la fréquene d'amplitude maximum sur haque fenêtre et en l'assoiant au temps

t. Les mêmes restritions que pour la TFTC apparaîssent et une limite est renontrée pour dessignaux fortement non stationnaires. Ainsi, un juste ompromis doit être trouvé entre la taillede la fenêtre et la préision fréquentielle.9.3.4 ConlusionL'appliation de es deux méthodes sur des signaux aratérisant la propagation dans unréseau aoustique a été entreprise dans la suite de e travail. Les non-linéarités sont lairementmises en évidene pour de fortes intensités sonores. La dispersion d'un tel milieu est montréeexpérimentalement et une détermination de la vitesse de groupe de l'onde aoustique en fontionde la fréquene est obtenue. En outre, l'étude des e�ets des non-linéarités sur la loalisation dansles réseaux est abordée et des notions énergétiques aratérisant la transmission sont développéesà partir de résultats expérimentaux. Tous es résultats sont exposés dans la partie onsarée àl'étude expérimentale de la propagation dans les réseaux aoustiques.



Chapitre 10Le résonateur de Helmholtz : théorie etexpériene10.1 IntrodutionLe résonateur de Helmholtz a, depuis de nombreuses années, susité un grand intérêt dans ledomaine des reherhes en aoustique (Ingard 1953 [123℄). Parallèlement, les e�ets non-linéairesd'un ori�e ont toujours été étudié (Ingard et Labate 1950 [124℄, Ingard 1970 [125℄, Cummings1986 [126℄, Thurston et al 1957 [127℄) e qui a permis, entre autres, le développement de modèlesnon-linéaires pour le résonateur de Helmholtz (Ingard 1953 [123℄, Bies et Wilson 1957 [128℄).Depuis, de nombreuses études sont apparues dans la littérature sur la prise en ompte des non-linéarités dans le omportement des résonateurs en général (Cummings et Eversman 1983 [129℄,Gusev 1984 [130℄, Zaikin et Rudenko 1996 [131℄, Ilinskii et al 1998 [132℄) et des résonateursde Helmholtz en partiulier (Innes et Grighton 1989 [133℄, Rudenko et Khirnykh 1990 [134℄,Boullosa et Orduña-Bustamante 1992 [135℄, Balin et al 1993 [136℄). Ce sont es omportementsnon-linéaires qui ont orienté notre hoix pour la présene de résonateurs de Helmholtz dans leréseau aoustique.Ce hapitre est onsaré à l'étude du omportement non-linéaire des résonateurs de Helm-holtz qui forment le réseau aoustique. Les impédanes d'entrée linéaire et "non-linéaire" de esrésonateurs sont aratérisées et une évaluation expérimentale permet de véri�er notre modèle.10.2 Desription du résonateurLe dispositif expérimental (dérit dans le hapitre 2) met en ÷uvre des dérivations qui sontdes résonateurs de Helmholtz (�gure 10.1). Ces résonateurs sont onstitués d'un petit tube desetion sc et de longueur lc faisant o�e de ol du résonateur et d'un plus grand tube de setion
sV et de longueur lV bouhé à l'autre bout par un piston réglable. Ce dernier tube représente levolume du résonateur de Helmholtz V0 et il est supposé beauoup plus grand que le volume du oldu résonateur. Ces dérivations possèdent une fréquene de résonane de Helmholtz mais aussid'autres résonanes dues aux di�érentes longueurs présentes dans le dispositif. La résonaneproduite par le ol n'est pas onsidérée dans les résultats présentés ar elle apparaît à hautefréquene.10.3 Modèle non-linéaire du résonateur de HelmholtzLe modèle dérit dans ette étude est basé sur un artile de Boullosa et Orduña-Bustamante(Boullosa et Orduña-Bustamante 1992 [135℄). La notion d'impédane (ou admittane) "non-linéaire" est développée en utilisant la relation fondamentale de la dynamique appliquée à la97
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ln l′n DFig. 10.1 � Desription du dispositif expérimental utilisé.masse d'air jugée inompressible du ol du résonateur. Cette notion dé�nie une admittane"non-linéaire" qui apparaît omme une orretion du as linéaire et qui dépend de l'amplitudede la pression dans le tube prinipal. Don, dans un premier temps, il faut mettre en évidene learatère non-linéaire de la fore élastique produite par la avité du résonateur.10.3.1 Utilisation des propriétés élastiques de l'airLe résonateur de Helmholtz étudié est dérit par la �gure (10.1). Quand les dimensions durésonateur sont beauoup plus petites que la longueur d'onde, deux hypothèses peuvent êtrefaites :� (a) la pression à l'intérieur du résonateur est uniforme ;� (b) la portion d'air du ol se déplae en phase omme un piston.Grâe à es remarques, un modèle simple de résonateur de Helmholtz est formulé : l'air omprisdans le ol est un simple piston de massem et le volume d'air de la avité ontribue au mouvementde ette masse omme un ressort restituant une fore appliquée au piston (voir �gure (10.2)).Les fores dissipatives peuvent être prises en ompte mais e n'est pas le as dans e modèle. Enrevanhe, elles apparaîssent dans le alul de l'admittane d'entrée linéaire du résonateur.Les propriétés élastiques du ressort représentant l'air de la avité sont alulées à partir del'équation des proédés thermodynamiques apparaissant dans l'air. Si la fréquene est assez bassepour que les phénomènes mis en jeu soient isothermes, la loi de Laplae adiabatique est
P = P0
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masse mFig. 10.2 � Analogie méanique du omportement d'un résonateur de Helmholtz.



10.3 Modèle non-linéaire du résonateur de Helmholtz 99où P0 et V0 sont respetivement les valeurs de référene de la pression atmosphérique et duvolume de la avité, et γ = Cp/Cv le rapport des haleurs spéi�ques (γ = 1.4).La variation de pression par rapport à la pression absolue due au petit déplaement x de lamasse d'air du ol vers l'extérieur du résonateur est
∆P

P0
= −

[
γ
scx

V0
− γ(γ + 1)

2

scx

V0

2
+ o(x3)

]
. (10.1)De ette relation, la fore ausée par l'air de la avité sur le piston du ol est donnée par

Fres = ∆Psc = −ρc
2s2c
V0

[x− αx2 + o(x3)] (10.2)où la loi thermodynamique pour un gaz parfait P0 = ρc2

γ a été utilisée, où α = 1
2(γ + 1)ζ ave

ζ = sc

V0
. Pour les amplitudes importantes des déplaements dans le ol, ette fore n'est paslinéaire en x et plusieurs onstantes sont néessaires pour dérire le omportement du résonateurde Helmholtz.10.3.2 Détermination de l'admittane d'entrée du résonateurGrâe à la relation fondamentale de la dynamique appliquée au déplaement de la masse d'airdu ol soumis à une fore extérieure fe(t) et en négligeant les frottements, on obtient l'équationdu mouvement de la masse d'air m :

ẍ+ ω2
0 [x− αx2 + o(x2)] =

fe(t)

m
(10.3)où ω2

0 = scc2

V0l′c
est la fréquene de résonane du résonateur de Helmholtz. l′c représente la longueurorrigée du ol du résonateur. Les orretions sont dues au rayonnement de e ol dans la avitédu résonateur et dans le tube prinipal. La fore extérieure est reliée à la pression P dans le tubepar la relation

fe(t)

m
=

P

ρl′c
ejωtet des solutions harmoniques sont herhées (de la forme ejωt). La relation (10.3) devient

jωẋ+ ω2
0(1 − α

ẋ

jω
)
ẋ

jω
=

P

ρl′c
. (10.4)L'impédane d'entrée du résonateur est dé�nie omme le rapport de la pression sur la vitesse àl'entrée du résonateur. En posant v = ẋ, dans le as linéaire (α = 0), ette impédane est donnéepar :

Zl = jωρl′c(1 − ω2
0

ω2
)et dépend de la fréquene de l'onde se propageant dans le guide prinipal. En revanhe, dansle as non-linéaire (α 6= 0), l'impédane d'entrée "non-linéaire" Znl du résonateur s'exprime enfontion de l'impédane linéaire et de la pression à l'entrée du résonateur :

Znl = Zl + αρl′c
ω2

0

ω2

P

Zl
. (10.5)Le seond terme peut être vu omme une orretion à l'impédane linéaire. Il dépend de l'am-plitude de l'onde de pression à l'intérieur du tube prinipal et d'un oe�ient de non-linéarité

α. L'admittane d'entrée "non-linéaire" du résonateur dé�nie par
Ynl = 1/Znl
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Ynl = Yl

{
1

1 + αρl′c
ω2

0

ω2Y
2
l P

}
. (10.6)Cette expression non-linéaire de l'admittane d'entrée dépend de la valeur du oe�ient α de lanon-linéarité. Si ζ ≪ 1 e qui orrespond à un volume V0 grand, le omportement du résonateurest linéaire et son admittane pourra être approximée à l'admittane linéaire Yl. De même, sila fréquene de l'onde est beauoup plus grande que la fréquene de résonane de Helmholtz, leterme non-linéaire est enore négligeable. Don, seul le as de la fréquene de l'onde prohe de lafréquene de résonane alliée à une valeur de ζ non nulle implique un omportement non-linéairedu résonateur. Ainsi, l'étude des e�ets non-linéaires se limitera à une plage de fréquenes autourde la fréquene de résonane de Helmholtz.Pour être tout à fait omplet dans la détermination de l'admittane d'entrée du résonateurde Helmholtz, on doit enore déterminer la valeur de ette admittane dans un as linéaire en yinluant les pertes viso-thermiques. Pour ela, la valeur de la orretion du ol doit être alulée.La méthode des matries de propagation à l'intérieur du résonateur semble être la plus �ableet ette approhe est dérite dans la suite de e travail. Mais tout d'abord, les e�ets des non-linéarités sont quanti�és au moyen d'un alul analytique permettant de déterminer la fréquenede résonane lorsque les non-linéarités sont prises en ompte.10.3.3 E�et des non-linéarités sur la fréquene de résonanePour déterminer la fréquene de résonane d'une avité quelonque, il su�t d'annuler sonimpédane d'entrée ou, de manière équivalente, de rendre in�nie son admittane d'entrée. Pourela, on utilise l'expression approhée de l'admittane d'entrée linéaire d'un résonateur de Helm-holtz et on alule la fréquene de résonane en fontion du oe�ient de non-linéarité α et del'amplitude de l'onde de pression.On a établi plus haut l'expression de l'admittane "non-linéaire" :

Ynl = Yl

{
1

1 + αρl′c
ω2

0

ω2Y
2
l P

}
, (10.7)où Yl est donnée par son expression approhée

Yl =
1

jωρl′c

1

(1 − ω2
0

ω2 )
. (10.8)Ainsi, Ynl peut se mettre sous la forme :

Ynl =
1

1/Yl + αρl′c
ω2

0

ω2YlP
. (10.9)La pulsation orrespondant à la fréquene de résonane prenant en ompte les e�ets non-linéaires

ωnlres est trouvée en annulant le dénominateur. Après quelques manipulations algébriques, l'équa-tion s'érit : [
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]
= 0, (10.10)dont les deux solutions possibles pour la valeur de la pulsation ωnlres sont :
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(10.11)



10.4 Calul de l'impédane d'entrée linéaire d'un résonateur de Helmholtz 101Ces deux solutions doivent être onfrontées aux résultats expérimentaux pour onnaître elle quipossède un sens physique. A priori, on peut s'attendre à une fréquene de résonane plus faibleque le as linéaire puisque la non-linéarité ajoute un terme de volume (raideur) à la avité. Cesremarques seront reprises lors de la setion onsarée aux résultats expérimentaux.10.4 Calul de l'impédane d'entrée linéaire d'un résonateur deHelmholtzLe résonateur de Helmholtz est omposé de deux tubes de setion intérieure et de longueurdi�érentes (�gure (10.1)). Les impédanes aratéristiques de es deux tubes sont respetivement
Zc et ZV pour le ol (indie c) et le volume de la avité (indie V ). Le résonateur est branhéau point E sur un tube de setion S dans lequel se propage l'onde de pression. La pression et ledébit sont don PE et UE au point d'intersetion entre le tube et la dérivation.Pour déterminer l'impédane d'entrée du résonateur, on utilise la notion de matrie de pro-pagation qui met en relation la pression et le débit en deux points d'un guide d'onde. Les pertesviso-thermiques sont alulées grâe à la théorie de Kirho� et sont prises en ompte dans lemodèle par l'intermédiaire des impédanes aratéristiques. Mais tout d'abord, on étudie le assans dissipation.10.4.1 Cas sans perteLa matrie de propagation sans perte dans un tube de setion S et de longueur L entre lepoint D et F s'érit :

(
PF
UF

)
=

(
cos(kL) jZ sin(kL)
j
Zc

sin(kL) cos(kL)

)(
PD
UD

)
, (10.12)où P représente la pression, U le débit et Z = ρc

S . Le résonateur est onstruit ave deux guidesirulaires dont l'un est fermé à son extrémité. Les onditions aux limites (extrémité du réso-nateur) sont don onnues : le débit sur la paroi est nul et la pression est notée P . La matrie(pression débit)t à l'entrée du résonateur (point E) s'exprime en fontion de es onditions auxlimites sous la forme :
(
PE
UE

)
=

(
cos(klc) jZc sin(klc)
j
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sin(klc) cos(klc)
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1 jZck(∆l)
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cos(klV ) jZV sin(klV )
j
ZV

sin(klV ) cos(klV )

)(
P
0

)(10.13)où la première matrie à gauhe du seond membre représente la propagation dans le ol durésonateur, la deuxième les disontinuités de setion entre le ol et la avité et entre le ol et letube prinipal, et la troisième la propagation dans la avité du résonateur. L'impédane d'entréedu résonateur dé�nie omme le rapport entre la pression et la vitesse au point E est donnée par
Zl =

1

j
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cos(klc) cos(klV ) − Zc

ZV
k(∆l) cos(klc) sin(klV ) − Zc

ZV
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1
Zc

cos(klV ) sin(klc) − 1
ZV
k(∆l) sin(klc) sin(klV ) + 1

ZV
cos(klc) sin(klV )

]
, (10.14)où ∆l représente la longueur ajoutée au ol du résonateur due aux disontinuités des setions. Leraordement des modes supérieurs entre le ol et le guide prinipal implique une orretion delongueur ∆lc pour la partie du ol débouhant sur le tube donnée par (Dubos et al 1999 [137℄) :

∆lc =
8π

3
(1 − 0.227ǫ − 1.28ǫ2 − 1.5ǫ3 − 0.834ǫ4)rc, (10.15)où ǫ = sc

S est le rapport des setions du ol et du tube prinipal et rc le rayon du ol. Du oté dela avité du résonateur, la orretion de longueur ∆lV est alulée en approximant le mouvement



102 10 Le résonateur de Helmholtz : théorie et expérienede la masse d'air du ol à un piston plan dans un éran in�ni et s'érit :
∆lV =

8

3π
rc. (10.16)La orretion de longueur totale ∆l est approximée par la somme de es deux longueurs ajoutéesmême si, en toute rigueur, l'interation des modes supérieurs doit être prise en ompte.10.4.2 Cas ave pertesLes pertes viso-thermiques survenant lors de la propagation dans les di�érents tubes sonttrès bien modélisées par la théorie de Kirho�. La desription de la propagation se fait sous formede ligne de transmission, ave pour grandeurs aratéristiques la pression aoustique et le débitaoustique. Les aratéristiques de la ligne sont :

Zv = jωρ
S
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√
2
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(1 − j)
]
,

Yt = jωS
ρc2

[
1 + (γ − 1)

√
2
rt

(1 − j)
]
,

(10.17)où Zv est l'impédane linéique en série, Yt l'admittane linéique en série, S la setion du tube derayon r et
γ =

Cp

Cv
est le rapport des haleurs spéi�ques,

rv = r(ωρµ )1/2 où µ est le oe�ient de visosité de l'air,
rt = r(

ωρCp

λ )1/2 où λ est la ondutivité thermique de l'air.Dans e as, la onstante de propagation Γ et son impédane aratéristique Zc sont donnéespar :
Γ = (ZvYt)

1/2,

Zc = (Zv

Yt
)1/2.

(10.18)Les pertes visqueuses sont prises en ompte dans l'impédane linéique en série et les pertesthermiques dans l'admittane linéique en série. La relation matriielle entre l'entrée et l'extrémitéfermée du résonateur prend la forme :
(
PE
UE

)
=

(
cosh(Γclc) Zcc sinh(Γclc)
1
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sinh(Γclc) cosh(Γclc)
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1 ZccΓc(∆l)
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cosh(ΓV lV ) ZcV sinh(ΓV lV )
1

ZcV
sinh(ΓV lV ) cosh(ΓV lV )
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P
0

)
, (10.19)dans laquelle les indies c et V sont reliés respetivement au ol et au volume de la avité durésonateur. Le alul de l'admittane d'entrée ave pertes se fait de la même façon que dans leas où les pertes ne sont pas prises en ompte.10.5 Résultats expérimentauxCette setion est onsarée à la omparaison de résultats expérimentaux et des résultatsde la simulation numérique orrespondante. La simulation numérique est basée sur la méthodematriielle développée dans la première partie théorique de e travail. Les équations sont rappeléesbrièvement puis l'approhe expérimentale est dérite. Finalement, les résultats sont omparés etdes orretions sont apportées au modèle pour améliorer son e�aité.



10.5 Résultats expérimentaux 10310.5.1 Équations et approhe expérimentaleLa méthode des matries de transmission est utilisée pour la simulation numérique et lapropagation est dérite à partir des onditions en bout de tube puisque e sont les seules quel'on maîtrise. Deux onditions aux limites di�érentes sont abordées :� la ondition tube fermé où le débit aoustique est nul,� la ondition tube ouvert où la pression aoustique est nulle.Le système reliant les amplitudes des ondes aller et retour de haque oté d'une dérivation estdonné par : 
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(10.20)où σn = −jωρ sc

S Ynl et ln et l′n représentent respetivement les distanes à gauhe et à droite durésonateur (�gure (10.1)). Les amplitudes de l'onde aux points xn+1 et xn s'érivent respetive-ment (An+1Bn+1)
t et (AnBn)

t. Pour pouvoir utiliser es relations, l'impédane de la terminaisondu tube est ramenée au niveau du point de mesure xn+1. Le veteur pression-débit (P U)t donnela pression en xn+1 en fontion de la pression et du débit aoustique au niveau de la terminaison :
P (xn+1) = cos(kD)Pterm + jZc sin(kD)Uterm (10.21)où D est la distane séparant le point xn+1 de la terminaison et où Zc est l'impédane ara-téristique du guide d'onde. Après quelques manipulations algébriques, les amplitudes des ondesaller et retour en xn+1 sont déterminées et sont reliées par :� Bn+1 = −An+1[

1+cot(kD)
j cot(kD)−1 ] lorsque le tube est fermé,� Bn+1 = An+1[

1+j tan(kD)
j tan(kD)−1 ] lorsque le tube est ouvert.Il est important de remarquer que, pour le as du tube ouvert, la distane D doit être orrigéepour prendre en ompte les e�ets du rayonnement vers l'extérieur.La fontion de transfert entre le point situé après le résonateur et elui situé avant est dé-terminée en �xant l'amplitude de la pression au point xn+1. Cette fontion de transfert est dondé�nie par :

H =
P (xn+1)

P (xn)
=
An+1 +Bn+1

An +Bn
. (10.22)Les di�érentes longueurs ln et l′n séparant les mirophones sont intégrées dans les relations (10.20)et les amplitudes sont relevées au point xn+1.RemarqueDes études expérimentales de résonateurs de Helmholtz, en régime linéaire et quelques foisnon-linéaire, ont déjà été présentées dans la littérature (Selamet et Radavih 1999 [138℄, Boullosaet Orduña-Bustamante 1992 [135℄). En e qui onerne les travaux en régime linéaire, les om-paraisons proposées entre résultats expérimentaux et modèles théoriques, mettent en évidenede légères di�érenes sur la valeur des fréquenes de résonane. Dans la plupart des as, etéart ne dépasse pas quelques hertz (Selamet et Radavih 1999 [138℄). Dans l'étude présentée, lesfréquenes de résonane déterminées au moyen du modèle analytique orrespondent aux valeursexpérimentales pour le régime linéaire. Pour obtenir es résultats, nous avons utilisé une valeurde la orretion de longueur, due aux disontinuités de setion, donnée par :

∆l = (0.6 + 0.8)rc.



104 10 Le résonateur de Helmholtz : théorie et expériene10.5.2 Résultats10.5.2.1 Fontion de transfert linéaire d'un résonateur de HelmholtzCe paragraphe est onsaré à la validation de la simulation numérique de la fontion detransfert entre deux points situés de part et d'autre du résonateur dans l'approximation linéaire.Plusieurs as sont testés et omparés aux résultats expérimentaux.Le résonateur étudié dans e paragraphe est omposé d'une avité de hauteur lV = 11.5 m etles di�érentes distanes sont : ln = 10 m, l′n = 10 m et D = 10 m. La �gure (10.3) représentela omparaison de la simulation et de l'expériene pour le as d'un tube prinipal ouvert à sonextrémité. Très peu de di�érenes sont observées pour la position des di�érents pis de résonaneou d'anti-résonane sur l'axe des fréquenes. A part pour les fréquenes élevées où les di�érentesapproximations utilisées dans la simulation atteignent leurs limites de validité (notamment lesorretions de longueur dues aux impédanes de rayonnement), les résultats de la simulation sonten bon aord ave les résultats expérimentaux. En e qui onerne les amplitudes de es pis,en revanhe, une nette surévaluation est mise en évidene. Cei est dû au fait que le modèle neprend pas en ompte les pertes viso-thermiques. En outre, il n'est pas exlu que des fuites dansl'expériene puissent être une des auses de et éart.La première résonane du résonateur de Helmholtz se situe autour de 400 Hz et est très bienprédite par la simulation autant pour l'amplitude que pour la position. La présene du résonateurentraîne aussi une deuxième résonane autour de 1600 Hz ausée par le tube faisant o�e deavité prinipale du résonateur de Helmholtz. D'autres résonanes, plus élevées, sont le résultatde la présene du résonateur mais leurs valeurs ne permettent pas de les faire �gurer sur egraphe.Pour �nir, nous avons hoisi de omparer les résultats expérimentaux et de la simulationnumérique pour un tube ouvert sans dérivation (�gure (10.4)). L'éart en amplitude est toujoursprésent et ne hange pas par rapport au as du résonateur en dérivation. Cette omparaisonon�rme la justesse de la méthode des matries de transfert utilisée dans la simulation numérique.En outre, la parfaite adéquation qui existe entre le alul analytique et la simulation numériquede la fontion de transfert pour une dérivation branhée sur le tube prinipal entérine le hoixd'utiliser l'approhe matriielle pour simuler la propagation dans un réseau.Les �gures (10.5) et (10.6) proposent les phases déroulées des fontions de transfert étu-diées préédemment. Leur omparaison permet d'illustrer l'e�et de la présene du résonateur deHelmholtz sur la propagation à l'intérieur du tube. La première résonane du résonateur déalela première résonane du tube (déphasage de π lorsqu'une résonane est présente) d'une in-quantaine de Hertz. Quant à la deuxième résonane (dûe à la avité du résonateur), elle apparaîtaussi autour de 1600 Hz sur la phase de la fontion de transfert.
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Fig. 10.5 � Phase de la fontion de transfert expérimentale pour un résonateur de Helmholtzave un tube ouvert.
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Fig. 10.6 � Phase de la fontion de transfert expérimentale pour un tube ouvert sans dérivation.



10.5 Résultats expérimentaux 10710.5.2.2 Mise en évidene du omportement non-linéaireRemarques préliminairesDans e paragraphe, deux tailles de résonateurs sont étudiées pour appréhender les e�etsdu volume de la avité prinipale sur le omportement non-linéaire. La plupart des résultatsprésentés dans e travail sont obtenus ave un résonateur dont la avité possède une hauteurmaximale (lV = 16.5 m). Par onvention, la hauteur du résonateur n'est mentionnée, dans letexte ou la légende se rapportant à la �gure, uniquement dans les as où sa valeur n'est pasmaximale. Ainsi, les deux derniers graphes de ette étude se rapportent à un résonateur dehauteur lV = 6.5 m. La �gure (10.1) dérit le dispositif expérimental. Les trois distanes ln, l′net D sont toutes identiques et égales à 25 m.La dernière remarque porte sur la position du mirophone servant de référene pour l'in-tensité aoustique à l'intérieur du guide prinipal. Les quatres premières �gures qui mettent enévidene, de fa�on expérimentale, le omportement non-linéaire d'un résonateur de Helmholtzont été obtenues en relevant l'amplitude de la pression sur le mirophone M1 (en amont du ré-sonateur). Pour les suivantes (omparaison théorie-expériene), les niveaux sonores sont relevéssur le mirophone M2 (en aval de la dérivation). Il n'y a don pas de orrespondane préise, ene qui onerne l'intensité sonore, entre es deux types de résultats.RésultatsTout d'abord, les e�ets des non-linéarités sont mis en évidene par les résultats expérimentauxdonnés par les �gures (10.7) où l'amplitude et la phase de la fontion de transfert entre deuxpoints situés de part et d'autre du résonateur de Helmholtz sont présentées. Chaque ourbe estobtenue ave une amplitude de la pression aoustique di�érente allant de 96 dBspl pour la plusfaible à 132.6 dBspl pour la plus élevée (es intensités sont relevées au niveau du mirophoneen amont du résonateur). Les e�ets non-linéaires sont visibles : le trou dans l'amplitude de lafontion de transfert dû à la résonane de Helmholtz (300 Hz) se résorbe et la valeur de lafréquene de ette résonane (dé�nie omme la fréquene du minimum de l'amplitude) diminueave l'aroissement de l'intensité de l'onde inidente. Les mêmes phénomènes se retrouvent enobservant la phase de la fontion de transfert. Un déphasage se produit lors de la résonanequi se déale vers la gauhe quand l'amplitude de la pression augmente. Ce déphasage diminuelui aussi, e qui montre que la résonane a tendane à disparaître quand l'amplitude s'aroît.Les non-linéarités ont don pour e�et d'annihiler le r�le absorbant du résonateur autour de safréquene de résonane. Le deuxième pi de résonane visible sur es ourbes (autour de 315 Hz)est lui aussi a�eté par les non-linéarités. Ce pi est le résultat du ouplage entre une résonanedu tube et le résonateur. Le fait que son amplitude diminue ave l'aroissement de l'intensitéde l'onde montre que les e�ets non-linéaires ne sont pas restreints à la fréquene de résonane deHelmholtz mais à une plage fréquentielle autour de elle-i.En outre, es �gures présentent un amonellement de ourbes au niveau des intensités lesplus basses dans le guide. Cette observation permet de mettre en évidene la plage de linéarité.Le déalage de la fréquene de résonane ne ommene à être visible qu'à partir d'une intensitéaoustique de 104 dBspl (voir la �gure (10.8)). Il existe don une zone pour les valeurs du niveausonore pour laquelle les e�ets non-linéaires sur la fréquene de résonane sont inexistants. Néan-moins, le omportement du résonateur reste non-linéaire puisque une diminution de l'amplitudede la fontion de transfert et du déphasage de sa phase se produit pour des amplitudes omprisesentre 96 et 104 dBspl.Le déalage de la fréquene de résonane de Helmholtz est de signe négatif omme le montre la�gure (10.9). La valeur ωnlres2 déterminée dans les aluls préédents (setion préédente) est donretenue pour le modèle non-linéaire du résonateur de Helmholtz. Les résultats expérimentaux etthéoriques de la valeur absolue de et éart par rapport à la fréquene de résonane linéaire ω0



108 10 Le résonateur de Helmholtz : théorie et expérienesont omparés sur la �gure (10.9). Il apparaît une nette sous estimation des e�ets non-linéairesdu modèle dans le déalage de la fréquene de résonane. En revanhe, la pente de la droite(le graphe est traé en éhelle log-log) est en bon aord ave les résultats expérimentaux. Uneorretion peut ainsi être apportée au modèle développé en surévaluant la valeur du oe�ientdes non-linéarités α. En e�et, pour la valeur α = 15 (au lieu de 1.88 dans le modèle théorique),la omparaison de l'expériene ave la théorie est satifaisante. La �gure (10.9) illustre es proposet met en évidene les e�ets non négligeables des non-linéarités dans la réponse d'un résonateurde Helmholtz : le déalage de la fréquene de résonane atteint, à 130 dBspl, plus de 10 Hz avesa valeur linéaire initiale.Pour parfaire ette étude, la fontion de transfert, ompte tenu du omportement non linéairedu résonateur, est simulée pour di�érentes valeurs de l'intensité aoustique. Ces ourbes sonttraées sur les �gures (10.10), (10.11) et (10.12) pour des amplitudes de 96 et 134 dBspl au niveaudu mirophone aval. Les non-linéarités ont tendane, omme dans les résultats expérimentaux,à réhausser l'amplitude de la fontion de transfert autour de la fréquene de résonane et àdéaller ette fréquene vers la gauhe. En revanhe, le deuxième pi (résonane du tube) n'estpas a�eté omme 'est le as dans la réalité. Cette di�érene entre la simulation et l'expérienemet en lumière un défaut majeur du modèle : les e�ets non-linéaires n'apparaîssent que surune plage restreinte autour de la fréquene de résonane et n'ont pas l'intensité attendue. Cetteremarque peut s'expliquer par la simpliité du modèle utilisé qui ne peut pas prendre en omptetous les e�ets non-linéaires survenant dans le résonateur. Les mouvements tourbillonnaires dus àun déollement sur les angles droits que forment les disontinuités entre le ol et la avité ou le olet le tube prinipal, font partie de es e�ets non pris en ompte. Pour autant, le omportementgénéral des e�ets non-linéaires est retrouvé par la simulation même si, pour l'amplitude ommepour la phase, les valeurs des éarts ausés par la présene de non-linéarités sont sous estiméespar rapport à la réalité.En e�et, une nette di�érene d'amplitude de la fontion de transfert apparaît entre les résul-tats simulés et expérimentaux pour une intensité de 134 dB (voir la �gure (10.11)). Comme etéart semble dépendre de l'amplitude de l'onde (voir la �gure (10.10) où la théorie et la simula-tion sont omparées pour 96 dBspl), la soure de ette di�érene peut venir de la mauvaise priseen ompte des pertes viso-thermiques pour de grandes amplitudes dans le modèle. Ces pertessont plus onséquentes lorsque l'intensité sonore est élevée ar des harmoniques supérieurs sontexités : la présene de es harmoniques, de fréquenes plus élevées, augmente la part des pertes,proportionelles à √
ω. Le modèle développé dans ette étude n'en tenant pas ompte, ette re-marque peut être une des auses de la sous estimation des phénomènes non-linéaires. Pour equi onerne la phase, les mêmes défauts sont mis en évidene. Cet éart entre la simulation etl'expériene vient ertainement de l'addition de la mauvaise détermination des pertes et de lavision trop simpliste des e�ets non-linéaires.En�n, un dernier problème attire notre attention lors de l'analyse de es graphes. Lorsque lavaleur de α est orrigée d'après les données du déalage de la fréquene de résonane, l'amplitudede la fontion de transfert simulée présente un "pi" (voir la �gure (10.12)) inexistant dans lesrésultats expérimentaux. Cette orretion, sensée pallier la faiblesse du modèle, introduit unartéfat de alul dont la ause est di�ile à erner. La seule observation que l'on puisse faireest que e "pi" apparaît à la �n de la plage fréquentielle perturbée par les non-linéarités. Ilest peut être dû à une disontinuité dans le modèle : les résonanes du tube prinipal prennentsubitement le dessus sur les e�ets du résonateur e qui ause un "saut" dans l'amplitude de lafontion de transfert simulée. Il faut toutefois noter que ette erreur n'apparaît que pour uneintensité sonore prohe de 130 dB qui est un as extrême dans ette appliation.Finalement, les résultats, pour un volume de hauteur 6.5 m et pour une intensité de 125.5dBspl, sont présentés sur la �gure (10.13). La omparaison des résultats théoriques (non orrigés)et expérimentaux semble bien meilleure que pour le as préédent. Les e�ets des non-linéaritésdépendent du volume de la avité et le modèle prédit de façon bien meilleure la réalité lorsque



10.5 Résultats expérimentaux 109e volume est plus faible. Comme les résultats de la simulation épousent de façon satisfaisantele omportement du résonateur autour de sa fréquene de résonane, on peut penser que lese�ets non-linéaires annexes (omme les tourbillons dont on a déjà parlé), qui ne sont pas pris enompte dans le modèle, oupent une part moins importante dans la réponse de e résonateurde Helmholtz. L'analyse du modèle onlut à une augmentation des e�ets non-linéaires lorsquele volume de la avité augmente, e qui orrobore les propos préédents. Pour illustrer ette der-nière remarque, on peut approximer le omportement du résonateur de Helmholtz à un systèmemasse-ressort (voir la �gure (10.2)). Lorsque le volume de la avité est petit, le ressort est onsi-déré omme "dur" alors que lorsque le volume est grand, il peut être onsidéré omme "mou".Intuitivement, on omprend que le omportement non-linéaire d'un ressort "mou" apparaît plusfailement et plus rapidement que pour un ressort "dur" e qui expliquerait que le modèle soitplus prohe de la vérité dans le as où le volume est petit (seuls les e�ets non-linéaires dûs àl'élastiité de l'air sont visibles).
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Fig. 10.7 � Fontion de transfert d'un résonateur de Helmholtz branhé pour des amplitudes depression aoustique au niveau du mirophone amont (M1, voir �gure (10.1)) variant de 96 dBsplà 132 dBspl. (a) amplitude (b) phase.
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Fig. 10.10 � Comparaison de la fontion de transfert simulée et expérimentale d'un résonateurde Helmholtz branhé pour une amplitude de la pression de 96 dBspl au niveau du miro en aval(M2, voir �gure (10.1)). (a) amplitude (b) phase.
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Fig. 10.11 � Comparaison de la fontion de transfert simulée et expérimentale d'un résonateurde Helmholtz branhé pour une amplitude de la pression de 134 dBspl au niveau du miro enaval (M2, voir �gure (10.1)). (a) amplitude (b) phase.
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Fig. 10.12 � Comparaison de la fontion de transfert simulée et ajustée (α = 15) et expérimentaled'un résonateur de Helmholtz branhé pour une amplitude de la pression de 134 dBspl au niveaudu miro en aval (M2, voir �gure (10.1)). (a) amplitude (b) phase.
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Fig. 10.13 � Comparaison de la fontion de transfert simulée et expérimentale d'un résonateurde Helmholtz de hauteur 6.5 m branhé pour une amplitude de la pression de 125.5 dBspl auniveau du miro en aval (M2, voir �gure (10.1)). (a) amplitude (b) phase.



114 10 Le résonateur de Helmholtz : théorie et expériene10.6 ConlusionLes e�ets non-linéaires qui apparaîssent dans le omportement d'un résonateur de Helmholtzlorsque l'intensité sonore augmente ont lairement été mis en évidene expérimentalement. Unmodèle analytique simple a été développé. Le omportement général du résonateur est prédit pare modèle théorique mais un net éart ave les résultats expérimentaux apparaît. Les nombreusessoures de non-linéarités présentes dans un résonateur de Helmholtz n'ont pas pu être toutesprises en ompte dans le modèle analytique par soui de simpliité. Toutefois, une orretionarti�ielle peut être apportée pour rendre le modèle plus onforme à la réalité lorque le volumedu résonateur est important. A l'inverse, ette orretion n'apparaît plus néessaire lorsque levolume de la avité du résonateur est diminué ar le modèle analytique permet, alors, de prévoirle déalage de la fréquene de résonane dû aux e�ets des non-linéarités.Ce modèle peut failement être amélioré en tenant ompte des ordres supérieurs dans le déve-loppement de la loi de Laplae. Néanmoins, des e�ets non-linéaires supplémentaires, traduisantpar exemple les mouvements tourbillonnaires dans le résonateur, doivent être inlus pour dérireomplètement le omportement non-linéaire du résonateur de Helmholtz et ne plus faire appelà une orretion. Ces onstatations prouvent que e modèle (l'étude d'autres sortes de résona-teurs peut d'ailleurs failement s'en inspirer) n'est pas �gé dans ette version simple et peut trèsfailement évoluer.Ce modèle de résonateur de Helmholtz non-linéaire, malgré ses défauts, est largement su�santpour apparaître dans la simulation numérique de la propagation dans un réseau aoustique. Lesnon-linéarités seront présentes dans la propagation par l'intermédiaire des admittanes d'entréedes résonateurs et seront onsidérées, à l'instar du potentiel, omme pontuelles.Dans le hapitre suivant, qui étudie d'un point de vue expérimental la propagation à traversun réseau formé par des résonateurs de Helmholtz, on utilise e modèle non-linéaire de résonateurdans la desription de la transmission. Grâe à l'étude expérimentale préédente, on dispose d'unmilieu omportant des non-linéarités loalisées à haque résonateur et e sont leurs in�uenes etleurs e�ets sur la loalisation qui font l'objet de notre attention dans la prohaine étude.



Chapitre 11Propagation à travers un réseauaoustique11.1 Théorie11.1.1 Le réseau aoustiqueLe milieu de propagation étudié dans e travail est un réseau unidimensionnel suivant x. Il estreprésenté par un guide d'onde aoustique de setion S sur lequel sont raordées des dérivationsde setion sc. Ces dérivations peuvent être, typiquement, des résonateurs de Helmholtz, des trouslatéraux ou des heminées. Auune onnexion n'existe entre les dérivations et les raordementsentre es dérivations et le tube prinipal sont supposés su�sament petits pour être onsidérésomme pontuels et sont repérés par les absisses xn (�gure 11.1). On suppose que les dimensionstransversales des di�érents tuyaux sont petites devant la longueur d'onde et don que seuls lesmodes plans se propagent. Cette hypothèse est largement véri�ée pour les basses fréquenes.
S

Pn+1

sc

V0

un

Un+1Un

xn

PnFig. 11.1 � Shéma de prinipe de la dérivation utilisée dans l'étude expérimentale.Au raordement des résonateurs et du tube prinipal, les hypothèses sont les suivantes :� le débit aoustique est onservé,� la pression est onstante de tous les otés de la dérivation.L'uniformité de la pression n'est qu'une approximation, mais elle n'engendre pas, qualitative-ment, d'erreurs importantes. Les dérivations hoisies (résonateur de Helmholtz) produisent desdisontinuités de première espèe sur le débit aoustique aux point xn.L'uniformité de la pression s'érit :
P (x+

n ) = P (x−n ) = Pdoù Pd représente la pression au niveau de la dérivation. On utilisera dans la suite la notation :
P (x+

n ) = Pn+1 et P (x−n ) = Pn.115



116 11 Propagation à travers un réseau aoustiqueLa disontinuité du débit au niveau des dérivations se met sous la forme :
Un = Un+1 + un,où Un = Sv(x−n ) = Svn, Un+1 = Sv(x+
n ) = Svn+1 et un = scvd sont respetivement les débitsà gauhe, à droite et dans la dérivation (�gure (11.1)). v(x) représente la vitesse aoustique aupoint x et vd la vitesse aoustique dans le ol du résonateur.11.1.2 L'équation de propagationLes di�érentes approximations faites sur le omportement de la pression et du débit aoustiquepermettent d'érire l'équation de propagation dans un réseau aoustique formé par un guided'onde prinipal hargé par des résonateurs de Helmholtz aux points xn. L'approximation desondes planes est utilisée et la pression se met sous la forme P (x, t) = P (x)ejωt (dans la suite desaluls, la dépendane temporelle ne sera pas expliitée). L'équation d'Euler reliant la pressionet la vitesse pour des ondes planes est donnée par :

−dP (x)

dx
= jωρv(x), (11.1)La relation de onservation du débit aoustique peut se mettre sous la forme :

S(vn − vn+1) = scYn(Pn)Pn (11.2)où Yn(Pn) qui représentent l'admittane d'entrée du résonateur dé�nie par :
un = scYn(Pn)Pnpeut dépendre de l'amplitude de l'onde de pression lorsque les non-linéarités sont prises en ompte(voir setion préédente). En remplaçant dans l'équation (11.2), l'expression de v(x) donnée parl'équation (11.1), la relation de disontinuité de la dérivée de la pression aoustique à haquedérivation s'érit :

dP (x)

dx
|x+

n
− dP (x)

dx
|x−n = jωρ

sc
S
Yn(P (xn))P (xn). (11.3)Comme ela a été démontré dans la partie théorique de e doument, la relation de disontinuitéen xn qui fait o�e de onditions aux limites alliée à l'équation de propagation entre deuxdisontinuités permet de déterminer l'équation de propagation d'une onde aoustique dans unréseau. Érite en termes de distribution, ette équation et ses onditions aux limites deviennent :

d2P (x)

dx2
+ k2P (x) =

∑

n

σn(P )δ(x − xn)P (x), (11.4)où
σn(P ) = −jωρsc

S
Yn(Pn) et k =

ω

creprésentent, respetivement, le saut de la dérivée de la pression en xn et le nombre d'onde. Leseond membre de ette équation représente les soures seondaires qui modi�ent la propagationpar rapport à un guide d'onde sans dérivation. Les disontinuités se manifestent au travers duterme d'admittane d'entrée du résonateur dont le omportement dépend fortement de la fré-quene des ondes et de leurs amplitudes. Les propriétés du milieu représenté ii varient donave la fréquene de l'onde se propageant. C'est don par l'intermédiaire du terme d'admittaned'entrée que les non-linéarités apparaîssent dans l'équation de propagation. L'équation (11.4) estdu même type que elle étudiée dans la partie théorique (Partie 1) et elle orrespond, par onsé-quent, à la propagation dans un potentiel du modèle de Kronig-Penney illustré par un peigne deDira de valeur σn(P ) aux points xn. La dépendane de σn(P ) à l'amplitude de l'onde permet



11.2 Expériene 117de montrer que les non-linéarités ont bien un aratère loalisé dans ette appliation aoustique.RemarqueLes pertes viso-thermiques seront bien prises en ompte lors de la propagation. Leur alulest e�etué dans la partie onsarée à la détermination de l'admittane d'entrée du résonateurde Helmholtz.11.2 Expériene11.2.1 IntrodutionComme on a pu le voir au début de ette partie, de nombreux herheurs ont étudié expéri-mentalement le problème de la propagation dans les réseaux. Tout d'abord, la propagation d'uneonde le long d'une orde vibrante hargée par des masses ou des systèmes masse-ressort est l'ex-périene qui apparaît le plus souvent dans la littérature, sûrement à ause de sa simpliité. Cesétudes ont notamment mis en évidene le phénomène de dispersion dans un réseau ordonné et laloalisation dans un réseau unidimensionnel désordonné. Néanmoins, la détetion des vibrationsd'une orde n'est pas hose faile et la détermination expérimentale de grandeurs physiques pou-vant être modélisées analytiquement ou au moyen d'une simulation numérique est très omplexe.Malgré ela, le régime non-linéaire est abordé à travers e dispositif expérimental (MKenna etal 1992 [109℄) mais ne donne pas de résultats onluants. Dans les reherhes en aoustique,quelques artiles ont été publiés sur la propagation dans les réseaux désordonnés (Depollier et al1986 [23℄, Tourin et al 1997 [139℄) mais très peu abordent la question de la présene ommunede non-linéarités et de désordre d'un point de vue expérimental.L'étude expérimentale présentée dans e hapitre a pour voation, entre autres, de mettreen évidene l'in�uene des non-linéarités sur le omportement d'une onde aoustique dans unréseau désordonné. Une étude préliminaire du système en régime linéaire est indispensable pouromprendre les phénomènes physiques (présents) et pour valider les modèles expliités dans leshapitres préédents.Une première setion est onsarée à l'étude de la propagation aoustique en régime linéairedans un réseau ordonné puis désordonné au travers de trois grandeurs physiques distintes : leoe�ient de transmission, la longueur de loalisation et la vitesse de groupe de l'onde aous-tique. Toutes es grandeurs sont déterminées expérimentalement et omparées à des résultatsanalytiques ou simulés numériquement. L'utilisation de la transformée de Wigner-Ville permetd'expliiter les propriétés de dispersion du milieu ; elle sert en plus à déterminer la vitesse degroupe de l'onde.Dans un deuxième temps, les e�ets des non-linéarités, d'abord sur la propagation dans unréseau périodique puis dans un réseau désordonné, sont mis en évidene. Pour ela, nous déter-minons expérimentalement la longueur de loalisation dé�nie en régime non-linéaire. La notionde transmission en énergie est développée et permet de montrer l'in�uene du omportementnon-linéaire des résonateurs sur la loalisation.11.2.2 Propagation dans un réseau : le as linéaire11.2.2.1 Coe�ient de transmissionRemarques préliminairesComme on l'a montré dans le hapitre onsaré à la détermination expérimentale des oef-�ients de transmission et de ré�exion, l'e�aité de la mesure dépend beauoup de la distaneentre les di�érents mirophones du dispositif. Un ompromis a été fait entre une grande préisiondans les basses fréquenes et la possibilité d'étudier la transmission au dessus de 2500 Hz. Lepremier as ne permet pas d'aéder à des fréquenes élevées et le deuxième interdit tout résultat



118 11 Propagation à travers un réseau aoustiqueaux basses fréquenes. Pour ette raison, les oe�ients, présentés dans la suite de e travail,présentent des valeurs physiquement inorretes autour de la fréquene de résonane de la partiede guide entre les di�érents mirophones en amont et aval du réseau. Cette longueur de tubeest de 11 m et la plage de fréquenes orrespondant aux valeurs fausses se situe entre 1500 et
1600 Hz. Ces mesures inorretes se distinguent aisément puisqu'elles prédisent un oe�ientde transmission supérieur à 1. Tous les résultats sont présentés en dB et la région inriminéen'apparaît pas sur les �gures (les amplitudes des oe�ients sont supérieurs à 1).Le as du réseau périodiqueLa �gure (11.2) présente à la fois la relation de dispersion des ondes de Bloh et l'amplitudedu oe�ient de transmission dans le as d'un réseau périodique où tous les résonateurs sontidentiques. Leur volume est maximum et orrespond à une hauteur de la avité de 16.5 m.Plusieurs hoix permettent de simuler le oe�ient de transmission et la solution de la méthodede "plongement invariant" a été hoisie pour e as là. Les di�érents régimes de propagation sontaisément déelables : les bandes interdites orrespondent à un oe�ient de transmission prohede 0 ou à une norme du osinus de la phase des ondes de Bloh supérieure à 1 (notées par unretangle gris sur l'axe des fréquenes) ; les bandes passantes se distinguent par un oe�ientde transmission presque unitaire et pour les valeurs de la relation de dispersion omprises entre
−1 et 1. Les omparaisons entre la théorie ou la simulation et l'expériene témoignent du bonaord entre le modèle théorique développé et les résultats analytiques. Seule la troisième bandeinterdite, nommée généralement la bande de Bragg et ausée par la périodiité du réseau, subitun déalage en fréquene lors de la simulation (ou du alul analytique). Celui-i est dû auxerreurs dans le plaement des résonateurs du dispositif expérimental. L'espaement entre lesdérivations n'est pas exatement égal à 10 m. Les deux premières bandes interdites sont, quantà elles, le fruit de la présene des résonateurs et orrespondent aux deux premières fréquenesde résonane de elui-i : la fréquene de résonane de Helmholtz à 300 Hz et elle du tubeservant de avité située entre 1100 et 1200 Hz. La valeur fréquentielle de es deux bandes esttout à fait satisfaisante et les petites di�érenes de largeur de bande qu'il existe entre la théorieet l'expériene viennent des inertitudes sur le plaement des dérivations. Les pertes sont assezbien dérites par le modèle puisque l'amplitude simulée du oe�ient de transmission dans lesbandes passantes orrespond à elle trouvée par l'expériene. La di�érene d'amplitude danshaune des bandes interdites s'explique par le nombre de résonateurs. Les bandes interditesde Helmholtz sont beauoup plus marquées que elles de Bragg. En e�et, dans les bandes deBragg, l'amplitude du oe�ient de transmission est inversement proportionnelle au nombre derésonateurs du réseau (Sprung et Wu 1993 [7℄). Dans notre as, le nombre limité de résonateursne permet pas au oe�ient de transmission de dépasser −15 dB.La phase déroulée du oe�ient de transmission (�gure (11.3)) est onforme à nos espéranes :dans les bandes passantes, elle est représentée par une droite synonyme de propagation alors quedans les bandes interdites, elle a un omportement aléatoire qui met en évidene une absenetotale de transmission.L'amplitude du oe�ient de ré�exion est présentée sur la �gure (11.4). Les di�érents ré-gimes de propagation se distinguent plus di�ilement qu'ave l'observation du oe�ient detransmission mais l'allure générale est tout à fait onforme aux résultats théoriques. La phasede e oe�ient n'est pas présentée dans e travail, puisqu'elle n'apporte pas d'éléments supplé-mentaires pour la ompréhension du problème.L'examen de es amplitudes, en utilisant une éhelle linéaire, fait apparaître une suessiond'osillations dans les bandes passantes (elles-i sont d'ailleurs très nettement visibles sur leoe�ient de ré�exion) produites par la taille �nie du réseau. Ces osillations sont dérites dansla littérature omme un e�et de saturation (Gri�ths et Taussig 1992 [8℄) et leur nombre, danshaque bande passante, est égal au nombre de résonateurs du réseau.
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Fig. 11.2 � (a) Cosinus de la phase des ondes de Bloh d'un réseau ordonné. (b) Amplitude (endB) du oe�ient de transmission du réseau ordonné. Les positions des bandes interdites sontsoulignées au moyen d'un retangle gris entre les deux graphes.
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Fig. 11.3 � Phase déroulée (en degrés) du oe�ient de transmission du réseau ordonné.

-70

-60

-50

-40

-30

-20

-10

0

0 500 1000 1500 2000

simul
exp

Fréquence (Hz)

A
m

pl
itu

de
 (

dB
)
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Fig. 11.5 � Amplitude (en dB) du oe�ient de transmission d'un réseau désordonné pour ǫ = 10et pour l̄V = 15 m.Le as du réseau désordonnéDans e as, on utilise seulement le oe�ient de transmission pour aompagner nos proposar il permet de distinguer plus préisément les di�érentes bandes.Un premier désordre dérit par un éart type ǫ = 10 et ave une longueur moyenne pour laavité égale à l̄V = 15 m est étudié sur la �gure (11.5). L'e�et sur la transmission est indéniable :la largeur de la deuxième bande interdite est largement augmentée et la première subit un faiblehangement par rapport au as ordonné. Comme prévu, la bande de Bragg ne présente auunemodi�ation ar le désordre ne porte que sur les volumes des avités et don, indiretement, surles fréquenes de résonane des di�useurs. Les positions des di�érentes bandes de Helmholtz sontdéalées par rapport au as ordonné à ause du hangement de longueur moyenne des avités.La simulation est tout à fait en aord ave l'expériene et et exemple permet de valider laméthode de plongement invariant en présene de désordre dans le réseau.La �gure (11.6) présente l'amplitude du oe�ient de transmission pour un désordre plusimportant que le préédent. Un éart type est donné par ǫ = 5 e qui implique une longueurmoyenne de la avité égale à l̄V = 13 m. La troisième bande passante du as ordonné estomplètement annulée par l'arrivée de e désordre. Le réseau devient omplètement opaque auxondes dont la fréquene est omprise entre 1200 et 1800 Hz. Comme le prédit la théorie, onvéri�e que l'atténuation augmente ave le désordre. La deuxième fréquene de résonane étantla plus sensible aux hangements de longueur de la avité, 'est la deuxième bande interdite quibéné�ie des e�ets de l'apparition du désordre.11.2.2.2 La notion de longueur de loalisationLa longueur de loalisation peut être déterminée expérimentalement grâe aux mirophonesplaés au niveau de haque résonateur. On observe l'allure spatiale de l'amplitude RMS del'onde et son atténuation exponentielle, lorsque la fréquene de la soure se trouve dans unebande interdite. On peut distinguer le as d'un réseau ordonné et d'un réseau désordonné.Pour le réseau ordonné, on représente le arré de l'amplitude RMS de l'onde le long dutube pour di�érentes fréquenes : la fréquene de résonane des résonateurs (300 Hz) et unefréquene située sur le bord de la première bande interdite (430 Hz). La �gure (11.7) présente lesrésultats. Une nette di�érene apparaît suivant la fréquene. La résonane de Helmholtz annihiletoute propagation alors que pour f = 430 Hz l'atténuation est bien moins importante. L'allurespatiale de l'onde peut être approximée à une droite dont la pente orrespond à l'inverse de la
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Fig. 11.6 � Amplitude (en dB) du oe�ient de transmission d'un réseau désordonné pour ǫ = 5et pour l̄V = 13 m.longueur de loalisation : ette longueur dépend de la fréquene et elle est d'autant plus faibleque la fréquene se trouve à l'intérieur de la bande interdite. Ainsi, nous avons mis en évidene,expérimentalement, la déroissane exponentielle de l'onde dans les bandes interdites d'un réseauordonné. Cette atténuation dépend du plaement de la fréquene dans la bande interdite et elleest reliée à la longueur de loalisation.Dans le as d'un réseau désordonné, l'évolution de l'amplitude le long du tube permet, ànouveau, d'évaluer la longueur de loalisation (�gure 11.8) pour une fréquene plaée sur le bordde la première bande interdite (450 Hz). Deux as sont étudiés orrespondant à des désordresdi�érents. La �gure (11.8) montre la dépendane de ette longueur à l'importane du désordre :la pente de l'atténuation est bien plus importante lorsque le désordre est grand. On peut insistersur le fait que la fréquene (450 Hz) est située dans une bande passante du as ordonné, e quisouligne l'e�et de la présene de désordre sur la transmission. Même lorsque elui-i est faible(ǫ = 10), le désordre interdit toute propagation après une distane de 2.5 m de réseau. Cetteexpériene a permis de déterminer la longueur de loalisation (pente de la droite de déroissaneen éhelle logarithmique) pour plusieurs désordres et de mettre en évidene la dépendane deette longueur à l'importane du désordre.11.2.2.3 Mise en évidene de la dispersionLa méthode basée sur le alul de la pseudo transformée de Wigner-Ville ou de la transforméede Fourier à ourt terme est utilisée pour mettre en évidene la dispersion des ondes dans unréseau ordonné ou désordonné. Les �gures (11.9) présentent une illustration de l'énergie de l'ondedans le plan temps-fréquene avant et après son passage à travers le réseau. Le signal soure utiliséest de type "impulsion". L'e�et de la propagation sur le front d'onde est lairement illustré parl'image de l'énergie après le réseau : les bandes interdites se distinguent aisément (l'énergie estnulle ou presque) et la dispersion est mise en évidene par des "traînes" de signal visibles surles bords des bandes passantes. Cei démontre la dépendane de la vitesse de propagation à lafréquene de l'onde. Les ondes dont la fréquene est située sur le bord des bandes passantessubissent un retard dû aux multiples ré�exions dans le réseau. De même, l'image de l'énergie àgauhe du réseau présente des "traînes" pour des fréquenes omprises dans les bandes interdites.Elles sont la manifestation de la ré�exion des ondes par le réseau. Cette ré�exion est d'ailleursremarquable puisqu'elle n'est pas la même pour toute la largeur de la bande interdite : ellen'est présente que sur un bord de la bande interdite et e bord hange suivant la bande ! Pour
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124 11 Propagation à travers un réseau aoustiquela première bande interdite, la ré�exion se manifeste sur la partie supérieure alors que pour lasuivante, 'est sur le bord inférieur qu'elle se distingue. Ces di�érents emplaements peuventd'ailleurs être mis en rapport ave la valeur de la relation de dispersion présentée dans l'étude duas ordonné. En outre, l'énergie de l'onde ré�éhie se distingue sur une longue période temporellee qui prouve l'importane des ré�exions internes au réseau (le même phénomène est présent pourl'onde transmise).La représentation de l'énergie nous permet aussi de déterminer la vitesse de propagation del'énergie des ondes aoustiques (vitesse de groupe) à l'intérieur du réseau. Pour ela, le tempsd'arrivée de haque fréquene est relevé et est omparé au temps de passage de la même fréqueneà gauhe du réseau. La vitesse de propagation en est déduite et le résultat est présenté sur la�gure (11.10). La vitesse est nulle dans les bandes interdites puisque l'onde n'est pas transmise etest égale à la vitesse du son en hamp libre pour les bandes passantes. Certaines valeurs de ettevitesse apparaîssent supérieures dans les bandes interdites mais e phénomène n'est dû qu'à uneerreur de détermination du temps d'arrivée de la fréquene orrespondante. La dispersion desondes aoustiques dans un réseau a don été mise en évidene dans es résultats expérimentauxpar l'appliation de la méthode de la pseudo transformée de Wigner-Ville.



11.2 Expériene 125

50

60

70

80

90

100

0.44 0.46 0.48 0.5 0.52
0

500

1000

1500

2000

2500

50

55

60

65

70

75

80

85

90

95

0.44 0.46 0.48 0.5 0.52
0

500

1000

1500

2000

2500

F
ré

qu
en

ce
 (

H
z)

Amplitude (dB)Amplitude (dB)

Temps (s)

ba

Temps (s)Fig. 11.9 � Pseudo transformée de Wigner-Ville d'un signal de type "impulsion" avant (a) etaprès (b) le réseau. L'éhelle des ouleurs pour l'amplitude de l'énergie est dérite à droite dehaque graphe.

vi
te

ss
e 

(m
/s

)
F

ct
. d

e 
tr

an
sf

er
t (

dB
)

Fréquence (Hz)

Fréquence (Hz)

0 500 1000 1500 2000 2500
0

100

200

300

400

500

0 500 1000 1500 2000 2500

−35

−30

−25

−20

−15

−10

−5

Fig. 11.10 � (a) Vitesse de propagation de l'onde aoustique à travers un réseau ordonné. (b)Rappel de l'emplaement de bandes.



126 11 Propagation à travers un réseau aoustique11.2.3 E�ets des non-linéarités sur la transmissionLes e�ets des non-linéarités sur la transmission sont étudiés expérimentalement au moyen dedeux méthodes déjà utilisées dans le as linéaire : la détermination de la longueur de loalisationet l'illustration de l'énergie aoustique dans le plan temps-fréquene avant et après le réseau.En toute rigueur, la notion de longueur de loalisation n'est proprement dé�nie que pour unrégime linéaire. On se propose de généraliser e onept au as non-linéaire en assimilant ettelongueur à l'inverse de la pente d'atténuation en oordonnées logarithmiques.Cette notion de longueur de loalisation est d'abord mise en évidene dans le as d'un réseauordonné (�gure (11.11)) pour une fréquene située au bord de la première bande interdite (f =
430 Hz). Di�érentes intensités sonores sont représentées : la pente de la déroissane ne dépendpas de l'amplitude de l'onde mais la largeur du "plateau" (visible au début du réseau), synonymede propagation libre, augmente ave l'intensité de l'onde. La présene des non-linéarités est donsans grande onséquene sur la transmission �nale (à la �n du réseau, le signal est noyé dansle bruit de fond quelle que soit son amplitude initiale) mais les e�ets des non-linéarités ne sontpas inexistants. Don, les non-linéarités ont une in�uene sur la propagation d'une onde dont lafréquene est située dans une bande interdite.Pour un réseau qui présente un faible désordre (ǫ = 10), les non-linéarités semblent jouerun r�le sur la transmission (�gure (11.12)). La pente de l'atténuation dépend lairement del'intensité de l'onde initiale. La longueur de loalisation augmente don ave l'amplitude e quimontre le r�le de déloalisation des non-linéarités. La transmission �nale du réseau ne subit pasette in�uene mais les e�ets non-linéaires sur la propagation ont été démontrés grâe à etteexpériene. En revanhe, dès que l'importane du désordre devient trop grande, les e�ets de saprésene prennent largement le dessus sur eux induits par les non-linéarités. La �gure (11.13)illustre es propos en présentant l'amplitude de l'onde le long du réseau pour un désordre de
ǫ = 5. Les pentes des di�érentes droites sont toutes identiques e qui démontre l'insigni�anedes e�ets non-linéaires sur la transmission lorsque l'importane du désordre devient grande.Néanmoins, omme pour le as ordonné, un "plateau" dont la largeur augmente un peu avel'intensité apparaît dans le omportement spatial de l'onde e qui prouve, malgré tout, que laprésene de non-linéarités ne peut être négligée omplètement.
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Taille du réseau (m)Fig. 11.12 � Amplitude de l'onde aoustique le long d'un réseau désordonné (ǫ = 10) pour desamplitudes de 108 dBspl, de 122 dBspl et 127 dBspl et pour une fréquene de 450 Hz.La ompétition entre les e�ets non-linéaires et eux du désordre est lairement mise en évi-dene par ette expériene en insistant sur le r�le, très important, de la fréquene de l'ondeinidente. La fréquene doit être située sur les bords d'une bande interdite pour que les e�ets dela loalisation soient faibles. L'in�uene des non-linéarités peut se distinguer et le as ordonnémontre que leur présene permet une propagation sur une distane plus grande (même si ellereste faible par rapport à la longueur du réseau). Malgré ela, la transmission �nale à travers leréseau ne subit pas de profonds hangements. Nous avons don déidé d'utiliser une représenta-tion temps-fréquene pour illustrer la propagation à travers le réseau et pour mettre en évidenel'in�uene des non-linéarités, par l'intermédiaire des harmoniques supérieurs, sur la transmission�nale.Les �gures (11.14), (11.15) et (11.16) montrent l'énergie d'un "sinus glissant" de 100 à 600 Hz(autour de la première bande interdite). Chaque �gure représente le signal, dans un plan temps-fréquene, à droite et à gauhe du réseau pour trois amplitudes di�érentes. Pour les amplitudesimportantes, les harmoniques supérieurs apparaîssent pour la première bande interdite dans lespetre du signal transmis par le réseau. Cette présene dérit manifestement le omportementnon-linéaire de la propagation qui n'existe pas pour une amplitude moins élevée (voir la �gure(11.14)). On observe les harmoniques 2 et 3 pour les fréquenes de la première bande interditee qui montre que les non-linéarités ne sont présentes que dans une plage de fréquene autour dela première résonane de Helmholtz.Si es e�ets non-linéaires, inexistants lorsque l'on observe la fréquene de l'onde initiale, sontpris en ompte, la transmission du réseau devrait manifester une dépendane par rapport àl'amplitude de l'onde. Pour ela, nous dé�nissons la transmission en énergie du réseau ommele rapport de l'énergie totale transmise sur l'énergie totale inidente. La transmission doit êtrealulée pour haque fréquene de l'onde inidente et le signal soure utilisée ("sinus glissant")nous permet de di�érenier haque instant d'émission de haque fréquene. La �gure (11.17)représente la transmission de l'énergie en fontion de la fréquene, en tenant ompte de tous lesharmoniques exités par l'onde initiale, pour le as de faible amplitude (linéaire) et de forte am-plitude (non-linéaire). Une nette di�érene de niveau, dans la bande interdite, apparaît entre lesdeux régimes de propagation et illustre l'e�et des non-linéarités sur la propagation. La transmis-sion augmente quand les e�ets non-linéaires sont présents dans la propagation. Seule la première
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Taille du réseau (m)Fig. 11.13 � Amplitude de l'onde aoustique le long d'un réseau désordonné (ǫ = 5) pour desamplitudes de 110 dBspl, de 124 dBspl et 130 dBspl et pour une fréquene de 450 Hz.bande interdite béné�ie de ette propriété (non-linéaire) e qui explique l'absene, dans esrésultats, des autres bandes.Pour onlure l'analyse expérimentale, il est intéressant d'observer l'évolution de la fréqueneinstantanée dans le as non-linéaire pour la première bande interdite. La �gure (11.18) présentee résultat et permet de déterminer préisément les dates d'arrivée des harmoniques. Cei esttrès utile pour repérer le omportement non-linéaire du système étudié. Le omportement non-linéaire, pour un réseau de résonateurs de Helmholtz, est d'ailleurs remarquable puisque lesharmoniques 2 et 3 se suèdent dans la bande interdite. Cei prouve que, suivant la fréqueneinriminée, les non-linéarités ne sont pas ausées par les mêmes phénomènes.
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Fig. 11.14 � Transformée de Wigner-Ville d'un signal de type sinus glissant de petite amplitude.(a) Avant le réseau. (b) Après le réseau.
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Fig. 11.15 � Transformée de Wigner-Ville d'un signal de type sinus glissant d'amplitude moyenne.(a) Avant le réseau. (b) Après le réseau.
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Fig. 11.16 � Transformée de Wigner-Ville d'un signal de type sinus glissant de grande amplitude.(a) Avant le réseau. (b) Après le réseau.
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11.2 Expériene 13111.2.4 ConlusionL'étude expérimentale a parfaitement montré le aratère non-linéaire de la propagation d'uneonde aoustique d'amplitude élevée dans un réseau de résonateur de Helmholtz. L'exitation desharmoniques 2 et 3 justi�e la vraissemblane du modèle non-linéaire de résonateur de Helm-holtz développé, même si elui-i doit être préisé pour prendre en ompte les phénomènes dedéollement donnant naissane à des tourbillons.De plus, les e�ets de es non-linéarités sur la transmission et don sur la propagation d'uneonde aoustique à travers un réseau ordonné ou désordonné ont lairement été démontré. Lesnon-linéarités entraînent une modi�ation de l'allure spatiale de l'onde le long du réseau lorsquela fréquene appartient à une bande interdite (ausée soit par l'ordre du réseau soit par le désordredu milieu). Les phénomènes non-linéaires ont été pris en ompte dans la notion de transmission enénergie qui a permis de mettre en évidene les e�ets importants des non-linéarités. La ompétitionentre les e�ets de la loalisation et l'in�uene des non-linéarités est largement prouvée même sielles-i ne jouent un r�le sur la transmission �nale que pour des intensités importantes.Les études théorique et numérique ont permis de mettre en évidene l'in�uene des non-linéarités sur la propagation dans un réseau ordonné ou désordonné en négligeant la possibleprésene d'harmoniques supérieurs. Cette hypothèse n'a pu être vraiment valider par l'expé-riene même si l'allure spatiale de l'onde à l'intérieur du réseau montre, sans équivoque, queles non-linéarités permettent la transmission de la fréquene fondamentale sur une distane plusimportante que pour le régime linéaire.
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Conlusion généraleCette étude a été e�etuée au départ dans un adre volontairement général. Nous voulionsdévelopper des notions pour les ondes lassiques permettant de traiter des problèmes de pro-pagation dans les milieux omplexes tels que des réseaux désordonnés et pouvant ontenir desnon-linéarités. Le milieu de transmission est ertes simpli�é dans es travaux mais ette étudethéorique permet de faire ressortir des aspets nouveaux.La première partie de e doument permet une analyse théorique de la propagation dans unréseau (ordonné ou désordonné) en développant di�érentes approhes du problème.� Un formalisme matriiel a permis une simulation numérique pour le alul de la trans-mission d'un milieu à désordre ontinûment distribué, et e quel que soit l'importane dudésordre.� Le formalisme de la fontion de Green a permis de développer des résultats analytiquespour un désordre faiblement onentré et dans le as de non-linéarités diluées dans le réseaugrâe à la théorie des perturbations.� Un onept d'opérateurs non-linéaires issu du formalisme matriiel a été mis en oeuvrepour traiter le as non-linéaire .� L'étude basée sur l'approximation des grandes longueurs d'ondes a montré, de façon ana-lytique, l'in�uene des non-linéarités sur la transmission à travers un réseau ordonné ounon.Puis, une approhe dynamique du problème a été exposée en se référant à des travaux an-térieurs. On a développé la notion de diagramme de phase et déterminé un plan de phase quipermet la onstrution de setions de Poinaré illustrant la propagation à l'intérieur du milieu.Finalement, la méthode de "plongement invariant" (invariant imbedding) est présentée arelle n'est pas utilisée très ouramment en physique lassique et notamment en aoustique. Lerégime linéaire est traité en détails alors que le as non-linéaire est brièvement abordé. Cetteméthode sert toutefois à de nombreuses reprises lors des appliations puisqu'elle permet dedéterminer expliitement les oe�ients de ré�exion et de transmission du milieu onsidéré.L'appliation de toutes es notions développées dans la première partie est présentée dansl'étude numérique de la propagation des vibrations d'une orde hargée par des systèmes masse-ressort. On a montré expliitement l'apparition de la loalisation d'Anderson et les di�érenesentre les désordres géométrique et paramétrique. Les résultats numériques sont en bon aordave la théorie de Bloh.La présene de non-linéarités dans le réseau a été traitée au moyen du formalisme d'opérateursnon-linéaires et d'une approhe dynamique. Il est alors montré que des non-linéarités ubiquesplaées aux noeuds du réseau in�uenent la propagation à l'intérieur de elui-i. Dans le as deréseaux ordonnés, de nombreuses plages de fréquenes hangent de régime de propagation suivantle signe des non-linéarités. En présene de désordre, l'e�et des non-linéarités sur la transmissionest amoindri mais n'est toutefois pas négligeable.En�n, les résultats de l'approhe dynamique orroborent tout à fait ette analyse en y ajou-tant des aspets nouveaux très prometteurs. On a montré qu'il existe, pour une propagation dansdes réseaux ordonnés omportant des non-linéarités loalisées, des phénomènes de multistabilitéqui semblent entraîner des bifurations de type Hopf. Celles-i sont ertainement la ause deshangements de régimes de propagation que l'on a renontré préédemment. Toutefois, es af-133



134 Conlusion générale�rmations méritent des investigations plus poussées. Des mouvements quasi-périodiques ont étémis en évidene et de brusques modi�ations de leurs périodes montrent la présene des bifur-ations itées. Les setions de Poinaré, lorsqu'un faible désordre est présent, on�rment que lapropagation est possible grâe aux non-linéarités. Les phénomènes internes au réseau sont ertesin�uenés par le désordre mais leurs aspets prinipaux, preuves de la transparene du milieu,sont onservés.Finalement, les résultats expérimentaux de la propagation aoustique à travers un tube hargépar des résonateurs sont présentés. Le omportement non-linéaire de la réponse d'un résonateurde Helmholtz est montré expérimentalement et un modèle est développé. La omparaison desrésultats est enourageante mais elle met en lumière les limites du modèle analytique. En e�et,seul le omportement non-linéaire de l'élastiité de l'air ompris dans la avité du résonateurest pris en ompte e qui sous estime la part des e�ets non-linéaires dans la réponse et rendla modélisation du omportement non-linéaire du résonateur plus qualitative que quantitative.Pour être plus réaliste, il faudrait ajouter la présene du déollement du hamp aoustique auxalentours des oins formés par les disontinuités de setions dans le résonateur. Étant donné quela modélisation de la réponse des résonateurs n'était pas au entre de notre problème, nous noussommes satisfaits de e niveau d'approximation.Les méthodes matriielles et de "plongement invariant" sont validées par les résultats expé-rimentaux en régime linéaire. Une mesure de la longueur de loalisation a été e�etuée et sadépendane à l'importane du désordre et à la fréquene a été on�rmée. Nous avons mis en évi-dene la dispersion des ondes de e milieu et nous avons déterminé expérimentalement la vitessede groupe de elles-i grâe à une analyse temps-fréquene.Les résultats de l'expériene pour un régime non-linéaire sont très enourageants : on a montréexpliitement que la longueur de loalisation d'un milieu désordonné dépend de l'amplitude del'onde inidente e qui entraîne une diminution de l'e�et de la loalisation. Une analyse temps-fréquene met en évidene les aspets non-linéaires de la propagation : les harmoniques doubleet triple apparaîssent dans le spetre de la transmission. Ces harmoniques permettent à l'énergiede se propager à travers le réseau désordonné ar ils n'appartiennent pas aux bandes interdites.Nous avons développé et évalué expérimentalement la notion de transmission en énergie. Ellemontre que la présene de non-linéarités loalisées dans un réseau désordonné peut agir ommeun fateur de déloalisation en transférant l'énergie de l'onde inidente sur des harmoniquessupérieurs.Les perspetives d'une telle étude sont nombreuses ar le sujet omporte de multiples aspetsnouveaux. Le modèle non-linéaire du résonateur de Helmholtz peut largement être amélioré eny inluant l'arrivée de tourbillons réés par un déollement du hamp à haque disontinuité desetion. Ensuite, l'étude de la propagation d'une impulsion "non-linéaire" (à forte amplitude),à l'aide des tehniques temps-fréquene, doit être e�etuée pour onnaître l'in�uene des non-linéarités sur la dispersion des ondes. Une approhe dynamique du problème peut aussi fairepartie d'une série d'expérienes permettant d'obtenir les setions de Poinaré ou l'équivalenta�n de omparer es résultats aux simulations numériques. En e qui onerne le désordre pro-prement dit, un système permettant la omparaison des e�ets d'un désordre paramétrique etgéométrique est envisageable en augmentant la taille du réseau. En�n, on pourrait développerl'idée d'un milieu omportant des non-linéarités indépendantes de la fréquene permettant uneanalyse expérimentale plus générale que elle présentée dans e doument.L'évolution de l'aspet théorique de e problème se trouve ertainement dans les nouvellesnotions développées dans un adre non-linéaire, notions qui doivent être souvent préisées etapprofondies.Par ailleurs, l'étude de telle propagation ne doit pas se restreindre au as unidimensionnel.On pourrait ainsi envisager un réseau à deux dimensions inluant des non-linéarités loalisées.Toutefois, sahant que les aspets linéaires forment déjà une grande partie des questions sansréponse de e type de problèmes, la présene de non-linéarités dans un milieu omplexe onstitue
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Annexe ACalul de la fontion de Green pour leas linéaire non perturbéL'équation que véri�e la fontion de Green G0(m,n, a) est donnée par
G0(m,n+ 1, a) +G0(m,n− 1, a) − 2aG0(m,n, a) = δm,n. (A.1)En posant

G0(m,n, a) =
1

2π

∫ π

−π
G̃(θ)ej(m−n)θdθ, (A.2)et δm,n =

1

2π

∫ π

−π
ej(m−n)θdθ. (A.3)où G̃ représente la transformée de Fourier disrète de la fontion de Green G0(m,n, a), l'équation(A.1) se réérit sous la forme :

G̃(θ)[ej(m−(n+1))θ + ej(m−(n−1))θ − 2aej(m−n)θ] = ej(m−n)θ, (A.4)e qui entraîne
G̃(θ) =

1

2(cos θ − a)
. (A.5)La fontion de Green du as linéaire non perturbé est don donnée par la relation suivante

G0(m,n, a) =
1

2π

∫ π

−π

ej(m−n)θ

2(cos θ − a)
, (A.6)qu'il est possible de aluler en intégrant dans le plan omplexe. En posant z = ejθ, on obtient

dθ = −jdz/z et l'équation (A.6) devient :
G0(m,n, a) =

−j
2π

∫

C

zm−n

z2 − 2az + 1
. (A.7)Le théorème des résidus nous permet d'érire

∫

C
f(z)dz = 2πjRes(f(z)), ave f(z) =

zm−n

z2 − 2az + 1
. (A.8)Ainsi, la onnaissane des résidus de ette fontion f(z) donne une formule analytique de lafontion de Green. Ces résidus, alulés à partir des p�les de f(z) dont la valeur absolue estinférieure à 1 sont (seul zp− véri�e ette ondition) :

zp− = a−
√
a2 − 1 et zp+ = a+

√
a2 − 1137



138 A Calul de la fontion de Green pour le as linéaire non perturbéor le théorème des résidus ditRes[f(z)] = lim
z→zp−

(z − zp−)f(z) = lim
z→zp−

(z − zp−)
zm−n

(z − zp−)(z − zp+)
,don Res[f(z)] = −(a−

√
a2 − 1)|m−n|

2
√
a2 − 1

.Finalement, en remplaant ette relation dans l'équation (A.7), l'expression de la fontion deGreen pour le as linéaire non perturbé est donnée par
G0(m,n, a) = −(a−

√
a2 − 1)|m−n|

2
√
a2 − 1

. (A.9)
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