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Introduction générale

La propagation des ondes mécaniques dans des milieux complexes est un sujet qui ne manque
pas d’intérét car les applications sont nombreuses et que beaucoup de questions restent encore
sans réponse. Ces milieux se retrouvent dans un grand nombre de domaines distincts en physique
qui vont, pour les ondes mécaniques, des vibrations des structures complexes en aérospatiale (ou
aéronautique) jusqu’a la propagation de I'onde de choc créée par un train a grande vitesse dans
un tunnel. On peut aussi citer la transmission des ondes dans les milieux stratifiés tels que
ceux rencontrés en géophysique ou bien la propagation des vibrations transversales le long des
caténaires ferroviaires.

Les travaux d’Anderson sur la propagation des électrons dans les cristaux ont montré que
la présence de désordre dans un milieu ot évoluent les ondes, induit la localisation de 1’énergie
au voisinage des hétérogénéités. Les effets de cette localisation peuvent expliquer les dégits que
provoquent la présence d’inhomogénéités sur les structures. On comprend donc l'intérét que
suscitent ces études pour les recherches aérospatiales ol les atténuations normales dues a la
présence de l’air sont absentes.

Dans le cas des ondes de chocs créées par le passage de trains a grande vitesse dans les tun-
nels, le caractére unidimensionnel du milieu implique que seule une atténuation physique peut
empécher sa propagation. On peut néanmoins placer une série de résonateurs acoustiques (de
type Helmholtz) en dérivation pour atténuer les effets génants. Avec des résonateurs placés régu-
lierement, Deffet de filtre du milieu apparait comme le prédit la théorie de Bloch. Ceci entraine,
lorsque la fréquence de 'onde se situe dans une bande passante, un renforcement des nuisances
pour les voyageurs et des problémes liés & de fortes vibrations de la structure du train. Au
contraire, pour une fréquence appartenant a une bande interdite, I’onde est atténuée exponen-
tiellement. Pour un placement irrégulier des dérivations, la localisation de 1’énergie a l'intérieur
du tunnel n’améliore pas la situation et le probléme reste entier. On peut donc se poser la ques-
tion de Defficacité de ce genre de dispositif étant donné le niveau important des ondes sonores
qui impliquent des non-linéarités certaines. Quel role jouent-elles sur 'atténuation exponentielle
supposée des ondes dans les bandes interdites ? La présence de fortes énergies renforce t-elle la
structure de bandes passantes et interdites ou bien la détruit-elle 7 On comprend bien qu’un effet
d’élargissement des bandes passantes signifierait une dégradation des performances des systémes
d’atténuation par les résonateurs a cause des non-linéarités.

Le méme genre d’interrogations se pose lorsque 'on étudie la propagation des ondes acous-
tiques & travers des milieux stratifiés en géophysique. L’interface entre chaque couche de maté-
riaux peut étre le théatre de phénoménes non-linéaires. Le brusque changement d’impédance du
milieu ajouté & des conditions aux limites de type frottements secs entraine une réponse non-
linéaire du milieu. Dans cette optique, il est intéressant de connaitre 'influence des non-linéarités
sur la transmission des ondes et leurs effets sur une éventuelle localisation.

Depuis quelques temps, des travaux abordent des problémes liés aux conséquences de la
présence de non-linéarités dans un milieu ot se propagent des ondes. Par exemple, des travaux
theoriques (Kosevich 1990 [1], Kivshar et Gredeskul 1990 [2]) ont étudié les effets d’atténuation
sur les solitons qu’engendre la présence de désordre dans un milieu de propagation. Rappelons que
pour un soliton, lors de sa propagation, la dispersion est compensée par les effets non-linéaires
ce qui assure la permanence de son profil. Les résultats de ces recherches ont montré que la

7



8 Introduction générale

localisation est affaiblie en présence de fortes non-linéarités. Dans le méme ordre d’idée, on peut
citer les récents travaux expérimentaux sur la propagation d’une impulsion non-linéaire dans
des milieux désordonnés (Hopkins et al 1998 [3|) qui traduisent 'influence des non-linéarités
localisées sur le phénomeéne de localisation de Anderson.

Par analogie avec ces travaux, nous avons l'idée d’étudier la propagation d’ondes mécaniques
dans des réseaux unidimensionnels comportant du désordre et/ou des non-linéarités localisées.
On peut se demander si I'existence de phénomeénes non-linéaires, entraine une modification de la
localisation de I’énergie. Qu’advient-il des interférences, qu’elles soient constructives ou destruc-
tives ?

Ce travail se distingue des études citées précédemment car 'on s’intéresse a la propagation
d’ondes monochromatiques. Cette solution a été aussi rapidement abordée par Hopkins et al,
dans le cas de non-linéarités non localisées et leurs résultats n’ont pas mis en évidence d’in-
fluence des non-linéarités sur la propriétés de localisation. Pour notre part, nous pensons que
I’ajout de non-linéarités dans un milieu ordonné ou non entraine obligatoirement une modifica-
tion de la réponse de ce milieu. Quelle est I'influence de ces non-linénarités sur la localisation ?
Mais aussi quels sont les effets du désordre sur la propagation non-linéaire ? Ce sont les questions
auxquelles nous allons essayer d’apporter des réponses dans le travail de cette thése.

Ce document est organisé en trois parties distinctes partageant le travail entre I’étude théo-
rique du probléme et les résultats d’applications en mécanique et en acoustique.

La premiére partie présente une étude théorique de la propagation dans des réseaux ordonnés
ou désordonnés comportant des non-linéarités localisées. Dans un premier temps, la propagation
en régime linéaire est traitée au moyen de différentes méthodes analytiques qui permettent de
construire des simulations numériques. Ensuite, I'introduction de non-linéarités localisées dans
de tels milieux est étudiée, en proposant, lorsque cela est possible, des calculs analytiques (déter-
mination de fonction de Green ou du coefficient de transmission) et en développant des approches
nouvelles en physique classique. Puis, la méthode de "plongement invariant" (invariant imbed-
ding) est appliquée a la propagation des ondes dans un réseau dans le cas d’un régime linéaire et
non-linéaire. Cette approche, peu utilisée en mécanique, permet de déterminer directement les
coefficients de transmission et de réflexion d’un réseau quelconque ou d’un milieu stratifié sans
approximation.

La deuxiéme partie propose une application basée sur des simulations numériques de ce pro-
bléeme. On étudie la propagation des vibrations le long d’une corde vibrante chargée par des
systémes masse-ressort présentant un comportement non-linéaire. La plupart des notions déve-
loppées dans la partie précédente sont mises en oeuvre et comparées aux résultats de simulations
numériques. L’effet des non-linéarités sur la localisation est explicitement montré et des aspects
encore inconnus dans la littérature sont exposés dans les résultats, notamment en utilisant une
approche dynamique du probléme.

Finalement, une étude expérimentale est présentée dans la troisiéme et derniére partie. Le
milieu est constitué d’un guide d’onde cylindrique sur lequel sont disposés réguliérement des
résonateurs de Helmholtz dont le volume est réglable. Aprés avoir décrit le dispositif expérimental
et explicité les différentes méthodes de mesures et de traitement des données, nous nous efforcons
de montrer le caractére non-linéaire de la réponse d’un résonateur de Helmholtz pour de fortes
amplitudes de l'onde incidente. Un modéle analytique simple est développé et comparé & des
résultats expérimentaux. L’aspect non-linéaire d’un résonateur de Helmholtz ressort clairement
de cette comparaison et une correction du modeéle est nécessaire pour améliorer son efficacité.
La propagation d’une onde acoustique dans un réseau ordonné ou désordonné comportant des
non-linéarités localisées (au niveau de chaque dérivation) est ensuite étudié expérimentalement
en disposant 60 de ces résonateurs en dérivation sur le tube. Le désordre est introduit par
I'intermédiaire de variations aléatoires des volumes des résonateurs. Dans un premier temps, le
cas linéaire est traité et les résultats expérimentaux et théoriques sont en parfaite adéquation.
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La dispersion d’un tel milieu est montrée au moyen d’une analyse temps-fréquence des signaux
avant et aprés le réseau. Puis, l'influence des non-linéarités sur la propagation dans un réseau
ordonné ou désordonné est clairement mise en évidence par la détermination expérimentale de
la longueur de localisation puis par une analyse temps-fréquence.
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Chapitre 1

Propagation dans les réseaux
unidimensionnels linéaires

1.1 Introduction

Les effets de la présence de désordre sur la propagation dans un milieu linéaire sont étudiés
dans ce chapitre. Cette étude se restreint au cas unidimensionnel par souci de simplicité et
intentionnellement, les notions théoriques développées sont les plus générales possible.

Evidemment, pour observer les effets de la présence de désordre dans un milieu, il est in-
dispensable de connaitre parfaitement son comportement dans un état ordonné. C’est 'une des
raisons qui nous a poussé a choisir d’étudier la propagation a travers un réseau. Le comportement
d’un réseau unidimensionnel ordonné est typique et facilement reconnaissable : le spectre de la
transmission se découpe en une succession de bandes en fréquence ot le régime est soit propagatif
(bandes passantes) soit évanescent (bandes interdites). Le réseau ordonné agit donc comme un
filtre en fréquence, partageant la transmission en une partie complétement opaque et une partie
transparente. La deuxiéme raison de ce choix est 'existence de la théorie de Bloch qui permet
de localiser trés précisément ces différents régimes (Bloch 1928 [4]). Ce genre de transmission
a d’ailleurs largement été traité par la littérature dans de nombreuses branches de la physique
telles que 'acoustique (Bradley 1994 [5], Sugimoto et Horioka 1995 [6]), la mécanique quantique
(Sprung et Wu 1993 |7|, Griffiths et Taussig 1992 [8]), la mécanique (Cremer et al 1973 |9]) et
la physique du solide (Bentalosa et al 1982 [10]).

C’est 'effet du désordre (réseau irrégulier) sur I'emplacement de ces bandes qui est étudié
dans ce chapitre. Le réseau régulier sert de référence et I’écart par rapport & Uordre lorsque
des inhomogénéités sont rajoutées permet de déterminer et de quantifier précisément l'influence
du désordre sur la propagation et la transmission. De trés nombreux travaux ont été menés au
sujet de l'effet du désordre sur la propagation et, 1a aussi, beaucoup de domaines différents de
la physique sont touchés. Les premiéres études sont apparues en physique du solide (Dyson 1953
[11], Schmidt 1956 [12]), puis se sont étendues a la mécanique quantique (voir Anderson et al
1980 [13], et les références dans Sanchez et al 1994 [14]), et a la physique classique (Mead et Lee
1984 [15], Sheng et al 1986 [16], Flesia et al 1987 [17], Souillard 1989 [18], Soukoulis et al 1989
[19], Sornette 1989 [20]). Plus précisément, I'influence d’un champ électrique sur le transport des
électrons dans un milieu désordonné a fait 'objet de quelques travaux (Soukoulis et al 1983 [21],
Bleibaum et al 1995 [22|) ainsi que la propagation des ondes acoustiques (Depollier 1986 |23],
Sornette 1989 [20], Figotin et Klein 1996 [24]), mécaniques (Hodges 1982 [25], Pierre 1987 [26],
Chan et Cai 1998 |27]) ou électromagnétiques (Ursin 1983 [28|, Ziolkowski 1991 [29]). De nos
jours, ce phénoméne est étudié & travers de trés nombreuses applications comme la propagation
de la lumiére (Tiggelen et al 1992 [30]), la géophysique (Gilbert 1980 [31], Klyatskin et Saichev
1992 [32]), la semi-conductivité (Diez et al 1996 [33]) et la propagation dans les plasmas.

Cette longue liste illustre l'intérét des scientifiques pour ce probléme qui recéle encore de

13



14 1 Propagation dans les réseaux unidimensionnels linéaires

nombreux points d’interrogation. Le caractére irrémédiable de la localisation n’est toujours pas
compris et I'étude des moyens capables de délocaliser une onde est encore d’actualité (Soukoulis
et al 1994 |34|, Heinrichs 1995 [35]).

En outre, les cas bi-dimensionnel et tri-dimensionnel sont maintenant envisagés. Les phéno-
meénes observés sont différents que dans les milieux unidimensionnels car la localisation des ondes
n’est plus observée aussi facilement. La aussi, toutes les branches de la physique moderne sont
représentées et le nombre d’articles paraissant dans la littérature ne cesse de croitre. Ainsi, les
ondes classiques (Heckl 1964 [36]) et électromagnétiques (Busch et al 1995 [37], Sigalas et al 1996
[38]) sont largement traitées et les études dans le domaine de la physique quantique (Furusaki
1999 (39|, Soukoulis et Grest 1991 40|, Abrahams et al 1979 [41]) ou de la propagation de la
lumiére (de Vries et al 1989 [42]|, Akkermans et Maynard 1985 [43]) mettent en évidence une
localisation pour les réseaux bi-dimensionnel et tri-dimensionnel. L’effet du désordre dans ces cas
14 est & peu prés le méme que pour un réseau unidimensionnel méme si la force du désordre doit
étre bien plus grande pour un résultat équivalent.

Néanmoins, ce travail n’envisage pas de cas similaires et seule la propagation dans un milieu
unidimensionnel est étudiée.

1.2 Enoncé du probléme

Ce chapitre porte essentiellement sur 1’étude de la propagation linéaire a travers un réseau
unidimensionnel. Le réseau considéré est constitué d’un milieu unidimensionnel infini et parfaite-
ment homogeéne chargé aux points x,, par des forces F,, dérivant d'un potentiel V,, (voir schéma
1.1). Par ailleurs, les forces F), sont supposées étre linéaires.

Vin Voo M Va V-1 Wn

A\ 4 NV XNV YV \V/\/

\/ \/ \/ \/ \/
] ] ] ] ] ] >
Tm Zo T T IN-1 TN X

F1G. 1.1 — Représentation schématique du milieu de propagation

Le cas linéaire est abordé a travers deux systémes distincts qui constituent les deux grandes
parties de ce chapitre : la propagation a travers un réseau périodique (ou régulier) et la propaga-
tion & travers un réseau désordonné dont les caractéristiques (par exemple le potentiel de chaque
site ou la longueur de chaque cellule) varient dans l'espace.

Dans un premier temps, les équations générales décrivant la propagation dans un réseau sont
établies : la transmission a travers un réseau régulier est traitée d’une fagon analytique grace a la
théorie de Bloch mais une méthode numérique est aussi développée. Le cas du réseau désordonné
est notamment abordé au moyen de la méthode des perturbations qui utilise la fonction de Green
du milieu perturbé; un formalisme décrivant la propagation au moyen d’une matrice permet
d’aborder le cas général (désordre quelconque). En effet, en présence de désordre, la propagation
est caractérisée par des simulations numériques car aucun calcul analytique n’est possible.

Enfin une synthése permet de récapituler les différents résultats en insistant sur ceux encore
inconnus dans la littérature.
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1.3 Equations générales

La propagation dans un milieu unidimensionnel, sans source, d'une onde W(x,t) est décrite
par ’équation différentielle

0?W(x,t) B l@Q\I’(x,t) _0 (11)
Ox? 2 o2 ’ '
associée a des conditions initiales et & des conditions aux limites. Dans cette équation, c représente
la célérité de 'onde dans le milieu.

Dans le probléme considéré, les conditions aux limites, représentées par les discontinuités du
réseau, se déduisent du comportement de la fonction ¥(x,t) ou de sa dérivée spatiale % aux
points x,. Par la suite, la propagation d’une onde harmonique est étudiée ce qui permet d’écrire
le champ sous la forme ¥ (z,t) = U(x)elv!.

Si la fonction W(z,t) est continue en z,, et que sa dérivée est discontinue, alors les conditions
aux limites en x,, s’écrivent

) = (12)
dmx ’xi - dxm ‘x; = O-"\IJ('IN)
et ’équation de propagation pour la distribution ¥(x) devient
d*V (x w?
da:(z ) + c—2\I'(x) =0,V (zy)0(z — x4), (1.3)

ot d(x) est la distribution de Dirac.
Au contraire, si la fonction W(x,t) est discontinue en x,, et que sa dérivée est, pour sa part,
continue, les conditions aux limites se mettent sous une forme différente :

_ dv
d¥(z) _ d¥(z) :
dx |:B7J{ — dx |m;
et I’équation de propagation s’écrit alors
AV (r) w? d¥(z)
s + C—Q\IJ(JJ) = o, 0(x — ). (1.5)

Les équations (1.3) et (1.5) prennent en compte les conditions aux limites en x = =z, et
leur membre de droite peut étre interprété comme un terme de source (role de diffuseur de la
discontinuité). Lorsqu’elle est excitée par une onde incidente, la discontinuité du milieu au point
T, se comporte comme une source secondaire qui, & son tour, rayonne dans les deux directions, &
savoir, une onde réfléchie vers la gauche et une onde transmise vers la droite. Dans la suite de ce
travail, les applications proposées appartiennent toutes au cas ou la fonction d’onde est continue
et sa dérivée discontinue. Par conséquent, seul ce cas particulier sera étudié.

Equation de propagation

Il découle de la relation (1.3) que I’équation régissant la propagation a travers un réseau
comportant des discontinuités aux points z,, (Vn) prend la forme suivante :

2 x (/.)2
d (;I;g ) + C—2\I’(£L‘) = 25($ - xn)o-nlll($) (1'6)

De méme que pour une discontinuité, le second membre de cette équation représente des
sources secondaires qui émettent les unes aprés les autres au passage de ’onde sur chaque dis-
continuité. Ces sources sont caractérisées d'une part par la valeur de la discontinuité o, et d’autre
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part par la valeur de la fonction ¥(x) au point considéré. Dans le cas d'un réseau périodique,
elles sont toutes identiques (o, = 0, ¥n) et a égale distance les unes des autres.

Pour étudier les solutions de 1’équation de propagation (1.6), plusieurs méthodes sont envi-

sageables :

— le développement en série de la fonction W(x), sur une base de fonction (théorie de Bloch),
pour prendre en compte la périodicité de la solution. Cette issue n’est possible que pour le
cas d'un réseau régulier et permet de trouver une solution analytique au probléme;
la fonction de Green du milieu peut, elle aussi, étre calculée dans le cas d’'un réseau pé-
riodique ou lorsque quelques inhomogénéités sont présentes (utilisation de la théorie des
perturbations) ;
le formalisme matriciel décrit la propagation a ’aide d’un produit de matrices définissant
chacune le passage de I'onde d’'une cellule & la suivante. Seule cette solution est adaptée
a n’importe quelle configuration (avec ou sans désordre) et permet de résoudre les cas les
plus complexes.

1.4 Formalisme matriciel

Ce formalisme est adapté & toutes sortes de configurations et notamment & la présence de
désordre dans le réseau. Il permet de décrire la propagation par un produit de matrice définissant
chacune une cellule du réseau.

La solution, pour la n%me

linéaire de deux ondes planes

cellule (z, < & < xp41), est définie comme une superposition

Y

W(w) = A, 4 ke (1.7

ol A, et B, représentent respectivement les amplitudes de ’onde aller et retour entre x,, et z,41
et k= < est le nombre d’onde. Les conditions de continuité pour W(z) et de discontinuité pour
sa dérivée (voir section précédente) sont prises en compte et permettent de trouver une relation
de récurrence entre deux sites consécutifs du réseau :

o i o —i
An—i—l - (1 271]761 )Anejkdn+1 2n]+kl Bne ]kd’hq’ (1 8)
On jkd On —jkd :
Bn+l = —T?Anej n+l (1 — 2‘;];:1 )Bne J ”+1,

ol opy1, qui représente le saut de la dérivée de la fonction d’onde & chaque neeud z,,11, dépend
de la position de 'onde dans le réseau et ot d, 11 = xp11 — p désigne la distance entre deux
sites consécutifs.

Une solution générale de la propagation a travers un réseau quelconque est ainsi définie. Le
systéme est réduit a une séquence infinie de cellules unidimensionnelles couplées de longueur d,,.

1.4.1 Matrices de transmission

Les relations (1.8) peuvent aisément se mettre sous une forme matricielle reliant les ampli-
tudes du champ de chaque c6té d’un diffuseur :

Apir | _ | (L4 S5g)eitien S emibhen A, 19)
B | 7| —gieren q-Ggesn || B, -
_ [ Tty Tty } [ An } =Thi1 [ An ] (1.10)
Tmt1)y, Tty Bn Bn

ieme cellule.

cellule, il est possible, grace a cette relation de

ou Ty est la matrice de transmission associée & la transmission & travers la n

Connaissant les ondes aller et retour dans la n*¢™¢
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déterminer le champ de ’onde en n’importe quel endroit du réseau en appliquant cette relation
ou son inverse autant de fois qu’il est nécessaire.
La propagation a travers un réseau quelconque de m cellules est donc décrit par la relation :

+m—1
An+m ! An
= T; . 1.11
|: Bn+m H o Bn ( )

1=n
ot (A4, Byp)! caractérisent les conditions initiales (les conditions initiales ou aux limites repré-

sentent la cellule du réseau dans laquelle 'onde est supposée connue) et (A, Bpim)t la valeur
du champ aprés la propagation & travers m cellules.

1.4.2 Matrices de transfert

Un formalisme s’appuyant sur des matrices de transfert peut aussi étre utilisé pour résoudre
ce probléme. En posant ®, = (¥,,,1 ¥,,)! ou ¥,, = ¥(z,), la propagation a travers un réseau de
m cellules est, cette fois-ci, donnée par :

n+m
(I)n—l—m = H Mi(I)n
ol
| Ty Ty, 1
e R

est la matrice de transfert associée a la i'®™€ cellule. Cette expression est obtenue grace a un

changement de variable (matrice de Poincaré : Bellissard et al 1982 [44]|, Heinrichs 1995 [45])

défini par
ejkdn+1 e_jkdnJrl An
] .

Ainsi, la propagation est maintenant décrite par une équation aux différences finies reliant
trois sites consécutifs du réseau :

Upr1 +9,-1 —2a,9, =0, (113)

ou a, = 1/2(T(m)11 + T(n)22). Chaque cellule est définie par une valeur de a, qui, si elle peut
s’écrire sous une forme sinusoidale, correspond & une transmission par cette méme cellule.

1.4.3 Conclusion

Ces deux méthodes, fondées sur une description matricielle, sont généralement utilisées pour
simuler la propagation a travers un réseau unidimensionnel régulier (Bentalosa et al 1982 [10],
Griffitths et Taussig 1992 [8], Sprung and al 1993 [7]) ou désordonné (Lin et Cai 1995 [46],
Balumni et Willemsen 1984 [47], Zotulski 1992 [48], Russ et al 1998 49|, Levine et Willemsen
1983 [50], Lui et Fukuma 1986 [51]). Elles sont d’ailleurs complémentaires I'une de 'autre :
lorsque la grandeur connue est ’amplitude de 'onde dans le réseau, les matrices de transfert
sont les plus & méme de décrire la propagation ; au contraire lorsque les ondes aller et retour sont
connues, les matrices de transmission sont beaucoup plus appréciables.

1.5 Cas des réseaux périodiques
1.5.1 La théorie de Bloch

1.5.1.1 Introduction

Les ondes de Bloch, qui sont associées & la propagation dans les milieux périodiques, ont été
largement étudiées et sont impliquées dans toutes sortes de phénomeénes physiques tels que les
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ondes acoustiques (Bradley 1994 5], Cremer et al 1973 [9]), les ondes radio, les micro-ondes,
les ondes électromagnétiques (notamment optiques) ainsi que les ondes en mécanique du solide
(Bentalosa et al 1982 [10]) et en mécanique quantique (Griffitths et Taussig 1992 [8]).

La premiére raison de cet intérét interdisciplinaire est la dispersion qui caractérise ces ondes
de Bloch : le domaine spectral est divisé en une alternance de bandes de fréquences appelées
"bandes passantes" et "bandes interdites". Les ondes dont la fréquence appartient aux bandes
dites "passantes" se propagent librement alors que dans les bandes "interdites", ces ondes sont
atténuées exponentiellement, comme des ondes évanescentes. Cette structure de bandes des ondes
de Bloch (relation de dispersion) est la propriété la plus souvent exploitée dans les différentes
applications.

Ces propriétés remarquables sont le fruit de la recherche de Felix Bloch '. Il a montré que
les solutions de I’équation de Schrédinger qui gouverne la dynamique des électrons a l'intérieur
d’un réseau de cristal sont des ondes d’une forme particuliére, connues aujourd’hui sous le nom
d’ondes de Bloch. Ce travail forme la base de la théorie des bandes de la mécanique quantique
de la conductivité et semi-conductivité dans les solides.

La théorie de Bloch explique I'existence de bandes passantes par un subtil équilibre entre
deux ondes couplées se propageant en sens inverse. Dans ce régime, les effets des interférences
multiples sont présents et une théorie fondée sur I'existence d’ondes couplées suffit & expliquer
la présence de ces bandes (voir les références citées par Bradley pour connaitre les différentes
applications).

Grace a la théorie de Bloch, la propagation a travers un réseau périodique infini est connue
et Iacces a leurs propriétés dans le cas harmonique devient possible. Des résultats analytiques
permettant de valider les différentes simulations, indispensables dans des cas plus complexes
(introduction du désordre ou de non-linéarités), sont trouvés et présentés succintement dans la
suite de ce chapitre.

1.5.1.2 La relation de dispersion des ondes de Bloch

La propagation & travers un réseau périodique est décrite par une équation différentielle &
coefficient périodique dans l'espace (voir I'équation (1.6)). La théorie de Bloch s’applique au
cas d'un réseau ordonné (ou un opérateur a coefficient périodique est défini) et le théoréme de
Floquet, principe de base de cette théorie, peut donc étre utilisé. La propriété de périodicité des
solutions de ’équation différentielle (1.6) est ainsi mise en évidence :

U(z + d) = 190 (1) (1.14)

ou d est la périodicité du systéme représentée par la taille constante des cellules et ¢ le nombre
d’onde de Bloch.

Pour un réseau ordonné (toutes les valeurs des sauts de la dérivée de la fonction d’onde de
chaque site sont égales), les matrices de transmission sont identiques pour toutes les cellules et
s'écrivent :

T =

T \pikd g ,—jkd
tr ij)':d ok jkd
T o] — O N\ ]
2% € (1—355)e
Donc, pour décrire une propagation a travers m cellules, il suffit de multiplier m fois la

matrice T. Si on définit s comme les valeurs propres de la matrice T, alors la propagation &
travers m cellules en partant des conditions aux limites (A, By,)! se met sous la forme :

An+m m An _m An
] lm ] lE]

Ainsi, la position des bandes passantes et interdites ne dépend que des valeurs propres s. Si s
peut se mettre sous la forme s™ = /% ou seule la phase ¢ varie, une bande passante est définie.

'Elles lui ont permis d’obtenir le prix Nobel en 1928.
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s étant un nombre complexe de module 1, I'onde est périodique le long du réseau et se propage
sans difficulté. Dans le cas ou [s™] < 1, 'onde subit une importante atténuation au cours de sa
propagation et une bande interdite est mise en évidence.

L’étude du probléeme aux valeurs propres est donc primordiale pour la compréhension du
phénomeéne et sa résolution. La relation de dispersion de ces ondes est donnée par la solution du
probléme aux valeurs propres. Ces valeurs propres s sont solutions de ’équation caractéristique

Ti1—s T2

2
=5 —5(T11 + To)+ |T| =0,
Ty To—s (T 2) + ||

ou
|T| = det(T) = T11T22 — T12T21.
Cette relation générale peut étre simplifiée lorsque des cas plus précis sont étudiés tels qu'un
systéme réciproque.

Systéme réciproque

Un systéme est dit réciproque quand sa réponse en un point A (extérieur au systéme) die
a une source située en B (extérieur au systéme) est égale a la réponse en B & une source en A.
Ceci entraine, dans notre cas, |T| = 1, ce qui permet de trouver deux valeurs propres s et 1/s
distinctes. L’équation caractéristique peut alors se mettre sous la forme

1
8+g=T11+T22

ce qui, en supposant que les ondes de Bloch soient formées d’ondes conventionnelles (les valeurs
propres sont €/9%) ameéne & la relation de dispersion des ondes de Bloch suivante :

cos(qd) = %(Tn + To). (1.15)

Comme le systéeme est non dissipatif, T9p = T7;, la relation de dispersion s’écrit donc sim-
plement
cos(qd) = R(T11) = k(w). (1.16)
Ainsi les fréquences correspondant a une valeur réelle de ¢ sont associées & des ondes de Bloch
propagatives (bande passante) tandis que les régions du spectre o ¢ est imaginaire sont associées
a des ondes de Bloch exponentiellement atténuées (bande interdite).
En utilisant la définition de la matrice de transmission, la relation de dispersion pour les
ondes de Bloch devient :
cos(qd) = cos(kd) + % sin(kd). (1.17)

Cette expression est directement exploitée pour connaitre la position des bandes pour un systéme
donné. Pour évaluer les valeurs de g, les parties réelles et imaginaires sont séparées et le nombre
d’onde de Bloch prend la forme suivante :

n,m + j cosh™! (k) k> 1,
qd=1{ +cos (k) -1<k <1, (1.18)
n;m £ j cosh ™ (|x|) k< —1,

ol ny, est un entier pair et n; un entier impair.
Ainsi, le cas d’un réseau périodique peut étre complétement résolu par une méthode analy-
tique.

Remarque

Le cas du systéme dissipatif n’est pas abordé dans ce chapitre mais n’engendre pas de pro-
bléme particulier. Ce cas sera traité lors de ’application de cette théorie & la propagation dans un
réseau acoustique. Les coefficients de la matrice de transmission prendront en compte les effets
visqueux et thermiques mis en jeu lors de la propagation et les positions des bandes seront donc
dépendantes des effets de dissipation.
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1.5.2 Détermination de la fonction de Green

La fonction de Green d’'un tel sytéme est définie par :
\Il($m) = \I’(xn)GO(m7 n, (l).

ou Go(m,n,a) = Go(xm,, xy,a). Cette fonction est déterminée par 'excitation (source) au point
Zn et par le résultat de cette excitation en x,, (il faut noter ici que ces indices représentent des
emplacements du réseau et sont donc équivalents a des distances avec cette écriture). La valeur
de a représente 'expression des valeurs propres et définit la propagation.

On décrit la propagation au moyen de la fonction de Green du systéme sous la forme d’une
équation aux différences finies :

Go(m,n+1,a) + Go(m +1,n,a) — 2aGo(m,n,a) = opm (1.19)

ol 0y, est la fonction de Dirac et a = %(Tn + T52). La solution de cette équation se met sous
la forme (voir annexe A) :

—(a — Va2 =1)lm=nl
22— 1 '

La réponse du systéme est définie par le comportement de Go(m,n,a) qui est lui méme dé-
terminé par la valeur du parameétre a. Dans le cas d'un systéme réciproque, il est aisé de voir
que a = cos(gd) et donc que lorsque |cos(gqd)| < 1, la fonction de Green a un comportement
périodique (sinusoidal). Les ondes dont le nombre d’onde ¢ vérifie cette inégalité appartiennent
aux bandes passantes puiqu’elles ne subissent aucune atténuation et possédent la méme périodi-
cité que le réseau. Au contraire, lorsque | cos(gd)| > 1, la fonction de Green a un comportement
exponentiellement amorti avec la distance a l'excitation (gd se met sous la forme d'un cosinus
hyperbolique) : ces ondes appartiennent aux bandes interdites puisqu’elles ne se propagent pas.

En outre, la fonction de Green est trés utile lorsque peu d’inhomogénéités sont introduites
dans le réseau. En utilisant la méthode des perturbations, la fonction de Green du milieu perturbé
est définie grace a la fonction de Green du milieu ordonné et de nombreuses conclusions peuvent
étre tirées de son analyse.

GO (mv n, CL) =

(1.20)

1.6 Cas des réseaux désordonnés

1.6.1 Introduction

La propagation a travers un milieu est généralement conditionnée par les effets des inter-
férences dans celui-ci. Par exemple, dans le cas d’une structure périodique, la propagation est
définie par la dispersion des ondes de Bloch, qui elles méme sont caractérisées par une structure
de bandes dans le domaine spectral. Dans les milieux possédant quelques hétérogénités (présence
de quelques cellules différentes des autres), 1'effet limité des inhomogénéités (diffuseurs) autorise
toujours la propagation sur une longueur finie mais avec la phase, la vitesse et le coefficient d’ab-
sorption différents de ceux du cas régulier (Depollier 1986 |23], Luck 1992 |52]). En revanche,
pour des désordres contintiment distribués, les effets d’interférences cohérentes n’existent plus et
la localisation des ondes apparait.

Ainsi deux types différents de problémes peuvent étre distingués dans le contexte des ondes
classiques ce qui constituera les deux grandes parties de cette étude.

1.6.2 Localisation dans les réseaux unidimensionnels : modéle d’Anderson

Le nom générique "modeéle d’Anderson" regroupe diverses variantes de 1’équation de Schro-
dinger dans un potentiel désordonné a une dimension. Anderson (Anderson 1958 [53]) a étudié
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la propagation des électrons dans un cristal contenant des impuretés et a montré que les inter-
férences entre les électrons jouaient un réle important dans la transmission. Le phénoméne de
localisation des ondes est un phénomeéne ondulatoire, encore assez mal connu, tout a fait général
qui affecte aussi la propagation des ondes classiques (son, lumiére, ...) dans un milieu inhomoggéne.
Anderson a montré que la fonction d’onde régissant un électron dans un cristal désordonné peut
étre fortement altérée (par rapport au cas du cristal ordonné) ce qui implique une décroissance
exponentielle de la transmission & travers ce cristal.

D’aprés les travaux d’Anderson, le fait que le milieu soit infini et unidimensionnel garantit
la localisation de toutes les ondes quel que soit le désordre présent dans ce milieu. Au contraire,
dans cette étude, dans un souci de réalisme, le réseau désordonné considéré est de taille finie
ce qui interdit une localisation unilatérale. En effet, le cas étudié est le suivant : on considére
un réseau unidimensionnel ordonné infini dont une partie de longueur L présente un désordre
(voir figure (1.2)). Le réseau ordonné joue un role de filtre et seules les ondes appartenant a une
bande passante sont incidentes au réseau désordonné. L’onde incidente est d’amplitude R, et
engendre une partie réfléchie vers la gauche d’amplitude Ry et une partie transmise vers la droite
d’amplitude T

Pour mettre en évidence 'effet de la localisation, on introduit la notion de longueur de loca-
lisation définie comme le décrément logarithmique de 'onde & lintérieur du milieu désordonné.
Ainsi la localisation dans un milieu de taille finie n’est visible que si cette longueur (de localisa-
tion) est bien plus faible que la taille du milieu désordonné.

Pour mesurer 'importance de la localisation, la détermination du coefficient de transmission
est parfaitement adaptée et la méthode matricielle générale développée dans le chapitre précé-
dent permet de calculer ce coefficient. La longueur de localisation et le coefficient de transmission
sont reliés par une relation simple (loi exponentielle) qui peut étre caractérisée par cette méthode.

ordre désordre ordre

Rse—jkx

D —
_— —_— X
Reejkx Tejk(x—L)

x=0 x=L

FiG. 1.2 Représentation schématique de la transmission d’une onde a travers un milieu désor-
donné de taille finie.

Remarque

Généralement, lorsque I'étude n’exige qu'une vue "globale" de la localisation en fonction de la
frequence (ou I'énergie) de I'onde, on utilise le coefficient de transmission. En revanche lorsqu’une
analyse fine de la transmission est nécessaire, 'observation de la longueur de localisation est bien
plus enrichissante et permet d’étudier les effets de l'introduction du désordre en fonction de
I’épaisseur du milieu.

Tous ces points sont abordés au moyen de calculs analytiques ou grace a des simulations.
Dans ce qui suit, on se consacre & la mise en place de ces techniques qui seront utilisées dans
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les deuxiéme et troisiéme parties de ce travail dédiées chacune a une application différente de ce
type de probléme.

1.6.3 Notion de désordre

La notion de désordre n’est pas claire et évidente & appréhender et plusieurs définitions dis-
tinctes sont envisageables. Généralement, on parle de désordre quand il est possible de comparer
le milieu comportant du désordre avec le méme milieu dans un cas ordonné. Dans I’étude qui va
suivre, cette régle est respectée et les effets de 'introduction du désordre sont quantifiés grace
a la comparaison des résultats avec et sans désordre. Le désordre est appréhendé comme une
perturbation plus ou moins importante du cas ordonné. Cette perturbation peut étre localisée
en quelques endroits du réseau et ’on parlera alors d’une faible concentration d’hétérogénéités.
Au contraire, les perturbations peuvent apparaitre tout au long du milieu ce qui constituera un
désordre continiiment distribué dans la suite de ce travail.

Le premier exemple est typiquement décrit par un milieu comportant une ou plusieurs hété-
rogénéités traitées comme des inhomogénéités ponctuelles et peu nombreuses. Les valeurs et le
nombre de celles-ci par rapport au cas ordonné peuvent varier. La méthode des perturbations est
utilisée pour déterminer la fonction de Green d'un réseau comportant une hétérogénéité. Par ex-
tension, on étudie le cas d’une distribution d’un grand nombre d’hétérogénéités en les supposant
de faible importance (écart faible entre leurs valeurs et celles du cas ordonné) et l'atténuation
des ondes est établie analytiquement.

Le désordre continiment distribué est représenté, dans ce travail, par un réseau dont une
ou plusieurs des caractéristiques (densité, température, ...) varient dans l’espace. Comme exposé
dans la description du systéme, le modéle de Kronig-Penney? est utilisé ; il suppose le potentiel
V(x) a trés courte portée, de sorte qu’il peut étre représenté par une somme de distribution de
Dirac, d’amplitude o,, centrée sur les positions z,, des discontinuités. Deux sortes de désordre sont
différenciés dans le cas d’'une propagation a travers un milieu chargé par un potentiel discret :

— le désordre sur les amplitudes o, des potentiels. Ce type de désordre est défini comme

paramétrique et laisse la taille des cellules intacte et égale;

— le désordre sur les positions x,, des potentiels. Celui-ci est dit géométrique et ne conserve

pas la taille des cellules.
Dans ce modéle, chaque valeur de 'hétérogénéité ou de la taille des cellules est choisie de fagon
pseudo-aléatoire au moyen d'une distribution normale dont la valeur moyenne et I’écart type 1/
sont connus (voir la figure (1.3)).

La localisation d’Anderson dans un réseau unidimensionnel de longueur finie est mise en
évidence, notamment, en calculant la longueur de localisation et le coefficient de transmission.
La propagation a travers un réseau ou le désordre est uniformément réparti est décrite au moyen
du formalisme matriciel développé dans le premier chapitre.

1.6.4 Faible concentration d’hétérogénéités

Le désordre faible peut étre illustré par le cas d'un réseau a une hétérogénéité. Cet exemple
est traité dans ce paragraphe en déterminant la fonction de Green d’un réseau perturbé par la
présence d’une unique inhomogénéité. Puis, par extension, le cas d’'un grand nombre d’hétérogeé-
néités et d’un désordre faible est envisagé en se référant au travail de Depollier (Depollier 1989
[54]) qui s’appuie sur des méthodes d’approximation (méthode de 'opérateur moyen et méthode
du potentiel cohérent, Thouless 1974 [55]).

2Le modeéle de Kronig-Penney a été développé en physique du solide et il est décrit mathématiquement par un
peigne de Dirac.
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écart type
I
_—

-

moyenne

F1G. 1.3 — Type de distribution utilisée pour choisir les valeurs des potentiels ou des tailles des
cellules pour construire un réseau contenant un désordre uniformément distribué.

1.6.4.1 Cas d’une hétérogénéité

La propagation dans un réseau régulier dont ’équation est donnée par (1.13) est considérée.
Une hétérogénéité est placée sur le noeud x, caractérisée par o’ qui définit le potentiel (et la
force) pour ce site. Les équations décrivant la propagation sont :

Uor1+¥y_1—2aV¥, =0, pour n#m,

Vi1 + 0, 1 —24T, =0, pour n=nm, (1.21)

dans lesquelles la fonction d’onde au point z,, qui est la superposition d’une onde incidente e/™?
et de I'onde diffusée par I’hétérogénéité s(x,), est notée :

U, =™ + s5(zy). (1.22)

L’onde incidente se propage dans le réseau périodique non perturbé et vérifie I’équation (1.13).
Les relations (1.21) se mettent sous la forme :

Upr1+ U1 —2a¥,, = 2(a’ — a) Vb m. (1.23)

En reportant l'expression de la fonction d’onde en z,, dans cette derniére équation et compte
tenu de la relation (1.21), on trouve :

§(xnt1) + 5(Tn_1) — 2as(zn) = 2(a’ — a)(s(xn) + ™)y m, (1.24)
dont la solution vérifie I’équation
s(xy) = 2(a’ — a)[s(zm) + ™]Go(m, n, a) (1.25)
ou Go(m,n,a) est la fonction de Green du réseau non perturbé. En posant
A =2(a' — a)Go(m,m,a),

s(xy,) se met sous la forme
Aedme
1-A

ce qui permet de trouver la solution de ’équation (1.25) :

8(xm) =

( )_AGO(m,n,a) 1
Sin) = Go(m,m,a) 1 —A

eIme, (1.26)
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La relation (1.22), en utilisant cette derniére équation, permet de déterminer la fonction de Green
du réseau perturbé entre les points x,, et z; :

G(l,n,a) = Go(l,n,a) + Go(l,m,a)TGy(m,n,a) (1.27)
ou 1" qui représente ’opérateur diffusion de 'impureté s’écrit :
A
T = (1.28)

(1—AN)Go(m,m,a)’

et se simplifie en
T 2(a—d')

1-2(a—a)Go(m,m,a)’
Ainsi, la fonction de Green d’un réseau comportant une hétérogénéité est déterminée analytique-
ment. Elle est constituée d'un terme représentant la propagation libre entre le point source x,, et le
point d’arrivée de U'onde x; (Go(l,n,a)) associé a un terme de diffusion (Go(l, m,a)T'Go(m,n,a)).
Ce dernier est composé de la propagation libre entre la source et I'impureté , puis de la diffusion
par 'impureté et finalement de la propagation entre celle-ci et le point d’arrivée.

Cette fonction de Green est trés utile lors de 'analyse de propagation dans des milieux com-
portant, par exemple, des défauts. En utilisant des méthodes d’approximation, on peut étendre
cette notion au cas d'un grand nombre d’hétérogénéités présentes dans le milieu.

(1.29)

1.6.4.2 Cas d’un grand nombre d’hétérogénéités

Pour un grand nombre fini N d’hétérogénéités, on concoit que la généralisation du calcul dans
le cas d'une hétérogénéité soit envisageable. On obtient une relation analogue a (1.27) :

G =Gy + GoTGy

dans laquelle G représente la fonction du milieu non perturbé et ot T est 'opérateur diffusion
du réseau construit & partir des opérateurs de chaque hétérogénéité 7, tel que :

T = f(Tm)

On s’intéresse a la valeur moyenne (G) de la fonction de Green dont le calcul n’est possible qu’a
l'aide de méthodes d’approximation telles que, par exemple, la méthode de 'opérateur moyen.
Pour cela, on définit (G) par

(G) = Go + Go(T)Go.

Cette approximation consiste & poser
(T) = f((Tm))

ce qui permet, par la suite, de déterminer la fonction de Green du milieu effectif G (I, m, a) telle
que
Ge(l,m,a) = Go(l,m, k* — %) (1.30)

ou X est une grandeur complexe reliée a la valeur moyenne de 'opérateur diffusion (T") (Depollier
1989 [54]). L’expression de cette grandeur se réécrit sous la forme

Y = A+ 4T, (1.31)

ol le réel A renormalise la célérité de I’onde dans le milieu effectif et ol I mesure ’atténuation.
Le vecteur d’onde devient complexe et s’écrit :

¢ =+ . (1.32)

La partie réelle ¢ est donnée par a = cos(¢) (réseau ordonné) et ~ représente l'atténuation de
I'onde dans le réseau.
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1.6.4.3 Faible désordre

Les hétérogénéités, définies par a), modifient la propagation dans le réseau. En utilisant un
développement en série de perturbations de la fonction de Green du cas perturbé, en prenant sa
valeur moyenne et en tenant compte de la propriété (Go(l,m,a)) = Go(l, m,a), Uatténuation ~
de 'onde se met sous la forme (Depollier 1989 [54]) :

. 1
y=lim {Re[z——log(1 +2Go(l,m,a)(a; — a) + HG3(l,m,a))((a; —a)?))]} ~ (1.33)
[l—m|—o0 ’l — m\
pour les bandes passantes.
Lorsque le désordre est faible, on pose (a; — a) < a, ce qui permet un développement de la
fonction logarithme autour de l'unité. En outre, lorsqu’il est centré, la valeur de (a/; —a) = 0 et,

J
((aj — a)(a} —a))
sin?(¢) '
Ainsi, atténuation au premier ordre s’exprime toujours par la relation (1.34) dans les bandes
passantes. De méme, il est possible de retrouver ce résultat en définissant les amplitudes des
ondes transmises et réfléchies pour chaque hétérogénéité et en calculant ’atténuation moyenne
des ondes au moyen du calcul du coefficient de transmission total Th. Celui-ci est donné par

I'atténuation est donnée par :

(1.34)

e

N-1
eJ®
In= E) 1— A

ot A; = 2(al — a)Gy(i,i,a) d’apres 'équation (1.26). L’atténuation moyenne v peut se mettre
sous la forme

7= Relloa(T)]

dont le premier terme du développement donne la relation (1.34). Cette approche permet de
déterminer analytiquement l'atténuation de I’onde causée par la présence d’hétérogénéités dans
le réseau et montre 'importance des inhomogénéités sur la transmission du milieu : les valeurs a/
définissant les hétérogénéités occupent une place primordiale dans I'estimation de ’atténuation
de 'onde.

1.6.5 Deésordre contintiment distribué
1.6.5.1 Calcul du coefficient de transmission

La connaissance du coefficient de transmission d’'un systéme permet de caractériser sa trans-
parence pour une longueur finie. Ce coefficient est défini comme le rapport du champ a la sortie
de I’échantillon désordonné et du champ incident & cette partie. Il ne dépend pas de ’amplitude
d’entrée puisque le cas linéaire est étudié mais il est déterminé par la force du désordre et par la
fréquence de 'onde incidente.

La méthode utilisée pour ce calcul est celle décrite par le formalisme matriciel dans la section
(1.4). La propagation & travers un réseau de N cellules est caractérisée par le produit de N
matrices de transmission. Les valeurs de 'onde aller et retour a la sortie de réseau désordonné
sont données par la relation :

N
AN | _ Ag | _ | Ao
[ Ba } =TnTrN_1.. T} [ B, ] _ETZ [ B, ] (1.35)

ot (Ag By)! caractérisent I'onde aller et retour au début de la partie désordonnée (conditions
aux limites). Le milieu de chaque coté du réseau désordonné est supposé infini (réseau pério-
dique) et anéchoique ce qui permet d’écrire les conditions aux limites & la sortie de 1’échantillon
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désordonné :
Ay = T,
By = 0.
A Tentrée du réseau désordonné, les valeurs des ondes incidente et réfléchie sont connues :
AO = R67
By = R,

En utilisant I'inverse de la relation (1.35), le coefficient de transmission d’un réseau désor-
donné composé de N cellules se calcule en déterminant la valeur de l'onde aller en x = 0 (début
du réseau désordonné) correspondant a une valeur de I'onde transmise fixée. Il se met alors sous
la forme :

7L _Av
Re AO
Le coefficient de transmission décrit la dépendance fréquentielle de la réponse du systéme, son
interprétation physique est immédiate, ce qui en fait son intérét; une comparaison avec des
résultats expérimentaux est aisée.

Suivant le contexte expérimental (par exemple), 'utilisation du formalisme s’appuyant sur
des matrices de transfert peut s’avérer plus judicieuse. Il se peut que la décomposition du champ
en une onde aller et retour soit impossible ce qui interdit le choix de la méthode utilisant des
matrices de transmission. Grace aux matrices de transfert, la propagation a travers 1’échantillon
désordonné du réseau peut se mettre sous la forme d’un systéme incluant I’équation de propa-
gation et les conditions aux limites :

U, = Reelk® 4 Roe ik pour <0
U, 14+, 1+E,¥,=0 pour 0<z<L (1.36)
U, = Telks pour x> L

Comme précédemment, le coefficient de transmission est défini en supposant connues les condi-
tions aux limites a la sortie du réseau désordonné (le réseau ordonné est anéchoique et infini).
Ces conditions s’écrivent :

_ jkd
{ P Te (1.37)

Uy = T

et représentent le champ en © = L et x = L+d. Deux conditions sont nécessaires pour déterminer
les valeurs de 'onde a ’entrée de la partie désordonnée en x = d (amplitude ¥1) et en x = 0
(amplitude ¥y). Aprés quelques manipulations, amplitude du coefficient de transmission se met,
alors, sous la forme :

T e=ik —ry|?
T=—=4/1—|— 1.38
R, ro — eJk (1.38)
ou r; = qj&ffl se nomme la variable de Ricatti.

Toutef(;is, il demeure indispensable d’accompagner ’évaluation du coefficient de transmission,
d’une mesure (ou calcul) de la longueur de localisation pour la comparer a la taille du sytéme.
C’est le seul moyen de caractériser la localisation de Anderson dans le cas d’un milieu désordonné
de taille finie 3.

1.6.5.2 Détermination de la longueur de localisation

L’étude du modéle unidimensionnel de propagation a travers un réseau désordonné composé
de N cellules est donc I’équivalent de l'analyse d’un produit de N matrices de transfert (ou de

3En effet, il est tout & fait envisageable que le coefficient de transmission ne soit pas nul alors que les modes
correspondants sont localisés par le désordre du milieu de propagation.
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transmission). Généralement le nombre de cellules envisagé est trés grand pour pouvoir bénéficier
de simplifications.

Dans le cas de milieu aléatoire et en s’appuyant sur des travaux mathématiques importants
(Furstenberg et Kesten 1960 [56], Oseledec 1968 [57]), le comportement asymptotique du pro-
duit d’'un grand nombre de matrices Ty, 2 X 2, aléatoires, indépendantes, équidistribuées, est
caractérisé par l’existence de la limite suivante :

N

1
v = Jm < ln(tr[g Ty)). (1.39)

Cette limite v est appelée I'exposant de Lyapunov du produit infini de matrices. Cette termi-
nologie a été choisie par analogie avec la théorie des systémes dynamiques et il apparait que, dans
le cas du modéle d’Anderson, cet exposant est toujours positif (Luck 1992 [52|). Intuitivement,
le contenu physique de cette grandeur peut étre compris comme suit : une fonction d’onde croit
typiquement, en valeur absolue, selon la loi

(Wn| = e™

de la méme fagon que dans un systéme dynamique chaotique, I’écart entre deux trajectoires
initialement voisines croit comme |§z| = €7 (exponentiellement avec le temps).

Ce résultat peut étre exploité pour expliquer le phénomeéne de localisation (de Anderson)
dans le cas d’un potentiel aléatoire discret. En effet, les solutions de I’équation de propagation
(1.6) ne peuvent pas croitre exponentiellement ni pour x — 400, ni pour x — —oo. Comme
les deux seuls comportements possibles pour les fonctions d’onde du systéme sont de la forme
exp(yx), les solutions doivent décroitre exponentiellement en fonction de la distance selon la
loi exp(—~yx) pour z — +o00.

Par analogie avec cette approche de la propagation a travers un milieu aléatoire, nous avons
appliquer la définition de I'exposant de Lyapunov au cas de la propagation dans un réseau
désordonné. Avec un désordre continiiment distribué, 'inverse de cet exposant (calculé avec un
grand nombre de cellules) est interprété comme la longueur de localisation & (Luck 1992 [52]).
Ainsi,

sert de mesure de la localisation et est interprétée comme le décrément logarithmique de I’onde &
I'intérieur du réseau désordonné ou comme la longueur sur laquelle I’amplitude de 'onde décroit
d’un facteur e.

Cette loi de décroissance exponentielle peut étre élargie au coefficient de transmission ce qui
permet d’exprimer ce coefficient comme une fonction de la longueur de localisation (Knapp et al
1989 [72]) :

7| = exp(—yzn) = exp(—%) (1.40)

ou L représente la longueur du réseau désordonné.

Il faut donc comparer la longueur de localisation avec la taille du systéme pour déterminer
les effets du désordre sur la transmission & travers le milieu. Néanmoins, le comportement du
coefficient de transmission en fonction de la taille du milieu ou le calcul de ’exposant de Lyapu-
nov, lorsque la taille du réseau est grande, permettent directement de connaitre la longueur de
localisation du systéme et d’observer 'influence du désordre.

Remarques
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e Il existe un lien, facile a établir, entre I’exposant de Lyapunov (ou la longueur de localisa-
tion) et les variables de Riccati. La fonction d’onde sur un site quelconque n peut s’écrire

n—1
U, = [ (1.41)
=0

La définition de 'exposant de Lyapunov (1.39) conduit & un comportement asymptotique

pour n grand
n—1

In |[¥,| =In|To| + > Inry. (1.42)
i=0

e Il faut noter que la relation (1.40) ne caractérise que le comportement typique du coefficient
de transmission (Luck 1992 [52]). C’est a dire essentiellement sa valeur la plus probable.
Généralement, la moyenne d’'une telle grandeur est plus grande que sa valeur typique.

e De méme que pour le coefficient de transmission, le coefficient de réflexion R peut étre
déterminé en utilisant les variables de Riccati. Ainsi, la relation liant ces deux grandeurs
se met sous la forme : ' .

e % + Reik

1+R

Cette relation est trés intéressante puisque les variables de Riccati ne dépendent que des

énergies des sites pour n < N. Donc, ces variables se "souviennent" de la condition initiale

qui permet le calcul du coefficient de réflexion.

rN = (1.43)

1.7 Conclusion et synthése

L’étude de la propagation a travers un réseau unidimensionnel linéaire a largement été traitée
dans la littérature et ce chapitre a surtout pour vocation de récapituler les différents résultats
établis dans ce domaine. Seule la détermination de la fonction de Green d’un réseau périodique
et son utilisation pour connaitre celle d'un réseau faiblement perturbé permettent de connaitre
le comportement de la transmission & travers un réseau désordonné de facon analytique.

Ce premier travail permet de développer les méthodes de base, pour des cas simples, qui
seront utilisées tout au long de ’étude. On réalise notamment une résolution analytique du cas
linéaire homogene dont la compréhension est indispensable pour aborder des problémes plus
généraux.

Les effets du désordre sur la transmission sont mis en évidence par l'introduction de la
longueur de localisation et du calcul du coefficient de transmission. En ce qui concerne le cas d’un
réseau périodique, la relation de dispersion a été établie et la succession des bandes passantes et
interdites mise en évidence. La méthode matricielle développée dans cette partie sera généralisée
pour le cas non-linéaire et les mémes outils permettront de décrire la transmission a travers un
réseau comportant des non-linéarités localisées.



Chapitre 2

Propagation dans les réseaux
unidimensionnels & non-linéarités
localisées

2.1 Introduction

Dans cette partie, la transmission a travers un réseau de taille finie comportant des non-
linéarités localisées et/ou du désordre est étudiée. Cette étude constitue une fagon simple d’ap-
préhender le probléme de transmission dans un cas non-linéaire car la propagation entre deux
nceeuds consécutifs du réseau est considérée comme linéaire. Seule la réponse de chaque site du
réseau posséde un comportement non-linéaire (le cas linéaire correspond a I'indépendance de la
réponse & l'amplitude de I'onde incidente sur chaque site). En outre, nous avons choisi de ne
nous intéresser qu’a la propagation des ondes planes a l'intérieur du réseau. Une telle formu-
lation permet d’obtenir les caractéristiques de la transmission grace aux mémes méthodes que
celles utilisées dans le cas linéaire par une généralisation du concept de produit matriciel. Enfin,
seul le premier harmonique (fondamental) est pris en compte dans les calculs car les amplitudes
étudiées (ou les non-linéarités) restent faibles. Cette simplification doit apparaitre comme un
choix de notre part et non pas comme une approximation. Bien entendu, les solutions trouvées
grace a cette simplification ne peuvent pas prétendre définir dans son intégralité le probléme
de transmission non-linéaire. En revanche, ces solutions indiquent, dans la plupart des cas !, le
comportement général de la fonction d’onde et les principaux phénomeénes mis en jeu lors de la
propagation.

Ainsi, les caractéres d’instabilité et de multistabilité de cette propagation sont mis en valeur
grace & une approche inspirée des travaux développés lors des études des systémes dynamiques.
L’influence du désordre sur cette propriété et plus généralement sur la transmission est obser-
vée et analysée. Par ailleurs, des cas particuliers (cas d’une non-linéarité, approximation basses
frequences) sont étudiés pour permettre de "valider" analytiquement les résultats numériques.

2.2 Bibliographie

De trés nombreux articles abordent, de facon théorique, le probléme de la propagation dans
des réseaux périodiques ou désordonnés comportant des non-linéarités.

En ce qui concerne les réseaux homogénes, la plupart des travaux utilise des méthodes dyna-
miques (Wan et Soukoulis 1990 [59], Hawrylak et Grabowski 1989 [60], Li et al 1996 [61], Delyon
et al 1986 [62], Grabowski et Hawrylak 1990 |63]|, Hawrylak et al 1989 |64|, Hennig et al 1994 |65],
Narayanan et Sekar 1998 [66], Wan et Soukoulis 1989 [67]) qui permettent de mettre en évidence

Ipar exemple dans le cas de faibles non-linéarités.

29
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I'influence des non-linéarités sur les ondes de Bloch. Ces études traitent aussi de 'apparition de
comportements chaotiques liés & 'existence de bifurcations successives. Parallélement, d’autres
travaux consacrés a I’étude de chaines non-linéaires plongées dans un fort champ électrique, ont
permis de développer des théories similaires (Cota et al 1992 [68], Cai et al 1995 [69]). Enfin,
quelques articles traitent de I’existence d’ondes solitaires (solitons) dans des milieux non-linéaires
périodiques (voir par exemple lizuka 1995 [70]).

Lorsque le désordre est présent dans le milieu, en méme temps que les non-linéarités, les
méthodes utilisées pour étudier le comportement physique du systéme sont différentes. Quelques
travaux résument ces meéthodes (Gredeskul et Kivshar 1992 [71], Knapp et al 1989 [72]), et
notamment une méthode basée sur la description de la propagation au moyen d’une équation
aux différences finies (Cota et al 1995 [58]) ou bien au moyen de développements adaptés et
empruntés aux cas linéaires (Sayar et al 1997 [73]). Mais généralement, des solutions qui utilisent
une description dynamique sont choisies pour observer la compétition entre les effets du désordre
et ceux des non-linéarités (Knapp et al 1991 [74], Devillard et Souillard 1986 |75], Zevin 1996
[76]) et mettre en évidence une réelle influence des non-linéarités sur la propagation (Mal’shukov
et Mahan 1998 77|, Datta et Jayannavar 1998 |78]). Les ondes solitaires sont elles aussi étudiées
lorsque du désordre est présent dans le milieu et les conclusions aboutissent souvent & la possible
délocalisation de l'onde grace aux non-linéarités (Shepelyansky 1993 79|, Kivshar et al 1990

[21)-

2.3 Description du systéme

On étudie, dans ce qui suit, un milieu unidimensionnel infini homogéne, chargé aux points
T, compris entre x = 0 et x)y = L par un potentiel Vn"l. La seule différence avec le cas linéaire
réside dans la présence d’une partie non-linéaire dans le potentiel V,{Ll. Celui-ci définit ainsi une
force Frf‘l appliquée a chaque point z,, qui dépend de 'amplitude de ’onde se propageant dans le
milieu. De méme que pour le cas linéaire, le désordre est introduit sur I'amplitude du potentiel
ou sur la position des points d’application. La figure (2.1) résume cette description et met en
évidence les différentes notations utilisées dans la suite de ce chapitre.

désordre
et/ou
non linéarités

R,e ik
b
>
@ — X
jk(z—1L)
R.elb® Te

x=0 x=L

F1G. 2.1 — Représentation schématique du réseau non-linéaire étudié.
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2.4 Equation de propagation

Les non-linéarités étant localisées a chaque point z,, du réseau, seules les conditions de raccor-
dement du champ en ces points sont modifiées dans le cas d’un milieu non-linéaire. Une fonction
d’onde harmonique ¥(x,t) = ¥(x)e/*!
périeurs (avec une pulsation 2w, 3w, ...) est négligée. Par la suite, on ne s’intéresse donc qu’a la
propagation de 'onde émise par la source. La relation de discontinuité peut alors s’écrire :

est considérée et 1’éventuelle présence d’harmoniques su-

d\I’(iL‘)’ _d\I'(x)’
dr @ dx '*n

= anl(azn,\ll(xn))\ll(xn), (2.1)

ott o™ (x,, ¥(x,)) représente le saut de la dérivée de la fonction d’onde au point z,, et dépend
de I'amplitude de 'onde & ce point.

En suivant les mémes étapes que dans le cas linéaire, I'équation générale de la propagation &
travers un milieu composé de N cellules et chargé par un potentiel non-linéaire & chaque point
T, s'écrit :

d>V(z)
dx?

N
+E(z) =Y 6(x — zp)o™ (2, ()T (). (2.2)
n=0

Comme dans le cas linéaire, le second membre de cette équation représente N sources secon-
daires qui réémettent lors du passage de I’onde sur chaque discontinuité du réseau. En revanche,
Iintensité de ces sources dépend maintenant de l'intensité de 'onde incidente. On peut alors
poser :

o™ (2, U(x)) = o + f(¥(x)), (2.3)

ou f(z) qui caractérise le terme non-linéaire du potentiel est indépendant de la position dans le
réseau et ol o, représente le saut de la discontinuité en x,, dans le cas linéaire correspondant.
Finalement, 1’équation générale de propagation dans un systéme a non-linéarités localisées
s'écrit :
d>V(x)
dx?

N
+EU(z) =Y (2 — 2) (o + F(U(2)))T(2), (2.4)

n=0

associée aux conditions aux limites suivantes :

— Jjkx —jkx <
{ U, = R.e’™® + Rge pour z <0, (2.5)

U, = Telkl@—2N) pour x> L.

Cette équation décrit le cas le plus général de propagation dans un milieu & non-linéarités loca-
lisées.

Pour en trouver les solutions et compte tenu des simplifications et approximations qui ont
été faites, seules des méthodes numériques peuvent étre utilisées. Elles sont de surcroit assez
simplement mises en ceuvre.

Remarque

Dans cette étude, deux sortes de non-linéarités sont abordées :
- f(z) ~ az et,
flx) ~ ax?

Le premier cas fait 'objet, dans la troisiéme partie de ce travail, d’'une analyse expérimentale
qui permet de valider un certain nombre de résultats numériques. Par conséquent, cette forme
de non-linéarité n’est pas traitée dans le cadre de cette partie théorique. A 'inverse, le cas d’une
non-linéarité dite "symétrique" (f(x) ~ ax?) est largement analysé dans ce chapitre au travers
de I’étude détaillée de deux cas particuliers qui sont la présence d’une unique non-linéarité dans
le réseau et la détermination de la transmission avec I’approximation basse fréquence.
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2.5 Etude générale

La propagation a travers un réseau s’étendant de xg = 0 & xy = L, composé de N cellules
comportant chacune une non-linéarité est étudiée au moyen d’un formalisme utilisant des opéra-
teurs. De méme que dans le cas linéaire, le milieu considéré est unidimensionnel et infini & droite
et & gauche du réseau non-linéaire (figure (2.1)). Le potentiel, présent en chaque point x,, est
décomposé en une partie linéaire et une partie non-linéaire (voir la description du probléme et
I'expression (2.3)).

Les solutions de ’équation de propagation (2.4) sont mises sous la forme d’une somme d’une
onde aller et d'une onde retour entre deux sites consécutifs (équation (1.7)). Les conditions
de raccordement en x = x,, identiques & celles utilisées dans le cas linéaire, permettent ainsi
d’obtenir une relation itérative reliant les ondes aller et retour & l'intérieur de deux cellules
voisines décrivant la propagation a travers le milieu non-linéaire :

_ Tn+1 ikd Tn+1 —jkd F(¥(@nt1)) ikd —jkd
Anpr = (1+ Fh) Apeihdni 4 LB, o= ikdns +W>)(Ane] "4 Bpen M),

_ Ontl ikdy, Ont1 —jkdy, f(¥(@nq1 ikd, —jkdnp
BTL—‘,—I == —WAnej +1 + (1 - 27k )Bne J +1— T(Anej +1 + Bne J +1).

(2.6)
Ainsi, grace a l'opérateur non-linéaire {Ty41}, défini par les relations (2.6), I'expression non-
linéaire reliant formellement les vecteurs (A, 1 Bny1)! et (A, By)t

= 27

décrit la transmission & travers chaque cellule du réseau. A partir des conditions aux limites
(Ap Bp)!, I'équation

M ﬁ{?rn} o] (25)

traduit la propagation entre xg et zx.

Ce formalisme, qui définit un opérateur de transmission {'i‘n}, peut étre comparé au forma-
lisme des matrices de transmission utilisé dans le cas linéaire.

En étudiant la transmission de l'onde au travers de trois sites consécutifs, la propagation
dans le cas non-linéaire peut aussi s’écrire sous la forme d’une équation aux différences finies

)

\I"n-l—l + \Iln—l - 2an\:["n A

sin(kd)¥,, =0, (2.9)
accompagnée des conditions aux limites déja définies dans le cas linéaire. Dans cette relation, la
présence de non-linéarités ajoute un terme dépendant de 'amplitude de la fonction d’onde par
rapport au cas linéaire. Ce terme peut aussi étre pris en compte dans I'expression de aﬁl(\lln) de
chaque site en posant :

a™(¥,) = a, + f(;};") sin(kd). (2.10)

L’é¢tude du cas linéaire a montré que la valeur de a, pour chaque site joue un role tres
important dans la transmission de 'onde a travers le réseau. Dans le cas régulier, cette valeur
doit étre comprise entre —1 et 1 pour que 'onde puisse se propager. Ainsi la valeur du terme
non-linéaire (% sin(kd)) apparait primordiale et peut permettre un changement de régime
de transmission en entrainant la valeur de a”(¥,) d'un coté ou de l'autre de la "frontiére"
entre le régime propagatif et évanescent. Ainsi, un mode évanescent dans le cadre linéaire peut
devenir propagatif (et inversement) grace a la présence de non-linéarités dans le réseau. On peut
facilement imaginer qu’un réseau désordonné puisse subir les mémes influences & moindre échelle.

Les simulations de la propagation a travers un milieu comportant des non-linéarités localisées

et du désordre sont maintenant réalisables en utilisant ce formalisme. Il est important de noter,
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qu’a ce stade de I’étude, n’importe quel type de non-linéarités peut étre traité au moyen de cette
méthode. Dans le présent chapitre, le cas d’'une non-linéarité symeétrique, qui se préte bien a
I'utilisation de méthodes analytiques telles que la méthode des perturbations ou ’approximation
des basses fréquences, est traité. La symétrie du potentiel, lorsque cette sorte de non-linéarité
est choisie, permet aussi de définir un invariant du mouvement qui facilite I’approche dynamique
du phénomeéne. Ceci constitue une troisieme méthode pour décrire la propagation. Elle met en
évidence des comportements complexes tels que la multistabilité et elle illustre les effets couplés
du désordre et des non-linéarités.

2.6 Utilisation de la méthode des perturbations

La présence de non-linéarités dans le réseau modifie la propagation & travers celui-ci et la
méthode des perturbations peut étre utilisée pour calculer la transmission d’un réseau non-
linéaire dans le cas de faibles amplitudes. Néanmoins, le cas de non-linéarités isolées peut aussi
se traiter au moyen du formalisme des opérateurs non-linéaires.

La méthode des perturbations aide & déterminer la fonction de Green du systéme non-linéaire
a partir de la fonction de Green du systéme ordonné linéaire. Cette fonction permet de prévoir
les phénoménes principaux survenant lors de la propagation. Par exemple, la détermination
du coefficient de transmission de I’échantillon du réseau comportant une non-linéarité ou de la
longueur de localisation, a partir de cette méme non-linéarité, est possible. Le cas de plusieurs
non-linéarités est abordé au moyen d’une analogie avec le cas d'une non-linéarité.

2.6.1 Cas d’une non-linéarité

Nous supposons que la non-linéarité est placée en xg dans un réseau infini. Cette non-linéarité
est définie par H(xq, |¥(z0)|) = Ho = Ao|¥(x0)|? et 'amplitude de I'onde est suffisamment faible
pour que la présence de cette non-linéarité soit considérée comme une perturbation du cas linéaire
(cas non perturbé).

2.6.1.1 Détermination de la fonction de Green perturbée
La propagation a travers un réseau comportant une non-linéarité en x = xg peut s’écrire :

d2
(o5 + k) ¥(2) = H(z, [¥(2)))d(z — 20)¥(2), (2.11)
ou k; représente le vecteur d’onde du réseau linéaire ordonné (onde de Bloch). Dans cette expres-
sion, la non-linéarité s’interpréte comme une source secondaire. La propagation dans un réseau

linéaire ordonné est décrite par I’équation :

(A +EHT(z) = 0. (2.12)
Donc, en posant szzl = k‘l2 — Hj et en considérant les opérateurs Lj et Ly caractérisés par les
relations )
2.13
{ A+ky = Ln (2.13)
on définit les fonctions de Green Go(m,n,a) et G(m,n,a) par les expressions suivantes :
Go*Ll = 9
GxLy = 6 (2.14)
qui s’écrivent dans le domaine de Fourier
Goln = 1 (2.15)

GL, = 1
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ou 1l est 'opérateur identité et G la fonction de Green du milieu perturbé par une non-linéarité.
L, se met sous la forme :

d? 2 d? 2
Lot = g +ky =g + ki — Ho

_i (2.16)
et, compte tenu de la relation (2.14), I'expression de G devient :
G =[L - Ho|™'
qui, aprés quelques manipulations algébriques, s’écrit :
G = [1 — GoHy] 'Gy.
En développant en série de perturbations 'opérateur au dénominateur, on obtient :
G =G+ GoHoGo+ GoHyGoHyGo + . .. (2.17)

=Gy + GyToGy
ou l'opérateur diffusion Tg s’écrit :

To = Hy+ HyGoHp+ ...
= Ho[l —G()Ho—{—...].

Si l'on utilise cette relation dans I’équation (2.17), 'expression de la fonction de Green du milieu

perturbé par une non-linéarité en xg = 0 devient :

GO(m7 07 CL)H(]G(](O, n, CL)
1— HyGp(0,0,a)

G(m,n,a) = Go(m,n,a) + (2.18)
ou Gy représente la fonction de Green du milieu non perturbé.

L’interprétation d’une telle expression est finalement assez simple : le premier terme du
membre de droite représente la propagation libre & travers un réseau non perturbé entre les
points x,, et x, et le deuxiéme terme représente une propagation libre entre x,, et la non-
linéarité, la diffusion par la non-linéarité Hg et la propagation libre entre la non-linéarité et le
point x,. Ce terme de diffusion est une somme infinie (voir la relation (2.17)) qui traduit des
réflexions ou des diffusions multiples dans le milieu.

Il devient possible, au moyen de I'expression de cette fonction de Green, de caractériser Deffet
de la non-linéarité sur la propagation.

2.6.1.2 Influence de la non-linéarité sur la propagation

On évalue séparément le cas des bandes passantes et interdites. La fonction de Green est
déterminée pour chacun d’eux et son analyse permet de définir le régime de la propagation.

Le cas des bandes interdites

Le pole de la fonction de Green du milieu perturbé, donné par Go(m,n,a) = 1/(Ao|¥(z0)|?)
appartient 4 une bande interdite puisque Ao|W(xq)|? est réel (voir la premiére partie et le cas du
réseau ordonné). La valeur a, de ce pole est

1
oy =1+ DRI

et I'amplitude de I'onde évanescente en ce point s’obtient a partir du résidu de la fonction de
Green pour a = ay :
Go(m,0,a,)Go(0,n,ap)

Res{G(m,n,a,)} = )
{ ( P)} _G6(0, 07ap)
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ot G{,(0,0,a,) est la dérivée par rapport a a de Go(0,0,a) pour a = ay, et se met sous la forme :
|U(z,)|* = Res{G(m,n,a,)}. (2.19)

Pour n = 0 et compte tenu de I'expression de la fonction de Green Go(m,n,a), on trouve :

[ 1
| (x0)? =2 v
0

Quant a I’'amplitude du champ en xz = x,,, elle vaut :

W) = [W(ao)|(Ao] — AF—D)" 2.20)
¥ (0)] exp(n In(|ho] — /AT —1)).

Pour |\g| < 1, Pamplitude |¥(z, )| peut se mettre sous la forme complexe, ce qui traduit un mode
propagatif. Ainsi, un mode appartenant & une bande interdite dans le cas d'un réseau linéaire (qui
par conséquent détermine une longueur d’onde) devient propagatif lorsque 1'on ajoute dans le
réseau une non-linéarité. On peut donc penser que, lorsque plusieurs non-linéarités sont présentes
dans le milieu, chacune d’entre elles transforme un mode évanescent en un mode propagatif.

Les théories des fonctions de Green et des perturbations permettent aussi de mettre en évi-
dence la propriété qu’ont les ondes de faible amplitude de se propager dans un milieu désordonné
présentant des non-linéarités localisées. Ces deux méthodes réunies donnent aussi accés a la
longueur de localisation lorsque celle-ci n’est pas annihilée par la présence d’une ou plusieurs
non-linéarités. C’est le cas pour |Ag| > 1 ou le mode évanescent décroit exponentiellement a
partir de la non-linéarité, avec la longueur de localisation £ telle que

¢ 1

d = In(| - VAZ-1)

Le cas des bandes passantes

Les bandes passantes sont définies, dans le cas d’un réseau ordonné, comme des régions du
spectre ot 'onde se propage sans atténuation. La présence d’une non-linéarité en xg = 0 modifie
la propagation et pour apprécier les changements dts & la non-linéarité, il faut déterminer le
coefficient de transmission en énergie t.

Lorsque la source, située en z,,, émet le signal S(m), les champs ¥,, en x,, perturbé par la
non-linéarité et ®,, en x, dans le cas non perturbé se mettent sous la forme :

G(m,n,a)S(m) = ¥, (2.21)
Go(m,n,a)S(m) = &,. '
L’expression de la fonction de Green perturbée est encore
G( ) G ( )+ Go(m7 O,G)HOGO(O,TL,&)
m,n,a) = m,n,a
s 14y 0 y 10y 1 —HOGO(0,0,CL) )
ce qui permet d’écrire
G 0,a)Xo|¥o|?Go(0
¥, = @, 4 20000 [To Col0.n,0) o | (2.22)

1-— )\0’\1’0‘2G0(0, 0, a)
L’expression, en xg = 0, du champ perturbé par la non-linéarité se met donc sous la forme

Ao|¥o|Go(0,0,a)

Uy =
0= 0 TN [W0|Go (0,0, a)

Go(m,0,a)Sp, (2.23)
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ou Go(m,0,a)S,, = Py représente I'onde en xg = 0 dans le cas non perturbé (sans non-linéarité).
La valeur du champ en cas de non-linéarité est déterminée en fonction du champ sans non-
linéarité :

N 1-— )\0’\1’0‘2G0(0, 0, a) '

Ainsi, le coefficient en énergie t, défini comme le rapport de I’énergie de 'onde aprés la non-
linéarité et de ’énergie de l'onde incidente ®y avant la non-linéarité, est donné par

4 (2.24)

_ [%ol® _

t
|®ol?

W ? (2.25)

car ®,, est une onde sinusoidale de module 1 dont seule la phase varie (elle appartient & une
bande passante). Le coefficient ¢t a comme expression :

1
t= 2.26
1= Aa[ToPGo0,0, P 220
et la fonction de Green Gy(0,0,a) est donnée par (voir chapitre 1)
Go(0,0,a) = ) avec a = cos(qd) (2.27)

Vi-a?

et ou ¢ représente le vecteur d’onde de Bloch du cas ordonné. Le coefficient de transmission ¢
vérifie la relation

t= ! S (2.28)
sin(gd) sin? (qd)

Finalement, cette équation qui permet de déterminer le coefficient de transmission en énergie
d’un réseau comportant une non-linéarité en xg s’écrit :

M2t® 4 tsin?(qd) — sin?(qd) = 0. (2.29)

C’est cette équation d’ordre 3 qui peut donner lieu & un traitement numérique pour illustrer le
comportement du systéme en présence d’une non-linéarité et montrer I'influence de la présence
d’une non-linéarité sur la transparence du réseau.

2.6.2 Discussion et conclusion

L’emploi, dans ces cas particuliers, de la méthode des perturbations peut s’avérer trés intéres-
sant pour connaitre le comportement général du systéme et pour définir le régime de propagation.
Cette approche permet de montrer qu’une onde évanescente dans le cas linéaire peut se trans-
former en un mode propagatif en présence d’'une non-linéarité dans le résean. Evidemment il est
assez difficile de généraliser ce résultat aux cas de plusieurs non-linéarités.

Néanmoins, la fonction de Green, pour P non -linéarités présentes sur des sites voisins les uns
des autres peut étre déterminée au moyen de la perturbation correspondant & ces non-linéarités :

pP-1
Hp=> N\|¥(x).
=0

La fonction de Green du réseau est ensuite donnée par la relation de récurrence suivante :

Gp—l(map B 17 a))‘p—1|\ll($p—l)|2Gp—l(p B 17”7 (1)

G(m,n,a) = Gp_1(m,n,a) +
( ) = Gp_1( ) 1= 1% (2p1)2Gpi(p—1,p— 1,0a)

En s’appuyant sur les résultats trouvés pour une non-linéarité, l'analyse de cette fonction de
Green permet de montrer que pour |\;| < 1, Vi = 1,.., P, tous les modes (i) sont propagatifs
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dans un milieu comportant un nombre fini de non-linéarités. Pour cela, il faut considérer chaque
terme |\;| de la perturbation individuellement et lui appliquer les résultats d’une non-linéarité.
Chaque non-linéarité (i) transforme un état évanescent en un mode propagatif et, si ces non-
linéarités sont assez nombreuses, il est raisonnable de penser que tous les modes deviendront
propagatifs. Au contraire, lorsque |A;| > 1, les effets du désordre prennent le dessus sur ceux liés
a la présence de non-linéarités et la localisation des modes réapparait.

Ce raisonnement sous entend qu’une possible interaction entre les sites est négligée ce qui
diminue la portée des résultats établis.

2.7 Transparence du milieu aux basses fréquences

L’approximation des grandes longueurs d’onde permet de mettre en évidence le mécanisme
par lequel les non-linéarités augmentent la transparence du milieu aux basses fréquences.
La fonction caractérisant la non-linéarité s’écrit :

f(z) ~az?

oil « représente le coefficient de non-linéarité 2. Le réseau non-linéaire, composé de (N — 1)
cellules, est caractérisé par N points chargés par des potentiels non-linéaires. Le saut de la
discontinuité de la dérivée de la fonction d’onde en x,, s’écrit :

o™z, |V (x)|) = o + a|T(z)?, (2.30)
et la relation de discontinuité (2.1) a chaque x,, se met donc sous la forme :

dill:(nx) ok~ d\zs(:) o = oW (wn) + W2 ()| (@), (2.31)

L'utilisation de cette expression, pour o™ (z,|¥(z)|) revient a négliger I'éventuelle génération
d’harmoniques supérieurs dans le processus de propagation a travers le réseau.
2.7.1 Caractérisation de la transmission

Lorsqu’on utilise I’hypothése kd,, < 1 des grandes longueurs d’onde associées a la relation
de discontinuité (2.31), I'expression (2.6) de l'opérateur {Ty} se simplifie. En posant

gn Bn - Ana

et compte tenu de I'approximation
etk — 1 + jkd,,,

les équations d’évolution du mouvement se mettent sous la forme :

gbn = ¢n—1 - ]kdngn
: o a 2.32
{ é‘n = é‘n—l - ]kdn¢n - J_Z(ﬁn - J_k‘(ﬁnﬁ(ﬁn ( )
En passant a la limite (kd,, < 1), les équations couplées
= —iken)
dén)  _ o a 2 (2.33)
S = —Jko(n) — 5730(n) — salé(n)[*é(n),

2Ce coefficient est indépendant de la position.
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ol d et o représentent respectivement la valeur moyenne arithmétique de d,, et de o, décrivent
la propagation a travers le réseau. Ces relations conduisent a I’équation différentielle du second
ordre en n :

d2¢(”) _ 2 on 1 2
2= (—k*¢(n) + Zé(n) + 1alé(n)|*¢(n))

Pour une solution de la forme ¢(n) = ¢(N)e IPN=)d — Te=iBN=1)d oy T est Pamplitude de
I'onde transmise, on trouve

2
{ =t & - &ITP pour a>0, (2.35)

2
B=b &+ FITP pour a<o.

Dans cette formulation du probléme, la transmission dépend essentiellement du signe de 32 et
par conséquent de l'intensité de I'onde transmise 3 par le réseau |T|?. Tant que 32 > 0, les ondes
se propagent librement & travers le réseau. Ainsi, le terme non-linéaire diminue la largeur de la
bande passante lorsque o > 0 (voir la relation (2.35)) et, au contraire, renforce la transparence

lorsque o < 0. La valeur
k%2d — o
Tl =/
@

caractérise la frontiére entre les régimes des ondes propagatives et évanescentes (pour « positif).

Cette étude, certes basée sur 'approximation des grandes longueurs d’onde devant la pério-
dicité du réseau d, démontre analytiquement que la présence de non-linéarités peut engendrer un
changement radical de régime de propagation dans un réseau (comportant ou non du désordre).
Ces résultats renforcent 1'idée d’une compétition entre les effets du désordre et ceux des non-
linéarités sur la transmission.

Pour continuer a étudier ce phénomeéne, une méthode issue de la physique quantique est dé-
veloppée dans la suite de ce chapitre. Cette approche permet de mettre en évidence l'effet du
désordre sur la propagation a travers un milieu & non-linéarités localisées grace a une représen-
tation différente.

2.8 Approche dynamique du probléme

2.8.1 Introduction

Cette partie est consacrée a une approche différente du probléme, basée sur une étude dy-
namique du systéme. Cette approche a été présentée pour la premiére fois en 1986 par Delyon
(Delyon et al 1986 [62]) dans un article traitant de la propagation électronique régie par I’équation
de Schrodinger dans un milieu non-linéaire avec une modulation périodique. Dans ces travaux,
les auteurs analysent le cas d'une non-linéarité cubique (de la forme f(z) = ax3) et n’envisagent
pas la présence de désordre dans le milieu unidimensionnel. Ils mettent en évidence les phéno-
menes de bistabilité et de multistabilité pour une propagation dans un réseau présentant des
non-linéarités localisées. Ils définissent un diagramme en intensité, pour présenter les différents
résultats, qui a la particularité de posséder un caractére fractal. Ils discutent aussi des possibles
applications de cette approche pour des situations en optique, électromagnétisme ou acoustique.
D’autre chercheurs ont, par la suite, utilisé et amélioré cette méthode pour analyser la propa-
gation dans des milieux non-linéaires exhibant une périodicité spatiale comme la propagation
des électrons dans des matériaux semi-conducteurs non-linéaires unidimensionnels (Grabowski
et Hawrylak 1990 [63]) ; d’autres ont, pour leur part, publié des travaux sur la propagation élec-
tronique (Wan et Soukoulis 1989 [67] et 1990 [59]) en développant une méthode influencée par

3Une autre possibilité est d’exprimer 32 en fonction de lintensité de Ponde incidente en z = xo. Les résultats
et conclusions sont exactement identiques.



2.8 Approche dynamique du probléme 39

la physique du chaos. La propagation des ondes électromagnétiques dans des structures pério-
diques comportant des non-linéarités a elle aussi été traitée au moyen de cette nouvelle méthode
(Henning et al 1994 [65], Li et al 1996 [61]).

Cette approche utilise, comme point de départ pour décrire la propagation dans un réseau
a non-linéarités localisées, I’équation aux différences finies (2.9) reliant trois sites consécutifs
du réseau. Les parties réelles et imaginaires de l'onde sont séparées pour donner naissance &
un systéme de deux équations couplées définies dans ’espace des phases & quatre dimensions
(Tn—1, Tny Yn—1, Yn) OU T et y représentent respectivement les parties réelles et imaginaires. Le
flux d’énergie J apparait comme un invariant du mouvement dans l'espace et son utilisation
permet de diviser par deux le nombre de dimensions nécessaires pour décrire la propagation.
La figure (2.2) de gauche illustre cette propriété : dans un espace des phases a trois dimensions
(1,2, x3), l'intersection de la trajectoire avec un plan de coupe, qui est défini généralement
grace a la connaissance d’un invariant, permet de réduire le nombre de dimensions et de rendre
I'analyse d’un tel probléme plus facile. L’enchevétrement de la courbe tridimensionnelle ne laisse
rien deviner de la dynamique tandis que la coupe de Poincaré indique, dés le premier coup d’cxil,
que le régime est quasi-périodique. La figure (2.2) de droite offre différents exemples de sections
de Poincaré qui sont soit quasi-périodique, soit chaotique®.

Ainsi, le mouvement est décrit par un systéme dynamique discret et une "carte" (section de
Poincaré) est définie. Elle est caractérisée par deux parameétres de controle : le vecteur d’onde k
et l'intensité de ’onde incidente. Dans ce plan, les solutions de I’équation de propagation sont
représentées par des orbites dont ’analyse, dans notre cas, met en évidence des comportements
trés intéressants tels que la bistabilité ou la présence de bifurcations engendrant une opacité
compléte du milieu.

Cette nouvelle maniére de décrire le probléme est donc développée pour mettre 'accent sur
des propriétés qui n’ont pas été détectées par les précédentes études classiques. L’introduction
d’un faible désordre dans le milieu est aussi analysée au moyen de cette approche. Les orbites
périodiques ou quasi-périodiques, représentant des ondes qui se propagent dans le milieu, sont
perturbées par la présence de désordre mais gardent leurs propriétés ce qui permet de penser
qu’un faible désordre n’entraine pas obligatoirement une localisation de toutes les ondes.

Pour cette étude, les non-linéarités sont considérées comme symétriques (terme dépendant
du cube de la fonction d’onde) ce qui est indispensable pour utiliser cette approche dynamique.
En effet, une non-linéarité non symétrique implique une non conservation du flux d’énergie de
l'onde et interdit la mise en oeuvre de cette méthode.

On considére un réseau infini linéaire dans lequel on insére une section non-linéaire de longueur
finie. Une onde, incidente au réseau non-linéaire, excite une oscillation dans celui-ci. Cette réponse
peut se propager dans le milieu et émerger & 'autre extrémité de la section donnant lieu & une
onde transmise. C’est l'existence d'une telle onde transmise qui est étudiée. L’analyse des réponses
du milieu permet de mettre en évidence et de comprendre les différents comportements de ce
systéme physique.

2.8.2 Détermination des diagrammes de phases et des sections de Poincaré
2.8.2.1 Les diagrammes de phase

Le probléme est décrit par I’équation aux différences finies pour 0 < x < L ou les non-
linéarités sont de la forme f(z) = a|z|? et par les conditions aux limites suivantes

U1 4+ U1 — 20, Y, + N, |0, 20, =0, (2.36)

*Une solution périodique est représentée dans le plan de coupe par un point car la trajectoire de phase tend
vers une orbite fermée, le cycle limite.
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Figure IV.3.

Exemples de section de Poincaré.
a) Régime quasi-périodique.

b) Régime chaotique.

Fia. 2.2 A gauche : section de Poincaré pour un régime quasi-périodique. Représentation de
la projection d’une portion de trajectoire tridimensionnelle sur un plan de coupe (z1,x2) et de
la section de Poincaré correspondante (pointillés). A droite : exemples de sections de Poincaré.
Ces deux figures sont issues du livre de Bergé, Pomeau et Vidal [80].

{ U, = R.e?*® 4 Ree 7% pour 1z <0, (2.37)

U, = Telkz—zy) pour x> L.

R., R; et T représentent respectivement les amplitudes des ondes incidente, réfléchie et transmise
et A, = —% sin(kd) est appelé le coefficient de non-linéarité. Pour satisfaire la conservation de
I’énergie totale dans le systéme, il faut garantir

|[Rel* = |T1* + | Ro*.

Ainsi, pour étudier la dépendance de l'intensité de I'onde transmise & l'intensité de ’onde inci-
dente, on définit le coefficient de transmission en énergie ¢ suivant :
_ P

| Re?

t

Ce coefficient est fortement dépendant du nombre d’onde k, du paramétre décrivant la non-
linéarité A, et de 'intensité de ’onde. L’observation de ce coefficient permet d’analyser le com-
portement général de la propagation d’une onde & travers un milieu comportant des non-linéarités
localisées. Pour cela, la stratégie consiste a fixer la valeur de I'intensité de ’onde transmise et
des différents paramétres (k et A,) puis de déterminer la valeur de l'onde incidente en utili-
sant ’équation aux différences finies (2.9). Si les nombreuses itérations (N fois correspondant au
nombre de noeuds du réseau non-linéaire est choisi le plus large possible) divergent, I'intensité
incidente devient infinie et, par conséquent, le coefficient de transmission est nul : la présence
d’une bande interdite est détectée. Les bandes passantes sont définies pour le comportement
opposé. Des diagrammes décrivant la propagation peuvent ainsi étre construits en fonction du
vecteur d’onde k et de l'intensité de 'onde transmise qui mettent en valeur les bandes passantes
et interdites dans un milieu non-linéaire. Toutefois, cette description ne permet d’étudier que des
propriétés générales et interdit une analyse fine des comportements. Les diagrammes de phase
sont tout de méme trés utiles pour observer les effets des non-linéarités sur la propagation d’un
point de vue général et permettent une comparaison rapide avec le cas linéaire correspondant.
Pour entrer plus dans les détails des phénoménes internes au milieu et quantifier précisément
I'influence des non-linéarités sur la propagation, une étude des sections de Poincaré est proposée.

2.8.2.2 Les sections de Poincaré

Si la fonction d’onde est décomposée a la maniére d’un signal temporel, assignant a z(ou n)
le role du temps tel que ¥,, = 1,e?% | I'équation de propagation d'une onde a travers le milieu
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non-linéaire est remplacée par deux équations aux différences couplées. Le probléme est donc
décrit par un systéme représentant un espace des phases de dimension quatre® donné par :

{ PYnt1 €08(AbOp41) + Pn_1cos(AOp_1) = 20, (Yn) (2.38)
Y41 8I0(AOpy1) + Y1 8in(AbO,_1) = 0 '

ou Ab,, =0, — 0,1 et gp(x) = %l‘(}\n$2 —2a,). La deuxiéme équation de ce systéme fournit un
invariant du mouvement .J,, qui s’écrit :

I = S~ W) = s sin(A,),

et qui a comme sens physique le flux d’énergie de 'onde qui se propage. L’existence de cette
invariance permet de réduire le plan de phase de quatre a deux dimensions ®. Ainsi, en posant

vp = 5 (VW — VeV — 1),

T'n = )\nT/)?w
n = _% + %(_2an + )\nib%),

S L T

&

la transmission & travers un milieu non-linéaire est décrit par le systéme H :

An n 2
[t = o s o2 am
‘ n-1 = —Qn+ (1 - r:—il) (_an‘{‘rn“‘Qn‘{‘rn—l)y .

ou r, et g, représentent les deux dimensions du plan de phase dans lequel la propagation est
illustrée. Chaque point dans ce plan est associé & un site n du réseau et le systéme H permet,
& partir d’une condition initiale, leur calcul. Ce systéme conserve les aires et il est symétrique,
ce qui définit une section de Poincaré (ry,,g,) dans laquelle chaque onde est représentée par des
courbes exhibant ou non une périodicité synonyme de stabilité. La divergence de ces courbes met
en évidence, au contraire, le caractére instable du mouvement et permet de repérer les bandes
interdites. La connaissance des conditions aux limites du probléme ¥y et Wy, ; conduit aux
conditions initiales du sytéme H ¥ et ¥ 11 qui donnent accés & l'invariant du mouvement J,.
Il suffit ensuite d’utiliser le systéme (2.39) pour remonter jusqu’a lorigine (n = 0).

2.8.3 Discussion

Généralement, le mouvement des particules est observé dans le plan de Poincaré pour mettre
en évidence des comportements dits "chaotiques" 7 ou proches de ceux-la. En effet, il existe des
moyens assez simples de détecter 'arrivée plus ou moins iminente du chaos en physique : I'un de
ceux-la consiste & observer la présence de bifurcations en fonction de 'intensité de I'onde. Des
travaux (Bergé et al 1984 [80]) ont montré qu'une succession de bifurcations peut étre a 'origine
de l'instabilité d’un systéeme et engendrer un comportement chaotique. Dans le cas présent, ces
bifurcations sont détectées en observant les "bassins" d’attraction du systéme dans le plan de
Poincaré. Pour repérer ces bassins dans le cas non divergent (quand les calculs divergent, 'onde
ne se propage pas dans le réseau), il faut construire dans le plan de Poincaré une orbite pour
chaque intensité de 'onde. Les attracteurs apparaissent nettement et montrent des propriétés
périodiques (suivant le nombre de sites attracteurs) qui renseignent sur la stabilité du systéme :

généralement plus la périodicité est grande, plus la stabilité est précaire. Les orbites fermées sont

5Les étapes pour réduire équation aux différences finies de départ en un systéme discret a deux dimensions
sont bien plus complexes que ce qui est présenté ici. Le lecteur pourra se reporter a ’article de Grabowski pour
en prendre connaissance.

Ceci revient 4 déterminer les intersections des trajectoires de phase (appartenant 4 un espace des phases de
dimension quatre) avec un plan de dimension deux. Ces points d’intersections forment les sections de Poincaré.

"Pour plus de détails se reporter, par exemple au livre de Bergé et al 1984 [80].
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organisées en une structure hiérarchique "d’iles autour d’iles" (Wan et Soukoulis 1989 [67]) et
celles-ci, prises ensemble, forment un bassin d’attraction pour une intensité donnée. L’intérét de
cette approche réside dans la facilité avec laquelle I’évolution du mouvement peut étre suivie en
fonction de l'intensité de I'onde ou, ce qui revient au méme, de la non-linéarité. Ainsi, dans le cas
de ce systéme non-linéaire, les changements de comportement liés aux bifurcations successives
entrainent le passage d’un systéme stable et transparent aux ondes vers un systéme instable et
opaque. A l'inverse, pour certaines fréquences, le systéme peut passer d'une zone instable vers
une zone stable (donc propagative) grace a la présence des non-linéariteés.

L’introduction du désordre perturbe évidemment le comportement de ’onde & l'intérieur du
réseau non-linéaire. Les nouvelles propriétés du mouvement sont étudiées dans le plan de phase en
s’assurant que les invariances sont toujours assumées. Les changements de bassins d’attraction,
souvent synonymes d’instabilité dans le cas ordonné, sont trés nettement renforcés par la présence
de désordre. Mais, dans le cas de faibles désordres, le comportement général du systéme garde
une certaine symeétrie, gage de la transparence du milieu.

Toutes ces remarques générales sont observées et discutées dans la partie consacrée aux
simulations numériques.

2.9 Conclusion et synthése

L’introduction de non-linéarités dans un réseau unidimensionnel peut étre appréhendée par
plusieurs approches différentes et complémentaires :

— Le cas d’un nombre restreint de cellules non-linéaires est abordé avec la théorie des per-

turbations.

— L’approximation des basses fréquences permet un calcul analytique de la transmission dans
un réseau non-linéaire et souligne les effets des non-linéarités sur la propagation.

— Finalement, une description & I'aide d’une approche dynamique, développée dans des tra-
vaux de physique théorique, met en évidence le caractére instable & de la transmission
et permet d’observer des phénomeénes ignorés avec les approches précédentes tels que la
multistabilité ou l’existence de seuil pour I'amplitude de 1'onde & partir duquel aucune
transmission n’est possible.

En outre, une méthode fondée sur un formalisme d’opérateurs non-linéaires a été développée
afin d’étudier les cas les plus généraux de cohabitation de désordre et de non-linéarités. Cette
approche permet de simuler le coefficient de transmission et la longueur de localisation qui sont
les deux principaux indicateurs du régime de propagation a travers un réseau. L’effet des non-
linéarités, et leurs influences sur les phénomeénes dis au désordre, peuvent ainsi étre largement
observés et analysés.

Il ressort de I’étude théorique de ce vaste sujet que l'introduction de non-linéarités dans un
milieu désordonné peut engendrer d’importants changements dans la transmission. Une compé-
tition entre les effets du désordre et ceux des non-linéarités s’installe et définit la réponse du
milieu. Evidemment, méme en présence de non-linéarités, un désordre trop important détruit
irrémédiablement toute possibilité de transmission. C’est donc ce subtil équilibre entre désordre
et non-linéarités qu’il faut étudier pour caractériser la propagation.

La deuxieme partie de cette thése abordera ce probléme au moyen d’une analyse exploitant
les résultats d’une simulation numérique. Une troisiéme et derniére partie exposera des résultats
expérimentaux.

Bien entendu, plusieurs points obscurs et délicats ont été simplifiés pour éclaircir la compré-
hension des phénomeénes et pour les étudier au moyen d’outils relativement simples. Néanmoins
les méthodes développées fournissent des résultats intéressants qui n’apparaissent pas dans la

N

littérature. Des résultats expérimentaux seront analysés et comparés a ces conclusions pour ef-

8Cet aspect est dii A la présence de non-linéarités.
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facer le doute légitime que font surgir les différentes simplifications retenues dans ces approches
théoriques.

Toutefois, avant d’observer les résultats de la simulation numérique ou de I’expérience, nous
exposons une derniére méthode de calcul des coefficients de transmission et de réflexion appelée
méthode du "plongement invariant" (invariant imbedding). Elle permet notamment de détermi-
ner exactement les différents coefficients et peut étre adaptée a la présence de non-linéarités dans
un réseau ordonné ou non.
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Chapitre 3

Méthode du "plongement invariant"
(Invariant imbedding)

3.1 Introduction

La théorie dite "Invariant Imbedding" s’est développée sur les cinquante derniéres années,
d’abord comme une méthode pour étudier des problémes complexes de la propagation de la lu-
miére en astrophysique puis comme un moyen de traiter un grand nombre de phénoménes. Elle
s’est depuis étendue & de nombreux champs d’investigation en physique (voir Bellman et Wing
1992 [86]) et elle est souvent utilisée en géophysique. Cependant, bien qu’elle puisse s’appliquer a
une large classe de phénomeénes, seuls quelques domaines de la physique semblent concernés par
cette nouvelle approche dans la littérature. Citons la physique des états solides (condenseés), la
diffusion de la chaleur dans les glaces de 'antartique (rayonnement thermique) (Klyatskin 1985
[87]), la propagation des ondes dans les océans, la propagation des ondes de Rossby (Klyatskin
1996 [88], Klyatskin et al 1998 [89]) ou la propagation de la lumiére dans ’atmosphére.

D’un point de vue particulier, cette méthode peut étre considérée comme une application de
la théorie des perturbations et il semble ainsi qu’elle appartienne & une approche bien connue
de la physique. Néanmoins, la quantité perturbée, la structure du systéme, n’est nullement une
variable classique ce qui fait la nouveauté de cette théorie. Ainsi, de nombreux scientifiques
fondent de grands espoirs sur cette méthode qui peut , en outre, étre appliquée a des phénoménes
non-linéaires (Rammal et Doucot 1987 [90, 91]).

Le principe général de ce concept réside dans la description de la propagation a l'aide d’équa-
tions vérifiées par les coefficients de réflexion et de transmission. Ces équations peuvent étre
différentielles dans le cas d’'un milieu variant d’une fagon continue ou bien elles peuvent prendre
la forme de relations de récurrence pour les milieux discrets. Le probléme de transmission (pro-
bléme aux valeurs aux limites) se réduit donc & un probléme de Cauchy (valeurs initiales). Autre
avantage de cette théorie, elle détermine directement les "observables" (résultats) de la propaga-
tion, que sont les coefficients de transmission et de réflexion, sans décrire les phénomeénes internes
au milieu.

3.2 Application a la propagation des ondes

Ce chapitre traite de 'application de la méthode "Invariant Imbedding" a la propagation des
ondes.

Le probléme linéaire porte uniquement sur des milieux discrets appellés problémes & multi-
milieux : chaque milieu a une densité et donc une célérité constante ce qui simplifie la méthode

45
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I Le cas non-linéaire est abordé au moyen d’une approximation a de faibles amplitudes ce qui
rapproche, dans ce cas 13, la méthode "Invariant Imbedding" de celle des perturbations. Le
probléme du milieu continu est traité dans ce cas non-linéaire et permet de mettre en évidence
les perspectives qu’offre cette approche dans des situations complexes.

3.2.1 Milieu linéaire

La méthode du plongement invariant permet, dans le cas du milieu périodiquement ou aléa-
toirement chargé par un potentiel, d’avoir accés directement aux coefficients de transmission et
de réflexion. Avec un potentiel de Kronig-Penney, les équations différentielles qui décrivent la
propagation d’une onde dans le milieu (défini dans ce cas 1 comme un réseau) deviennent des
équations aux différences finies. Les coefficients se mettent alors sous la forme d’une somme de
termes définissant chacun une réflexion & lintérieur du milieu. Ainsi, pour un réseau de taille
finie, le calcul des coefficients est possible et dépend uniquement des coefficients de réflexion et de
transmission de chaque cellule. En outre, les conditions aux limites ne rentrent pas en jeu puisque
les coefficients de transmission et de réflexion caractérisent, par définition, le milieu étudié sans
prendre en compte les effets de bord.

Il est aussi trés important de préciser que toute 1’étude présentée dans cette partie n’est
valable que dans ’approximation des ondes planes.

3.2.1.1 Cas d’une discontinuité

Pour commencer, un cas trés simple est étudié : un milieu unidimensionnel quelconque est
séparé en deux parties par une interface en x = x, (figure 3.1). De nombreuses applications
en physique classique sont décrites par ce probléme : une corde chargée par un systéme masse-
ressort, un guide d’onde sur lequel une dérivation est fixée, et beaucoup d’autres. Pour x compris

T
Tne_]k(m_xn)
—
TAVAY TAVAY "
ejk(x—:cn) tnejk(x—:cn)

Fi1G. 3.1 — Schéma simplifié du probléme & une interface.

entre —oo et x,, et entre x, et +00, le milieu a comme nombre d’onde k et comme célérité c¢. En
T = x, la présence de l'interface entraine une discontinuité de la dérivée de 'onde. La relation
qui décrit la discontinuité entre les deux milieux s’écrit :

dx

ot — |

- 17 len = on¥(xy) (3.1)

'"Dans cette étude le milieu est discret mais ce sont les discontinuités qui constituent le changement de "milieu".
Il serait plus adéquat d’appeler ce genre de probléme un probléme & multi-discontinuités.
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ou o, représente 'amplitude du saut de la dérivée de ’'onde.

Une onde plane venant de —oc est incidente a U'interface entre les deux milieux. Une partie de
cette onde est réfléchie par l'interface tandis que l'autre partie est transmise. Physiquement, il n’y
a aucune raison pour que la partie réfléchie de 'onde subisse d’autres réflexions. Par conséquent,
dans la partie gauche du milieu (z < x,,), 'onde est la somme d’'une onde allant vers la droite et
d’une onde allant vers la gauche. Au contraire, dans la partie droite (z > x,) 'onde ne dépend
que d’un terme qui représente une onde se déplacant vers la droite. Ces considérations s’écrivent :

{ U(z) = eF@E=mn) Lp(x,)e 7k@E=2n)  pour — oo <z < zp, (3.2)

V() = t(wy,)elkE@=on) pour x, <z < 400

ou 'amplitude de I'onde incidente est unitaire et ou r(x,) et t(x,) représentent respectivement
le coefficient de réflexion et de transmission de l'interface en x = x,,.

Le but de cette étude est de déterminer le coefficient de transmission et de réflexion de
Iinterface. Pour cela, la relation de discontinuité (3.1) est utilisée ainsi que la continuité de la
fonction d’onde a l'interface. Cette équation peut s’écrire

Jkt(xy) — jk + jkr(xz,) = opt(xy,),
dans laquelle le coefficient de réflexion est remplacé par
r(xy,) =1 —t(zy),

trouvé grace a la relation de continuité de la fonction d’onde en x = z,,. Il devient trés simple
d’en déduire les deux coefficients recherchés :

2k
T

On

et r(zp) = =—0—.
(zn) 27k — oy

Ces coefficients représentent donc la réflexion et la transmission d’une interface. Alors lorsqu’une

onde plane rencontre cette interface, il suffit de multiplier son amplitude par les coefficients de

transmission et de réflexion pour connaitre sa partie transmise et réflechie.

3.2.1.2 Probléme a plusieurs discontinuités

La réflexion et la transmission d’un réseau composé de N interfaces étudiées précédemment
sont déterminées a partir de la réflexion et la transmission de chacune d’entre elles. Intuitivement,
I'on peut comprendre que la transmission et la réflexion d’un réseau tiennent compte des multiples
réflexions internes a celui-ci.

Ce réseau est composé d’un milieu (célérité ¢ et nombre d’onde k), dont les caractéristiques
restent constantes, et qui comprend en xg, x1, T2, ...,xnN, N interfaces quelconques (figure 3.2).

Une onde incidente e 7¥(@=2N) q’amplitude unitaire venant de la droite rentre en contact
avec le réseau a l'interface x = x,,. Il faut maintenant déterminer la partie réfléchie et transmise
de cette onde pour connaitre les différents coefficients. Pour cela, les coefficients de transmission
ty et de réflexion ry du réseau composé de N cellules sont supposés connus. Si I’on augmente
la taille du systéme en ajoutant une cellule au réseau telle que xy < = < x11, les nouveaux
coefficients tyy1 et ry41 peuvent étre déterminés en fonction de ¢ et ry, supposés connus.
Puisque le cas de deux milieux est résolu, il suffit ensuite de rajouter autant de "couches" a
N =1 que le réseau ne comporte de cellules. Une relation de récurrence entre les coefficients est
ainsi définie et le probléme aux conditions limites devient un probléme aux conditions initiales
portant directement sur les coefficients de transmission et de réflexion du milieu. La suite de
cette section explicite les différentes étapes pour obtenir cette relation.

Une onde de la forme e 7%@=2~+1) est incidente & un réseau composé de N + 1 cellules. La
fonction d’onde pour x < xg est

\Il(g;) = T(g;N+1)e—jk(x—xo) — TN+1€_jk(x_x0),
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Zo 1 T2 T

ITN-1 TN
RNefjk(zfzo)
[ X N ] [ N N N N N ]
—-— >
N> AVAVE

ejk(m—;ﬂo) TNejk(;E—;EN)

FiGg. 3.2  Schéma simplifié du probléme & plusieurs interfaces.

et celle pour > x4 s'écrit
U(z) = e~ dk(@—zni1) | RN+1ejk(x—xN+1)_

L’onde incidente qui arrive sur Uinterface x = xny41 posséde une partie réfléchie et une partie
transmise. La partie réfléchie contribu_e immeédiatement a Ry et peut étre calculée en utilisant
le coefficient de réflexion de la N + 11€M€ cellule. La portion transmise est déterminée, pour sa
part, par le coefficient de transmission de cette méme cellule. Donc 'onde incidente a interface
en r = Iy est
tN_He—jk(mN—mNJrl)

0l tn41 = t(zn41) est le coefficient de transmission de la (N +1)1™€ interface. Cette expression
donne l'intensité de la source vue par le milieu compris entre —oo et x. Ce milieu répond en
réfléchissant une partie de cette onde :

e IkEN—TNt1) R

tN+1 N-

Ainsi, 'onde rejoignant x = x4 peut s’écrire

e Ik@EN—TNt1) o tik(EN1—2N) B

tN+1 N-

De méme, il y a une portion réfléchie vers —oo et une portion transmise dans le milieu & droite de
x = xn41- Ce dernier phénomeéne contribue lui aussi directement & ’onde réfléchie par le réseau

et se met sous la forme
2 +25k(d
3 et ( N+1)RN_

La portion réfléchie retourne vers linterface placée en x = xny et une partie de cette onde
contribue elle aussi, aprés de multiples réflexions et transmissions, a 1’onde totale réfléechie. Ce
terme s’écrit

2 +4jk(d 2
Nt (dn+1) B2

Cette procédure continue indéfiniment pour prendre en compte toutes les réflexions. La réflexion

totale en © = x4 devient finalement

+oo
2 2j(m+1)kd 1
Ryi1=rNy1 Tt Z e (A DkdN v | R (3.3)

m=0
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Cette série est convergente et se met sous la forme plus simple :

e2kdn 1 Ry

Ryy1=7rN41 4+t I (3.4)

ryy1e2kiN i Ry

Il est important de remarquer que toutes les réflexions & l'intérieur du réseau ont été prises
en compte avec cette méthode et qu’aucune approximation n’a été faite 2. Evidemment cette
méthode permet aussi de déterminer le coefficient de transmission Tn4+1 du réseau. Le méme
raisonnement en s’attachant & la partie transmise conduit a

e2ikdN 1Ty

1+ T‘N+1€2jde+1RN'

Tny1 =tn1+ (3.5)
Ainsi, puisque ty et ro sont connus, ces deux expressions (3.4) et (3.5) permettent de déterminer
le coefficient de réflexion et de transmission pour n’importe quel réseau de taille quelconque.

3.2.2 Milieu non-linéaires

Cette section, consacrée a Iapplication de la méthode dite "Invariant Imbedding" dans le cas
d’un milieu non-linéaire, reprend les principales idées développées dans les articles de R. Rammal
et B. Doucot [90, 91|. Cette approche est exposée ici pour le cas d’un milieu continu, unidimen-
sionnel, non-linéaire et désordonné. Seules les premiéres et importantes étapes de I'étude sont
décrites pour montrer les possibilités les plus intéressantes de cette méthode. Nous nous conten-
terons donc de définir les coefficients de transmission et de réflexion dans le cas non linéaire ainsi
que les équations différentielles qu’ils doivent vérifier.

Nous considérons un milieu unidimensionnel de longueur L dans lequel régne un potentiel
continu, réel et régulier ou aléatoire. Ce systéme est décrit par I’équation non-linéaire suivante :

0?W(z,t) 1 0°W(x,t)
2 2 ot?
ou f(z), qui représente les non-linéarités dans le milieu, dépend de l'intensité de 'onde. Seul le

régime stationnaire est pris en compte, ce qui équivaut a I’étude de la propagation de la fréquence
fondamentale. On cherche donc une solution de la forme :

= (o(2) + F(1¥(z,0)*) ¥ (1), (3.6)

U(x,t) = U(x)elt (3.7)
qui permet de réécrire la relation (3.6) en

d>V (x)

R (e, [U(@)[) ¥ () =0, (3.8)

0z, [W()]*) = ~(o(2) + F(19()]*))/k>.

Une onde plane ¥o(z) = Ae 7*(==L) incidente sur le milieu par la droite, est considérée. Ainsi,
la solution de I’équation (3.8) peut étre présentée sous la forme ¥(z) = Au(x) on u(x) verifie
une équation similaire. A gauche et a droite du systéme, 'onde se met sous la forme :

{ u(z) = e k@=L 4 R(L,w)el* @=L 2> L (3.9)

u(z) = T(L, w)e 7= x <0.

ou R(L,w) et T(L,w) deéfinissent respectivement les coefficients complexes de réflexion et de
transmission dans le cas d’un milieu non-linéaire pour une intensité w = |A|?> et pour une

2Ce n’est pas le cas avec la méthode de comptage des ondelettes o une partie seulement des réflexions internes
est considérée et oil la "couche" rajoutée au milieu initial est supposée petite.
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longueur donnée L. Ainsi, L et w représentent les paramétres de "plongement" permettant de
passer d'un probléme aux valeurs aux limites & un probléme aux valeurs initiales. Comme dans
le cas linéaire, ’équation (3.6) peut étre transformée en une équation intégrale (dépendant de
I'intensité)
; ik Lo ,
u(x) = e IHE=L) 4 ‘% / eFl= (2wl (&) )u(a!, w)dx (3.10)
0

ol le premier terme représente la propagation libre & travers le milieu et ol le deuxiéme terme
correspond aux réflexions multiples internes au systéme. La méme approche que dans le cas
linéaire est utilisée pour déterminer les différents coefficients : on fait varier 1’épaisseur du milieu
de dL et I'on calcule le coefficient de réflexion (par exemple) R(L+dL,w) en fonction de R(L, w).
Cette approche permet d’obtenir, pour le coefficient de transmission, grace & "approximation

eTkdr 1 + jkdx la relation suivante :
T(L ' )
% kT 4 %n(L, wI(L))(1 + R)T + wj—w%n(L, wI(L)(R - RY), (3.11)

avec la condition limite T(L = 0,w) = 1. L’intensité I(L) est donnée par I(L) = |u(L)]* =
(1 + R)(1 + R*) et la limite w = 0 permet de retrouver le cas linéaire ou le coefficient de
réflexion vérifie une équation de Riccati. Ainsi, dans le cas non-linéaire, les coefficients vérifient
une équation aux dérivées partielles qui peut étre appréhendée comme une infinité d’équations
différentielles alors que pour le cas linéaire, seule une équation différentielle est obtenue. Ceci
constitue la grande différence entre les deux régimes et peut s’expliquer par l'existence de deux
parameétres de "plongement" dans le cas non-linéaire a 'inverse du cas linéaire ot seule la longueur
L entre en jeu. On peut donc assimiler le cas d’'un milieu non-linéaire au probléme de transmission
d’un milieu comportant plusieurs canaux qui communiquent entre eux. Cette idée constitue une
"piste" sérieuse pour les futurs travaux sur ce type de propagation.

Pour leur part, Rammal et Doucot séparent les solutions en deux catégories distinctes :

la transmission a sortie fixée,

— la transmission & entrée fixée.
Ils montrent I'influence des non-linéarités de type f(z) = ax? sur la transmission & travers
un milieu désordonné. Pour une amplitude de sortie fixée, la décroissance exponentielle du cas
linéaire (T2 ~ exp(—L/¢)) se transforme en une décroissance en loi de puissance qui dépend de
I'importance de la non-linéarité (a travers le coefficient ).

Cette approche doit pouvoir étre appliquée a la propagation des ondes dans un milieu discret
comportant du désordre et des non-linéarités localisées. Ce qui constitue, sans nul doute, une
perspective trés intéressante.

3.3 Conclusion et synthése

Cette méthode dite "Invariant Imbedding" est tout a fait satisfaisante pour simuler (ou
calculer) la transmission et donc la propagation d’une onde mécanique a travers n’importe quel
milieu qu’il soit linéaire, non-linéaire ou bien encore qu’il comporte ou non du désordre. Cette
approche est d’ailleurs utilisée dans toutes les simulations en régime linéaire de cette étude et
nous verrons que les résultats sont trés encourageants. L’avantage que présente cette méthode
réside dans le fait que toutes les multiples réflexions a l'intérieur du milieu sont prises en compte
dans le calcul des coefficients et que des quantités directement "observables" sont déterminées
ce qui facilite grandement la comparaison avec des résultats expérimentaux.

L’approche de I'"Invariant Imbedding" peut aussi étre appliquée & d’autre genre de propa-
gation d’ondes mécaniques telles que la propagation des ondes dans les milieux stratifiés (géo-
physique) ou la propagation de vibrations dans des structures comportant des inhomogénéités
(renforts ou autre) que 'on rencontre en aéronautique.
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Quelques travaux montrent que cette méthode est aussi envisageable dans le cas de propa-
gation dans des milieux non-linéaires pour de faibles amplitudes. Cet aspect est extrémement
important et laisse présager un grand avenir & cette approche qui pourrait permettre de dé-
terminer directement les coefficients de transmission et de réflexion de milieux non-linéaires.
Malheureusement, pour notre étude, nous n’avons pu mettre en ceuvre cette application que
dans le cas d’un régime de propagation linéaire.

La partie suivante concerne 1’étude, au moyen de simulations numériques, d’un cas particulier
de propagation d’ondes mécaniques dans un réseau ordonné ou désordonné comportant des non-

linéarités.
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Deuxiéme partie

Etude numérique
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Chapitre 4

Introduction

Cette partie est consacrée a une étude numérique de la propagation d’'une onde mécanique
a travers un réseau composé d'une corde vibrante chargée par des systémes masse-ressort (bille-
ressort). Le milieu est supposé infini et anéchoique. Les notions développées dans la partie théo-
rique sont appliquées & ce cas de propagation & travers un réseau ordonné, désordonné et/ou
non-linéaire au moyen de simulations numériques ou de calculs analytiques.

Le choix d’une telle application a été guidé par la possibilité de concevoir un dispositif expé-
rimental permettant des comparaisons entre des mesures et des modéles ou simulations numeé-
riques. Malheureusement, cet espoir ne s’est pas concrétisé (voir la partie expérimentale) mais
les simulations ont pu étre menées et les résultats n’en sont pas moins intéressants.

Dans un premier temps, le cas ordonné linéaire est étudié pour "valider" la simulation numé-
rique, en la comparant aux résultats analytiques obtenus gréace a la théorie de Bloch. Le désordre
est introduit dans le réseau au travers de deux grandeurs distinctes que sont la masse de la
bille de chaque site et la longueur des cellules du réseau. Les effets du désordre sont analysés en
observant le coefficient de transmission du réseau. Il apparait d’ailleurs de grandes différences
entre les désordres, et ’on observe leurs différentes influences sur la transmission.

Pour le cas non-linéaire, nous avons choisi d’inclure les non-linéarités dans le modéle de
potentiel de chaque ressort. Ainsi, leur caractére localisé ne peut étre contesté. Comme exposé
dans la partie théorique, la non-linéarité de chaque cellule est représentée par un terme additif
au cas linéaire dépendant de l'intensité de 'onde qui se propage. Pour cette application, les non-
linéarités sont toutes identiques dans le réseau (le désordre de non-linéarité n’est pas prévu). Ce
choix semble largement envisageable d'un point de vue expérimental en associant deux ressorts
pour chaque site et en s’intéressant & la vibration de la corde dans un plan perpendiculaire a
celui formé par les ressorts.

Tout d’abord, le cas ordonné est observé grace & la construction d’un "diagramme de phase"
résumant les deux régimes de propagation possibles (propagatif et évanescent). Une nette in-
fluence des non-linéarités est mise en évidence. L’arrivée du désordre est ensuite analysée et 1’'on
montre, en déterminant la longueur de localisation, qu’il existe une compétition entre les effets
du désordre et ceux des non-linéarités.

Finalement, nous proposons les résultats d’'une approche dynamique, décrite théoriquement
dans la premiére partie. Trois cas distincts sont envisagés, qui permettent de résumer les dif-
férentes situations. Le premier illustre les effets des non-linéarités sur une onde appartenant a
une bande passante du cas ordonné linéaire, en insistant sur la présence d’un phénoméne de
multistabilité. Le cas d’une onde qui appartient & une bande interdite du cas linéaire et qui se
propage a travers le réseau grace aux non-linéarités est ensuite mis en évidence. Le phénoméne
de multistabilité est 1a aussi présent et différentes propriétés d’un régime propagatif sont signa-
lées telles que leurs quasi-périodicités et des possibles bifurcations entrainant un changement de
régime de transmission. Puis, un trés faible désordre est introduit dans ce cas de figure, et son
effet sur ces propriétés est analysé.
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Chapitre 5

Equation générale et formalismes
utilisés

5.1 Equation de propagation

Nous considérons une corde infinie unidimensionnelle homogéne de densité p et soumise a
une tension uniforme T,. A chaque point z,,, cette corde est chargée par une masse M,, attachée
a un ressort de raideur k,, (figure (5.1)).

Nous nous intéressons a la propagation d’une onde transversale dans le plan vertical. L’équa-
tion des ondes pour une corde vibrante simple est donnée par :

Py(z,t) 1 Py(x,t)
0x2 2 o2

=0, (5.1)

ot y(z,t) représente le déplacement transverse et ¢? = L

Les non-linéarités sont introduites dans le systéme par 'intermédiaire du potentiel dynamique
associé a chaque ressort. Ce potentiel dépend de l'intensité de la vibration de la masse et est
défini par :

1 1
Vn(xnat) = Eknyz(fpmt) + Zankny4($mt) + 0(3/5(5177t)), (5-2)

ol ay, décrit la force de la ni®Me non linearité. Le potentiel est donc symétrique et le second

terme caractérisant le comportement non-linéaire illustre I’anharmonicité du ressort.
L’aspect dynamique du systéme masse-ressort ainsi défini est décrit par la relation

M, 0y(xn,t) = ky

. o2 T, [Y(@n, ) + any® (2, 1)] =

oy(x,t) N Ay(z,t)

qui constitue l'expression de la discontinuité de la dérivée dy/0z a chaque point du réseau.
L’équation de propagation du déplacement transversal de la corde a travers le réseau est donc

donnée par :
Py(z,t) 1 0%y(x,t) M, 82y(xn,t) kn
o2 2 o2 Z oz . o2 T(l +any? (2, t)y(z, )| . (54)

n=—oo

Les solutions de cette équation sont considérées comme des ondes harmoniques (planes) entre
deux discontinuités que 'on peut mettre sous la forme

y(z,t) = y(x)e’™",

ol w est la pulsation de 1'onde.

o7
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bati

M, corde

Fi1G. 5.1 — Schéma du dispositif étudié.

Pour étudier le comportement de ces solutions (de ’équation (5.4)), I'approximation RWA
(Rotating Wave Approximation [92]) est utilisée. Elle consiste & ne garder qu'une seule compo-
sante fréquentielle dans la dépendance temporelle ce qui revient & négliger la possible présence
d’harmoniques supérieurs. Pour cela, il faut linéariser cos?(wt) tel que :

cos®(wt) ~ zcos(wt). (5.5)
L’équation (5.4) devient alors :
dy(z)  w? =
dr2 + c_gy(x) = Z 5(‘7: - xn)any(x)' (5'6)
ou L,
1 K 3 9
n=—— |-+ Cu(1+ Za, . .
on == |-+ Cal1+ Saly()) 5.7

Le vecteur d’onde K = w/c et la valeur moyenne arithmétique de la distance entre deux sites
consécutifs d,, = xp411 — xn, notée d, forment la fréquence adimensionnée K = Kd. C,, = %
et D, = dML: représentent les parameétres physiques adimensionnés du systéme (réseau).

De méme que dans I'étude théorique, le potentiel est de la forme Kronig-Penney (somme de
fonction delta) et agit comme une infinité de sources secondaires pour la vibration transversale.

5.2 Formalismes

Le formalisme des matrices de transmission est utilisé pour résoudre ce probléme. Tout
d’abord, le déplacement y(x) est séparé en une onde aller et une onde retour, puis un opérateur
non-linéaire {'Tn} est défini grace a la continuité du déplacement et a la discontinuité de la dé-
rivée. Ainsi, une relation non-linéaire, reliant les ondes aller et retour de deux sites consécutifs,
est donnée par :

An = an—1+2j%[

B, = bn—l_ﬁ[

4 Cal1+ Banlan 1 + buoa )] )(ano1 + boa) -
+Ch |

K2
- Dn
-2
— 557 + Cal1 + Sanlan—1 + bu-1[?) ) (an-1 + bu-1)

an, A, el Kdnt1
< o ) _ ( e s > (5.9)

ol
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La propagation a travers un réseau unidimensionnel, constitué d'une corde vibrante chargée
par N systémes masse-ressort peut ainsi étre mise sous la forme d’un produit d’opérateurs non-

linéaires {Ty} : N
< gx ) - E{Tg( ;}‘; ) (5.10)

ot le vecteur (Ag Bp)! détermine l'onde incidente dans le réseau et constitue les conditions
initiales.

Le formalisme des "matrices de transfert" peut aussi étre utilisé et la propagation de 'onde
A travers le réseau est décrite par le systéme suivant :

Yo+ Y1 —2a,Y, + )\n‘YnPYn =0, pour 0<z<uy,
Y, = R.e?8% 4 Ree I1K® pour x <0, (5.11)
Y, = TelK@—zn) pour T > TN,

ou R., Rs et T représentent respectivement les amplitudes des ondes incidente, réflechie et
transmise par le réseau et ol a,, A, sont donnés par :

— 1
a, = cos(K) + T Cpn — D, sin(K) et A\, = T e (5.12)

K’ ] — 3C, sin(K)

Le calcul numérique du coefficient de transmission utilise I’'un ou ’autre de ces formalismes
(voir la premiére partie théorique de ce travail) mais pour le cas linéaire, la méthode dite "Inva-
riant Imbedding" peut aussi étre appliquée.

Dans un premier temps, une approche qualitative peut étre faite, qui met en lumiére plusieurs
points intéressants. Le désordre, suivant s’il est introduit par 'intermédiaire des masses ou des
distances entre les sites, n’a pas les mémes effets sur la propagation a travers le réseau. En effet,
les paramétres Cp, et D,, dépendent de ces désordres et caractérisent l'influence de chacun : les
distances d,, interviennent dans les deux paramétres alors que la masse des billes n’est présente
que dans C,, ce qui implique des effets plus importants, sur la transmission, du désordre de
distance (dit géométrique) que du désordre de masse (dit paramétrique). En outre, les non-
linéarités sont atténuées par une fonction sinusoidale de la fréquence adimensionnée (voir A,
dans la relation (5.12)) ce qui laisse présager une influence sur les non-linéarités de la fréquence
de 'onde incidente. De méme, les effets non-linéaires seront fortement subordonnés au désordre
présent dans le réseau puisque A\, dépend, & la fois, de la distribution des masses et des distances.
Pour finir, le signe des non-linéarités apparait d’'une grande importance sur la transmission du
réseau et il est fonction, a la fois, du signe de ay, et de la fréquence de 1'onde.
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Chapitre 6

Résultats numériques

6.1 Introduction

Les résultats présentés dans cette partie sont le fruit de simulations basées sur les méthodes
discutées dans la partie théorique de ce travail. Pour le cas linéaire (avec ou sans désordre), 1'ap-
proche "Invariant Imbedding" est utilisée lorsque les calculs analytiques sont impossibles (lorsque
un désordre contintiment distribué est présent). Cette méthode permet d’obtenir directement le
coefficient de transmission ce qui lui confére ’avantage de ne pas dépendre des limites de calculs
de l'ordinateur. Néanmoins, les résultats sont strictement identiques qu’avec une méthode basée
sur un formalisme matriciel.

Quand les non-linéarités sont présentes dans le réseau, le formalisme des matrices de transfert
ou de transmission est exploité et une description dynamique du systéme est introduite pour
illustrer les effets des non-linéarités en présence de désordre.

L’étude numérique permet d’observer plusieurs grandeurs caractéristiques décrivant les phé-
nomenes liés & la propagation dans le réseau. Ainsi, le coefficient de transmission et la longueur
de localisation sont déterminés pour la transmission dans un réseau linéaire. Dans le cas non-
linéaire, en plus de ces deux grandeurs, un diagramme de phase et les sections de Poincaré sont
définis et illustrent, de facon claire, 'influence des non-linéarités sur la transmission.

Les résultats numériques sont donc présentés en plusieurs parties distinctes. Tout d’abord, les
cas linéaires ordonné et désordonné sont étudiés en observant les effets des différents désordres sur
la propagation. Ensuite, les non-linéarités sont introduites, avec et sans désordre afin de rendre
compte de la compétition qu’il existe entre les conséquences du désordre et des non-linéarités.

Les calculs ont été menés en utilisant les quantités physiques, décrivant le réseau, suivantes :
le nombre de sites est de 500 ce qui correspond a une longueur du milieu de 50 m puisque la
distance moyenne d entre les billes est de 0.1 m. La densité de la corde est de 5 kg/m. La raideur
des ressorts et la valeur moyenne de la masse des billes sont respectivement de 10 N/m et de 0.1
kg.

6.2 Propagation linéaire

6.2.1 Réseau ordonné

Le cas ordonné (tous les sites sont identiques) présenté sur la figure (6.1) illustre sans équi-
voque, le phénoméne de bandes apparaissant lors de la propagation d’une onde dans un réseau.
La relation de dispersion (cos(gd)), 'exposant de Lyapunov et le coefficient de transmission sont,
tous les trois, tracés en fonction de la fréquence adimensionnée. Les bandes passantes corres-
pondent & un coefficient de transmission proche de 1, & un exposant de Lyapunov pratiquement
nul et & des valeurs de la relation de dispersion comprises entre —1 et 1. Le cas contraire dé-
termine la position d’'une bande interdite. La concordance entre les trois méthodes de calculs
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est tout a fait satisfaisante. Ainsi, les résultats numériques issus des formalismes matriciels sont
validés par le calcul analytique de la relation de dispersion.

Les bandes interdites sont causées par la périodicité du réseau alliée aux résonances des
systémes masse-ressort. La largeur de ces bandes dépend a la fois du domaine de fréquences de
l'onde et des paramétres du réseau. Nous pouvons voir que les bandes passantes apparaissent
symétriques les unes par rapport aux autres et semblent se rapprocher lorsque la fréquence
augmente. Le calcul analytique de la position des bandes est d’ailleurs possible : les séparations
entre les différents régimes apparait lorsque

cos(qd) = £1 (6.1)
qui s’écrit, en posant tan(f) = ﬁ(—% +Ch),
cos(Kd) — tan(f) sin(Kd) = £1. (6.2)
Finalement, cette équation se met sous la forme
cos(Kd+ 0) = £ cos(6). (6.3)
Les solutions sont Kd = nm ou Kd = nm — 26. Ainsi, les bandes passantes sont déterminées par
nt < Kd < (n+1)r — 26,

et les bandes interdites par
nt — 20 < Kd < nm.

Il apparait donc que les bornes de chaque bande ne dépendent pas de la méme facon des valeurs
des masses des billes et de la distance entre celles-ci. Le bord supérieur des bandes interdites est
déterminé exclusivement par la valeur de la distance inter site. En revanche, la borne inférieure
est liée & la fois & la distance, a la masse et a la fréquence. Ainsi, les propriétés observées lors
des simulations sont confirmées par ces résultats analytiques ou la largeur des bandes interdites
260 augmente avec la fréquence.

En outre, 'observation de I’exposant de Lyapunov permet de mettre en évidence des aspects
différents de la transmission suivant les bandes passantes. La limite de cet exposant varie en
fonction de I'emplacement de la bande : v ~ 5.107% pour la premiére et v ~ 5.1073 pour
la seconde. La longueur de localisation (inverse de cet exposant) est donc dépendante de la
fréquence et diminue avec celle-ci dans les bandes passantes ce qui signifie que les interférences
constructives ont un effet plus importants aux basses fréquences. Cet aspect de la propagation
n’est pas forcément évident et permet, par la suite, de comprendre les différences d’influence du
désordre.

6.2.2 Réseau désordonné

Pour introduire un désordre contintiment distribué dans le réseau, nous utilisons une distri-
bution normale pour choisir chaque valeur de la masse ou de la distance entre les sites, autour
d’une valeur moyenne et avec un écart type donnés. Chaque désordre est donc décrit par sa
valeur moyenne et, surtout, la valeur de son écart type.

Les effets du désordre sur la transmission a travers un réseau sont étudiés au moyen de
deux exemples distincts. Dans le premier, illustré par la figure (6.2), un désordre paramétrique
portant sur la masse des billes et décrit par un écart type 1/e = 1, est introduit dans le milieu.
Son influence sur le coefficient de transmission se manifeste par une diminution de la largeur des
bandes passantes. Le réseau devient moins transparent et la structure de bandes dans le domaine
spectral est détruite.

Les mémes effets sont visibles sur la figure (6.3) ou les résultats de la simulation pour un
désordre sur les distances entre les billes (géométrique) sont présentés. Dans cet exemple, 1’écart
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FiGg. 6.1 (a) Relation de dispersion des ondes de Bloch pour un réseau ordonné. (b) Exposant
de Lyapunov en fonction de la fréquence pour un réseau ordonné. (¢) Coefficient de transmission
pour un réseau ordonné.
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type de la distribution normale est 1/e = 0.1, ce qui décrit un désordre de plus faible importance
que dans le premier cas.

Les conséquences générales de l'introduction d’hétérogénéités dans le réseau sont identiques
suivant le type de désordre : 'opacité du milieu est renforcée ce qui se traduit par une augmen-
tation de la largeur des bandes interdites. En revanche, les effets quantitatifs de la présence de
désordre sont assez différents. Lorsque le désordre porte sur les valeurs des masses, les bandes
passantes ne sont perturbées que par leur coté droit, et les suites sur la transmission sont équi-
valentes & l'introduction d’un désordre géométrique 10 fois plus faible. Le désordre géométrique
modifie, quant a lui, les deux bords des bandes passantes. Ceci peut s’expliquer gréace a ’observa-
tion des calculs des largeurs de bande dans le cas ordonné : les bandes interdites sont délimitées,
d’un coété par une valeur dépendante de toutes les caractéristiques physiques du réseau, alors
que pour le bord gauche, cette frontiére ne dépend que de la distance entre les billes. De plus,
Iinfluence du désordre géométrique est d’autant plus forte que la distance intersite d,, apparait
dans toutes les constantes adimensionnées (C,, et D,,) du systéme. Cet aspect de la transmission
a travers un réseau désordonné peut étre illustré par un cas particulier : le désordre paramétrique
ne modifie pas les distances entre les billes; il existe donc toujours un ensemble dénombrable
d’ondes dont la fréquence est donnée par la relation n\/2 = d, qui se propagent librement, sans
étre perturbées par les hétérogénéités, dans le réseau. Ces fréquences correspondent aux bords
gauches de toutes les bandes passantes. Cette propriété n’existe plus lors de la présence d’un
désordre sur les distances intersites. Pour confirmer les différences d’effets entre les deux sortes
de désordre, la figure (6.4) permet d’observer les conséquences dévastatrices de I'introduction de
désordre géométrique décrit par € = 5.

Enfin, il est aussi trés intéressant de noter que le désordre détruit moins la transmission pour
les basses fréequences. Ceci peut s’expliquer en observant la longueur de localisation du cas or-
donné dans la premiére bande passante : sa valeur est bien supérieure (~ 10°) que dans les autres
bandes passantes (~ 10%), ce qui implique un désordre d'une plus grande force pour rendre le
réseau opaque aux basses fréquences. Il apparait donc que, pour un désordre donné, les basses
fréquences seront toujours beaucoup moins touchées par le phénomeéne de localisation.

Il est possible de tracer le comportement spatial du coefficient de transmission & 'intérieur
du réseau pour une fréquence et un désordre donnés. Pour cela, on définit un réseau désordonné
et on calcule, pour chaque site, la partie transmise de 1'onde incidente. Ce comportement du
coefficient de transmission en fonction de la longueur du réseau désordonné est exposé sur la
figure (6.5) pour des valeurs typiques de la fréquence lorsqu’un désordre sur les masses est
introduit. Cette illustration du comportement spatial de la transmission permet de confirmer le
lien exponentiel qu’il existe entre le coefficient de transmission et la longueur de localisation.
Les fréquences choisies Kd = 2.32, Kd = 2.33, Kd = 2.35 et Kd = 2.4 sont situées dans une
bande passante pour le cas ordonné et la comparaison de ces différentes courbes met en évidence
la dépendance de la longueur de localisation & la fréquence : elle décroit lorsque la valeur de la
fréquence se rapproche d’une bande interdite d’un réseau ordonné. Ainsi, les effets du désordre
sont plus destructeurs & l'intérieur d’une bande interdite que sur ses bords, méme si le résultat
sur la transmission finale est identique.
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FiG. 6.2 — Coefficient de transmission d'un réseau ordonné (ligne pointillée) et d’un réseau
comportant un désordre de masse décrit par e = 1 (ligne continue).
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Fig. 6.3  Coefficient de transmission d'un réseau ordonné (ligne pointillée) et d’un réseau
comportant un désordre de distance décrit par e = 10 (ligne continue).
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6.3 Propagation non-linéaire

Dans cette simulation numérique de la propagation d’'une onde de vibration transverse &
travers un réseau comportant des non-linéarités localisées et/ou du désordre, nous considérons
que les potentiels de chaque site contiennent un terme non-linéaire et que le coefficient des non-
linéarités a est identique pour toutes les cellules (il ne dépend de la position dans le réseau).

6.3.1 Diagramme de phase
6.3.1.1 Définition

Dans le cas non-linéaire, une grandeur supplémentaire fait son apparition dans les paramétres
a prendre en compte lors de ’analyse des résultats. L’amplitude de ’onde incidente ou transmise
par le réseau joue le role d'une nouvelle dimension pour ’espace dans lequel la transmission
est décrite. Le cas linéaire admet une description dans un plan formé par les fréquences et le
coefficient de transmission, alors que l'introduction de non-linéarités oblige 1’ajout d’une troisiéme
grandeur (amplitude de I'onde). Nous avons choisi la quantité |A\|T? pour variable indépendante
car, comme explicité dans la partie théorique, l'intensité de I'onde transmise T2 est fixée et le
formalisme "matriciel" permet de calculer 'onde incidente correspondante pour déterminer le
coefficient de transmission. Lorsque le réseau est ordonné, cette quantité (|[A|72) ne varie pas
suivant la position de 'onde. En revanche, pour des milieux désordonnés nous utilisons la valeur
moyenne arithmétique de A, notée X pour que la variable utilisée reste indépendante. Le choix de
cette quantité apparait tout a fait naturellement lors de la mise en place de la simulation car les
influences de l'intensité de 'onde transmise et de X sont tout & fait similaires sur la transmission.

La notion de diagramme de phase ! est donc introduite pour décrire la propagation dans
un réseau non-linéaire. Nous avons choisi une représentation a deux dimensions dans 1’espace
constitué par l'intensitée (|A\|T?) et les fréquences. Pour construire ce diagramme, le coefficient
de transmission est déterminé puis comparé & une valeur seuil pour obtenir le régime de la
propagation. Lorsque la transmission est possible (coefficient de transmission supérieur a la
valeur seuil), un point noir est placé dans le plan intensité-fréquence. A 'inverse, quand le réseau
est opaque aux ondes, un point blanc est utilisé.

Donc, pour obtenir le diagramme de phase, il faut préciser 'amplitude de ’onde transmise
T2, le coefficient des non-linéarités « puis calculer, a 1’aide de l'opérateur non-linéaire défini
dans I'étude théorique, l'intensité de l'onde incidente correspondante. Ainsi, le coefficient de
transmission est connu et sa comparaison avec une valeur seuil permet de déterminer le régime
de la propagation.

6.3.1.2 Réseaux ordonnés

Les figures (6.6) et (6.7) fournissent les résultats de ces calculs pour deux valeurs seuil dif-
férentes (10710 et 0.6) du coefficient de transmission et pour des coefficients de non-linéarités
positifs. Ces deux diagrammes représentent le cas d'un réseau régulier et permettent d’illustrer
les effets des non-linéarités sur la transmission. A premiére vue, la présence des non-linéarités
détruit la structure de bandes du cas linéaire. Seule la premiére bande interdite est toujours
présente et augmente avec I’amplitude. En ce qui concerne les deux autres, elles disparaissent
complétement sauf pour des valeurs de U'intensité trés faibles. Les deux diagrammes présentent
les mémes propriétés générales et la valeur du seuil n’a d’effet que sur la limite faible intensité
ou le cas linéaire n’est retrouvé que pour un seuil assez grand (0.6).

La largeur des bandes passantes rétrécit avec 'augmentation de ’amplitude de 'onde et finit
par disparaitre pour une intensité trés forte (au dessus de |[A|T? = 3 qui correspond a la zone
B). Ainsi, seule une amplitude qui appartient a la zone A engendre une forte augmentation

'Le terme de phase doit étre compris comme la phase de la propagation, c’est a dire propagative ou évanescente.
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de la transparence du milieu en faisant disparaitre les deuxiéme et troisiéme bandes interdites.
Néanmoins, le diagramme met en évidence des "trous" dans la transmission pour des valeurs de
la fréquence appartenant sans distinction a des bandes passantes ou interdites du cas linéaire.
Les figures (6.8) et (6.9) précisent ces propos en illustrant ce phénoméne pour des fréquences
appartenant a une bande passante (Kd = 2.1) et a une bande interdite (Kd = 5) du cas linéaire.
Ce comportement de multistabilité s’exprime par Pexistence de zones de stabilité, synonyme de
transparence, succédant a des régions d’instabilité qui interdisent toute propagation. Dans le cas
de fréquences appartenant a des bandes passantes en linéaire, les non-linéarités entrainent des
"trous" dans le coefficient de transmission (entre 1.1 et 1.55) et pour des bandes interdites, elles
permettent d’augmenter la transparence (entre 0 et 1.5 et entre 2.45 et 2.7) ou de l'interdire
(entre 1.5 et 2.45 et pour des valeurs de |A\|T? supérieures & 2.7) successivement.

En outre, la comparaison des résultats de la simulation et de calculs analytiques est possible
pour 'approximation basses fréquences. Dans la partie théorique, nous avons étudié le cas non-
linéaire pour un réseau ordonné en utilisant ’approximation des grandes longueurs d’ondes. La
frontiére entre le régime propagatif et évanescent a été déterminée analytiquement et la figure
(6.10) montre les résultats de ce calcul pour une valeur positive de a. De méme, les résultats
de la simulation pour a < 0 sont présentés sur la figure (6.11). Le comportement général, aux
basses fréquences, d’un réseau ordonné comportant des non-linéarités localisées est prédit par
la théorie. La transparence d’un tel milieu est, suivant le signe des non-linéarités, soit diminuée
(o > 0), soit augmentée (o < 0), par la présence de celles-ci.

Ainsi, 'importance du signe de la non-linéarité est démontrée et il apparait que, pour déter-
miner les effets de I'introduction de non-linéarités, le signe de la valeur moyenne du produit a,
ou a est donné par la relation (5.12) dans le cas ordonné, est d'une grande utilité. Pour les trois
premiéres bandes passantes et interdites, une loi peut étre avancée : pour les valeurs de la fré-
quence qui vérifient aX > 0, le comportement général du systéme tend vers un régime propagatif,
alors que dans le cas contraire, 'opacité du milieu prend le dessus. Cette loi est vérifiée dans les
deux cas présentés pour cette étude.

Donc, l'influence des non-linéarités sur la transmission a travers un réseau ordonné a claire-
ment été mise en évidence par ces résultats analytiques et numériques. La transparence du milieu
dépend fortement, a la fois, de ’amplitude de 'onde se propageant, du signe des non-linéarités et
de la fréquence de 'onde. Une relation, apparemment simple, semble lier ces trois grandeurs et
déterminer les différents régimes lorsque 'intensité des effets non-linéaires n’est pas trop élevée
et d’autres phénomeénes, comme la multistabilité ou le caractére fractal de ces diagrammes sont
visibles grace a cette simulation.

6.3.1.3 Reéseaux désordonnés

L’influence des non-linéarités prend donc largement le dessus sur les effets de périodicité du
réseau lorsque la fréquence et le signe des non-linéarités sont adéquats et il devient intéressant
d’observer les effets de I'introduction du désordre dans un tel systéme. Les figures (6.12) et (6.13)
présentent les cas d’'un désordre paramétrique et géométrique d’écart type 0.1. La différence
d’influence entre ces deux types de désordre est évidente : le désordre géométrique a, a l'instar
du cas linéaire, un effet beaucoup plus important et dévastateur que le désordre paramétrique.
Dans les deux cas, la deuxiéme bande interdite est largement atténuée par la présence de non-
linéarités et la transmission, en général, augmente. Malgré cela, le désordre détruit la structure du
cas linéaire en s’attaquant, d’abord, aux fréquences élevées (le désordre géométrique interdit toute
propagation pour les ondes dont la fréquence adimensionnée est supérieure a 3). La compétition
existe bel et bien entre le désordre et les non-linéarités dans les zones fréquentielles ou celles-
ci aident la propagation des ondes. Ainsi, pour des désordres de faible importance, le régime
de transmission est dicté par les non-linéarités qui prennent le dessus sur tous les autres effets
(figure (6.12)). Au contraire, lorsque le désordre est trop important, le milieu reste opaque et les
non-linéarités n’y changent rien. Evidemment, les non-linéarités peuvent avoir un effet inverse
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Fig. 6.6 Diagramme de phase d'un réseau ordonné avec une valeur seuil pour le coefficient
de transmission de 10719 et pour des valeurs positives de a. Les parties noire et blanche corres-
pondent respectivement & un régime propagatif et évanescent.
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F1G. 6.7 — Diagramme de phase d'un réseau ordonné avec une valeur seuil pour le coefficient de
transmission de 0.6 et pour des valeurs positives de a.
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Fic. 6.8 Coefficient de transmission d’un réseau ordonné en fonction de l'intensité des non-
linéarités pour une valeur Kd = 2.1 appartenant & une bande passante du cas linéaire.
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FiG. 6.9 Coeflicient de transmission d’un réseau ordonné en fonction de l'intensité des non-
linéarités pour une valeur Kd = 5 appartenant & une bande interdite du cas linéaire.
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F1G. 6.10 — Frontiére entre le régime propagatif et évanescent pour un réseau ordonné. La partie
grisée représente le régime propagatif.
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FiGa. 6.11 Diagramme de phase d'un réseau ordonné avec une valeur seuil pour le coefficient de
transmission de 0.6 et pour des valeurs négatives de .
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et diminuer la transparence du milieu et 1’ajout de désordre pour ces fréquences intensifie le
phénomeéne.

L’influence des non-linéarités sur la transmision & travers un réseau comportant un désordre
de faible intensité est donc démontrée. L’aspect fractal des diagrammes de phase est d’ailleurs
préservé ce qui gage de l'influence du comportement non-linéaire (figure (6.12)). Par ailleurs, la
loi développée dans la partie consacrée au cas du réseau ordonné semble toujours de mise en
présence du désordre.

Pour confirmer 'effet des non-linéarités sur la transmission et surtout sur la localisation des
ondes, nous avons tracé le comportement spatial du coefficient de transmission dans un réseau
comportant un désordre sur les masses (e = 10). La figure (6.14) montre les résultats pour trois
valeurs de la non-linéarité. La décroissance exponentielle, présente dans le cas linéaire, n’apparait
plus lorsque le réseau comporte des non-linéarités. La localisation de 'onde est "cassée" et le
comportement non-linéaire des résonateurs permet la transmission a travers le réseau. La loi
reliant le coefficient de transmission et la longueur de localisation est devenue une loi de puissance
qui peut se mettre sous la forme (Cota et al 1995 [58]) :

|T| ~ L'¢

ou L et & représentent respectivement la longueur du réseau et la longueur de localisation.
En outre, la transparence augmente avec l'intensité puisque le coefficient de transmission se
rapproche de la valeur unitaire pour les grandes amplitudes (a = 10).

Cette derniére figure confirme 'effet non négligeable que présente 'ajout de non-linéarités
dans un réseau désordonné. Leur présence agit comme un facteur de délocalisation lorsque la
fréquence de 'onde et le signe des non-linéarités sont appropriés.

Malgré cette remarque, l'intensité du désordre joue le role le plus important et elle représente
le premier facteur a prendre en compte lors d’'une analyse. La présence d’un fort désordre (écart
type important) empéche la propagation et localise toutes les ondes. Seul le cas d'un désordre
d’intensité faible permet aux non-linéarités de jouer un roéle sur la transmission.

Néanmoins, il est dommageable que la seule grandeur & notre disposition pour déterminer
le régime de propagation en présence ou non de non-linéarités et de désordre soit le coefficient
de transmission. En effet, cette grandeur ne permet d’appréhender que sa transmission finale et
non le comportement de I’onde a l'intérieur du réseau. L’influence de 'introduction du désordre
ou des non-linéarités ne peut étre analysée que d’une facon globale et les phénomeénes physiques
qui en découlent sont invisibles ou difficilement observables. C’est le cas de la multistabilité qui
apparait lorsque le comportement non-linéaire est pris en compte. De méme, les effets du désordre
dans les zones stables (propagatives) ou instables (évanescentes) ne peuvent étre déterminés a
I'intérieur du réseau.

C’est pour répondre a ces questions qu’une analyse fondée sur une approche dynamique du
systéme a été menée. La description de la propagation dans un plan de phase, par 'intermédiaire
des sections de Poincaré, donne accés au comportement de I’onde & I'intérieur du réseau et permet
d’observer les effets induits par le désordre.
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F1G. 6.12 — Diagramme de phase d’un réseau comportant un désordre de masse d’écart type 0.1
avec une valeur seuil pour le coefficient de transmission de 0.6 et pour des valeurs positives de a.
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FiGc. 6.13 Diagramme de phase d’un réseau comportant un désordre de distance d’écart type
0.1 avec une valeur seuil pour le coefficient de transmission de 0.6 et pour des valeurs positives
de a.
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FiGg. 6.14  Coefficient de transmission en fonction de la longueur du réseau pour un réseau
comportant un désordre de masse (e = 10), pour des valeurs du coefficient des non-linéarités de
0.1, 1 et 10 et pour une valeur de Kd = 2.4 appartenant & une bande interdite du cas linéaire.
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6.3.2 Section de Poincaré

Toutes les représentations présentées dans ce paragraphe sont issues des calculs explicités
dans la partie théorique consacrée a I’étude dynamique du systéme. Le systéme H (systéme 2.39)
est utilisé pour construire les sections de Poincaré pour deux exemples distincts de propagation.
Le premier traite d’'une onde dont la fréquence appartient & une bande passante du cas linéaire
et montre les effets de la présence des non-linéarités. Le deuxiéme étudie le cas d'une onde
appartenant & une bande interdite du cas linéaire et illustre les effets de I'injection d’un désordre
faible dans le réseau. Les phénoménes de bistabilité et de multistabilité sont clairement mis en
évidence et des bifurcations entrainant un changement de régime de propagation sont signalées.

La figure (6.15) présente le résultat pour une onde se propageant dans un réseau ordonné
avec une frequence Kd = 4.21 (bande passante du cas linéaire). Les courbes ou orbites (lors-
qu’elles sont fermées sur elles-mémes) sont obtenues pour différentes valeurs de |A\|T? et repré-
sentent chacune la propagation d’une onde & travers le milieu. Pour de faibles intensités, les
courbes & gauche de la figure sont fermées ce qui témoigne d’un comportement périodique ou
quasi-périodique synonyme de propagation. A partir d’une valeur de |[A|T? ~ 0.7, ces orbites
manifestent un comportement instable et n’affichent plus de périodicité (les points sont repartis
aléatoirement). Cette zone (0.7 < |AT? < 0.9) correspond & un "trou" dans la transmission et
représente un régime évanescent. Puis, les courbes retrouvent un comportement périodique avec
une période double (deux bassins d’attractions sont présents et sont signalés par des fleches)
ce qui témoige de l'existence d’une bifurcation lors de la zone instable de la propagation située
entre les deux zones propagatives. Cette bifurcation a permis, aprés un bref interméde instable,
de ramener le régime de propagation vers une région stable. Le doublement de la période est le
gage d’un tel phénomeéne (Bergé et al [80]) et permet de souligner le changement de comporte-
ment du systéeme. Finalement, la transmission devient instable et I'opacité du systéme reprend le
dessus inexorablement. Le phénomeéne décrit par cette figure montre qu'une région stable dans le
cas linéaire peut devenir instable et donc non propagative en présence de non-linéarités lorsque
Iintensité devient grande. Elle rejoint la figure (6.8) qui illustre le méme phénoméne pour une
fréquence différente. Mais la description a I’aide des sections de Poincaré posséde une dimension
supplémentaire qui est d’illustrer les phénomeénes internes au réseau. De plus, le doublement de
la période des sections de Poincaré prévient de 1’éminente instablité du régime de propagation
car une succéssion de bifurcations (illustrées par des changements de période) est généralement
synonyme de ’arrivée d'un zone d’instabilité.

La figure (6.16a) illustre, pour sa part, le cas d'une onde appartenant a une bande interdite
en linéaire (Kd = 2.5). La présence des non-linéarités permet, a I'inverse de 1’exemple précédent,
de transformer des orbites divergentes (en linéaire) en des courbes fermées et d’engendrer une
possible propagation. Les orbites périodiques stables de période unitaire sont entourées de courbes
présentant une périodicité quatre fois plus grande. Ce changement brusque séparé par un "trou"
dans la transmission préceéde généralement une perte irrémédiable de la stabilité qui interdit toute
propagation. On remarque en étudiant d’autres exemples que plus le changement de période est
important, plus le régime de propagation suivant est chaotique et instable. De nombreuses études
montrent que la succession de plusieurs bifurcations conduit, dans la plupart des cas, a une perte
de la stabilité pour le systéme et & une opacité compléte dans le cas que nous étudions.

L’introduction d’un faible désordre de masse (d’écart type 1/e = 0.01) dans le réseau en-
gendre, comme le souligne la figure (6.16b), un étalement des courbes autour de leurs valeurs
dans le cas ordonné. La structure est toujours visible mais elle est rendue floue par la présence du
désordre. Ainsi, la transmission est perturbée mais n’est pas impossible. Ce phénoméne rejoint
notre premiére analyse qui concluait a une possible transmission dans les bandes interdites grace
aux non-linéarités lorsque I'importance du désordre n’est pas trop grande. L’illustration au moyen
des sections de Poincaré témoigne du caractére perturbatoire que représente un faible désordre
sur le cas ordonné ce qui permet de diriger les recherches futures vers ce type de raisonnement.
En outre, nous avons observé, au moyen de la simulation développée, que les orbites, dans le
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cas d’un faible désordre, perdaient beaucoup plus facilement leur stabilité lors d'un changement
d’intensité. Cette remarque nous encourage donc a ne jamais négliger le role, méme s’il est tres
faible, de la présence de désordre dans un milieu quel qu’il soit.
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Fi1G. 6.15 Sections de Poincaré de la propagation a travers un réseau ordonné pour une fréquence

Kd = 4.21 et obtenues pour différentes valeurs de |\|[T2.

FiG. 6.16 — (a) Sections de Poincaré de la propagation a travers un réseau ordonné pour une
fréequence Kd = 2.5. (b) Sections de Poincaré de la propagation & travers un réseau faiblement

désordonné pour une fréquence Kd = 2.5.



78

6 Reésultats numériques




Chapitre 7

Conclusion

Cette étude numeérique a mis en évidence plusieurs aspects trés intéressants de la propagation
dans les réseaux. Lorsque le cas linéaire est traité, la simulation et ’analyse du coefficient de
transmission permettent de différencier plusieurs sortes de désordre qui ont des effets, certes
similaires, mais assez éloignés en terme d’importance. Le désordre sur les masses (paramétrique)
augmente l'opacité du milieu mais de facon bien moindre (a importance égale) que le désordre
sur les distances (géométrique). La longueur de localisation illustre aussi ce phénoméne, et la
dépendance exponentielle du coefficient de transmission & cette longueur est clairement montrée.
La localisation d’Anderson se manifeste par la diminution des largeurs des bandes passantes du
cas ordonné qui suivant I'importance du désordre peuvent disparaitre (les hautes fréquences sont
touchées en priorité).

Quand des non-linéarités localisées sont présentes a tous les noeuds du réseau, la transmission
du milieu en est fortement changée. La transparence, pour un réseau ordonné, est largement
renforcée dans certaines plages de fréquence et de nombreuses bandes interdites disparaissent.
Suivant I'amplitude des ondes, le coefficient de transmission fait apparaitre plusieurs régimes
propagatifs avec des propriétés différentes. Ce phénoméne est illutré grace a la détermination
des sections de Poincaré qui exhibent des mouvements quasi-périodiques ayant des périodes
différentes suivant 'amplitude des vibrations. Ce type de cas apparait pour une fréquence qui
appartient & une bande interdite du cas linéaire : cette onde se propage, aidée par la présence
des non-linéarités. L’apparition du désordre dans ce genre de réseau, affaiblit I'influence des non-
linéarités sur la transmission et les propriétés soulignées dans le cas ordonné semblent disparaitre.
Quoi qu’il en soit, une compétition entre les effets du désordre et ceux des non-linéarités est
engagée : la localisation d’Anderson, lorsque le désordre n’a pas une trop grande importance,
est largement diminuée par les non-linéarités. L’observation de la dépendance du coefficient de
transmission & la longueur de localisation en témoigne : une loi de puissance semble lier les
deux grandeurs ce qui démontre une faible localisation. En revanche, lorsque le désordre est trop
important, la localisation reprend le dessus et 'opacité du milieu est renforcée quelle que soit
I'amplitude de 1’onde.

Pour parfaire cette étude "théorique" de I'influence des non-linéarités localisées sur la trans-
mission & travers un réseau comportant ou non du désordre, nous proposons dans la partie
suivante d’étudier expérimentalement la propagation d’une onde acoustique & travers un réseau,
composé d’un tube chargé par des résonateurs de Helmholtz. Les résonateurs présentent des pro-
priétés non-linéaires lorsque 'amplitude de 'onde est importante. Les résultats expérimentaux
illustrent les effets de ces non-linéarités sur la transmission et montrent leurs influences sur la
localisation.

79



80

7 Conclusion




Troisiéme partie

Etude expérimentale

81






Chapitre 8

Introduction

L’étude expérimentale de la propagation dans des réseaux unidimensionnels a fait 'objet de-
puis de nombreuses années d'un certain nombre d’articles traitant tour a tour de la propagation
d’ondes électroniques, d’ondes acoustiques, d’ondes mécaniques (par exemple, propagation dans
les cristaux ou le long d’une corde vibrante), d’ondes électromagnétiques et finalement d’ondes
lumineuses. En effet, de nombreux phénoménes physiques peuvent s’expliquer en terme de loca-
lisation (notamment en physique quantique, voir Thouless 1974 [55]). C’est le cas, par exemple,
de la conductivité dans les semi-conducteurs (Voisin et al |93]) ou de la transition isolant-métal
dans les fines couches métalliques (Thomas 1986 [94]). Les particules qui occupent des états
localisés (on parle d’états localisés en physique quantique) sont restreintes a des régions bornées
de l'espace. Elles ne peuvent donc pas contribuer au transport a la température 7' = 0 K (zéro
absolu) quand les différents couplages sont négligeables. En conséquence, si il n’y a que des états
localisés, le systéme est isolant (la conductivité est nulle). A I'inverse, quand I’énergie appartient
a une région ou les fonctions d’onde sont étendues, la conductivité est non nulle et le systéme
devient conducteur. En physique quantique, d’autres sujets d’étude comme la transition de An-
derson (Thomas 1986 [94]), la fluctuation de la conductance, la faible localisation ou l'existence
d’états localisés en présence d'un champ magnétique, sont aussi abordés en terme de localisation.

De méme, les ondes classiques, comme les ondes électromagnétiques (van Albada et al 1991
[95], Das Sarma et al 1986 [96]), les ondes acoustiques (Cowan et al 1998 [97], Macon et al 1991
[98], Depollier et al 1986 [23]) ou les ondes mécaniques (Ibrahim 1987 [99], Santos et al 1990 [100],
Hodges et Woodhouse 1983 [101]), exhibent de nouveaux comportements liés a la localisation
(Soukoulis et al 1994 [102]). Les expériences sur la diffusion de la lumiére (voir van Albada et al
1991 [103] et les références dans Economou 1990 [104]) ont montré Pexistence de la localisation
pour les ondes classiques. Ainsi, les ondes de surface sur 'eau, diffractées par une assemblée
de diffuseurs (figure 8.1), subissent les effets de ce phénomeéne (Lindelof et al 1986 [105]). La
propagation a travers un réseau acoustique formé d'un tube chargé par des résonateurs a aussi
été étudiée expérimentalement (Depollier et al 1986 [23]). Et, de nombreux articles abordant la
propagation le long d’une corde chargée par des masses et qui mettent clairement en évidence
le phénomeéne de localisation sont apparus dans la littérature (Hodges et Woodhouse 1983 [101],
Shanker et al 1985 [106], He et Maynard 1986 [107], Santos et al 1990 [100], Parmley et al 1995
[108]).

Cette partie s’inscrit dans la continuité de tous ces travaux puisque qu’elle est consacrée
& une analyse expérimentale de la propagation des ondes dans des réseaux unidimensionnels
comportant du désordre et/ou des non-linéarités. Mais, a I'inverse de la propagation dans les
milieux désordonnés, 1’étude expérimentale de l'influence des non-linéarités sur la propagation
dans les réseaux n’est pas courante dans la littérature et de nombreuses interrogations restent
encore sans réponse. Seuls quelques articles abordent la possible présence de non-linéarités dans
un milieu désordonné de fagon expérimentale.

Par exemple, la propagation d’une onde le long d’une corde chargée par des masses a été étu-
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Fia. 8.1 Exemple de localisation a 2 dimensions. Diffusion d’une onde de surface sur ’eau par
une assemblée de diffuseurs placés réguliérement ou aléatoirement (Lindelof et al 1986 [105]).

diée en tenant compte du comportement non-linéaire des vibrations (McKenna et al 1992 [109]).
De méme, la propagation des ondes de surface non-linéaires sur un film d’Hélium superfluide
(Mc Kenna et al 1994 [110|, Hopkins et al 1996 [111]) a fait I'objet de travaux expérimentaux.
Les conclusions sont identiques : la présence de non-linéarités n’'influence ni méme n’atténue la
localisation due au désordre du milieu. Récemment, ces mémes sujets ont été abordés de fagon
différente en séparant deux sortes de propagation : le cas de la propagation d’'une fréquence
sinusoidale pure ou le cas d'une "impulsion" non-linéaire (Hopkins et al 1998 [3]). Toutefois, les
théses prédisant la survie de la localisation & la présence de non-linéarités dans le milieu sont
confortées par ces études.

Malgré ces résultats, quelques travaux prédisent théoriquement que l'influence des non-
linéarités peut étre un facteur de délocalisation (Cota et al 1995 [58], Kivshar et al 1990 [2]) et
une étude expérimentale de la propagation d’ondes électromagnétiques dans un billard chaotique
a montré une déviation de la localisation sous 'influence de non-linéarités (Kudrolli et al 1995
[112]).

En traitant le cas de la propagation d’une fréquence sinusoidale pure, ce travail expérimental
essaie d’apporter des réponses claires et précises pour valider ’étude théorique sur laquelle sont
basées les différentes méthodes de résolution développées dans la partie théorique.

Nous avons choisi d’étudier la propagation d'une onde acoustique & travers un réseau formé
d’un tube chargé par des résonateurs de Helmholtz. Les résonateurs de Helmholtz sont carac-
térisés par un comportement fortement non-linéaire autour de leur fréquence de résonance. Un
modéle analytique a été développé pour prendre en compte, dans les résultats théoriques, ces
non-linéarités et le comportement non-linéaire d’un résonateur est mis en évidence expérimen-
talement. Les non-linéarités ne sont donc pas présentes tout au long du spectre et seul un petit
domaine de fréquences (autour de la résonance de Helmholtz) subit leur influence. Nous nous
contenterons d’étudier le comportement de la transmission & travers un réseau désordonné sur
cette plage de fréquences. Les résultats de cette étude expérimentale pourront ainsi étre confrontés
aux conclusions des analyses théoriques s’appuyant, pour certaines, sur une simulation numé-
rique.

Par ailleurs, une méthode de traitement de signal, basée sur une analyse temps-fréquence
(transformée de Fourier a court terme et distribution de Wigner-Ville), a été développée et
son application est mise en ceuvre pour étudier la propagation acoustique dans les réseaux. Elle
permet de mettre en évidence la dispersion d’'un tel milieu et de mesurer la vitesse de propagation
de T'onde a l'intérieur du réseau. De plus, le comportement non-linéaire des résonateurs est
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explicitement mis en évidence grace a cette approche.

Les résultats des différentes expériences sont comparés avec la théorie pour valider celle-ci
et faire ressortir les phénomeénes physiques principaux mis en jeu dans ce type de propagation.
Enfin, 'influence des non-linéarités sur la localisation est abordée au moyen d’une mesure de la
longueur de localisation dans le cas non-linéaire : il est clairement montré que la présence de non-
linéarités dans le réseau atténue les effets du désordre lorsque celui-ci n’est pas trop important.
Donc, la compétition entre les effets des non-linéarités et ceux du désordre est mise en évidence
expérimentalement.
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Chapitre 9

Description du dispositif expérimental
et des méthodes de traitement des
données

9.1 Le dispositif expérimental

9.1.1 Introduction

Plusieurs solutions peuvent étre envisagées pour appréhender expérimentalement les phéno-
meénes de localisation pour les ondes classiques. Notre choix initial a porté sur I’étude de la
propagation d’une onde transversale le long d’une corde chargée par des systémes masse-ressort
car cette solution a ’avantage d’étre facile & mettre en oeuvre et de rejoindre le cas théorique
traité dans la deuxiéme partie. Les non-linéarités d’une telle propagation ne sont pas apparues
de la forme attendue (la forme cubique de la non-linéarité d’un ressort n’est pas évidente) mais
ce probléme peut facilement étre contourné'. En revanche, une source de vibrations trés robuste
est indispensable pour atteindre le régime suffisant ce qui n’était pas envisageable dans le cadre
de ce travail 2. Cette solution a pourtant été mise en ceuvre mais un autre inconvénient s’est
révélé lors de son utilisation : comment détecter avec précision les mouvements de la corde ?

Plusieurs dispositifs ont été alors développés pour résoudre ce probléme et différents détec-
teurs testés :

— microphone capacitif basé sur 'induction que génére le mouvement de la corde dans un

champ électrique,

— vibromeétre laser dont ’avantage est de permettre un accés direct au champ de déplacement

de la corde
capteur optique mis au point pour cette étude qui utilise une cellule photovoltaique capable
de générer un courant proportionnel a la zone éclairée.

L’utilisation d’un microphone capacitif a donné des résultats encourageants. Mais ce systéme
fournit un signal proportionnel & la vitesse de vibration de la corde et non a son déplacement.
Ainsi, lors d'une propagation dans un régime non-linéaire, le déplacement de la corde qui est une
grandeur indispensable pour cette étude, ne peut étre déterminé expérimentalement. Par ailleurs,
un probléme lié a la dynamique du signal est trés vite apparu et a semblé insurmontable : plus la
fréquence est élevée, plus la vibration de la corde est petite ce qui empéche la comparaison de deux
zones spectrales distinctes. En effet, les limites dynamiques des capteurs sont trés vite atteintes
et malgré 1'utilisation de trois sortes de capteurs, les résultats n’ont jamais été satisfaisants. Les
inconvénients étaient donc trop nombreux pour espérer obtenir des résultats comparables a la

!L’association de deux ressorts engendre une force qui dépend du cube de 'amplitude des vibrations.
2De nombreux autres détails tels que le mouvement non plan de la corde pour de fortes amplitudes n’ont pas
permis une étude approfondie de cette expérience.
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simulation, c’est pourquoi une approche expérimentale différente a été choisie.

La deuxiéme solution fut d’étudier la propagation d’une onde acoustique & travers un tube
chargé par des résonateurs. Cette solution a ’avantage d’utiliser le savoir faire du laboratoire de
I'université du Maine en ce qui concerne la propagation acoustique et d’avoir, en partie, été mise
en oeuvre pour une autre étude sur la propagation dans des réseaux désordonnés dans ce méme
laboratoire (Depollier 1989 [54]). De plus, le signal pertinent pour cette étude est directement
accessible grace a un microphone (mesurant la pression) et la comparaison avec les résultats
théoriques est simple et immédiate. Bien entendu, certains inconvénients technologiques (tels que
la possibilité de fuites acoustiques ou le nombre important de résonateurs) entrainent une mise en
oeuvre délicate mais largement envisageable. En outre, cette étude porte sur I'influence des non-
linéarités sur la localisation de Anderson et la possibilité de disposer d’intensités importantes est
indispensable. Les moyens dont dispose le laboratoire proposent des solutions & ce probléme (une
source a forts niveaux a spécialement été congue dans le laboratoire pour ce type de recherche).

9.1.2 Description du dispositif
9.1.2.1 Le tube

Le dispositif expérimental utilisé se compose d’'un tube de Plexiglas de 8 m de long, de
diameétre intérieur 5 cm et d’épaisseur 5 mm. Tous les 10 cm, un résonateur est placé en dérivation
sur ce tube pour former un réseau sur une longueur de 6 m (60 résonateurs). La fréquence de

coupure d’'un tel tube est
_ Joic

fc N 27‘(’7’0
ot yp1 = 1.84 est le premier zéro de la dérivée de la fonction de Bessel de premiére espéce d’ordre
un. Les fréquences des ondes étudiées ne dépassent pas 2500 Hz ce qui permet de considérer
la propagation d’ondes planes entre deux dérivations. Ainsi, le formalisme matriciel peut étre
utilisé pour décrire la transmission a travers le réseau. La fréquence de résonance du premier
mode de vibration du tube "in vacuo" se situe aux alentours de 50 Hz 3 ce qui ne géne pas
les mesures puisqu’elles ne débutent qu’a partir de 100 Hz. Le tube se termine par une sortie

dite "anéchoique" constituée d’'un bouchon de mousse qui empéche, pour des petites longueurs

~ 4000 Hz,

d’onde, une réflexion totale.

9.1.2.2 Les dérivations

Chaque dérivation est un résonateur de Helmholtz, constitué d’un col de 2 cm de long et de 5
mm de diamétre et d’un volume cylindrique de hauteur maximum 16.5 cm et de diameétre 5 cm
(figure (9.1)). La hauteur des volumes est réglable grace & un piston permettant d’avoir a dispo-
sition 60 résonateurs intrinséquement différents. Le désordre est introduit par cet intermédiaire
dans le réseau : chaque hauteur est tirée au moyen d'un programme informatique en utilisant
une distribution normale, elle est ensuite reproduite expérimentalement (I’écart type et la valeur
moyenne sont connus). Les fréquences de résonance d’un tel résonateur sont nombreuses. La
premiére est due a la résonance de Helmholtz qui est donnée par la relation (en approximation
linéaire) :
sdc2
fo=3

VoL
ol ¢, sq, Vo et L sont respectivement la vitesse du son, la section du col, le volume de la
cavité cylindrique et la longueur du col. Cette résonance se situe, pour un volume maximum
correspondant & une hauteur de 16.5 cm, autour de 300 Hz. Une deuxiéme résonance, qui apparait
vers 1200 Hz, est le résultat de la présence d’une cavité cylindrique dans le systéme constituant
le résonateur (pour plus de détails, se reporter a ’étude expérimentale d’un résonateur).

3Cette valeur a été obtenue a partir des travaux de W. Soedel (Soedel 1980 [113]) avec des conditions aux
limites du type appuyé-appuyé.
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piston réglable

| coldu résonateur

tube principal

F1G. 9.1 Schéma du résonateur de Helmholtz dont le volume peut étre ajusté suivant les besoins
de I'expérience.

9.1.2.3 La source

A une des extrémités, une source est fixée au tube en évitant le plus soigneusement possible
les fuites acoustiques et les transmissions de vibrations solidiennes (un morceau de caoutchouc
sert de gaine entre la source et le tube). Plusieurs sources acoustiques sont a disposition suivant
I’'étude qui est menée :

— une source & bas niveaux pour des signaux linéaires

une source a forts niveaux pour mettre en évidence les non-linéarités.
Cette derniére, spécialement concue pour un banc de mesure du laboratoire de 'université du
Maine, est capable de générer un signal sinusoidal d’un niveau supérieur a 120 dB sur la bande
de fréquence 40 Hz-1000 Hz et supérieur & 145 dB sur la bande de fréquence 40 Hz-500 Hz.

9.1.2.4 Les microphones

Des microphones différents sont utilisés lors de I’étude expérimentale :
— des microphones Briiel et Kjaer (1/4 de pouce) ou PCB 116B pour la mise en évidence des
effets non-linéaires car ils supportent des niveaux trés élevés  (jusqu’a 160 dB)
— des microphones Sennheiser KE4 qui, grace a leur petite taille, sont introduits dans le tube
pour y mesurer le champ acoustique sans trop le perturber.
Pour effectuer des mesures précises du champ acoustique a l'intérieur du tube (les microphones
KE4 sont trés pratiques mais sont d’une précision tout & fait relative), deux porte-microphones
a chaque extrémité du réseau sont utilisés. Ils se composent d’un trou taraudé, permettant de
visser le microphone et d’éviter les fuites, et d’une cavité cylindrique de diamétre 1.4 cm et de
hauteur 8 mm, fermée en sa partie supérieure par la membrane du microphone. Un canal, long de
3 mm et de diameétre 2 mm relie le tube principal a cette cavité ce qui constitue un résonateur de
Helmholtz dont la fréquence de résonance se situe autour de 10 kHz, de telle sorte que son effet

1l faut noter que les microphones BK, a la différence des PCB 116B, peuvent mesurer des signaux de faible
intensité (60 dB) et sont donc les plus souvent utilisés.
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reste négligeable aux fréquences utilisées. Ce dispositif évite de perturber le champ a l'intérieur
du tube et permet un équilibrage des pressions entre le tube et le microphone. Par ailleurs, ces
porte-microphones sont amovibles pour permettre un réglage de leurs positions lors de la mesure.
Ceci constitue un élément trés important pour la mesure des coefficients de transmission.

9.1.2.5 Le systéme d’acquisition

La source et chaque microphone sont reliés a un systéme d’acquisition de type H.P. 3566 /67 A
piloté par un PC (voir figure (9.2)). Cet appareil est un analyseur multivoies (6 voies) et permet,
grace a un logiciel de traitement par FFT (Fast Fourier Transform), d’obtenir les fonctions de
transfert entre les différents microphones. Cet analyseur pilote la source alimentée par un signal de
type sinus dont la fréquence varie par pas fixe dans une bande de choisie (sinus glissant linéaire).
Ainsi, il est possible d’obtenir, lorsque quatre microphones sont utilisés (c’est le maximum dans
cette étude), trois fonctions de transfert sur une plage de fréquence quelconque. Ce systéme est
utilisé pour déterminer le coefficient de transmission du réseau dans le cas linéaire.

Pour 1'étude de la propagation en régime non-linéaire, le dispositif pour déterminer les co-
efficients de transmission et de réflexion ne peut étre utilisé (la notion de fonction de transfert
n’a pas de sens en régime non-linéaire). Une autre dispositif d’acquisition est mis en place, qui
permet de prendre en considération I’énergie de 1'onde initiale (fondamental) transférée sur des
harmoniques supérieurs par les non-linéarités. Le signal source utilisé est un sinus pur qui génére
une réponse du systéme pour chaque fréquence. Afin de simplifier I'’étude, nous avons choisi de
travailler avec un "sinus glissant" ou une "impulsion" qui, alliés avec un traitement numérique
du signal, permet de déterminer I’énergie de 'onde acoustique en fonction de la fréquence et du
temps.

Les méthodes de traitement du signal utilisées sont explicitées dans la section suivante. Les
résultats de ce traitement sont ensuite analysés dans le plan temps-fréquence ot des grandeurs
pertinentes sont isolées. Le matériel informatique pour ces mesures est composé d’'une machine
Concurrent Computer Corporation (Maxion) de grosse capacité pouvant stocker les fichiers tem-
porels. Un programme informatique a été développé au laboratoire, dans le cadre d’'une autre
étude, par J. Picaut pour obtenir des signaux temporels synchrones entre eux et avec la source.
Pour cette étude, seuls deux microphones sont nécessaires et ils sont disposés dans les porte-
microphones situés de part et d’autre du réseau. Les signaux temporels de chaque microphone
sont ensuite traités grace & un programme écrit en Fortran et utilisant des procédures ILS déve-
loppé par J. C. Valiére.

9.2 Mesure des coefficients de transmission et de réflexion

De nombreuses procédures expérimentales permettent d’accéder aux parameétres caractéris-
tiques des biportes acoustiques. Pour plus de détails, 'article de M. Abom résume, de fagon
exhaustive, le travail effectué dans ce domaine de recherche (voir Abom 1991 [114]). Dans un
premier temps, quelques explications théoriques sont nécessaires pour aborder la méthode expé-
rimentale en elle-méme. La mesure de différentes grandeurs nécessaires est ensuite explicitée et
les incertitudes correpondantes sont calculées.

9.2.1 Calcul des coefficients de transmission et de réflexion

Un biporte acoustique est un systéme quelconque placé entre deux tuyaux droits dans lesquels
se propagent des ondes planes. Les deux quantités p™ et p~ (pression des ondes aller et retour)
caractérisent 1’état acoustique dans chacun des tubes. Ainsi, I’élément entre ces deux tubes peut
étre décrit par une relation matricielle liant les pressions des ondes "entrant" dans le biporte aux
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F1G. 9.2 — Dispositif expérimental pour déterminer les coefficients de transmission et de réflexion
du réseau.

ondes "sortant" du biporte :
[p{]zs[pi] (9.1)
p Dy
ot les indices 1 et 2 désignent respectivement I'entrée et la sortie du biporte et ou S est une
matrice 2x2 appelée matrice de transfert. Les coefficients de cette matrice dépendent de la géo-
meétrie du biporte, de la fréquence acoustique et éventuellement d’autres grandeurs (par exemple
de I’écoulement).

Le systéme étudié est représenté sur la figure (9.3). Le biporte acoustique constitué dans notre
cas par le réseau est placé entre deux guides d’onde droits comprenant chacun deux capteurs
de pression. Les pressions des ondes aller et retour sont définies respectivement par pi" et p; en
amont du réseau et p; et p, en aval.

Dans le domaine fréquentiel, la pression en tout point d’abscisse x1; (amont du biporte)
s’écrit :

p(ai1) = pf (M1 4 Ryem M)

ot Ry = py /py est le coefficient de réflexion en amont du sytéme (1 = 0). De méme, pour tout
point x99 situé en aval du réseau, la pression est donnée par :

. 1 .
plaze) = pF (747 4 e hom)
2

ou Ry = p;/pQ_ est défini comme le coefficient de réflexion en pression en aval du systéme
(x99 = 0). Le coefficient de transmission anéchoique, noté T, défini comme le rapport des ondes
de pression aller en aval et en amont du systéme, lorsque la terminaison est supposée parfaitement
anéchoique (aucune onde de pression retour n’est présente dans la partie aval) s’écrit :

p—l-
T = p—i, quand p, = 0.
1
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FiG. 9.3 Description schématique d’un biporte acoustique

De méme, le coefficient de réflexion RT peut étre exprimé sous la forme suivante :

RT = I%, quand py = 0.
Py

Les coefficients "inverses" (obtenus par renversement des ondes) sont, de la méme maniére, définis
pour un biporte quelconque par

Py 2

T~ =L quand pf =0et R~ ==X, quand pi" =0.

Py P
Ces coefficients, dont l'interprétation physique demeure simple, sont aussi les éléments de la
matrice de transfert et permettent d’écrire la relation matricielle (9.1) sous la forme

+ - +
[pz_]:[f” R le_] (9.2)
P Rt T~ Po
En normalisant cette expression par pf, la propagation & travers le biporte est décrite par la
relation .
T T - 1
e I R , (9.3)
Rl R T T12/R2
dans laquelle les différents parameétres sont définis par :
— + +
Rlzp—i, Ry =22, T12:p_3_7
Py Do P

et ou 175 est le ceefficient de transmission entre ’aval et 'amont du biporte.

Lorsque le biporte est utilisé dans le cadre de 1’acoustique linéaire, il posséde des propriétés
liées & sa géométrie et aux conditions expérimentales. Ainsi, dans ce travail, le réseau est supposé
symétrique et réciproque ce qui entraine les relations :

RT=R =RetTt=T"=T.

Le biporte est donc caractérisé par deux grandeurs a déterminer. La relation (9.3) devient

[1}%12]:[2?“%1/32]' (9.4)
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Trois mesures, permettant de calculer Ry, Ry et Tio suffisent donc a décrire complétement le
comportement du systéme. Les coeflicients de réflexion et de transmission du biporte sont alors
donnés par :
Ti2(1 — R /R Ry —T%/R
7 - Do /B) o (B Th/Re)

: = (9.5)
1-T%/R3 1-T% /RS

9.2.2 Mesure des fonctions de transfert

La caractérisation du biporte repose, donc, sur la séparation des pressions des ondes aller
et retour. A ce jour, la méthode des fonctions de transfert est la plus efficace (pour plus de
détails, se reporter aux articles de Seybert et Ross 1977 [115] et Seybert et Soenarko 1981 [116])
pour effectuer ce travail °. Cette méthode appelée "méthode & deux microphones" utilise comme
son nom l'indique deux microphones qui permettent de déterminer le coefficient de réflexion a
'entrée du biporte Ry a partir de la fonction de transfert Hi; = py(w12)/p1(z11) entre les deux
microphones situés en x15 et en 17 (en amont du systéme). Grace a sa définition, R; prend la

forme suivante : o ”
JRT11 __ p,JRT12
Hj e e

Ry = (9.6)

e—Jkr12 _ Hzlle—jkmll'
De la méme maniére, Ry s’exprime & partir de la fonction de transfert H3, = pa(792)/p2(x21)
entre deux microphones situés en aval du réseau :

H221 e—Jkra1 _ p—jkzaz

Ry = (9.7)

elkrar H%lejszl
Finalement, le coefficient de transmission 1o est déterminé & partir de la fonction de transfert
H2 = po(x91)/p1(z11) et s’écrit :

91 eJkr11 4 Rle—jkmll
11 ejk:m21 + 1/R2e—jkx21 .

Tie=H (9.8)
Ainsi, les trois inconnues permettant de décrire complétement le systéme se déduisent de la
mesure des trois fonctions de transfert entre deux capteurs situés en amont et deux capteurs
situés en aval du réseau. La relation (9.5) suffit ensuite pour déterminer expérimentalement les
valeurs des coefficients de transmission et de réflexion du biporte.

9.2.3 Calcul des incertitudes de mesure

Afin de minimiser les erreurs sur les grandeurs mesurées, on doit choisir des fréquences telles
que les erreurs de mesure des fonctions de transfert dH;; correspondent a une erreur minimale
sur le coefficient de réflexion ou de transmission.

Les variations des coefficients de réflexion en fonction de celles de la fonction de transfert
sont données par la valeur de la dérivée de R; ; par rapport a H;; qui s’écrit

dRyo (e_jkmj + Rl,gejkmj)2

= 9.9
dH;; 2jsink(z; — x;) (9:9)

Cette expression montre que, quelle que soit la valeur des coefficients, I’erreur commise sur R est
maximale quand

sink(z; —x;) =0,
c’est & dire pour les fréquences f

__nc
N 2A.’1’Z]

f

avec 1 entier. (9.10)

SElle est, généralement, utilisée pour déterminer les coefficients de réflexion en pression des discontinuités dans
les guides d’onde, & partir de la mesure des pressions en deux points distincts du guide.
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Ainsi, les coefficients sont les moins sensibles aux erreurs de mesure lorsque les fréquences utilisées
sont telles que :

Az = M) (9.11)
4
soit ( )
2n + 1)c
= 12
S = A (9.12)

Généralement, pour résoudre les problémes d’incertitude de mesure liés & ’écartement des mi-
crophones, trois microphones ou plus sont utilisés de part et d’autre du biporte. Les mesures
sont alors surdéterminées (Pachebat [117] et Ajello [118]) et les coefficients sont obtenus en ex-
ploitant les fonctions de transfert bénéficiant des incertitudes les plus faibles. Dans ce travail,
il n’a pas été possible d’utiliser plus de deux microphones de chaque coté ce qui pose des pro-
blémes importants autour de la valeur de la fréquence correspondant au double de la distance
intermicrophonique. Des erreurs importantes apparaissent dans cette zone spectrale. De méme,
plus la distance entre microphones est petite, plus la précision des calculs des coefficients a basse
fréquence est fine. Toutes ces remarques sur les parameétres montrent 'impossibilité, dans cette
étude, d’annuler les erreurs de mesure. Il est aussi possible d’améliorer notablement les mesures
en disposant d’une sortie anéchoique la plus performante possible. La sortie utilisée n’est pas
trés efficace pour les basses fréquences mais posséde un rendement tout a fait acceptable pour
des fréquences au dessus de 1000 Hz.

Remarque

Plusieurs études précédent ce travail ont été menées au laboratoire d’acoustique de 1I'Uni-
versité du Maine dans le cadre de théses. Au cours de I'une d’elles on a developpé un banc a
écoulement (Ajello 1998 [118]) et mis en place la technique de mesure des coefficients de trans-
mission et de réflexion. La deuxiéme a utilisé cette technique et 1’a mise en ceuvre dans un cadre
ou des non-linéarités étaient présentes (Pachebat 1998 [117]). L utilisation de cette méthode dans
notre étude a été, bien évidemment, fortement influencée par ces travaux ainsi que les différents
calculs nécessaires a 'obtention des grandeurs désirées.

9.3 Techniques de traitement de signal

9.3.1 Introduction

Cette section est consacrée a I’étude de techniques de traitement numérique pour analyser et
caractériser le comportement du systéme acoustique. L’emploi de ces méthodes permet la mise en
évidence des non-linéarités présentes dans le systéme. Plusieurs techniques sont disponibles pour
illustrer les comportements non-linéaires et non stationnaires d'un systéme. Généralement, le
signal expérimental (dans notre cas la pression acoustique) est la seule grandeur dont on dispose.
Ce signal représente 1’évolution d'une grandeur en fonction du temps et contient toutes les infor-
mations utiles a la caractérisation du systéeme qui I’a produit. Les techniques décrites dans cette
section permettent d’illustrer ces informations de maniére claire en utilisant diverses représenta-
tions du signal : temporelle, fréquentielle ou conjointe temps-fréquence. Ainsi, la compréhension
des phénoménes physiques présents est facilitée.

La technique "classique", basée sur la transformée de Fourier, fournit une représentation
fréquentielle du signal décomposé sur ’ensemble des fréquences. Mais cette méthode n’est pas
adaptée a des systémes non stationnaires dont les caractéristiques spectrales varient au cours du
temps. Aussi, d’autres techniques ont été développées pour traiter le cas de signaux non station-
naires et la notion de spectre instantané est utilisée (Ville 1948 [119]) définissant la fréquence
instantanée (FI) d'un signal pour suivre I’évolution de son contenu spectral en fonction du temps.
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Cette grandeur est donnée par :

1

fi(t) = 5 clarg (O] (9.13)

ou z,(t) représente le signal analytique associé au signal réel z(t) et est défini par (Gabor 1946
[120])
z(t) = 2(t) + jH[z(1)].

ou H[z(t)] est la transformée de Hilbert de z(t). Cette définition peut se comprendre en étudiant
le cas d’un signal stationnaire y(t) décrit par

y(t) = A"
ou A représente 'amplitude (indépendante du temps). La fréquence f d’un tel signal est définie
par

~ 5 lara(u(o)].

Pour sa part, un signal non stationnaire z(t) se met sous la forme

f

x(t) = A(t)ej¢(t)

ou l'amplitude dépendante du temps A(t) varie lentement et ot ¢(t) représente la phase qui,
elle, a des variations beaucoup plus rapides. Par analogie avec le cas stationnaire, la notion
de fréquence instantanée liée aux variations de la phase est développée et permet d’obtenir la
relation (9.13). Par conséquent, les variations lentes de I'amplitude sont négligées. Cette notion
théorique a permis ’élaboration de méthodes d’estimation de la fréquence instantanée permettant
la caractérisation de signaux non stationnaires.

Deux méthodes, la transformée de Fourier a court terme (TFCT) et la distribution de Wigner-
Ville (DWV), sont utilisées dans cette étude et permettent des représentations temps-fréquence
du signal. Grace & ces techniques, 'analyse du comportement a la fois temporel et fréquentiel du
signal devient possible et la caractérisation des phénomenes non-linéaires beaucoup plus aisée.

9.3.2 La transformée de Fourier a court terme

La transformée de Fourier & court terme repose sur un principe d’analyse dit "classique" qui
est la transformation de Fourier TF X (f) définie par :

—+00

X(f) = / x(t)e 92t (9.14)

— 00

ou z(t) représente le signal réel et f la fréquence. L’analyse consiste a décomposer le signal sur une
base de signaux monochromatiques de fréquences différentes. L’amplitude de chaque fréquence
f est donnée par la valeur de X(f) correspondante. De par sa définition, la TF ne permet pas
I’analyse des signaux non stationnaires puisque le temps n’intervient pas dans l'expression de
X(f). Ainsi, le moment d’apparition de chaque fréquence contenue dans le signal ne peut étre
connu en utilisant cette méthode "classique". Néanmoins, cette approche peut étre adaptée aux
cas non stationnaires en tronquant le signal réel par une fenétre temporelle de durée finie autour
d’une date. Cette technique, appelée transformation de Fourier a court terme, est définie pour
un temps tg et s’écrit :
+oo
X(f,to) :/ x(t)he (t — to)e 2™t qt, (9.15)
—0o0
ou h.(t —tp) est la fenétre temporelle centrée sur ¢y et de longueur 7 : c’est la TF d’un signal de
durée finie autour de tg. La fréquence instantanée FI est déterminée en détectant la fréquence
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d’amplitude maximum & chaque temps t3. Cette estimation n’est correcte que lorsque les ca-
ractéristiques spectrales du signal évoluent peu sur la durée de la fenétre temporelle 7. Pour
I'analyse de signaux fortement non stationnaires, cette méthode engendre un certain nombre
de difficultés parmi lesquelles une médiocre précision fréquentielle. Une forte non stationnarité
oblige la réduction de la taille de la fenétre temporelle et entraine une imprécision dans la dé-
tection de la FI due au principe d’incertitude. En effet, la troncature du signal par une fenétre
temporelle correspond & une convolution par un sinus cardinal dont la largeur est inversement
proportionnelle & la longueur de la fenétre.

9.3.3 La distribution de Wigner-Ville

L’analyse conjointe temps-fréquence permet de suivre I’évolution temporelle des caractéris-
tiques d’un signal non stationnaire. La fréquence instantanée, interprétée comme la fréquence
moyenne d’un signal & un instant donné, est I'une de ces caractéristiques et elle est capable
de suivre les changements dans le spectre du signal. Les approches temps-fréquence fournissent
une représentation énergétique du signal dans le plan temps-fréquence et permettent donc une
estimation de cette fréquence instantanée. La distribution de Wigner-Ville fait partie de ces
techniques et a été adaptée au traitement du signal par Ville (Flandrin 1993 [121]) a partir des
travaux de Wigner en mécanique quantique.

La distribution de Wigner-Ville est une transformation bilinéaire définie par :

e}

W (f,t) :/ Zu(t+ )2 (t— )e 2Ty (9.16)
s 2 2

ou z,(t) est le signal analytique associé au signal réel z(t). Cette transformation est une fonction
a deux variables définie dans le plan temps-fréquence et donne une présentation de I'énergie dans
ce plan. Néanmoins, elle ne permet pas d’accéder a la fréquence instantanée directement. Celle-ci
est donnée par le premier moment de la distribution mais cette méthode apparait extrémement
sensible au bruit et longue en temps de calcul (Valeau 1999 [122]). La localisation énergétique
dans le plan temps-fréquence est optimale pour une modulation linéaire du signal mais, pour
une modulation arbitraire, des interférences dues aux termes quadratiques apparaissent autour
de la loi de localisation de I’énergie et compliquent fortement I’analyse. Ainsi, la détection de la
fréquence instantanée devient difficile. Pour remédier & ces problémes, on tente de se rapprocher
d’une modulation linéaire du signal en introduisant une fenétre temporelle dans le calcul de la
distribution de Wigner-Ville. La pseudo distribution de Wigner-Ville est définie par :

PWo(f,t) :/

—00

o T

2)e—ﬁ’fffdf (9.17)

()Pt + )25 (t
ou h(7) est une fenétre temporelle de longueur 7. La fréquence instantanée se détermine en
recherchant la fréquence d’amplitude maximum sur chaque fenétre et en l'associant au temps
t. Les mémes restrictions que pour la TFTC apparaissent et une limite est rencontrée pour des
signaux fortement non stationnaires. Ainsi, un juste compromis doit étre trouvé entre la taille
de la fenétre et la précision fréquentielle.

9.3.4 Conclusion

L’application de ces deux méthodes sur des signaux caractérisant la propagation dans un
réseau acoustique a été entreprise dans la suite de ce travail. Les non-linéarités sont clairement
mises en évidence pour de fortes intensités sonores. La dispersion d’un tel milieu est montrée
expérimentalement et une détermination de la vitesse de groupe de ’onde acoustique en fonction
de la fréquence est obtenue. En outre, ’étude des effets des non-linéarités sur la localisation dans
les réseaux est abordée et des notions énergétiques caractérisant la transmission sont développées
a partir de résultats expérimentaux. Tous ces résultats sont exposés dans la partie consacrée a
I’'étude expérimentale de la propagation dans les réseaux acoustiques.



Chapitre 10

Le résonateur de Helmholtz : théorie et
expérience

10.1 Introduction

Le résonateur de Helmholtz a, depuis de nombreuses années, suscité un grand intérét dans le
domaine des recherches en acoustique (Ingard 1953 [123]). Parallélement, les effets non-linéaires
d’un orifice ont toujours été étudié (Ingard et Labate 1950 [124], Ingard 1970 [125], Cummings
1986 [126], Thurston et al 1957 [127]) ce qui a permis, entre autres, le développement de modéles
non-linéaires pour le résonateur de Helmholtz (Ingard 1953 [123|, Bies et Wilson 1957 [128]).
Depuis, de nombreuses études sont apparues dans la littérature sur la prise en compte des non-
linéarités dans le comportement des résonateurs en général (Cummings et Eversman 1983 [129],
Gusev 1984 [130], Zaikin et Rudenko 1996 [131], Ilinskii et al 1998 [132]) et des résonateurs
de Helmholtz en particulier (Innes et Grighton 1989 [133|, Rudenko et Khirnykh 1990 [134],
Boullosa et Orduna-Bustamante 1992 [135], Balin et al 1993 [136]). Ce sont ces comportements
non-linéaires qui ont orienté notre choix pour la présence de résonateurs de Helmholtz dans le
réseau acoustique.

Ce chapitre est consacré a I’étude du comportement non-linéaire des résonateurs de Helm-
holtz qui forment le réseau acoustique. Les impédances d’entrée linéaire et "non-linéaire" de ces
résonateurs sont caractérisées et une évaluation expérimentale permet de vérifier notre modéle.

10.2 Description du résonateur

Le dispositif expérimental (décrit dans le chapitre 2) met en ceuvre des dérivations qui sont
des résonateurs de Helmholtz (figure 10.1). Ces résonateurs sont constitués d’un petit tube de
section s. et de longueur [, faisant office de col du résonateur et d’un plus grand tube de section
sy et de longueur [y bouché a 'autre bout par un piston réglable. Ce dernier tube représente le
volume du résonateur de Helmholtz Vj et il est supposé beaucoup plus grand que le volume du col
du résonateur. Ces dérivations possédent une fréquence de résonance de Helmholtz mais aussi
d’autres résonances dues aux différentes longueurs présentes dans le dispositif. La résonance
produite par le col n’est pas considérée dans les résultats présentés car elle apparait a haute
fréquence.

10.3 Modéle non-linéaire du résonateur de Helmholtz

Le modeéle décrit dans cette étude est basé sur un article de Boullosa et Ordunia-Bustamante
(Boullosa et Orduna-Bustamante 1992 [135]). La notion d'impédance (ou admittance) "non-
linéaire" est développée en utilisant la relation fondamentale de la dynamique appliquée a la
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FiGg. 10.1  Description du dispositif expérimental utilisé.

masse d’air jugée incompressible du col du résonateur. Cette notion définie une admittance
"non-linéaire" qui apparait comme une correction du cas linéaire et qui dépend de 'amplitude
de la pression dans le tube principal. Donc, dans un premier temps, il faut mettre en évidence le
caractére non-linéaire de la force élastique produite par la cavité du résonateur.

10.3.1 Utilisation des propriétés élastiques de ’air

Le résonateur de Helmholtz étudié est décrit par la figure (10.1). Quand les dimensions du
résonateur sont beaucoup plus petites que la longueur d’onde, deux hypothéses peuvent étre
faites :

— (a) la pression a l'intérieur du résonateur est uniforme;

(b) la portion d’air du col se déplace en phase comme un piston.
Gréace a ces remarques, un modeéle simple de résonateur de Helmholtz est formulé : ’air compris
dans le col est un simple piston de masse m et le volume d’air de la cavité contribue au mouvement
de cette masse comme un ressort restituant une force appliquée au piston (voir figure (10.2)).
Les forces dissipatives peuvent étre prises en compte mais ce n’est pas le cas dans ce modéle. En
revanche, elles apparaissent dans le calcul de I’admittance d’entrée linéaire du résonateur.

Les propriétés élastiques du ressort représentant ’air de la cavité sont calculées a partir de
I’équation des procédés thermodynamiques apparaissant dans ’air. Si la fréquence est assez basse
pour que les phénomeénes mis en jeu soient isothermes, la loi de Laplace adiabatique est

ol
r-nft)

<——— Mmasse m

F1G. 10.2 — Analogie mécanique du comportement d’un résonateur de Helmholtz.
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ou Py et Vy sont respectivement les valeurs de référence de la pression atmosphérique et du
volume de la cavité, et v = C,/C, le rapport des chaleurs spécifiques (v = 1.4).

La variation de pression par rapport a la pression absolue due au petit déplacement z de la
masse d’air du col vers 'extérieur du résonateur est

AP [ ser (v +1)scx?

= = NG H. 10.1
2 i 5 Ve o(z°) (10.1)

De cette relation, la force causée par I'air de la cavité sur le piston du col est donnée par

F,oo = APs. = — [z — ar® + o(x?’)] (10.2)

2
ot la loi thermodynamique pour un gaz parfait Py = % a été utilisée, ou a = %(7 + 1)¢ avec
¢ = ‘s/—g. Pour les amplitudes importantes des déplacements dans le col, cette force n’est pas
linéaire en x et plusieurs constantes sont nécessaires pour décrire le comportement du résonateur
de Helmholtz.

10.3.2 Deétermination de ’admittance d’entrée du résonateur

Grace a la relation fondamentale de la dynamique appliquée au déplacement de la masse d’air
du col soumis a une force extérieure f.(t) et en négligeant les frottements, on obtient 1’équation
du mouvement de la masse d’air m :

i+ wilr — az? + o(z?)] = fe?(t) (10.3)

2
ou w(z] = ?%Cl, est la frequence de résonance du résonateur de Helmholtz. I/, représente la longueur
c

corrigée du col du résonateur. Les corrections sont dues au rayonnement de ce col dans la cavité
du résonateur et dans le tube principal. La force extérieure est reliée a la pression P dans le tube

fe(t) _ iejwt

m plL.

par la relation

et des solutions harmoniques sont cherchées (de la forme /“*). La relation (10.3) devient

oo T, T P
jwi 4+ wi(l — a—)— = — (10.4)
jw’'jw  pll,
L’impédance d’entrée du résonateur est définie comme le rapport de la pression sur la vitesse a
Ientrée du résonateur. En posant v = &, dans le cas linéaire (aw = 0), cette impédance est donnée
par :

2
3 w
Zy = jwple(1 — —w‘;)

et dépend de la fréquence de 'onde se propageant dans le guide principal. En revanche, dans
le cas non-linéaire (a # 0), 'impédance d’entrée "non-linéaire" Z,; du résonateur s’exprime en
fonction de I'impédance linéaire et de la pression & I’entrée du résonateur :

2
wg P
Zp = Z; + apl,=2—. 105
nl l p w27, ( )
Le second terme peut étre vu comme une correction & I'impédance linéaire. Il dépend de I'am-
plitude de I'onde de pression a l'intérieur du tube principal et d’un coefficient de non-linéarité

. L’admittance d’entrée "non-linéaire" du résonateur définie par

Ynl = 1/an
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s’écrit

1
Yu=Y — : (10.6)
1+ apl,=3Y?P

Cette expression non-linéaire de 'admittance d’entrée dépend de la valeur du coefficient « de la
non-linéarité. Si ( < 1 ce qui correspond & un volume Vf grand, le comportement du résonateur
est linéaire et son admittance pourra étre approximée & ’admittance linéaire Y;. De méme, si
la fréquence de 'onde est beaucoup plus grande que la fréquence de résonance de Helmholtz, le
terme non-linéaire est encore négligeable. Donc, seul le cas de la fréquence de 1’onde proche de la
fréquence de résonance alliée & une valeur de ¢ non nulle implique un comportement non-linéaire
du résonateur. Ainsi, I’étude des effets non-linéaires se limitera a une plage de fréquences autour
de la fréquence de résonance de Helmholtz.

Pour étre tout a fait complet dans la détermination de ’admittance d’entrée du résonateur
de Helmholtz, on doit encore déterminer la valeur de cette admittance dans un cas linéaire en y
incluant les pertes visco-thermiques. Pour cela, la valeur de la correction du col doit étre calculée.
La méthode des matrices de propagation & l'intérieur du résonateur semble étre la plus fiable
et cette approche est décrite dans la suite de ce travail. Mais tout d’abord, les effets des non-
linéarités sont quantifiés au moyen d’un calcul analytique permettant de déterminer la fréquence
de résonance lorsque les non-linéarités sont prises en compte.

10.3.3 Effet des non-linéarités sur la fréquence de résonance

Pour déterminer la fréquence de résonance d’une cavité quelconque, il suffit d’annuler son
impédance d’entrée ou, de maniére équivalente, de rendre infinie son admittance d’entrée. Pour
cela, on utilise 'expression approchée de 'admittance d’entrée linéaire d’un résonateur de Helm-
holtz et on calcule la fréquence de résonance en fonction du coefficient de non-linéarité o et de
I’amplitude de 'onde de pression.

On a établi plus haut ’expression de ’admittance "non-linéaire" :

1
Yo = Yz{ 5 } (10.7)
1+ apl,=3Y2P

[

ou Y; est donnée par son expression approchée

1 1
Yi=—5F——. (10.8)
Jwple (1 - 44)
Ainsi, Y},; peut se mettre sous la forme :
1
Yo = — . (10.9)
/Y, + apl, 3V P

La pulsation correspondant & la fréquence de résonance prenant en compte les effets non-linéaires
Wl est trouvée en annulant le dénominateur. Aprés quelques manipulations algébriques, I’équa-

{( _Z_é) _ \/%g\/ﬁ] {( _Z_§)+\/%%\/ﬁ} —0, (10.10)

tion s’écrit :
nl

res Sont :

dont les deux solutions possibles pour la valeur de la pulsation w

nl _ 1 /aP
wmsl = W 1 + W_O p_lf:’

w = wy — = /&

(10.11)
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Ces deux solutions doivent étre confrontées aux résultats expérimentaux pour connaitre celle qui
posséde un sens physique. A priori, on peut s’attendre a4 une fréquence de résonance plus faible
que le cas linéaire puisque la non-linéarité ajoute un terme de volume (raideur) a la cavité. Ces
remarques seront reprises lors de la section consacrée aux résultats expérimentaux.

10.4 Calcul de I'impédance d’entrée linéaire d’un résonateur de
Helmholtz

Le résonateur de Helmholtz est composé de deux tubes de section intérieure et de longueur
différentes (figure (10.1)). Les impédances caractéristiques de ces deux tubes sont respectivement
Z. et Zy pour le col (indice ¢) et le volume de la cavité (indice V'). Le résonateur est branché
au point E sur un tube de section .S dans lequel se propage 'onde de pression. La pression et le
débit sont donc Pg et Ug au point d’intersection entre le tube et la dérivation.

Pour déterminer I'impédance d’entrée du résonateur, on utilise la notion de matrice de pro-
pagation qui met en relation la pression et le débit en deux points d'un guide d’onde. Les pertes
visco-thermiques sont calculées grace & la théorie de Kirchoff et sont prises en compte dans le
modeéle par l'intermédiaire des impédances caractéristiques. Mais tout d’abord, on étudie le cas
sans dissipation.

10.4.1 Cas sans perte

La matrice de propagation sans perte dans un tube de section S et de longueur L entre le

point D et F s’écrit :
Pp\ cos(kL)  jZsin(kL) Pp (10.12)
Ur )\ #sin(kL) cos(kL) Up )’ '

ou P représente la pression, U le débit et Z = %. Le résonateur est construit avec deux guides
circulaires dont I'un est fermé a son extrémité. Les conditions aux limites (extrémité du réso-
nateur) sont donc connues : le débit sur la paroi est nul et la pression est notée P. La matrice
(pression débit)! a I'entrée du résonateur (point E) s’exprime en fonction de ces conditions aux
limites sous la forme :

(75 )= (gl 7ot ) (3 78Dy (sl 37 ) (

oY

(10.13)
ou la premiére matrice a gauche du second membre représente la propagation dans le col du
résonateur, la deuxiéme les discontinuités de section entre le col et la cavité et entre le col et le
tube principal, et la troisiéme la propagation dans la cavité du résonateur. L’impédance d’entrée
du résonateur définie comme le rapport entre la pression et la vitesse au point E est donnée par

g 1 cos(kl.) cos(kly) — 2= k(Al) cos(kl.) sin(kly ) — sm(kl ) sin(kly)
b Zic cos(kly ) sin(kl.) — Zik:(Al) sin(kl.) sin(kly) + E cos(kl.) sin(kly )

7 ] ,  (10.14)
ou Al représente la longueur ajoutée au col du résonateur due aux discontinuités des sections. Le
raccordement des modes supérieurs entre le col et le guide principal implique une correction de
longueur Al. pour la partie du col débouchant sur le tube donnée par (Dubos et al 1999 [137]) :

Al, 8;(1 —0.227¢ — 1.28¢2 — 1.56% — 0.834¢*)re, (10.15)

ot € = % est le rapport des sections du col et du tube principal et r. le rayon du col. Du coté de
la cavité du résonateur, la correction de longueur Aly est calculée en approximant le mouvement
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de la masse d’air du col a un piston plan dans un écran infini et s’écrit :

8
Aly = —r¢. (10.16)
3
La correction de longueur totale Al est approximée par la somme de ces deux longueurs ajoutées

méme si, en toute rigueur, l'interaction des modes supérieurs doit étre prise en compte.

10.4.2 Cas avec pertes

Les pertes visco-thermiques survenant lors de la propagation dans les différents tubes sont
trés bien modélisées par la théorie de Kirchoff. La description de la propagation se fait sous forme
de ligne de transmission, avec pour grandeurs caractéristiques la pression acoustique et le débit
acoustique. Les caractéristiques de la ligne sont :

Z, = B+ 2a-j),
(10.17)
vi = 21+ (r-1)20-j),

ou Z, est 'impédance linéique en série, Y; 'admittance linéique en série, S la section du tube de
rayon r et

v = g—i est le rapport des chaleurs spécifiques,
Ty = 7‘(%)1/2 ot i est le coefficient de viscosité de air,
T = 7“(&/\0")1/2 ou A est la conductivité thermique de Dair.

Dans ce cas, la constante de propagation I' et son impédance caractéristique Z. sont données
par :
L = (ZY)'"7,
(10.18)
Zy
Ze = (Tt)l/Q-

Les pertes visqueuses sont prises en compte dans I'impédance linéique en série et les pertes
thermiques dans l'admittance linéique en série. La relation matricielle entre ’entrée et I’extrémité
fermée du résonateur prend la forme :

Pg \ cosh(Tele)  Zesinh(T'cle) 1 Z. T (Al)
Ug ) Z%c sinh(T.l.)  cosh(T.l.) 0 1
cosh(T'yly) Zey sinh(Tyly) P
O , (10.19)
7z sinh(l'vly)  cosh(T'viy) 0

dans laquelle les indices ¢ et V' sont reliés respectivement au col et au volume de la cavité du
résonateur. Le calcul de 'admittance d’entrée avec pertes se fait de la méme fagon que dans le
cas oll les pertes ne sont pas prises en compte.

10.5 Reésultats expérimentaux

Cette section est consacrée a la comparaison de résultats expérimentaux et des résultats
de la simulation numérique correspondante. La simulation numérique est basée sur la méthode
matricielle développée dans la premiére partie théorique de ce travail. Les équations sont rappelées
briévement puis I’approche expérimentale est décrite. Finalement, les résultats sont comparés et
des corrections sont apportées au modéle pour améliorer son efficacité.
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10.5.1 Equations et approche expérimentale

La méthode des matrices de transmission est utilisée pour la simulation numérique et la
propagation est décrite a partir des conditions en bout de tube puisque ce sont les seules que
I’on maitrise. Deux conditions aux limites différentes sont abordées :

— la condition tube fermé ou le débit acoustique est nul,

la condition tube ouvert ot la pression acoustique est nulle.

Le systéme reliant les amplitudes des ondes aller et retour de chaque coté d’une dérivation est

donné par :
_ n ik(ln+12) _ [ on —jk(ln—1,
Ans = (1= ) An st — () Bkt (10.20)
Bpy1 = (1+ 5]—% Bpe klntl) 4 <§]—’;€) A, eikn=1)
ol 0y = —jwp Yy et I, et Il représentent respectivement les distances & gauche et a droite du

résonateur (figure (10.1)). Les amplitudes de 'onde aux points z,4+1 et z, s’écrivent respective-
ment (A, 41 Bni1)! et (A, By)t. Pour pouvoir utiliser ces relations, 'impédance de la terminaison
du tube est ramenée au niveau du point de mesure x, 1. Le vecteur pression-débit (P U)! donne
la pression en x4 en fonction de la pression et du débit acoustique au niveau de la terminaison :

P(xpt1) = cos(kD)Pierm + jZe sin(kD)Userm (10.21)

ou D est la distance séparant le point x,41 de la terminaison et o Z. est I'impédance carac-
téristique du guide d’onde. Aprés quelques manipulations algébriques, les amplitudes des ondes

aller et retour en x,+1 sont déterminées et sont reliées par :
1+cot (kD)

- Bn+1 = —An_i_l[m] lorsque le tube est ferrné,
~ Bpi1 = A”“[W] lorsque le tube est ouvert.

Il est important de remarquer que, pour le cas du tube ouvert, la distance D doit étre corrigée
pour prendre en compte les effets du rayonnement vers ’extérieur.

La fonction de transfert entre le point situé aprés le résonateur et celui situé avant est dé-
terminée en fixant I’amplitude de la pression au point z,41. Cette fonction de transfert est donc
définie par :

P(xn+l) . An+l + Bn+1

H = —
P(zy,) A, + B,

(10.22)

Les différentes longueurs 1, et I, séparant les microphones sont intégrées dans les relations (10.20)
et les amplitudes sont relevées au point 1.

Remarque

Des études expérimentales de résonateurs de Helmholtz, en régime linéaire et quelques fois
non-linéaire, ont déja été présentées dans la littérature (Selamet et Radavich 1999 [138], Boullosa
et Orduna-Bustamante 1992 [135]). En ce qui concerne les travaux en régime linéaire, les com-
paraisons proposées entre résultats expérimentaux et modeéles théoriques, mettent en évidence
de légeres différences sur la valeur des fréquences de résonance. Dans la plupart des cas, cet
écart ne dépasse pas quelques hertz (Selamet et Radavich 1999 [138]). Dans ’étude présentée, les
fréquences de résonance déterminées au moyen du modeéle analytique correspondent aux valeurs
expérimentales pour le régime linéaire. Pour obtenir ces résultats, nous avons utilisé une valeur
de la correction de longueur, due aux discontinuités de section, donnée par :

Al = (0.6 + 0.8)r.
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10.5.2 Reésultats
10.5.2.1 Fonction de transfert linéaire d’un résonateur de Helmholtz

Ce paragraphe est consacré & la validation de la simulation numérique de la fonction de
transfert entre deux points situés de part et d’autre du résonateur dans I'approximation linéaire.
Plusieurs cas sont testés et comparés aux résultats expérimentaux.

Le résonateur étudié dans ce paragraphe est composé d’une cavité de hauteur lyy = 11.5 cm et
les différentes distances sont : [, = 10 c¢m, I}, = 10 cm et D = 10 cm. La figure (10.3) représente
la comparaison de la simulation et de I’expérience pour le cas d'un tube principal ouvert a son
extrémité. Trés peu de différences sont observées pour la position des différents pics de résonance
ou d’anti-résonance sur 'axe des fréquences. A part pour les fréquences élevées ou les différentes
approximations utilisées dans la simulation atteignent leurs limites de validité (notamment les
corrections de longueur dues aux impédances de rayonnement), les résultats de la simulation sont
en bon accord avec les résultats expérimentaux. En ce qui concerne les amplitudes de ces pics,
en revanche, une nette surévaluation est mise en évidence. Ceci est di au fait que le modéle ne
prend pas en compte les pertes visco-thermiques. En outre, il n’est pas exclu que des fuites dans
I'expérience puissent étre une des causes de cet écart.

La premiére résonance du résonateur de Helmholtz se situe autour de 400 Hz et est trés bien
prédite par la simulation autant pour I’'amplitude que pour la position. La présence du résonateur
entraine aussi une deuxiéme résonance autour de 1600 Hz causée par le tube faisant office de
cavité principale du résonateur de Helmholtz. D’autres résonances, plus élevées, sont le résultat
de la présence du résonateur mais leurs valeurs ne permettent pas de les faire figurer sur ce
graphe.

Pour finir, nous avons choisi de comparer les résultats expérimentaux et de la simulation
numérique pour un tube ouvert sans dérivation (figure (10.4)). L’écart en amplitude est toujours
présent et ne change pas par rapport au cas du résonateur en dérivation. Cette comparaison
confirme la justesse de la méthode des matrices de transfert utilisée dans la simulation numeérique.
En outre, la parfaite adéquation qui existe entre le calcul analytique et la simulation numérique
de la fonction de transfert pour une dérivation branchée sur le tube principal entérine le choix
d’utiliser I’approche matricielle pour simuler la propagation dans un réseau.

Les figures (10.5) et (10.6) proposent les phases déroulées des fonctions de transfert étu-
diées précédemment. Leur comparaison permet d’illustrer 'effet de la présence du résonateur de
Helmholtz sur la propagation a l'intérieur du tube. La premiére résonance du résonateur décale
la premiére résonance du tube (déphasage de 7 lorsqu'une résonance est présente) d’une cin-
quantaine de Hertz. Quant & la deuxiéme résonance (die a la cavité du résonateur), elle apparait
aussi autour de 1600 Hz sur la phase de la fonction de transfert.
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10.5.2.2 Mise en évidence du comportement non-linéaire

Remarques préliminaires

Dans ce paragraphe, deux tailles de résonateurs sont étudiées pour appréhender les effets
du volume de la cavité principale sur le comportement non-linéaire. La plupart des résultats
présentés dans ce travail sont obtenus avec un résonateur dont la cavité posséde une hauteur
maximale (lyy = 16.5 cm). Par convention, la hauteur du résonateur n’est mentionnée, dans le
texte ou la légende se rapportant a la figure, uniquement dans les cas ol sa valeur n’est pas
maximale. Ainsi, les deux derniers graphes de cette étude se rapportent & un résonateur de
hauteur Iy = 6.5 cm. La figure (10.1) décrit le dispositif expérimental. Les trois distances [,
et D sont toutes identiques et égales & 25 cm.

!/
n

La derniére remarque porte sur la position du microphone servant de référence pour l'in-
tensité acoustique & I'intérieur du guide principal. Les quatres premiéres figures qui mettent en
évidence, de facon expérimentale, le comportement non-linéaire d’un résonateur de Helmholtz
ont été obtenues en relevant 'amplitude de la pression sur le microphone M1 (en amont du ré-
sonateur). Pour les suivantes (comparaison théorie-expérience), les niveaux sonores sont relevés
sur le microphone M2 (en aval de la dérivation). Il n’y a donc pas de correspondance précise, en
ce qui concerne l'intensité sonore, entre ces deux types de résultats.

Résultats

Tout d’abord, les effets des non-linéarités sont mis en évidence par les résultats expérimentaux
donnés par les figures (10.7) ou I'amplitude et la phase de la fonction de transfert entre deux
points situés de part et d’autre du résonateur de Helmholtz sont présentées. Chaque courbe est
obtenue avec une amplitude de la pression acoustique différente allant de 96 dBspl pour la plus
faible & 132.6 dBspl pour la plus élevée (ces intensités sont relevées au niveau du microphone
en amont du résonateur). Les effets non-linéaires sont visibles : le trou dans I'amplitude de la
fonction de transfert da a la résonance de Helmholtz (300 Hz) se résorbe et la valeur de la
fréquence de cette résonance (définie comme la fréquence du minimum de 'amplitude) diminue
avec l'accroissement de l'intensité de ’onde incidente. Les mémes phénoménes se retrouvent en
observant la phase de la fonction de transfert. Un déphasage se produit lors de la résonance
qui se décale vers la gauche quand 'amplitude de la pression augmente. Ce déphasage diminue
lui aussi, ce qui montre que la résonance a tendance a disparaitre quand 'amplitude s’accroit.
Les non-linéarités ont donc pour effet d’annihiler le réle absorbant du résonateur autour de sa
fréquence de résonance. Le deuxiéme pic de résonance visible sur ces courbes (autour de 315 Hz)
est lui aussi affecté par les non-linéarités. Ce pic est le résultat du couplage entre une résonance
du tube et le résonateur. Le fait que son amplitude diminue avec 'accroissement de l'intensité
de 'onde montre que les effets non-linéaires ne sont pas restreints a la fréquence de résonance de
Helmholtz mais & une plage fréquentielle autour de celle-ci.

En outre, ces figures présentent un amoncellement de courbes au niveau des intensités les
plus basses dans le guide. Cette observation permet de mettre en évidence la plage de linéarité.
Le décalage de la fréquence de résonance ne commence & étre visible qu’a partir d’une intensité
acoustique de 104 dBspl (voir la figure (10.8)). Il existe donc une zone pour les valeurs du niveau
sonore pour laquelle les effets non-linéaires sur la fréquence de résonance sont inexistants. Néan-
moins, le comportement du résonateur reste non-linéaire puisque une diminution de Iamplitude
de la fonction de transfert et du déphasage de sa phase se produit pour des amplitudes comprises
entre 96 et 104 dBspl.

Le décalage de la fréquence de résonance de Helmholtz est de signe négatif comme le montre la
figure (10.9). La valeur w™ _, déterminée dans les calculs précédents (section précédente) est donc
retenue pour le modéle non-linéaire du résonateur de Helmholtz. Les résultats expérimentaux et
théoriques de la valeur absolue de cet écart par rapport a la fréquence de résonance linéaire wy
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sont comparés sur la figure (10.9). Il apparait une nette sous estimation des effets non-linéaires
du modeéle dans le décalage de la fréquence de résonance. En revanche, la pente de la droite
(le graphe est tracé en échelle log-log) est en bon accord avec les résultats expérimentaux. Une
correction peut ainsi étre apportée au modeéle développé en surévaluant la valeur du coefficient
des non-linéarités «.. En effet, pour la valeur a = 15 (au lieu de 1.88 dans le modéle théorique),
la comparaison de 'expérience avec la théorie est satifaisante. La figure (10.9) illustre ces propos
et met en évidence les effets non négligeables des non-linéarités dans la réponse d’un résonateur
de Helmholtz : le décalage de la fréquence de résonance atteint, & 130 dBspl, plus de 10 Hz avec
sa valeur linéaire initiale.

Pour parfaire cette étude, la fonction de transfert, compte tenu du comportement non linéaire
du résonateur, est simulée pour différentes valeurs de l'intensité acoustique. Ces courbes sont
tracées sur les figures (10.10), (10.11) et (10.12) pour des amplitudes de 96 et 134 dBspl au niveau
du microphone aval. Les non-linéarités ont tendance, comme dans les résultats expérimentaux,
& réhausser 'amplitude de la fonction de transfert autour de la fréquence de résonance et a
décaller cette fréquence vers la gauche. En revanche, le deuxiéme pic (résonance du tube) n’est
pas affecté comme c’est le cas dans la réalité. Cette différence entre la simulation et 'expérience
met en lumiére un défaut majeur du modele : les effets non-linéaires n’apparaissent que sur
une plage restreinte autour de la fréquence de résonance et n’ont pas l'intensité attendue. Cette
remarque peut s’expliquer par la simplicité du modéle utilisé qui ne peut pas prendre en compte
tous les effets non-linéaires survenant dans le résonateur. Les mouvements tourbillonnaires dus a
un décollement sur les angles droits que forment les discontinuités entre le col et la cavité ou le col
et le tube principal, font partie de ces effets non pris en compte. Pour autant, le comportement
général des effets non-linéaires est retrouvé par la simulation méme si, pour I’amplitude comme
pour la phase, les valeurs des écarts causés par la présence de non-linéarités sont sous estimées
par rapport a la réalité.

En effet, une nette différence d’amplitude de la fonction de transfert apparait entre les résul-
tats simulés et expérimentaux pour une intensité de 134 dB (voir la figure (10.11)). Comme cet
écart semble dépendre de amplitude de 'onde (voir la figure (10.10) ou la théorie et la simula-
tion sont comparées pour 96 dBspl), la source de cette différence peut venir de la mauvaise prise
en compte des pertes visco-thermiques pour de grandes amplitudes dans le modéle. Ces pertes
sont plus conséquentes lorsque l'intensité sonore est élevée car des harmoniques supérieurs sont
excités : la présence de ces harmoniques, de fréquences plus élevées, augmente la part des pertes,
proportionelles & \/w. Le modeéle développé dans cette étude n’en tenant pas compte, cette re-
marque peut étre une des causes de la sous estimation des phénomeénes non-linéaires. Pour ce
qui concerne la phase, les mémes défauts sont mis en évidence. Cet écart entre la simulation et
I'expérience vient certainement de l’addition de la mauvaise détermination des pertes et de la
vision trop simpliste des effets non-linéaires.

Enfin, un dernier probléme attire notre attention lors de I'analyse de ces graphes. Lorsque la
valeur de « est corrigée d’aprés les données du décalage de la fréquence de résonance, 'amplitude
de la fonction de transfert simulée présente un "pic" (voir la figure (10.12)) inexistant dans les
résultats expérimentaux. Cette correction, sensée pallier la faiblesse du modéle, introduit un
artéfact de calcul dont la cause est difficile a cerner. La seule observation que 'on puisse faire
est que ce "pic" apparait a la fin de la plage fréquentielle perturbée par les non-linéarités. Il
est peut étre di a une discontinuité dans le modéle : les résonances du tube principal prennent
subitement le dessus sur les effets du résonateur ce qui cause un "saut" dans amplitude de la
fonction de transfert simulée. Il faut toutefois noter que cette erreur n’apparait que pour une
intensité sonore proche de 130 dB qui est un cas extréme dans cette application.

Finalement, les résultats, pour un volume de hauteur 6.5 cm et pour une intensité de 125.5
dBspl, sont présentés sur la figure (10.13). La comparaison des résultats théoriques (non corrigés)
et expérimentaux semble bien meilleure que pour le cas précédent. Les effets des non-linéarités
dépendent du volume de la cavité et le modéle prédit de fagon bien meilleure la réalité lorsque
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ce volume est plus faible. Comme les résultats de la simulation épousent de facon satisfaisante
le comportement du résonateur autour de sa fréquence de résonance, on peut penser que les
effets non-linéaires annexes (comme les tourbillons dont on a déja parlé), qui ne sont pas pris en
compte dans le modéle, occupent une part moins importante dans la réponse de ce résonateur
de Helmholtz. L’analyse du modéle conclut & une augmentation des effets non-linéaires lorsque
le volume de la cavité augmente, ce qui corrobore les propos précédents. Pour illustrer cette der-
niére remarque, on peut approximer le comportement du résonateur de Helmholtz & un systéme
masse-ressort (voir la figure (10.2)). Lorsque le volume de la cavité est petit, le ressort est consi-
déré comme "dur" alors que lorsque le volume est grand, il peut étre considéré comme "mou".
Intuitivement, on comprend que le comportement non-linéaire d’un ressort "mou" apparait plus
facilement et plus rapidement que pour un ressort "dur" ce qui expliquerait que le modéle soit
plus proche de la vérité dans le cas ou le volume est petit (seuls les effets non-linéaires dis a
Iélasticité de air sont visibles).
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Fia. 10.7 Fonction de transfert d’un résonateur de Helmholtz branché pour des amplitudes de
pression acoustique au niveau du microphone amont (M1, voir figure (10.1)) variant de 96 dBspl
a 132 dBspl. (a) amplitude (b) phase.
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Fia. 10.11  Comparaison de la fonction de transfert simulée et expérimentale d’un résonateur
de Helmholtz branché pour une amplitude de la pression de 134 dBspl au niveau du micro en
aval (M2, voir figure (10.1)). (a) amplitude (b) phase.
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F1G. 10.12 — Comparaison de la fonction de transfert simulée et ajustée (o = 15) et expérimentale
d’un résonateur de Helmholtz branché pour une amplitude de la pression de 134 dBspl au niveau
du micro en aval (M2, voir figure (10.1)). (a) amplitude (b) phase.
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F1G. 10.13 — Comparaison de la fonction de transfert simulée et expérimentale d'un résonateur
de Helmholtz de hauteur 6.5 cm branché pour une amplitude de la pression de 125.5 dBspl au
niveau du micro en aval (M2, voir figure (10.1)). (a) amplitude (b) phase.
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10.6 Conclusion

Les effets non-linéaires qui apparaissent dans le comportement d’un résonateur de Helmholtz
lorsque l'intensité sonore augmente ont clairement été mis en évidence expérimentalement. Un
modele analytique simple a été développé. Le comportement général du résonateur est prédit par
ce modéle théorique mais un net écart avec les résultats expérimentaux apparait. Les nombreuses
sources de non-linéarités présentes dans un résonateur de Helmholtz n’ont pas pu étre toutes
prises en compte dans le modéle analytique par souci de simplicité. Toutefois, une correction
artificielle peut étre apportée pour rendre le modeéle plus conforme a la réalité lorque le volume
du résonateur est important. A l'inverse, cette correction n’apparait plus nécessaire lorsque le
volume de la cavité du résonateur est diminué car le modéle analytique permet, alors, de prévoir
le décalage de la fréquence de résonance di aux effets des non-linéarités.

Ce modéle peut facilement étre amélioré en tenant compte des ordres supérieurs dans le déve-
loppement de la loi de Laplace. Néanmoins, des effets non-linéaires supplémentaires, traduisant
par exemple les mouvements tourbillonnaires dans le résonateur, doivent étre inclus pour décrire
complétement le comportement non-linéaire du résonateur de Helmholtz et ne plus faire appel
a une correction. Ces constatations prouvent que ce modeéle (I’étude d’autres sortes de résona-
teurs peut d’ailleurs facilement s’en inspirer) n’est pas figé dans cette version simple et peut treés
facilement évoluer.

Ce modéle de résonateur de Helmholtz non-linéaire, malgré ses défauts, est largement suffisant
pour apparaitre dans la simulation numérique de la propagation dans un réseau acoustique. Les
non-linéarités seront présentes dans la propagation par l'intermédiaire des admittances d’entrée
des résonateurs et seront considérées, a I'instar du potentiel, comme ponctuelles.

Dans le chapitre suivant, qui étudie d'un point de vue expérimental la propagation & travers
un réseau formé par des résonateurs de Helmholtz, on utilise ce modéle non-linéaire de résonateur
dans la description de la transmission. Gréace a ’étude expérimentale précédente, on dispose d’un
milieu comportant des non-linéarités localisées & chaque résonateur et ce sont leurs influences et
leurs effets sur la localisation qui font ’objet de notre attention dans la prochaine étude.



Chapitre 11

Propagation a travers un réseau
acoustique

11.1 Théorie

11.1.1 Le réseau acoustique

Le milieu de propagation étudié dans ce travail est un réseau unidimensionnel suivant x. Il est
représenté par un guide d’onde acoustique de section S sur lequel sont raccordées des dérivations
de section s.. Ces dérivations peuvent étre, typiquement, des résonateurs de Helmholtz, des trous
latéraux ou des cheminées. Aucune connexion n’existe entre les dérivations et les raccordements
entre ces dérivations et le tube principal sont supposés suffisament petits pour étre considérés
comme ponctuels et sont repérés par les abscisses x;, (figure 11.1). On suppose que les dimensions
transversales des différents tuyaux sont petites devant la longueur d’onde et donc que seuls les
modes plans se propagent. Cette hypothése est largement vérifiée pour les basses fréquences.

Vo

Un

i

—_— Sc —
s Un Un+1
Pn . Pn+1

In

Fig. 11.1  Schéma de principe de la dérivation utilisée dans I’étude expérimentale.

Au raccordement des résonateurs et du tube principal, les hypothéses sont les suivantes :
— le débit acoustique est conservé,
la pression est constante de tous les cotés de la dérivation.
L’uniformité de la pression n’est qu’une approximation, mais elle n’engendre pas, qualitative-
ment, d’erreurs importantes. Les dérivations choisies (résonateur de Helmholtz) produisent des
discontinuités de premiére espéce sur le débit acoustique aux point x,,.
L’uniformité de la pression s’écrit :

ou P; représente la pression au niveau de la dérivation. On utilisera dans la suite la notation :

P(z}) = Pyy1 et P(z,) = Py.

n
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La discontinuité du débit au niveau des dérivations se met sous la forme :
Un = Un+1 + Unp,

ou U, = Sv(z;) = Sv,, Upr1 = Sv(z)}) = Svpiq et u, = scvg sont respectivement les débits
a gauche, a droite et dans la dérivation (figure (11.1)). v(x) représente la vitesse acoustique au
point x et vy la vitesse acoustique dans le col du résonateur.

11.1.2 L’équation de propagation

Les différentes approximations faites sur le comportement de la pression et du débit acoustique
permettent d’écrire I'équation de propagation dans un réseau acoustique formé par un guide
d’onde principal chargé par des résonateurs de Helmholtz aux points z,. L’approximation des
ondes planes est utilisée et la pression se met sous la forme P(z,t) = P(z)e’“! (dans la suite des
calculs, la dépendance temporelle ne sera pas explicitée). L’équation d’Euler reliant la pression
et la vitesse pour des ondes planes est donnée par :

dP(z)
C dx

= jwpv(z), (11.1)
La relation de conservation du débit acoustique peut se mettre sous la forme :
S(vn — Unt1) = ScYn(Pn) Py (11.2)
ou Y, (P,) qui représentent admittance d’entrée du résonateur définie par :
Up = 8$cYn(Py) Py

peut dépendre de amplitude de I’onde de pression lorsque les non-linéarités sont prises en compte

(voir section précédente). En remplagant dans I'équation (11.2), I'expression de v(z) donnée par

I'équation (11.1), la relation de discontinuité de la dérivée de la pression acoustique a chaque
dérivation s’écrit :

dP(z)

dz ’xi dz

Comme cela a été démontré dans la partie théorique de ce document, la relation de discontinuité

en x, qui fait office de conditions aux limites alliée a 1’équation de propagation entre deux

_ dP(x) . = WP,y (P(2n)) P(2n)- (11.3)

discontinuités permet de déterminer 1’équation de propagation d’une onde acoustique dans un
réseau. Ecrite en termes de distribution, cette équation et ses conditions aux limites deviennent :
d*P(z)

dx?

+ K P(z) =Y on(P)é(z — 2,)P(2), (11.4)

ol
on(P) = —jwp%Yn(Pn) et k=2
c
représentent, respectivement, le saut de la dérivée de la pression en z,, et le nombre d’onde. Le
second membre de cette équation représente les sources secondaires qui modifient la propagation
par rapport & un guide d’onde sans dérivation. Les discontinuités se manifestent au travers du
terme d’admittance d’entrée du résonateur dont le comportement dépend fortement de la fré-
quence des ondes et de leurs amplitudes. Les propriétés du milieu représenté ici varient donc
avec la fréquence de ’onde se propageant. C’est donc par 'intermédiaire du terme d’admittance
d’entrée que les non-linéarités apparaissent dans I’équation de propagation. L’équation (11.4) est
du méme type que celle étudiée dans la partie théorique (Partie 1) et elle correspond, par consé-
quent, a la propagation dans un potentiel du modéle de Kronig-Penney illustré par un peigne de
Dirac de valeur o, (P) aux points z,. La dépendance de o, (P) a 'amplitude de 'onde permet
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de montrer que les non-linéarités ont bien un caractére localisé dans cette application acoustique.

Remarque

Les pertes visco-thermiques seront bien prises en compte lors de la propagation. Leur calcul
est effectué dans la partie consacrée a la détermination de I'admittance d’entrée du résonateur
de Helmholtz.

11.2 Expérience

11.2.1 Introduction

Comme on a pu le voir au début de cette partie, de nombreux chercheurs ont étudié expéri-
mentalement le probléme de la propagation dans les réseaux. Tout d’abord, la propagation d’une
onde le long d’une corde vibrante chargée par des masses ou des systémes masse-ressort est ’ex-
périence qui apparait le plus souvent dans la littérature, stirement a cause de sa simplicité. Ces
études ont notamment mis en évidence le phénoméne de dispersion dans un réseau ordonné et la
localisation dans un réseau unidimensionnel désordonné. Néanmoins, la détection des vibrations
d’une corde n’est pas chose facile et la détermination expérimentale de grandeurs physiques pou-
vant étre modélisées analytiquement ou au moyen d’'une simulation numérique est trés complexe.
Malgré cela, le régime non-linéaire est abordé a travers ce dispositif expérimental (McKenna et
al 1992 [109]) mais ne donne pas de résultats concluants. Dans les recherches en acoustique,
quelques articles ont été publiés sur la propagation dans les réseaux désordonnés (Depollier et al
1986 [23], Tourin et al 1997 [139]) mais trés peu abordent la question de la présence commune
de non-linéarités et de désordre d’un point de vue expérimental.

L’étude expérimentale présentée dans ce chapitre a pour vocation, entre autres, de mettre
en évidence I'influence des non-linéarités sur le comportement d’une onde acoustique dans un
réseau désordonné. Une étude préliminaire du systéme en régime linéaire est indispensable pour
comprendre les phénomeénes physiques (présents) et pour valider les modeéles explicités dans les
chapitres précédents.

Une premiére section est consacrée a I’étude de la propagation acoustique en régime linéaire
dans un réseau ordonné puis désordonné au travers de trois grandeurs physiques distinctes : le
coefficient de transmission, la longueur de localisation et la vitesse de groupe de l'onde acous-
tique. Toutes ces grandeurs sont déterminées expérimentalement et comparées a des résultats
analytiques ou simulés numériquement. L’utilisation de la transformée de Wigner-Ville permet
d’expliciter les propriétés de dispersion du milieu; elle sert en plus & déterminer la vitesse de
groupe de l'onde.

Dans un deuxiéme temps, les effets des non-linéarités, d’abord sur la propagation dans un
réseau périodique puis dans un réseau désordonné, sont mis en évidence. Pour cela, nous déter-
minons expérimentalement la longueur de localisation définie en régime non-linéaire. La notion
de transmission en énergie est développée et permet de montrer I'influence du comportement
non-linéaire des résonateurs sur la localisation.

11.2.2 Propagation dans un réseau : le cas linéaire
11.2.2.1 Coeflicient de transmission

Remarques préliminaires

Comme on I’a montré dans le chapitre consacré & la détermination expérimentale des coef-
ficients de transmission et de réflexion, 'efficacité de la mesure dépend beaucoup de la distance
entre les différents microphones du dispositif. Un compromis a été fait entre une grande précision
dans les basses fréquences et la possibilité d’étudier la transmission au dessus de 2500 Hz. Le
premier cas ne permet pas d’accéder a des fréquences élevées et le deuxiéme interdit tout résultat
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aux basses fréquences. Pour cette raison, les coefficients, présentés dans la suite de ce travail,
présentent des valeurs physiquement incorrectes autour de la fréquence de résonance de la partie
de guide entre les différents microphones en amont et aval du réseau. Cette longueur de tube
est de 11 cm et la plage de fréquences correspondant aux valeurs fausses se situe entre 1500 et
1600 Hz. Ces mesures incorrectes se distinguent aisément puisqu’elles prédisent un coefficient
de transmission supérieur & 1. Tous les résultats sont présentés en dB et la région incriminée
n’apparait pas sur les figures (les amplitudes des coefficients sont supérieurs a 1).

Le cas du réseau périodique

La figure (11.2) présente a la fois la relation de dispersion des ondes de Bloch et I"amplitude
du coefficient de transmission dans le cas d’un réseau périodique ou tous les résonateurs sont
identiques. Leur volume est maximum et correspond & une hauteur de la cavité de 16.5 cm.
Plusieurs choix permettent de simuler le coefficient de transmission et la solution de la méthode
de "plongement invariant" a été choisie pour ce cas la. Les différents régimes de propagation sont
aisément décelables : les bandes interdites correspondent & un coefficient de transmission proche
de 0 ou & une norme du cosinus de la phase des ondes de Bloch supérieure a 1 (notées par un
rectangle gris sur 'axe des fréquences); les bandes passantes se distinguent par un coefficient
de transmission presque unitaire et pour les valeurs de la relation de dispersion comprises entre
—1 et 1. Les comparaisons entre la théorie ou la simulation et l'expérience témoignent du bon
accord entre le modéle théorique développé et les résultats analytiques. Seule la troisiéme bande
interdite, nommée généralement la bande de Bragg et causée par la périodicité du réseau, subit
un décalage en fréquence lors de la simulation (ou du calcul analytique). Celui-ci est di aux
erreurs dans le placement des résonateurs du dispositif expérimental. L’espacement entre les
dérivations n’est pas exactement égal & 10 cm. Les deux premiéres bandes interdites sont, quant
a elles, le fruit de la présence des résonateurs et correspondent aux deux premiéres fréquences
de résonance de celui-ci : la fréquence de résonance de Helmholtz a 300 Hz et celle du tube
servant de cavité située entre 1100 et 1200 Hz. La valeur fréquentielle de ces deux bandes est
tout a fait satisfaisante et les petites différences de largeur de bande qu’il existe entre la théorie
et I'expérience viennent des incertitudes sur le placement des dérivations. Les pertes sont assez
bien décrites par le modeéle puisque ’amplitude simulée du coefficient de transmission dans les
bandes passantes correspond a celle trouvée par 'expérience. La différence d’amplitude dans
chacune des bandes interdites s’explique par le nombre de résonateurs. Les bandes interdites
de Helmholtz sont beaucoup plus marquées que celles de Bragg. En effet, dans les bandes de
Bragg, 'amplitude du coefficient de transmission est inversement proportionnelle au nombre de
résonateurs du réseau (Sprung et Wu 1993 [7]). Dans notre cas, le nombre limité de résonateurs
ne permet pas au coefficient de transmission de dépasser —15 dB.

La phase déroulée du coefficient de transmission (figure (11.3)) est conforme & nos espérances :
dans les bandes passantes, elle est représentée par une droite synonyme de propagation alors que
dans les bandes interdites, elle a un comportement aléatoire qui met en évidence une absence
totale de transmission.

L’amplitude du coefficient de réflexion est présentée sur la figure (11.4). Les différents ré-
gimes de propagation se distinguent plus difficilement qu’avec l'observation du coefficient de
transmission mais l'allure générale est tout a fait conforme aux résultats théoriques. La phase
de ce coeflicient n’est pas présentée dans ce travail, puisqu’elle n’apporte pas d’éléments supplé-
mentaires pour la compréhension du probléme.

L’examen de ces amplitudes, en utilisant une échelle linéaire, fait apparaitre une succession
d’oscillations dans les bandes passantes (celles-ci sont d’ailleurs trés nettement visibles sur le
coefficient de réflexion) produites par la taille finie du réseau. Ces oscillations sont décrites dans
la littérature comme un effet de saturation (Griffiths et Taussig 1992 [8]) et leur nombre, dans
chaque bande passante, est égal au nombre de résonateurs du réseau.
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Fi1G. 11.2 — (a) Cosinus de la phase des ondes de Bloch d'un réseau ordonné. (b) Amplitude (en
dB) du coefficient de transmission du réseau ordonné. Les positions des bandes interdites sont
soulignées au moyen d’un rectangle gris entre les deux graphes.
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F1G. 11.3 — Phase déroulée (en degrés) du coefficient de transmission du réseau ordonné.
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Fi1Gg. 11.4 — Amplitude (en dB) du coefficient de réflexion du réseau ordonné.
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FiGg.11.5 Amplitude (en dB) du coefficient de transmission d’un réseau désordonné pour € = 10
et pour lyy = 15 cm.

Le cas du réseau désordonné

Dans ce cas, on utilise seulement le coefficient de transmission pour accompagner nos propos
car il permet de distinguer plus précisément les différentes bandes.

Un premier désordre décrit par un écart type € = 10 et avec une longueur moyenne pour la
cavité égale & [yy = 15 cm est étudié sur la figure (11.5). L’effet sur la transmission est indéniable :
la largeur de la deuxiéme bande interdite est largement augmentée et la premiére subit un faible
changement par rapport au cas ordonné. Comme prévu, la bande de Bragg ne présente aucune
modification car le désordre ne porte que sur les volumes des cavités et donc, indirectement, sur
les fréquences de résonance des diffuseurs. Les positions des différentes bandes de Helmholtz sont
décalées par rapport au cas ordonné & cause du changement de longueur moyenne des cavités.
La simulation est tout & fait en accord avec l'expérience et cet exemple permet de valider la
méthode de plongement invariant en présence de désordre dans le réseau.

La figure (11.6) présente 'amplitude du coefficient de transmission pour un désordre plus
important que le précédent. Un écart type est donné par € = 5 ce qui implique une longueur
moyenne de la cavité égale a lyy = 13 cm. La troisiéme bande passante du cas ordonné est
complétement annulée par l'arrivée de ce désordre. Le réseau devient complétement opaque aux
ondes dont la fréquence est comprise entre 1200 et 1800 Hz. Comme le prédit la théorie, on
vérifie que l'atténuation augmente avec le désordre. La deuxiéme fréquence de résonance étant
la plus sensible aux changements de longueur de la cavité, c’est la deuxiéme bande interdite qui
bénéficie des effets de I'apparition du désordre.

11.2.2.2 La notion de longueur de localisation

La longueur de localisation peut étre déterminée expérimentalement grace aux microphones
placés au niveau de chaque résonateur. On observe l'allure spatiale de 'amplitude RMS de
I'onde et son atténuation exponentielle, lorsque la fréquence de la source se trouve dans une
bande interdite. On peut distinguer le cas d’un réseau ordonné et d’un réseau désordonné.

Pour le réseau ordonné, on représente le carré de I'amplitude RMS de l'onde le long du
tube pour différentes fréquences : la fréquence de résonance des résonateurs (300 Hz) et une
fréquence située sur le bord de la premiére bande interdite (430 Hz). La figure (11.7) présente les
résultats. Une nette différence apparait suivant la fréquence. La résonance de Helmholtz annihile
toute propagation alors que pour f = 430 Hz 'atténuation est bien moins importante. L’allure
spatiale de 'onde peut étre approximée & une droite dont la pente correspond & l'inverse de la
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FiGg. 11.6  Amplitude (en dB) du coefficient de transmission d’'un réseau désordonné pour € = 5
et pour Iy = 13 cm.

longueur de localisation : cette longueur dépend de la fréquence et elle est d’autant plus faible
que la fréquence se trouve a 'intérieur de la bande interdite. Ainsi, nous avons mis en évidence,
expérimentalement, la décroissance exponentielle de ’onde dans les bandes interdites d’un réseau
ordonné. Cette atténuation dépend du placement de la fréquence dans la bande interdite et elle
est reliée a la longueur de localisation.

Dans le cas d’un réseau désordonné, I’évolution de l'amplitude le long du tube permet, &
nouveau, d’évaluer la longueur de localisation (figure 11.8) pour une fréquence placée sur le bord
de la premiére bande interdite (450 Hz). Deux cas sont étudiés correspondant a des désordres
différents. La figure (11.8) montre la dépendance de cette longueur a 'importance du désordre :
la pente de 'atténuation est bien plus importante lorsque le désordre est grand. On peut insister
sur le fait que la fréquence (450 Hz) est située dans une bande passante du cas ordonné, ce qui
souligne l'effet de la présence de désordre sur la transmission. Méme lorsque celui-ci est faible
(e = 10), le désordre interdit toute propagation aprés une distance de 2.5 m de réseau. Cette
expérience a permis de déterminer la longueur de localisation (pente de la droite de décroissance
en échelle logarithmique) pour plusieurs désordres et de mettre en évidence la dépendance de
cette longueur a I'importance du désordre.

11.2.2.3 Mise en évidence de la dispersion

La méthode basée sur le calcul de la pseudo transformée de Wigner-Ville ou de la transformée
de Fourier a court terme est utilisée pour mettre en évidence la dispersion des ondes dans un
réseau ordonné ou désordonné. Les figures (11.9) présentent une illustration de I’énergie de ’'onde
dans le plan temps-fréquence avant et aprés son passage & travers le réseau. Le signal source utilisé
est de type "impulsion". L’effet de la propagation sur le front d’onde est clairement illustré par
I'image de I'énergie aprés le réseau : les bandes interdites se distinguent aisément (1’énergie est
nulle ou presque) et la dispersion est mise en évidence par des "traines" de signal visibles sur
les bords des bandes passantes. Ceci démontre la dépendance de la vitesse de propagation a la
fréquence de 'onde. Les ondes dont la fréquence est située sur le bord des bandes passantes
subissent un retard da aux multiples réflexions dans le réseau. De méme, I'image de 'énergie a
gauche du réseau présente des "traines" pour des fréquences comprises dans les bandes interdites.
Elles sont la manifestation de la réflexion des ondes par le réseau. Cette réflexion est d’ailleurs
remarquable puisqu’elle n’est pas la méme pour toute la largeur de la bande interdite : elle
n’est présente que sur un bord de la bande interdite et ce bord change suivant la bande! Pour
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la premiére bande interdite, la réflexion se manifeste sur la partie supérieure alors que pour la
suivante, c’est sur le bord inférieur qu’elle se distingue. Ces différents emplacements peuvent
d’ailleurs étre mis en rapport avec la valeur de la relation de dispersion présentée dans I’étude du
cas ordonné. En outre, I'énergie de 'onde réfléchie se distingue sur une longue période temporelle
ce qui prouve 'importance des réflexions internes au réseau (le méme phénomeéne est présent pour
l'onde transmise).

La représentation de 1’énergie nous permet aussi de déterminer la vitesse de propagation de
I’énergie des ondes acoustiques (vitesse de groupe) a lintérieur du réseau. Pour cela, le temps
d’arrivée de chaque fréquence est relevé et est comparé au temps de passage de la méme fréquence
& gauche du réseau. La vitesse de propagation en est déduite et le résultat est présenté sur la
figure (11.10). La vitesse est nulle dans les bandes interdites puisque 'onde n’est pas transmise et
est égale a la vitesse du son en champ libre pour les bandes passantes. Certaines valeurs de cette
vitesse apparaissent supérieures dans les bandes interdites mais ce phénomeéne n’est di qu’a une
erreur de détermination du temps d’arrivée de la fréquence correspondante. La dispersion des
ondes acoustiques dans un réseau a donc été mise en évidence dans ces résultats expérimentaux
par 'application de la méthode de la pseudo transformée de Wigner-Ville.
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11.2.3 Effets des non-linéarités sur la transmission

Les effets des non-linéarités sur la transmission sont étudiés expérimentalement au moyen de
deux méthodes déja utilisées dans le cas linéaire : la détermination de la longueur de localisation
et 'illustration de I’énergie acoustique dans le plan temps-fréquence avant et aprés le réseau.

En toute rigueur, la notion de longueur de localisation n’est proprement définie que pour un
régime linéaire. On se propose de généraliser ce concept au cas non-linéaire en assimilant cette
longueur a l'inverse de la pente d’atténuation en coordonnées logarithmiques.

Cette notion de longueur de localisation est d’abord mise en évidence dans le cas d’un réseau
ordonné (figure (11.11)) pour une fréquence située au bord de la premiére bande interdite (f =
430 Hz). Différentes intensités sonores sont représentées : la pente de la décroissance ne dépend
pas de I'amplitude de I'onde mais la largeur du "plateau" (visible au début du réseau), synonyme
de propagation libre, augmente avec l'intensité de 'onde. La présence des non-linéarités est donc
sans grande conséquence sur la transmission finale (a la fin du réseau, le signal est noyé dans
le bruit de fond quelle que soit son amplitude initiale) mais les effets des non-linéarités ne sont
pas inexistants. Donc, les non-linéarités ont une influence sur la propagation d’une onde dont la
fréquence est située dans une bande interdite.

Pour un réseau qui présente un faible désordre (e = 10), les non-linéarités semblent jouer
un role sur la transmission (figure (11.12)). La pente de latténuation dépend clairement de
I'intensité de I’'onde initiale. La longueur de localisation augmente donc avec ’amplitude ce qui
montre le réle de délocalisation des non-linéarités. La transmission finale du réseau ne subit pas
cette influence mais les effets non-linéaires sur la propagation ont été démontrés grace a cette
expérience. En revanche, dés que I'importance du désordre devient trop grande, les effets de sa
présence prennent largement le dessus sur ceux induits par les non-linéarités. La figure (11.13)
illustre ces propos en présentant ’amplitude de 1’onde le long du réseau pour un désordre de
€ = 5. Les pentes des différentes droites sont toutes identiques ce qui démontre l'insignifiance
des effets non-linéaires sur la transmission lorsque l'importance du désordre devient grande.
Néanmoins, comme pour le cas ordonné, un "plateau" dont la largeur augmente un peu avec
I'intensité apparait dans le comportement spatial de 'onde ce qui prouve, malgré tout, que la
présence de non-linéarités ne peut étre négligée complétement.
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FiGg. 11.11 — Amplitude de 'onde acoustique le long d’un réseau ordonné pour des amplitudes
de 129 dBspl, de 123.5 dBspl et 110 dBspl et pour une fréquence de 430 Hz.
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FiG. 11.12 — Amplitude de 'onde acoustique le long d’un réseau désordonné (e = 10) pour des
amplitudes de 108 dBspl, de 122 dBspl et 127 dBspl et pour une fréquence de 450 Hz.

La compétition entre les effets non-linéaires et ceux du désordre est clairement mise en évi-
dence par cette expérience en insistant sur le role, trés important, de la fréquence de 'onde
incidente. La fréquence doit étre située sur les bords d’une bande interdite pour que les effets de
la localisation soient faibles. L’influence des non-linéarités peut se distinguer et le cas ordonné
montre que leur présence permet une propagation sur une distance plus grande (méme si elle
reste faible par rapport a la longueur du réseau). Malgré cela, la transmission finale a travers le
réseau ne subit pas de profonds changements. Nous avons donc décidé d’utiliser une représenta-
tion temps-fréquence pour illustrer la propagation a travers le réseau et pour mettre en évidence
I'influence des non-linéarités, par 'intermédiaire des harmoniques supérieurs, sur la transmission
finale.

Les figures (11.14), (11.15) et (11.16) montrent I’énergie d’un "sinus glissant" de 100 a 600 Hz
(autour de la premiére bande interdite). Chaque figure représente le signal, dans un plan temps-
fréquence, a droite et & gauche du réseau pour trois amplitudes différentes. Pour les amplitudes
importantes, les harmoniques supérieurs apparaissent pour la premiére bande interdite dans le
spectre du signal transmis par le réseau. Cette présence décrit manifestement le comportement
non-linéaire de la propagation qui n’existe pas pour une amplitude moins élevée (voir la figure
(11.14)). On observe les harmoniques 2 et 3 pour les fréquences de la premiére bande interdite
ce qui montre que les non-linéarités ne sont présentes que dans une plage de fréquence autour de
la premiére résonance de Helmholtz.

Si ces effets non-linéaires, inexistants lorsque 'on observe la fréquence de 'onde initiale, sont
pris en compte, la transmission du réseau devrait manifester une dépendance par rapport a
I'amplitude de 1'onde. Pour cela, nous définissons la transmission en énergie du réseau comme
le rapport de ’énergie totale transmise sur I’énergie totale incidente. La transmission doit étre
calculée pour chaque fréquence de 'onde incidente et le signal source utilisée ("sinus glissant')
nous permet de différencier chaque instant d’émission de chaque fréquence. La figure (11.17)
représente la transmission de 1’énergie en fonction de la fréquence, en tenant compte de tous les
harmoniques excités par I'onde initiale, pour le cas de faible amplitude (linéaire) et de forte am-
plitude (non-linéaire). Une nette différence de niveau, dans la bande interdite, apparait entre les
deux régimes de propagation et illustre I'effet des non-linéarités sur la propagation. La transmis-
sion augmente quand les effets non-linéaires sont présents dans la propagation. Seule la premiére
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Fia. 11.13  Amplitude de 'onde acoustique le long d'un réseau désordonné (e = 5) pour des
amplitudes de 110 dBspl, de 124 dBspl et 130 dBspl et pour une fréquence de 450 Hz.

bande interdite bénéficie de cette propriété (non-linéaire) ce qui explique I'absence, dans ces
résultats, des autres bandes.

Pour conclure 'analyse expérimentale, il est intéressant d’observer 1’évolution de la fréquence
instantanée dans le cas non-linéaire pour la premiére bande interdite. La figure (11.18) présente
ce résultat et permet de déterminer précisément les dates d’arrivée des harmoniques. Ceci est
trés utile pour repérer le comportement non-linéaire du systéme étudié. Le comportement non-
linéaire, pour un réseau de résonateurs de Helmholtz, est d’ailleurs remarquable puisque les
harmoniques 2 et 3 se succédent dans la bande interdite. Ceci prouve que, suivant la fréquence
incriminée, les non-linéarités ne sont pas causées par les mémes phénomeénes.
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F1G. 11.14 — Transformée de Wigner-Ville d'un signal de type sinus glissant de petite amplitude.
(a) Avant le réseau. (b) Apres le réseau.
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F1G. 11.15 — Transformée de Wigner-Ville d’un signal de type sinus glissant d’amplitude moyenne.
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FiGg. 11.16 Transformée de Wigner-Ville d’un signal de type sinus glissant de grande amplitude.
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11.2.4 Conclusion

L’étude expérimentale a parfaitement montré le caractére non-linéaire de la propagation d’une
onde acoustique d’amplitude élevée dans un réseau de résonateur de Helmholtz. L’excitation des
harmoniques 2 et 3 justifie la vraissemblance du modéle non-linéaire de résonateur de Helm-
holtz développé, méme si celui-ci doit étre précisé pour prendre en compte les phénoménes de
décollement donnant naissance a des tourbillons.

De plus, les effets de ces non-linéarités sur la transmission et donc sur la propagation d’une
onde acoustique a travers un réseau ordonné ou désordonné ont clairement été démontré. Les
non-linéarités entrainent une modification de ’allure spatiale de ’onde le long du réseau lorsque
la fréquence appartient a une bande interdite (causée soit par 'ordre du réseau soit par le désordre
du milieu). Les phénoménes non-linéaires ont été pris en compte dans la notion de transmission en
énergie qui a permis de mettre en évidence les effets importants des non-linéarités. La compétition
entre les effets de la localisation et I'influence des non-linéarités est largement prouvée méme si
celles-ci ne jouent un réle sur la transmission finale que pour des intensités importantes.

Les études théorique et numérique ont permis de mettre en évidence 'influence des non-
linéarités sur la propagation dans un réseau ordonné ou désordonné en négligeant la possible
présence d’harmoniques supérieurs. Cette hypothése n’a pu étre vraiment valider par l'expé-
rience méme si l'allure spatiale de 'onde a l'intérieur du réseau montre, sans équivoque, que
les non-linéarités permettent la transmission de la fréquence fondamentale sur une distance plus
importante que pour le régime linéaire.
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Conclusion générale

Cette étude a été effectuée au départ dans un cadre volontairement général. Nous voulions
développer des notions pour les ondes classiques permettant de traiter des problemes de pro-
pagation dans les milieux complexes tels que des réseaux désordonnés et pouvant contenir des
non-linéarités. Le milieu de transmission est certes simplifié dans ces travaux mais cette étude
théorique permet de faire ressortir des aspects nouveaux.

La premiére partie de ce document permet une analyse théorique de la propagation dans un
réseau (ordonné ou désordonné) en développant différentes approches du probléme.

— Un formalisme matriciel a permis une simulation numérique pour le calcul de la trans-
mission d’'un milieu a désordre continiiment distribué, et ce quel que soit 'importance du
désordre.

— Le formalisme de la fonction de Green a permis de développer des résultats analytiques
pour un désordre faiblement concentré et dans le cas de non-linéarités diluées dans le réseau
grace a la théorie des perturbations.

Un concept d’opérateurs non-linéaires issu du formalisme matriciel a été mis en oeuvre
pour traiter le cas non-linéaire .

L’étude basée sur 'approximation des grandes longueurs d’ondes a montré, de fagon ana-
lytique, l'influence des non-linéarités sur la transmission & travers un réseau ordonné ou
non.

Puis, une approche dynamique du probléme a été exposée en se référant & des travaux an-
térieurs. On a développé la notion de diagramme de phase et déterminé un plan de phase qui
permet la construction de sections de Poincaré illustrant la propagation a l'intérieur du milieu.

Finalement, la méthode de "plongement invariant" (invariant imbedding) est présentée car
elle n’est pas utilisée trés couramment en physique classique et notamment en acoustique. Le
régime linéaire est traité en détails alors que le cas non-linéaire est briévement abordé. Cette
méthode sert toutefois & de nombreuses reprises lors des applications puisqu’elle permet de
déterminer explicitement les coefficients de réflexion et de transmission du milieu considéré.

L’application de toutes ces notions développées dans la premiére partie est présentée dans
I’étude numérique de la propagation des vibrations d'une corde chargée par des systémes masse-
ressort. On a montré explicitement ’apparition de la localisation d’Anderson et les différences
entre les désordres géométrique et paramétrique. Les résultats numériques sont en bon accord
avec la théorie de Bloch.

La présence de non-linéarités dans le réseau a été traitée au moyen du formalisme d’opérateurs
non-linéaires et d’'une approche dynamique. Il est alors montré que des non-linéarités cubiques
placées aux noeuds du réseau influencent la propagation a l'intérieur de celui-ci. Dans le cas de
réseaux ordonnés, de nombreuses plages de fréquences changent de régime de propagation suivant
le signe des non-linéarités. En présence de désordre, leffet des non-linéarités sur la transmission
est amoindri mais n’est toutefois pas négligeable.

Enfin, les résultats de 'approche dynamique corroborent tout a fait cette analyse en y ajou-
tant des aspects nouveaux trés prometteurs. On a montré qu’il existe, pour une propagation dans
des réseaux ordonnés comportant des non-linéarités localisées, des phénomeénes de multistabilité
qui semblent entrainer des bifurcations de type Hopf. Celles-ci sont certainement la cause des
changements de régimes de propagation que l'on a rencontré précédemment. Toutefois, ces af-
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firmations méritent des investigations plus poussées. Des mouvements quasi-périodiques ont été
mis en évidence et de brusques modifications de leurs périodes montrent la présence des bifur-
cations citées. Les sections de Poincaré, lorsqu’'un faible désordre est présent, confirment que la
propagation est possible grace aux non-linéarités. Les phénomeénes internes au réseau sont certes
influencés par le désordre mais leurs aspects principaux, preuves de la transparence du milieu,
sont conserveés.

Finalement, les résultats expérimentaux de la propagation acoustique a travers un tube chargé
par des résonateurs sont présentés. Le comportement non-linéaire de la réponse d’un résonateur
de Helmholtz est montré expérimentalement et un modéle est développé. La comparaison des
résultats est encourageante mais elle met en lumiére les limites du modéle analytique. En effet,
seul le comportement non-linéaire de 1’élasticité de l'air compris dans la cavité du résonateur
est pris en compte ce qui sous estime la part des effets non-linéaires dans la réponse et rend
la modélisation du comportement non-linéaire du résonateur plus qualitative que quantitative.
Pour étre plus réaliste, il faudrait ajouter la présence du décollement du champ acoustique aux
alentours des coins formés par les discontinuités de sections dans le résonateur. Etant donné que
la modélisation de la réponse des résonateurs n’était pas au centre de notre probléme, nous nous
sommes satisfaits de ce niveau d’approximation.

Les méthodes matricielles et de "plongement invariant" sont validées par les résultats expé-
rimentaux en régime linéaire. Une mesure de la longueur de localisation a été effectuée et sa
dépendance a I'importance du désordre et a la fréquence a été confirmée. Nous avons mis en évi-
dence la dispersion des ondes de ce milieu et nous avons déterminé expérimentalement la vitesse
de groupe de celles-ci grace a une analyse temps-fréquence.

Les résultats de 'expérience pour un régime non-linéaire sont trés encourageants : on a montré
explicitement que la longueur de localisation d’un milieu désordonné dépend de 'amplitude de
I’onde incidente ce qui entraine une diminution de l'effet de la localisation. Une analyse temps-
fréquence met en évidence les aspects non-linéaires de la propagation : les harmoniques double
et triple apparaissent dans le spectre de la transmission. Ces harmoniques permettent a I’énergie
de se propager a travers le réseau désordonné car ils n’appartiennent pas aux bandes interdites.
Nous avons développé et évalué expérimentalement la notion de transmission en énergie. Elle
montre que la présence de non-linéarités localisées dans un réseau désordonné peut agir comme
un facteur de délocalisation en transférant 1’énergie de ’onde incidente sur des harmoniques
supérieurs.

Les perspectives d'une telle étude sont nombreuses car le sujet comporte de multiples aspects
nouveaux. Le modéle non-linéaire du résonateur de Helmholtz peut largement étre amélioré en
y incluant l'arrivée de tourbillons créés par un décollement du champ & chaque discontinuité de
section. Ensuite, I’étude de la propagation d’une impulsion "non-linéaire" (a forte amplitude),
a 'aide des techniques temps-fréquence, doit étre effectuée pour connaitre l'influence des non-
linéarités sur la dispersion des ondes. Une approche dynamique du probléme peut aussi faire
partie d’une série d’expériences permettant d’obtenir les sections de Poincaré ou 1’équivalent
afin de comparer ces résultats aux simulations numériques. En ce qui concerne le désordre pro-
prement dit, un systéme permettant la comparaison des effets d'un désordre paramétrique et
géomeétrique est envisageable en augmentant la taille du réseau. Enfin, on pourrait développer
I'idée d'un milieu comportant des non-linéarités indépendantes de la fréquence permettant une

analyse expérimentale plus générale que celle présentée dans ce document.

L’évolution de I’aspect théorique de ce probléme se trouve certainement dans les nouvelles
notions développées dans un cadre non-linéaire, notions qui doivent étre souvent précisées et
approfondies.

Par ailleurs, ’étude de telle propagation ne doit pas se restreindre au cas unidimensionnel.
On pourrait ainsi envisager un réseau & deux dimensions incluant des non-linéarités localisées.
Toutefois, sachant que les aspects linéaires forment déja une grande partie des questions sans
réponse de ce type de problémes, la présence de non-linéarités dans un milieu complexe constitue
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en soi un sujet largement ouvert.
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Annexe A

Calcul de la fonction de Green pour le
cas linéaire non perturbé

L’équation que vérifie la fonction de Green Gy(m,n,a) est donnée par

Go(m,n+1,a) + Go(m,n — 1,a) — 2aGo(m,n,a) = Opm p- (A1)
En posant
1 (" - ,
Go(m,n,a) = - G(0)e? ™ 0qp, (A.2)
ot On = —— [ citm=mtgg. (A.3)
T on

—Tr

oul G représente la transformée de Fourier discréte de la fonction de Green Go(m,n,a), 'équation
(A.1) se réécrit sous la forme :

G(0)[eHm=( D)0 | i(m—(n=1)6 _ 9qi(m-m)f) _ gi(m-n)o (A4)

ce qui entraine
~ 1
Gl)=—+—.
©) 2(cos — a)

La fonction de Green du cas linéaire non perturbé est donc donnée par la relation suivante

Go(m,n,a) = — / Tl (A.6)
T _x2(cosf —a)’ '

(A.5)

qu’il est possible de calculer en intégrant dans le plan complexe. En posant z = €%, on obtient
df = —jdz/z et 'équation (A.6) devient :

—j Lm=n
=— | ———. A7
Go(m,m, a) 27 /C 22 —2az+1 (A7)

Le théoréeme des résidus nous permet d’écrire

Zm—n

/Cf(z)dz = 2mjRes(f(2)), avec f(z) = PR (A.8)

Ainsi, la connaissance des résidus de cette fonction f(z) donne une formule analytique de la
fonction de Green. Ces résidus, calculés & partir des poles de f(z) dont la valeur absolue est
inférieure & 1 sont (seul z,_ vérifie cette condition) :

Zpm =a—Va*>—let zpp =a+Va?>—1
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or le théoréme des résidus dit

Zm—n

Reslf(2)] = Hm (2 = 2-)fG) = fm -2 ) o3y

donc
(a —va®— 1)|m_”|
2v/a? — 1 '

Finalement, en remplacant cette relation dans I’équation (A.7), 'expression de la fonction de
Green pour le cas linéaire non perturbé est donnée par

(a —vaZ =1)lm—nl
2a? —1 '

Res[f(2)] = —

Go(m,n,a) = — (A.9)
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