Vibrations d’un systéme a plusieurs degrés de libék
(Résumé du cours et 3 séries de TD)

| - VIBRATIONS D’'UN SYSTEME A UN DEGRE DE LIBERTE ( Rappels L2-S3)
1 — Oscillations forcées non amorties
L’équation du mouvement est de la forme :

mx(t)+kx(t) = F cosQt (1)
et peut s'écrire :
(t)+w x(t) = E cosQt = f cosQt )

La solution générale est :

x(t)= A, sinw t+A, cosw,t + ~ cosQt (3)

W, —Q
ou la premiere partie est la réponse transitoita séconde représente la réponse permanente.

2 — Oscillations forcées amorties
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k
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mx(t) + cx(t) + kx(t) = FcosQt (4)

La solution particuliére (réponse permanente) esdadorme :

x,(t) =XcodQt-0) (5)



Réponse permanente
mX + cX + kx = FcosQt)

x =X cosQt - ¢)

X = F
((k_mQZ)z +aZQZ)1/2

tand :i

k-mQ°

Variables réduites

h = Q/w, avecw, = k/m

n = ¢/2moy,

i =X/X,=kX/F =kH avecX, = F/k (amplitude statique)

H : fonctiondetransfert

On obtient ainsi lefacteur d'amplification p et ledéphasageb :

_ 1
\/(1_ h2)2 + 4n%h?

2nh
1-h?

tang =

Résonance

On obtient X.ax pour h =/1-2n? =1 si I'amortissement est
faible

Facteur de qualité
Q = XmatXs ; on montre qu& =1/2n (calculemt pourh=1)

Bande passante
Pour

U =Q/+2 =1/(2nV/2)
on trouve (quand
'amortissement est faible) :

hy=1-n
h, =1+n

ainsi :
Ah =2n

Remarques :
sur une ordonnée

logarithmique @0log), on

calcule la bande passante &
3dB (20log2” = 10log2 = -3).




Courbes de résonance (diagramme de Bode)

régime permanent : masse excitée par F(t)
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Amplitude X(Q) pour différentes pour 4 valeurs de(pour un amortissement nul,
'amplitude tend vers l'infini).

régime permanent : masse excitée par F(t)
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Phased(Q )pour différentes valeurs dg (pour un amortissement nul, la phase tend vers 0
puis ).



Il - VIBRATIONS D'UN SYSTEME A DEUX DEGRES DE LIBER TE
1 — Vibrations libres d’un systeme conservatif (nommorti)

Xl(t) Xz(t)
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-Equations du mouvement (2 équations différenseatieuplées):
mlxl + (kl + k3)X1 - k3X2 = O
mZXZ - k3X1 + (kz + k3)X2 = O

(6)

- Pulsations propres et modes de vibrations (vitmatlibres des 2 masse a la méme
pulsation)

En cherchant une solution de la forme = A €“*¥ et x, = A e, on obtient le systéme
d’équations linéaires :

(k, +k, —ma)A, —k A, =0
(7)

~KA, +(K, +k, -maw)A, =0

dont la solution permet d’obtenir deux pulsationsppesw, et w, (classées dans I'ordre

croissant). Pour chacune de ces pulsations ondronvapport AA; qui définit les deux
modes de vibrations.

- Ecriture matricielle
Les équations du mouvement peuvent égalementr&écri

I i ol WS ®
(MY} +[Kx} ={o} 9)

[M] et [K] sont les matrices des masses (ou d’inertie) edideur d’ordre 2x2.

La recherche des pulsations propres et des modebrdéons revient a résoudre I'équation :

(x]-wmhid={o} (10)
ot {gestle vecteur{il}

2
Il s’agit ici de trouver les valeurs propras, (et w,) et les vecteurs proprea{qz} et {(pl})
associés aux matrices K et M.
Remarque : les pulsations propreset w, sont les racines de I'équation :
det((K]-w?[M]) =0 (10a)



Les vibrations libres d’'un systeme a 2 ddl sontit&par les équations :
{x} = (@ coswt + b;sinwt){@} + @, cosw,t + b, sinw,t){e,} (11)

ou les constantes @& , by et b dépendent des conditions initiales.
On peut également écrire :

{x} ={a}c, costat+d,) +{o }c, cost +9,) (12)
avec les constantes ©, ,$, et ¢, .

Propriétés
Les matrices K et M et la matrice modéte] = [{¢{@,}] ont la propriété suivante :

[®] [M]®] et [®] [K][®] sont diagonales.

2 — Vibrations forcées d'un systéme conservatif (moamorti)
Quand les masses; rat m soumises a une excitation de pulsafigries vibrations sont
régies par I'équation :

m,..0 |[X, kK, +k,.—k, |[X, Fl .
ot = sinQt (13)
0..m, || X, -k,..k, +k, || X, F,

c’est-a-dire :
[MJx} + [K}x} ={F}sinqt (14)
On cherche une solution permanente de la forme :
{x}={x}sinqt (15)
ou :
{xl(t)} {X} .
= sinQt (16)
x, (1)) (X,

On obtient le systeme linéaire d’équations :
(K]-o7MmD{x}={F (17)

ol les inconnues sont %t X, du vecteufX}.



3 — Vibrations forcées d’un systéme amorti

ok
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{ml...o Hxl} [c....— cHXl} {kl +k, -k, Hxl} {E} _
o (T (T =4 . sinQt (18)
0...m, || X, —-C..C ||X, —K,enn K, X, 0

Notation complexe :
{fO} ={He (19)

On cherche une solution permanente de la forme :
{x®}={Xfe

Xe*| 20
.......... = e (20)
X e*Jsz

Ainsi :
(k]+jolc]- o MR} ={F} (21)

ou C représente la matrice d’amortissement ; I'éqng21) est un systeme linéaire
d’équations dont les inconnues sEnetX, ou X;, Xo , ¢, et o, .

Rem : le systéme étudié est connu sous le nomatiadsr dynamique de Frahm ; il consiste
a réduire les vibrations de la masse principalexaitée par la force f(t) en accrochant une
masse secondaire;m

En prenant les variables réduites (sans dimension)

e=m,/m,

W, =k, /m pulsation propre de I'oscillateur prindijsalé

W, =K, /m, pulsation propre de l'oscillateur secondairedisol
a=w,/w,

h=Q/w, pulsation d’excitation normalisée

n=c/2mw, amortissement relatif

X, =F/k, déplacement statique de la masse principale

p=X /X, facteur d'amplification dynamique du déplacentnin



on obtient :

. _ 4n2h2 + (hz _a2)2 (22)
4n°h* (h* (L+€) 1) + (ea’h’ — (h* —1)(h* -a?))?

u

La fonctionpu (h)est tracée ci-dessous paus Oeedifférentes valeurs de

absorbeur dynamique de Frahm

Xdyn/Xstatique

0 02 04 06 08 1 1.2 1.4 16 1.8 2
omega/omegal

Remarques :
- quand I'amortissement est tres faible, la masss'immobilise quand la pulsation
d’excitation est égale a la pulsation de la masseipale isolée ; on observe également deux

pics de résonance.
- quand I'amortissement est trés éleve, les 2 rsasm® solidaires et se comportent comme

un systeme a un degré de liberté.



lll- VIBRATIONS D’UN SYSTEME A N DEGRES DE LIBERTE

On considére n masses,m,..., m, reliées entre elles par des ressorts de raideursks les
résultats obtenus dans le paragraphe Il se gésgmajuand n > 2 et l'utilisation du calcul
matriciel est fortement conseillée.

Les vibrations libres de ce systeme conservatif sagies par :

[MEx} +[K[x} ={0} (23)

{xX}" =(x,,x,,..x.) ;[M] et[K] sont les matrices des masses (ou d'inertie) egideur

Toutes les propriétés étudiées ci-dessus pourstarg a 2 ddl se généralisent pour un
systeme a n ddl.

On obtient ainsi n pulsations propres (classées Bamre croissant) et n modes de
vibrations.

Les vibrations libres d’'un systeme a n ddl sontitEpar les équations :
{}=> {0} @ coswt + b sinwt) (24)

i=1

Les vibrations forcées d’'un systeme conservatit déarites par :

[MJx} + [Kx} ={F}sinqt (25)

Voir ci-dessus (eq . 14) pour la résolution deW#tpn (25).

Propriétés

Les matrices K et M et la matrice modz[m] = [{(pl}{(pz}{(p}] ont la propriété suivante :
[CD]T[M][GJ] et [GJ]T[K][CD] sont diagonales{pHa}...{,} sont les modes de vibrations.

Normalisation :[(D]T[M][CD] = [I] matrice identité. Dans ce CE[QD,]T[K][GJ] = [diagpoz]

Changement de coordonnées : si on utilise les onokes modalelyy} données par
{x} = [GJ]{y} , On obtient n équations découplées. L’équation (@vient :

(@] M]ofs} +[o] [<][@]y} = [@] {Fsinat (26)

Systemes amortis|M[{x} + [C]x} + [ [x} = {F}sinQt
Dans la cas particulier o[KD] = O([M] +[3[K], on peut diagonaliser les équations en utilisesit |
coordonnées modales du systeme conservatif associé.



TD1 : Rappels 1 ddlI

A Isolement d'un appareil
1ﬁ Tx(t) Une grosse machingd est soumise a des
Ae vibrations qui perturbent un appareil de mesure
@® de masse m. Afin de diminuer l'effet des
vibrations de la machin®, I'appareil® est fixé
0 Ty(t) sur un ressort de raideur k et sur un amortisseur
de constante c (voir Figure ).

Figure
On supposera qua’ —4mk < .(es déplacements seront référencés dans le ragard

pour origine la position d'équilibre de I'appar@il les déplacements du point A et du point B,
lié & la machin€®, étant respectivement not&§t) et y(t).

1/ Le déplacemeny(t) étant supposé connu en fonction du temps, écégedtion du

mouvement de la masse m : les vibrations de la maéh étant supposées harmoniques, le
déplacemeny(t) est de la forme y(t) =Y, sin(Qt).

2/ Donner la forme de la solution particuliere d¢guiation du mouvement (réponse
permanente) ; on utilisera la notation complgkg = Yoe ! 2! et X(t) = XoeJ(Qt_‘”)

3/ Déterminer I'expression de la fonction de tfargtransmissibilité en déplacement)
notéeH(Q), qui relie y(t) a x(t).

4/ On cherche a écrire la solution en en fonctieria pulsation propre du systeme non-
. k .
amorti w, = 1/— et du parametre =

m

question 2/ en fonction de, & et Q.

. Donner l'expression des parametisg, ¢
2mw

0



B Transmission d'un force vibratoire & un socle

- On considére maintenant le probleme inverse

Ae i suivant : une machin® de masse m vibre sous
ix(t) l'action d'une force excitatric&(t) = F,sin(Qt)

1 F et transmet a un socl® une forceFT(t). Afin

— d'empécher la transmission de cette force, la

Be machine® est fixée sur un ressort de raideur k et

sur un amortisseur de constante ¢

Figure
On supposera que la masse M est beaucoup plusegouedla masse mm(<< M) et que
a’—4mk<0.

1/ Ecrire I'équation du mouvement de A et donnesdlution du régime permanent en

posant)z(t) =X 0 ej (Qt_(p).

2/ La forceF,(t) transmise au socl® est la force exercée par la masse m sur le ressort

et 'amortisseur. Donner I'expression de cetteefert fonction des données du probleme.

3/ On souhaite maintenant déterminer le rapporteela force transmise et la force
d'excitation. Déterminer I'expression de cette fiamcde transfert noték (Q) , qui relie

F(t) aF,(t). Commenter le résultat.
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TD2 : Systemes a deux ddl

1 — Vibrations libres
1/ On s'intéresse au systeme suivant :

Xl(t) Xz(t)
V % é)x
ANLETHMNTETPM %
k k
1 3 2

Les déplacements des points matériels A et B dsesagspectives), et m, sont
référencés dans le repere ayant pour origine lesitipn d'équilibre respective. Ces
déplacements sont respectivement notds) et X, (t).

a) Ecrire les équations du mouvement des pointéneit A et B.
b) En cherchant une solution de la forme :

%)) _[ Ae“
%)) (Ag“
écrire I'équation caractéristique du systeme eudal les pulsations propres, et «,

o A : ,
Ecrire également les valeurs des rappeAH?s suivant la valeur de chaque pulsation propre.
1

2/ On s'intéresse maintenant au cas particaiegr m, =m etk; =k, =k.

a) Procéder de maniére analogue a la questiorcfeles équations du mouvement de
chacune des masses. Calculer les pulsations prdp&gteme. Calculer les rapports des

, A
amplitudes—= .
Al

b) Pour chacune des trois conditions initiales suesntéterminer la solution générale
de I'équation du mouvement du systeme :

o (ol = (el o (o)) o))
Xz(o) — Xy Xz(o) 0 Xz(o) Xo Xz(o) 0
o (202
X, (0) 0 X, (0) 0

2 — Pulsations propres et modes
Déterminer les pulsations propres et les modeshaations des systémes suivants et vérifier
l'orthogonalité des modes.

m
k
k

TV VWA

11



3 — Vibrations libres (calcul matriciel)
Un systeme a deux degrés de liberté est régigrprdtion différentielle :

X
m 0| dt2 +2k-k x| (O
om|| 42 -k 2k]|x] |0

dt? &

- En utilisant le calcul matriciel, retrouver lesdt&ences propres et les modes de vibrations,
calculer la matrice modal[eb] puis réécrire les équations du mouvement en faisan
changement de variabléz} = [CD]{y} :

- Vérifier que la solution de I'équation différenkeést de la forme :

X 1 1
{ } = A cos@t - ¢1){ } + A, cos@,t — ¢2){_ }
X, 1 1

et trouver les constante§, A,, @, etg, avec les conditions initiales suivantes :

x0)=1 %©0=1 %0=0 %=1

4 — Vibrations forcées
On considére un systéme a deux degrés de libgnésenté par la figure ci-dessous.
a) Déterminer les pulsations propres et les modesttations.

b) La premiere masse est soumise a la forégt) = F, sinQt . Exprimer la réponse
permanente Xt) et %(t).

m K m K

WWW

<+“—>
S fa(t) |ﬁ X |ﬁ X2

1

5 - L'absorbeur dynamique
La table optiqued représentée sur la Figure 1 peut étre modéliséengamasse M et deux

ressorts identiques de raidéyg chaque (voir Figure 2). Afin de réduire les vibvas de

cette table, excitée par une force d'excitationsmitdale, un systeme masse-ressort constitué
de la massen, et du ressort de raidelr, est ajouté au systéme initial.

12



table optique T FO=F cos@ t)
t
v A x(®
pied de la table K,
K x_(t k.
2 m, a 2
N AN N
Figure 1 Figure 2

La force d'excitation sinusoidale appliquée sunésse M, est notég(t) = F cosQt). Le
déplacement de la masse M par rapport a sa poaitiequilibre est noté&(t) . Le
déplacement de la masse, par rapport a sa position a I'équilibre est notét . )

1/ Ecrire les équations du mouvement de I'ensethbleystéme. Rappeler la démarche
pour trouver les pulsations propres et les modeshtations

X cosQt)

X(t
2/ En cherchant une solution sous la fo mg) =
X, cosQt)

, déterminerX et X,
Xa(t)

en fonction des parametres du probléme.

3/ Sous quelle condition le déplacement de la mistsest nul ? Dans ces conditions (on
parle alors d'absorbeur dynamique accordé), d@&geation du mouvement de la masse

M, correspondant au régime permanent.

4/ Refaire I'exercice en tenant compte de la préselun amortisseur de constante ¢ en
parallele avec le ressort de raidkeyr

5/ Représenter graphiguement la réponse permaKeamdonction deQ pour chacun
des deux cas (non amorti et amorti).

13



TD3 Systemes a n ddl

1 — Systeme a 3 ddl

On considere 3 masses m reliées en série a 4 tedsorideur k.

a ) Déterminer les pulsations propres et les mddesbrations ; vérifier que ces derniers sont
orthogonaux

b) Donner I'expression des vibrations libres en nané les conditions initiales
%10+ %10, X20, X201 X30, X30-

c) La premiére masse est excitée par la fo(te=F sinQt . Calculer la réponse permanente.

m k

%kavw vakvw me
Wl L., L.,

2 -On reprend le systéme mécanique de I'exo 1 massldgoel la masse centrale vaut 2m.
a) Déterminer les modes de vibrations et constilainmatrice modale®]. Vérifier que les
matrices :

[®]'M][ ®] et [@][K][ @]

sont diagonales (ou K et M sont les matrices dditeet d'inertie).

b) On fait le changement de variat{lxe}s= [(D]{y}. Donner I'expression de l'équation du

mouvement avec les coordonnéelites coordonnées modales) et montrer que legiégea
du mouvement sont découplées.

3 - Modélisation d'une corde vibrante

Une corde de longueut et de masse linéiqup est fixée a deux points A et B sous une

tension T. Cette corde est modélisée par le systdisreet "équivalent” a trois degrés de

liberté constitué d'une corde de longuéude masse négligeable et de trois masses identiques
m concentrées aux pointd ,, M, et M ,. La corde est alors découpée en quatre trongcons

identiques de longueur a (voir Figure 3). Le déptaent transversal du poid , (i = 1,23)
est notey ;.

14



Figure 3

A ! > T
Onpose.m—pz, a—z et ooo—m—a .
1/ Montrer que les oscillations linéaires de cet@ye mécanique sont régies par le
systeme d'équations suivant :
1 0 0|y, 2 -1 0]y, 0
0 1 O[4y,;+wi|-1 2 -1|y,;r=+0
0 0 1|y, 0 -1 2|y, 0

N.B. : Les masses affectées aux points A et BI\/HJ!@ mais n'interviennent pas dans les

éguations (A et B sont fixes).

2/ Déterminer les pulsations propres et les modeshtation. Quelle interprétation peut-
on faire des modes obtenus ?
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