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1 — VIBRATIONS TRANSVERSALES DES CORDES

1.1 - Equation des cordes

Une corde de masse linéique (en kg/m) est tendue avec une tensioentre deux points
d'attache. L'équilibre des forces d'un petit élénfende la corde est observé.

il

V

f(xt) f (1) 7,

o LuW

i)

- | corde au rep
T
PR Z ! | AX |
f(x,t) densité linéique de force T
X
m masse par unité de longueur w(x,t) déplacement transversal

Figure 1.1 — Déplacement transversal et équilibes tbrces pour une corde tendue

La résultante des forces agissant sur I'élémentoit étre égal a la force d'inertie dans la
direction z
a%w(x,t)

—1,sing, +1,sin6, + f(x,t) Ax=mAx e

Les anglesd, et 8, sont petits, si bien que I'équilibre des forceasdt direction x

conduit a
r,cosg, =r,cosf, = T1,=71,=T

et il est possible d'écrire également

sing, =tané, =M
ox |
sing, =tang, = owlx.t)

donc
a°w(x,t)

f(X,t)AX = mAX
+ f(x,t)Ax=m e

)

[1)4

R

Si on considere pour une quantité scalaﬁ(g), le développement en série de Taylor
tronqué au second ordre autourxje le point central de I'élémeiix

X

, Dx 0s(x)

X1 = S(X] Xo - g aS(X) 2 0X

P +0ax?)

+o(ax?) et s(x), =s(x),

X2

Xo Xo
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donc
(T—GW(X,t)j :(T—GW(X,t)j igi(ra—wj +O(Ax2)
ox Jix ox J, 2 0x\ 0x),
L'équation d'équilibre devient donc
2
i(ra—wj Ax+f(x,t)Ax:mAan—(;(’t)
ox\ ox ), ot

Dans le cas ol la force externe est nulfx(t)=0), cette relation conduit tuation
des cordes

o°w(x,t) 1 9°w(xt)
2

=0
ox? c ot?

avecc =,/7/m, la vitesse de propagation de I'onde transversale.

Sans considérer de conditions aux limites, la smluteprésente la propagation des ondes
(le long d'une corde trés longue ou infinie, pagraple)

w(x,t)=g,(x—ct)+g,(x+ct), g, etg, sont des fonctions arbitraires.

Avec une excitation harmonique, I'équation peumsdtre sous la forme semblable a celle
de I'équation de Helmholtz en acoustique

2
ddng) +k2w(x)=0, ol le nombre d'ondle:%
X

dont la solution est

w(x)= Ae ™ + Bel,
(la dépendance temporelle eff* est omise tel quey(x,t)=w(x)e'*).

Pour une code ddimension finie, le déplacement dépendra des conditions de fixatio
extrémités : lesonditions aux limites

1.2 - Description des conditions aux limites

Si I'extrémité de la corde n'est pas maintenue fixgésultante dans la directian des
forces a cette extrémité doit étre nulle

Y. F|, =rsing+forcesextérieurg, =0

direction z
ow(x, t)
0x

=7 + 1forcesext|X =0

Xg
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Par exemple pour l'extrémité=/ :

\/\% fixe W(g,t) o

glissiere
ow(x,t)

i Tax

+forcesext|, =0 forcesext|, =0

/

aw(x,t) -0
ox |,
raideur
X=1 . ow(x,t) skw(,t)=0 forcesext|, =kw(¢,t)
ox |,
\/k\% w(x,t) - ki)
ox |, 1

Tableau 1.1 — Exemples de conditions aux limites poe corde.

1.3 - Technique de séparation des variables

Cette technique permet d'obtenir les solutions duwvaement pour une corde de dimension
finie avec des conditions aux limites particulierésa solution recherchée pour le
déplacement transversal se présente sous la foumepdoduit de deux fonctions, dont
l'une dépend de I'espace et l'autre du temps

w(x.t)= X (x)T (1

L'équation des cordes s'écrit alors

2 2
avec X"(x)= d dxz(x) et T(t)= dd-:-z(t) , et peut se mettre sous la forme suivante :
X
X*(x) :iT(t) = constante = -g°?
X(x) ¢ T()

Les rapports de fonctions qui dépendent des vasahdépendantes et t, ne peuvent
étre que constants pour satisfaire I'égalité. @ethstante vaut o et permet d'écrire
deux équations séparées

{X"(x) +0?X(x)

=0
T(t)+o2c?T(t)=0
dont les solutions sont
X (x)=asinox + fcosox
T(t) = asinoct + bcosoct

7
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1.3.1 — Utilisation des conditions aux limites : ex ~ emple fixe — fixe

Les conditions aux limites sont employées pourrdéteec et 5:
CLenx=0 = X(0)=8=0

donc le déplacement se réduit a

x=0 x=l
X(0)=0 X(1)=0 X (x) = asinox
Figure 1.2 — Conditions aux limites fixe-fixe CLenx=l = X()=asingl

Les solutions du problémes sont celles qui vérifl&guation caractéristiqusinol =0,
c'est & diregl =n7n ol n est un entierrf= Cest écarté car il conduit ¥(x)=0, c'est &
dire a I'absence de mouvement), soit

g =—, n= :L2,3'

Il'y a donc un nombre infini de solutions qui cependent auxnodesde la corde

X.(x)=a, sind,x (pourn=1,2---) pour lesquellesX ,(0)= X, (1)=0

a, est une constante arbitraire. Il y a donc aussi nembre infini d'équations
différentielles de la fonction de la variallequi s'écrivent maintenant sous la forme

T (t)+02c?T, (t)=0, (pourn=12,---)
et dont les solutions sont
T, (t) =a,sing,ct+b, coso, ct

Les solutions du déplacement et de la vitesse derlie s’expriment a partir de la somme
surn du produit des fonctions, (t)X  (t)

w(x,t)=> (A, sing, ct + B, cosa, ct)sing, x

Wx.t)=2

Mo i

o, c(A, coso, ct - B sing, ct)sing, x

1l
-

Les A, et B, sont des constantes arbitraires telles fjje a,a, et B, =b,a, . Il apparait
clairement que legr,, ¢ sont legulsations propresde chaque mode

nrsic
W, =0,C=

n n I
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Remarque
Les deux équations qui représentent les condiaomdimites (CL) peuvent se mettre sous

la forme matricielle
singl Ofla| |0
o 1||p8] |o

Le vecteur[a [n’]T est non nul et les solutions correspondent a

sinagl 0O .
de =singl =
0 1

1.3.2 — Utilisation des conditions initiales pour d éterminer A et B

Les fonctions sing, x représentent la distribution spatiale du dégigent sur toute la

longueur de la corde pour chague madet se nomment leeformées modalesCe sont
des fonctions orthogonales qui satisfonteiation d'orthogonalité

[/2 n=m

I sing, xsino, x dx= J' sml—smml—nxd _{O Nm

La condition initiale { = Q sur le déplacement s'écrit

w(x,0)=w, (x) = ZB sino,

m=1

En multipliant a droite pasing,x et en intégrant par rapportxasur [O I], la relation
d'orthogonalité permet d'obtenir
|
- : . I
J-W sing, xdx = ZBm J'smamxsmanx dx=B, 2
donc

|
Bn:%IWO(X)Sinanxdx n=12---
0

De la méme maniére, l'utilisation de la vitesstdld permet d'écrire

W(x,0) = ZAﬂa csing, x

et d'obtenir en utilisant la relation d' orthogoteall

|
:Lcjwo(x)sinanxdx n=212-

1.3.3 — Interprétation

Pour une corde de longuelsle déplacement libre s'écrit donc

w(x,t)= iwn (xt)= i(ﬁh sinw, t + B, cosw, t) ¢, (x)

n=1 n=1
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Wn(X,t) représente la contribution de chague mode, pequel w, est lapulsation
propre et @, (x) la déformée modale
Par exemple, pour une corde tendue eérex points fixes nous avons obtenu

. n7zzc _ ni |t .
= les pulsations propreswn:anczl—:l— — ou les fréquences propres
m
nc n [r , . . . Q
f, =— =—,/— . Les fréquences sont "harmoniques" : (@)
2 21Vm
O

. : _ n7x
= les déformées modaleg, (x) =sing, x = sin—=.

()

noeud

Figure 1.3 — Déformées modales des 3 premiers midee corde fixées a ses extrémités

Technique des "harmoniques" au violon

La corde pincée forteme
au 1/3 de sa longue
produit le fondament:

S n=1 (n=1) dune corde d
longueur2l/3

: II (¢ _%

0 LT o(21/3) " 4l

En effleurant cette corde

méme endroit, le fonda-

0 T~~~ longueurl est éetouffe ain:

n=3 | que I'harmonique 2.
/3 L'harmonique 3 qui préser
Y un nceud a cet endroit n'
pratiguement pas atténue
— frequence
¢ = 3c
Figure 1.4 — Déformées modale pour le fondamertal e 37 g
les harmoniques est entendue : on gagne 1

octave.

10
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1.3.4 — Résumé de la démarche : fréquences propres et déformées modales

Equatior différentielle
*w(x.t) 1 0°w(xt)
ox> c® ot?

|

Séparationlesvariables Conditionsauxlimites
w(x,t)= X(x)T(t) X (0)oux'(0)
X"(x) _ 1 T(t) -y X(1)oux(1)
X(x) ¢ T(t)

(t)+ o2c?T(t) =0 X"(x)+a?X(x)=0
[
Solution
X(x)=asinox+ Bcosox '
|
Déterminaibn desconstantes
(rapportentrea et f3)
Equationcaractérisique
[
Un
|
| |
Solution Déformécmodale
T, (t)=a, sino,ct + b, cosa, ct Xo(X)= v 9(0,X) =y, @ (%)
w,=0,C
|
w(x,t)=3" T,(t) X, (x) Relationd'orthogonaté
n
|
=>"[A, sinw,t + B, cosw,t] @, (x) Iog(UnX) 9(0mX) dx= NIy,
n

Déterminaion des coefficierts

Ah:

|
W, (x) 9o, x)dx
NnUano ’ " Conditions initiales
B, :Nijcl)wo (x) 9o, x)dx <  w(x0)=wy(x)
" Vir(x 0) = virg ()

11
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1.4 - Exemple : Corde

On considére ici une corde montée fixe a une extééeh sur un support de raidekira
l'autre extrémité.

Equation X"(x)+a?X(x)=0 Solution générale X (x) = a'sinox + B cosox
0 |
% X
A K
i

Figure 1.5 — Configuration d'une corde montée susupport de raideur finie

Les conditions aux limites

w(0,t)=0 M

0X
x(0)=0 X'(1)=-Xx()

entrainent
X(0)=8=0 = X(x)=asinox
X '(x) = ao cosox
X’(I):—EX(I) . aocosal =-Xasinol

T T

ce qui conduit aEEquation caractéristique

L ol =tanol
ki

Sur la figure 1.6, les intersections de la courdneo| et de la droite de penter/kl sont
les solutionso,| cherchées.

12
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of

4z

Figure 1.6 — Représentation des solutions de I'éBgoaaractéristique.

Les solutions de cette équation s'obtiennent ngménent (fonction Matlab fzero) en
prenant 7/kl = 01. Elles sont comparées au cas ou la condition Amide en x=|
correspond a une rigidité infinie (fixe). L'écaetreduit quand I'ordre du mode augmente.

7
T o,l) pour—= écart par
n (,1) pour - 01 @.1) Kl rapport & une
(k - o) raideur infinie
1 2.86277259 7l - 888 %
2 5.76055793 2n -832 %
3 8.70831383 3n - 760 %
4 11.70267808 arn - 687 %

Tableau 1.2 — Exemple de la solution qui permebtdiar la pulsation propre

w, =(c/1)(o,1)

13
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2 — VIBRATIONS LONGITUDINALES DANS LES BARRES
2.1 - Equation des ondes longitudinales

Les ondes longitudinales sont des ondes de tractiompression dans la direction

Z
section A(x) section A(x)
\
\I F F+dF
0 /Jl X
- — ||
w(x ) X X+dx

Figure 2.1 — Déplacement longitudinal dans une barr
L'équation d'équilibre de I'élémedk s'écrit

a°w(x,t)

F+dF -F = pA(x)d
+0F - F = p A

avec w(x,t) le déplacement longitudinal\(x) la section etp la masse volumique. Le
tenseur de la contrainte est

00
0 0| avec UXX:%
00 X

Le tenseur des déformations s'obtient par la loiHdeke (E: module de Youngy:
coefficient de Poisson)

=_1+v= v = N
€= o—EtroI ou trie)]=0,,

E
Or, £,= owlx.1) et £, = i O, —ﬂaxx “Ou_ _F , d'ou
ox E E EAX
F = £ Al XY
0X

Puisque dF =3—F dx, I'équation d'équilibre devient
X

%(E A(x) _Gwéz,t)j dx=p A(x) —az\gt(zx't) dx

Dans le cas d'une section constaA{g) = A

E 92w(x,t) _ 0°w(x,t)

o 0x? ot®

14
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. . N E . .
et en notant la vitesse de propagation des ondegtldinalesc, = |—, I'équation de
\ o

propagation peut se représenter sous la forme

*w(x.t) 1 0°w(xt)

=0
x> ¢, ot

La loi de Hooke montre qu'il existe aussi une déftion dans la directiore (et y)

ou on a considéeré que,, = 0 car il s'agit d'une surface libre, donc

-, aw(x,t)

¢ e OX

=-U€&

zz

La propagation des ondes de traction-compressiois t&s barres s'accompagne d'une
déformation erz. On parle alors d'ondguasi-longitudinale

\
1

A\
]
/
/

——

l
=
[E—

===

| |
| l

!
4 1

| |

I

[

I

I
i

S

i
l
!
l
!
I
——

|

|

|

|
=

/
[
 S—

Figure 2.2 - Onde quasi-longitudinale : onde dectian-compression dans une barre

2.2 — Fréquences naturelles et déformées modales

C'est une démarche identique a celles des cordegsfjusuivie ici : le déplacement
longitudinal est représenté par des fonctions iaddpntes

w(x.t)= X (x)T(t)

Introduite dans I'équation des ondes, cette relat conduire (voir les cordes) a deux
équations indépendantes dont les solutions sont

X(x)=asinox + Scosox
T(t) = asinoct + bcosoct

Fréquences naturelles et déformées modales voahdépdesonditions aux limites

15
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La barre encastrée a une extrémité et libre ad'goantilever) est prise comme exemple.

b

—
X
0 A |

Figure 2.3 — Barre encastrée - libre

Les conditions aux limites se décrivent par :

enx= Q le déplacement est nuiw(0,t)=0 = X(0)=0
enx=1, lacontrainte estnulle o, (I,t)=E awéx,t) =0 = X'(1)=0
X x=I
soit

CLenx=0 X(0)=pBcodc0)=0 = =0
d'ots I'équation du déplacement(x) = a sinox et sa dérivéeX'(x) = oa cosox
CLenx=l: X'(I)=oacodal)=0

3n 5

conduit a I'équation caractéristiquecosol =0 = ol = o

NN

Les solutions sont

2n-1
0’ =

7T, n= 2,3’...
" 2l .

Lesdéformées modalesont
, . (2n - 1) TTX
@, (x) =sing,x= smT

et vérifient la relation d'orthogonalité

I o _ R
IO @,() @, (x) dx —J; sing, xsino,, x dx_E O

1 m ,
avec le symbole de Kroneckeéy,, = {O . Lespulsations naturellessont
nzm

Y o _(@n-1mc, _(2n-9)7 [E
oot 21 21 0

Les solutions du déplacement et de la vitesse pesecrire

w(x,t)=> (A, sinc,c t + B, cosa, ¢, t)sing, x

w(x,t)=>"a,c, (A, coso,c t-B,sing,c t)sing,x

Mo i

=}
1l
-

w, =0,C, @,(x)=sing, x

16
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Les conditions initiales (pour t = 0) et la relation d'orthogonalité (voir les cordesht
employées pour déterminer les coefficieAset B,

le déplacement initial: w(x,0)=w,(x)= i B, codo,c, 0)sing, x
m=1

| |
[w, (x)sina, xdx=[ B, sin® 7, xdx=B, lz

0 0
donc |
B, = %J-WO (x)sino, x dx
0
la vitesse initiale: W(x,0) =\, (x) = iamcL A, codo,c, 0)sing,x
m=1
| |
[, (x)sina, xdx=[ g, c_A, sin® g, xdx=0, c,_A, lz
0 0
donc
2 |
A= ocl {v’vo(x)sinanx dx
Exemple

A t=0, la vitesse initialei/, (x) =0 et une forceF, est appliquée a I'extrémité libre de la
barre encastrée

“
— ow(x0) _ F N w(x,O)=F°X
F, x EA EA
0 I
| . |
Bn ZEIESWlJnXdX: 2F0 _iCOSUnX'i' Slnaz-nx
I JEA EAl| o, o’ |
2(_ 1\n+L
= 25 —l—co\<(2n—1)£+i sin(2n—1)7—T -2 4 )
EAL( o, 2 o, 2) EA (2n-1)°7
———
0 (-1)™
_ q\n+l
soit B, =—rol (1) et A = 0car W,(0)=0

" EAT (2n-1)°

Le déplacement libre de la barre est complétemétimicbar ses conditions aux limites et
ses conditions initiales

_ B8R & (-)™ _(2n-1)mx
w(x,t)= A nZ:;‘ n-1] cosw, t sin-——""—=

17
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avec w, :M\/E’ n= ]_,2,3,..._
21 Yo,

2.3 — Conditions aux limites

Les déformées modales et les fréquences natuddjesndent des conditions aux limites
aux deux extrémités de la barre. Différents typescaohditions aux limites peuvent étre

envisages :

e . ow
a) extrémitdibre : lacontrainte estnulle ™ =0
X
b) extrémitéencastrée: le déplacemengestnul w=0
e s : ow
C) extrémité fixée a un ressort dadeur k kw=E Aa—
X
s L. 9°w ow
d) extrémité attachée a uneassem -m e =E Aa—
X

Le tableau suivant donne les pulsations naturetléss déformées modales pour quelques
combinaisons de CL

configuration pulsations naturelles &, déformées modales @), (X)

g——rx
nwc
L] o= n=0 12 ™™

Free—free
x

o

/] 2 — 1 -

j l w,,=u,n=l,2,... sinM

7 2] 2!
Fixed—free

2—’)(

2 4

7 v m,,=277r£,n=1,2,... sin?

Fixed—fixed
* A COt N\, = — (ﬁ)

k EA :
: \nC sin —;—i

Fixed-spring l

o

ANRNAN

\\\\15

=

[e]

=3

>

X

Il
N
2=
N

>

3

m AnC sin —

Fixed-mass l

Tableau 2.1 — Pulsations naturelles et déforméedates pour les déplacements
longitudinaux dans la barre

18
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3 — VIBRATIONS DE TORSION DANS LES BARRES
3.1 - Equation des ondes de torsion

Une barre peut vibrer en torsion : la vibrationastctérisée par un déplacement angulaire
(mouvement de rotation) autour de I'axe longituddeala barre.

On considere l'equilile des
moments d'un petit élémentx
d'une barre de section circula
uniforme. SoitM, le moment di

t

: 0
torsion enx et M, + dx le

X+ dx moment de torsion er + dx.

0(x,t) + do ]‘/dx
M, + oM, dx

0X

Figure 3.1 — Notations pour la barre en torsion

Le moment de torsion s'écrit

M. =Gl 06(x,t)
0X
ou G1, est la raideur a la torsiofg :2(%) le module de cisaillement ét, = 7D° le
U

moment d'inertie de rotation de la section.

L'équilibre des moments est

oM, 020
dx-M, =pl,—-dx
ox =Pl at?

M, +
soit

ot® o 0x? ot?

a{Gloae(x,t)}ploaze(x,t) N G a*6(x.t) _0%6(xt)

& [1)4

L'équation de propagation des ondes de torsiongxcrire sous la forme habituelle

2’6(xt) 1 9%6(x.t)
x> ¢ ot?

avec la vitesse de propagation des ondes de tOItSiGFl\/E.
P

19
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3.2 — Conditions aux limites

Vibrations — Acoustique 2

a) extrémitéencastrée: déplacemenangulairenul H(XOt)=O

b) extrémitélibre : moment nul 4(x,,t)=0

La méthode pour obtenir les pulsations naturelteese déformées modales est la méme
que pour les cordes et les barres en traction-cesemn. La prise en compte des
conditions initiales permettra de déterminer totedat le mouvement de la barre en torsion

Le tableau suivant donne les pulsations naturetléss déformées modales pour quelques

combinaisons de CL

configuration pulsations naturelles &,

déformées modales @), (X)

Conditions aux limites

m,,="llc, n=0,1,2,...

(2n — Dmc
n = 2 ) s =1, 2, .
wy = f_‘;_fg n=12,
Fixed-fixed
a—— x
i kl
f ......... . AnCOtA, = ——
7 Gy
/!
_ AnC
Fixed-spring (rotational) Wn ==~
Ea—— x
J
S 0 coth, = —llx,,
Y I Jo |-—-- Py
. L ) W
Fixed-inertia Wy = —

(Note: dans ce tableali, = )

Tableau 3.1 — Pulsations naturelles et déforméedates pour les déplacements de

torsion dans la barre
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4 — VIBRATIONS DE FLEXION DES POUTRES

4.1 - Equation des poutres

T
J My Ih
. = Ti» Ej

dx

Figure 4.1 — Géométrie pour les poutres en flexion

Le déplacement transversw(x,t) est I'amplitude du mouvement de flexion. L'équédib
de l'efforts tranchants et des moments sur un éedepoutredx est décrit par le shéma

ci-dessous
T M +6_de
M Q\L q 0x

axe au repos
Figure 4.2 — Equilibre d'un élément de poutre dx

Q est la force de cisaillement ou effort tranchaetmoment de flexion s'écrit

0°w(x,t)
ox?

M(x,t)=E]I

3

| = est le moment d'inertie de la section droite (s¢kxe y). L'équation d'équilibre

des forces est établie en considérant que lesrdéfmms due au cisaillement peuvent se
négliger (les sections droites ne se déforment pas)

[Q(X,t)+%dx} —Q(X,t)+ f(x’t)dxszdxaz\g(X’t)

X t2

Pour I'équilibre des moments par rapport au poitedinerties de rotation selon sont
négligées

[M (x.1) +wdx} “M(xt)+ [Q(x,t) "’Qa(x ) dx}dx+ [1(ct)a X =0
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{w +Q(x, t)} dx + {aQa(:’ 1), f ()2( t)} (ax)> =0

Puisquedx est petit,(dx)2 peut étre négligé et finalement

oM (x,t)

Qxt)=-—2

Cette derniére expression permet de rempl&grar M dans I'équation d'équilibre des
forces
2
—ag/l—(zx't)dx+ f (x,t)dx= p Adx
X

0%w(x, 1)

ot*
soit
9 w(x,t 0°w(x,t) _
El %+pA#— f(x,t)

Dans le cas ou la densité des forces extérieutenibs

El 0'w(xt) , 9°w(xt)
oA ox* ot?

4 conditions aux limite 4T T— 2 conditions initiale

=0

Ces équations sont basées sur la théorie des patif@er-Bernouilli qui fait deux
approximations importantes :

» |es déformations de la section droite dues aullgsant sont négligées,
= ['effet d'inertie de rotation est négligé.

La théorie des poutres d@moshenko prend en compte ces deux phénomenes.

4.2 — Conditions aux limites

Elles sont définies en considérant les 4 grandguiscaractérisent le mouvement de
flexion

- déplacement dd a la flexion : w(x,t)
- déplacement angulaire (rotation) d a la flexiond(x,t) = awtgx,t)
X
2
- moment de flexion : M (x,t) = El 9 W(Z('t)
0X
3
- force de cisaillement (effort tranchant) : Q(x,t)=-El 9 \‘;v(;(t)
X

22
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pas de contraintes sur le

L 2
extremité libre déplacement et la rotation = M (Xot) =ElI w 0
. X
le moment de flexion etla X=Xo
:l I ) force de cisaillement Q(x,t)=—El a°w(x,t) 0
o) T VT -
%o s'annulent en X, 2 S
extrémité encastrée , W(XO ' t) -0
” les déplacements transversal
; et angulaires sont nuls en X, H(X t) - aW(X’t) =0
o 0’
'/:i ax X=X
—70
XO
extrémité simplement le déplacement transversal
supportee X est bloqué mais la rotation est W(XO ! t) =0
2
q ) libre = le moment de M (X t) —El 0 W(X’t) 0
o/~ 2 -
flexion est donc nul en X, ox X=%o
extrémité guidée le déplacement transversal est H(X t) — 6W(X,t) =0
0
[:% libre et la rotation est bloquée ox X=X,
é I — la force de cisaillement ( t) - g 63W(X,t) 0
XO - Q XO - 0 3 -
est donc nulle en X, X K=x,

Tableau 4.1 — Principales conditions aux limitesiiples poutres

4.3 — Détermination des fréquences naturelles et de

Une solution en variables séparées(x,t)= X(x)T(t) est recherchée. L'équation

différentielle du mouvement peut ainsi s'écrire

avec u=

s déformées modales

El

PA

et produire deux équations séparées. L'équatida fdection dépendant du temps

T(t)+w?T(t)=0

a la méme solution que pour les cas précédents

T(t) = asinat + bcoswt

pour I'équation différentielle de la fonction sp&ﬁix(x)

X@(x)-g*X(x)=0

23
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on suppose des solutions de la forde™, ou D et s sont des constantes. En reportant
cette solution dans I'équation différentielle omierut

s*-pB*=0
s=h et s, = -p° :>{
s, =-08

s; =P

soit s, =p° :>{ s =-ip
, =

d'ou la solution
X(x)=D, e +D, e#* + D,e* + D, e "

ou encore sous une forme équivalénte
X (x) = C, sinx + C, cosfBx + C, sinhBx + C, coshBx

Pour déterminer les coefficient3, a D, ou C, a C,, quatre conditions aux limites sont
utilisées.

Exemple: poutreencastrée-simplement supportée

A partir des définitions des C 4 0 |

du tableau précédent on obti |

les condibns aux limites de | /\

figure 4.3. X(O) -0 X(I)= 0
X'(0)=0 x"(1)=0

Figure 4.3 — Conditions aux limites de la
poutre encastrée-simplement supportée

Pourx= 0, Xx(0) =0 = C,+C,=0
x(0)=0 = pc,+C,)=0
Pourx =1, X() =0 = C;singl +C,cospl +C,sinhjl +C, coshsl =0

>
Tl
o
J

B*[-C,sinBl - C, cospl +C,sinhgl +C, coshl]=0

Ces 4 équations peuvent s'écrire sous forme nelleici

0 1 0 1 C, 0
0 0 C 0
_ﬁ _ A = = AC=0
singl cospl sinh gl coshgl C, 0
- B%sinpBl - pB%cospBl  B?sinhpl B%coshpl || C 0

X -X X -X

— coshx:%, sinh(0)=0, cosH0)=1,

. e
! sinhx =

!

(sinhx) =coshx, (coshx) = sinhx
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La solution non-trivial (vecteur[Cl C, C, C4]T non-nul) s'obtient en trouvant la
solution de I'équationdef{A) =0, soit

tanfl =tanhgl

verifiée pour un nombre infini de valeus, (n=12,---), comme le montre la figure
suivante. Les valeurg | sont obtenues numériquement. Toutefois, poes, [l >>1
et tanhfl - 1 on peut considérer que I'équation caractéristigge tanfl = 1, et

employer I'approximationg, | :@T.
2
Wl
|
//< tanhg| Al i A

0.5

-0.5 /
-1

B
_A—
I/ Y
n exactes  approchées par
(4n+1)77/4

1 | 3.92660231  3.9269908p
2 | 7.06858275  7.0685834)
3 | 10.21017612 10.2101761p
4 | 13.35176878 13.3517687B

BRI RE

2n
LSl

3n

4n

Figure 4.4 — Représentations graphique des solud®ia poutres encatrée-simplement supportée.

Lespulsations naturelless

‘obtiennent & partir de

= a,

. =(ﬁnl)21/%, n=123"

Pour obtenir lesdéformeées modalesil faut utiliser les relations entre les difféten
coefficients C, a C,. La condition pourx= O0Oconduit aC,=-C, et C,=-C,. En
utilisant ces relations dans I'équatiii(l) =0, on obtient

C,(coshB.| = cosg,|)+C,(sinhB.1 -sing.1)=0

_ _coshg | —cosg,|

°  sinhgB | -sing|

25
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La fonction de la variable peut s'écrire

X (x)=C,[(coshg,| -cosB,1)- o, (sinhB | -sing.)|
=C, @.(x)

Les déformées modales (x) vérifient larelation d'orthogonalité

|
I¢m(X)¢n(x)dx=O, quandm#n
0

L'équation du déplacement est

w(x,t)= i(ﬁh sinw, t + B, cosw, t) ¢,(x)

n=1

3 premiéeres déformées modales
mode 1

] 0 I

|

Figure 4.5 — Déformées modales des 3 premiers mddek poutre encastrée -
simplement supportée.

Le tableau 4.3 donne les valeyfsl pour calculer les pulsations, =(4,1)?y/El/pAl*
les déformées, (x) et les coefficients,.

_coshB, | —cosg,|
" sinhg,| -sing,|

_ sinhB, | =sing, |
" coshg,| +cosg,|

_coshB, | —cosg,|
" sinhB,| -sing,|
_ sinhB, | =sing,|
- coshg,| +cospg, |
_coshB, | —cosg,|
~ sinhB,| -sing,|

Free-free

Clamped-free g

Clamped-pinned o,

Clamped-sliding o,

n

Clamped-clamped o,

Tableau 4.2 - Expressions du coefficient pour ['utilisation du tableau précédent.
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équation caractéristique déformées modales coefficients
configuration et solutions [, | @, (X) g,

0 (rigid-body mode) -  coshBpx + cosBpx

a_. B 4.73004074 0.9825

7.85320462 —0, (sinh Bpx + sin B,x) 1.0008

[:] 10.9956078 0.9999

14.1371655 1.0000

Free-free 17.2787597 0.9999
(z—n;—-—llq—?forn>5 1forn>35

cosPBlcoshpl =1

2—’ X 1.87510407 coshB,x — cosBpx 0.7341

I 4.69409113 1.0185

; | . 7.85475744 —0, (sinh Byx — sin Bpx) 0.9992

/ 10.99554073 1.0000

Clamped-free 14.13716839 1.0000
m%forn>5 1forn>35

3——»;: cos B/ coshl = —1
3.92660231

A cosh B,x — cosBnx 1.0008
; 7.06858275 1forn>1
/ 10.21017612 —0p (sinhByx — sinByx)
, 13.35176878
Clamped-pinned 16.49336143
4
——( uar LV forn>35
4
tan B! = tanh 8/
2’—’ x 2.36502037 cosh Bpx — cos Bx 0.9825
2 5.49780392 1 forn>1
2 8.63937983 —ap (sinh B,x — sin Bux)
— 11.78097245
Clamped-sliding 14.92256510
4n — 1
———( " 7 )™ forn>>5
tan B/ + tanh B/ =0
4.73004074 cosh B,x — cos Bpx 0.9825
7.85320462 1.0008
2_" & 10.9956079 —ap, (sinh Bpx — sin B,x) 0.9999
; 14.1371655 1.0000
; “ 17.2787597 0.9999
@2n+ Dw 1forn>35
Clamped—clamped — forn >S5

cosBlcoshBl/ =1
nw sin — none

sinBl =0

)

Pinned—pinned

Tableau 4.3 — Combinaison des principales conditiaax limites pour la poutre
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Remarque seul le cas simplement supporté aux deux exdroonduit & une expression
analytique compléte.

0
k A
X(0) =0 X(1) =0
{X"(O):O {X"(I) 0

Figure 4.6 — Conditions aux limites pour la pousismplement supportée.

x(0) =0 = cC,+C,=0

Pour x= 0, = (C,=C,=0
X"(0)=0 = p*(-Cc,+C,)=0
x() =0 C,sinfl +C,sinhBl =0

Pourx=1, () = Cisinfl+C,sinhs } — singBl =0

X"(1)=0 = p?*[-C,sinfl +C,sinhpl]=0

Les solutions sont dong, | =n7, avecn=123--- et le déplacement peut s'exprimer
par

w(x,t) = i(A1 sinw, t + B, cosw, t) sin#

n=1

(nnjz El
W, =|— | .|—
I PA

Figure 4.7 — Premiéres déformées modale de larp@iimplement supportée.

4.4 — Un exemple : les lames du xylophone

Le xylophone est un instrument de percussion complesbarres ou lames en bois mises
en vibration par I'impact d’'une mailloche. Il estsiage de parler de barre ou de lame pour
le xylophone alors que dans la terminologie desatibns il s’agit bien de vibrations de

flexion de poutres libres. Les lames sont maintenere place par une cordelette et un

28



Vibrations — Acoustique 2 | — Vibrations des systémes continus

résonateur constitué d’'un tube fermé a une extémst utilisé pour renforcer le son
rayonné.

xylophone g

Figure 4.8 — Xylophone.

La section transversale des barres du xylophonsepté la particularité de n'étre pas
uniforme pour accorder leurs premiéeres fréquenorps. Les tubes résonateurs ne font
gue renforcer le fondamental (premiére fréquenopnerdes poutres).

- ey Trrrrm -
0 T P A L R LN T T LA (TN T Y
i LR AR R LR Wiy
{15 - S5 |
i | I E— : - ! e ’
i it s 1l 0% il i &m L1 L hiw ol

Figure 4.9 — Renforcement de la réponse de la pamiréquence propre par les résonateurs
tubulaires.

o

x=0 I =  p,u, X=/

u,=0 = X'(0)=0 X(0) =0

Figure 4.10 — Accord des tubes : conditions auxtdm

L’'accord des tubes est obtenu en réglant leur leagen prenant en compte le fait qu’il
sont fermés a une extrémité (vitesse nulle) et dudvEautre (pression nulle). La méthode
de séparation des variableg(x,t) = X(X)T(t permet de calculer cette longueur en

2 D'aprés A. Chaignéttp://wwwy.ensta.fr/~chaigne/percussion/TEXTES#pesion.htm voir également :
A. Chaigne, V. Doutaut, "Numerical simulationsxyfophones. I. Time-domain modeling of the vibratin
bars", J. Acoust Soc. Am. 101 (1997) 539-557, letBork, "Practical tuning of xylophone bars and
resonators"”, App. Acoust. 46 (1995) 103-127.
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utilisant les conditions au limites avec I'équatifi(x)+c°X (x) =0 (aveca = oc) dont

la solution et sa dérivée sont respectivemeit(x)=asinox+fBcosox et
X'(x) = ao cosox- Bosinox. Les conditions aux limites em= Permettent d'écrire
X'(0) =ao cosQ) =0 ce qui conduit ao = et a exprimer le fonction spatiale de la
pression sous la formeX(x) = fcosox. Les conditions enx =/ appliguées a cette
derniere équation permettent d'écrirX (/) = fcoso/ = 6t d’obtenir I'équation
caractéristiquecoso/ = @ont les solutions

conduisent aux fréquences propres
(2n-Drnc
W, =0c=—"—.
20

La relation entre la frequence du fondamentat () etlla longueur du tub@rrf, :n_;

permet de constater que cette derniére correspondiuart de la longueur d’onde

acoustique (tube résonateur quart d’'onde)
r=h
4

= L’équation du déplacement de la poutre du plytme
o t s'écrire

 — > 0°M (x,t) ow(x, 1) 9°wW(x,t)
0z 11 hi) - !+ 2+ f(xt) = pAX)———=
R *ﬁ:"'“"'j};l = 9°X A" (et) = AA) 0%
' g [:ii';\* “ avec y, le coefficient d’amortissement visqueux du

au fluide (qui dépend de la vitesse) et un moment d

M flexion
9 ) 9°wW(x,t)
M(x,t) = ElI(X)| 1+n— |——=
(x1) ()( ”atj 32y
dans l'expression duquel apparait le facteur déeper
qui traduit la dissipation dans la poutre (avec

h*(x)
1(x)=b :
(x) 1 )
Les conditions aux limites libres se caractérigeamt:

. . a°w(x,t
aucune contrainte en rotation (moment nul) # =0
a X x=0,L
. . a°w(x,t
aucune contrainte en translation (effort trancimam % =0
X
x=0,L

En considérant un modéle simplifié ou la poutredessection constanteA(x) = A) et la
dissipation est negligéeyf =0 et 7 = 0), les conditions aux limites libres conduisent a
I’équation caractéristiqueosfL coshgL = ét aux fréquence propres

c _(BL) [E
"o2m? | pA
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) / 1/coshpL - cosfL
\L S,L
O Al
\ 0 '\ B 15 20 B
9] BL Bl

| — Vibrations des systémes continus

n B.L f./f

1 4.73004 1

2 7.85320 2.76

3 10.9956 5.40

4 14.1371 8.93

5 17.2788 13.3
>5| (n+05n | (n+05)?041

La modification de section des lames permet ungrpssiorharmonique des fréquences
propres. Les lames sont faites en bois de Padoek @alissandre.

MAGMNITUDE (dB)
I | i

MAGNITUDE dB)
Y r\') -
i B in

T

15 2 25
FREQUENCY (kHz)

f /f =1 276, 540,...

31

.
3

. ||. . : . i
15 F] 5 3 5 4

3 2 25
FREQUENCY (kHz)

f/f,=14, 9,..



| — Vibrations des systémes continus Vibrations — Acoustique 2

5 — VIBRATIONS DES MEMBRANES

Les membranes sont les équivalents en deux dinmendies cordes lls se retrouvent dans
les diaphragmes de microphones, les peaux de tasbbtimbales, ...

Pour simplifier les développements mathématiquéstetduire les vibrations des plaques,
les membranes sont traitées en cordonnées cartésiebes solutions obtenues pour des
membranes rectangulaires ne correspondent pasnéviglet aux applications les plus
courantes ...

5.1 — Equation des membranes

Un petit élémentdx dy est considéré dans une membréhe

dx f(x, y,t)dxdy
PN ray W
ox
——
T rdx W(X, y't)
N 2
rdy rdy raf AW LW
-— I dy ox 0x°
1 7 dx Q r tension par unité de longueur,
rdy ow M, masse par unité de surface,
y rdy—
| N 0X
¢ f(x, y,t) densité surfacique de
|~ rdy force exterieure,
q ow  ad°w q
"Mox T a2 & w(x, y,t) déplacement transversal.

Figure 5.1 — Notations et équilibre d'un élémentmbrane.

Equation d’équilibre pour I'élémeruxdy

2 2 2
rd 6_vv+6 \;vdx —rdya—w+rdx 6_W+6 Vzvdy —rdxa—W+ 1‘(x,y,t)dxdy:Mdedya \ZN
OX  0X 0X oy oy oy ot
soit
0°w  0°w 0w
T| —5 +— |dxdy+ f(x,y,t)dxdy= M dxd
(aXZ ayZJ y ( y ) y S yatZ

En considérant que la force extérieure est nufiéx, y,t)=0

Cz(azw(x, yit) , 9°wlx, y,t)j _0*w(x, y,t)

x> ay? ot®
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— T - A =2 = 0 9’
avecc=_|—, eten utilisant le LaplacieA =0 = — +—
M., ox® ay
1 9%w(x, y,t)
2W X, ,t - — \"n IV =
( y ) Cz at2

Les solutions devront satisfaire les conditions éimites sur le contourl . Pour les
membranes, on peut envisager les mémes conditiongnaites que pour les cordes. En
particulier, on distingue les cas suivants :

Fixée surl” : w(x,y,t)=0  pour(x,y)Or
Libre surl” (pas des forces) : aw(g yit) =0 pour(x,y)Or

on : dérivée dewdans la direction normale.
5.2 — Membranes rectangulaires

Le déplacement d'une membrane rectangulaire dendirms(LX X Ly) est représenté par
des fonctions a variables séparées

w(x, y,t) = X(x)Y (y)T(t)
L’équation différentielle du déplacement se metssiaLforme
I = - g? = constanté
T
d’ou on peut tirer
X 02X - 4% = constante
X Y

soit

—=-0*+a’=-y aveco’ =a® +y*

On obtient trois équations différentielles indépames

X"+a’X =0 = X(x)=asinax+bcosax
Y"+y?Y=0 = Y(y)=csiny +dcospy
T+0%c*T=0 = T(t)=esinoct+ f cosoct

Ainsi, la forme spatiale générale pour le déplacerest
X (x)Y(y) = C, sinaxsinyy + C, sinaxcosyy + C, cosaxsin yy + C, cosax cosy

Pour la préciser davantage il faut considérer deslitions aux limites particulieres.
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On choisit ici le cas le plus fréquent : la memlerast fixée sur le contout: w(x, y,t)=0
pour (x,y)OT .
CL pourx=0
X(0)y(y)=C,sinpy +C, cospy =0

La relation C,sinyy+C,cosyy = 0doit étre vérifiée pour touty, ce qui conduit a
C,=C,=0,donc
X (x)Y(y)=C, sinaxsinyy + C, sinaxcosy

CL pourx=1L,
X(L,)¥(y)=C,sinalLsinyy +C, sinal, cospy =0
d'ou
sinal, (C, siny y+C, cosyy)=0.

Si on rejette la solution trivial€, = C, =0, on obtient I'’équation caractéristique

sinaL, =0 = a,L,=mm, m=12,..

CL poury=0ety=L,
Ces conditions aux limites conduisen€a =0 et a l'autre équation caractéristique

sinyL, =0 = y,L,=nm,n=12,..

Les solutions pour la constante sont

o =Jai+y:=nm m +n2
mn m n — 2 T2
L, L

y
Il est alors possible d'obtenir pour unembrane fixéesur ses bords

» |esfréquences naturelles

w =0 C=JT —2+n2 —T
mn — “mn%~ T 2 T2
2 2\Mm,

» |esdéformées modales
xm (X)Yn (y) = Cl Sirla,mx Sinyn y

= Cmn (omn (X' y)
avec la déformée modale

(x,y) =sin X sin VY mn=12,...
Gon\ X Y L L, O<x<L,, OSySLy

X y
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Figure 5.2 - Représentation des déformées pout f[@emiers modes (lignes nodales)

Remarque
Pour une membrane carrée, (=L, = L)

- les déformeesy,, et ¢,,, ont des fréquences naturelles identiques

T 5
Wy = Wy =— VM~ +n
L
- pourm=n, les déformées sont identiques ("modes doubles").

5.3 — Solution générale et conditions initiales

La solution générale pour le déplacement s'écrit

X Y, t = ii[p\nn Sirlc‘)mnt + an COSC‘)mnt] Bon (X’ y)

m=1 n=1

Ce sont les conditions initiales qui permettentdéterminer les coefficients, , et B,,, en
employant la relation d'orthogonalité

3] N m=petn=q
Bon (X, Y) @ (%, y) dxdy = { ™
J;J; - 0 m#p et nzq

On obtient ainsi les relations suivantes

Ly Ly
j J‘W(X' y' t) wmn (X’ y) dXdy = Nmn [Ann Slnwmnt + an Cosa)mnt]
00
et
L, L

jfwx y,t) @, (x y)dxdy=aw, N, [Amcosa) t-B,,Sinw, mnt]
0 0

A linstant t = 0, w(x, y,0)=w,(x,y) et w(x,y,t)=vi,(x,y), et les relations précédentes
permettent d'obtenir
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1 Lx Ly
an = J. '[WO (X’ y) Dron (X’ y) dXdy
mn 0 O
L L

X

——— [ [ (% ¥) @ (. y) dxcly
0 O

Par exemple, pour lmembrane rectangulaire fixée sur le contdur

§0mn(X. y) sm% san—Zjy
d'ou
P T o,max o, nm L, L
= I (ﬂfm(xl Y) dxdy = J‘sin2 —dxj'sin2 ydy: X
00 0 Lx 0 I—y 4

5.4 — Membranes circulaires

L'équation des membranes circulaires s'obtientcivait I'équation des membranes en
coordonnées polaires
10°w(r,6,t)
Ow(r,8,t
wr.6.0)- ¢ at?
: 0° 10 1 9°
avec le Laplacier)’ =— +=—+———
or ror r<oé
conditions aux limites sont données paur a. Une solution est recherchée sous la forme
de variables séparéedr,d,t) = R(r)0(6)T(t). L'équation différentielle s'écrit alors

. Le domaine est définit pdi<r <a et les

eT(R"+5R'j+RT92—i2ReT”=o

r r c

R” 1R! 1 e" _ 1 T _ 2

— + -+ = = _=—C ~ constante
R rR r?0 c*T

Comme précédemment, cette derniere relation pewgéparer en deux : une équation
temporelle dont on connait déja la solution

T+0%?’T=0 = T(t)=esinoct+ f cosoct
et une autre équation

R
-— =T —+rE+Jr =m° « constante
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La premiére a une solution harmonique de pérdedece qui implique quan soit un
entier

©(6) = c sinm@ + d cosmé

et la deuxiéme équation différentielle est connumroe étant I'équation de Bessel dont la
solution est
R(r)=aJ, (or)+bY,(oT)

J._(x)et Y, (x) sont des fonctions de Bessel d’ordrede premiére et seconde espéce. La

Figure montre que la fonction de Bessel de secesdece n'est pas finie au centre=( ) 0
et ne peux donc pas étre une solution de notrdémeh

i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 0 2 4 [ 8 10 12
X X

Y, 0

Figure 5.3 - Représentation des fonctions de Belespremiére espec, (X)
(gauche) et de seconde espete(x) (droite).

Si on considéere que la membrane est tendue suadne circulaire fixe, la condition aux
limites R(a) = 0 conduit pour &tre satisfaite & chercher les smistide I'équation

J.(ca)=0, m=012...

Les solutions discréteg,,, = g,,,a (en nombre infini) correspondent aux passagesa ze
des fonctionst(x), comme le montre la figure ci-dessous (voir alesstbleau 5.1)

Jo(x) Jl(x)

0 SNBSS~ x TN10173 _—~x
2405\ /5520 71179 T 3.832 7016 ~——"13.323

Figure 5.4 — Passages a zéro des fonctions de Bdsfe) et J; (X)
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Xeon n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5
m=0 2.40483 5.52008 8.65373 11.79153 14.93092
m=1 3.83171 7.01559 10.17347 13.32369 16.47043
m=2 5.13562 8.41724 11.61984 14.79595 17.95982
m=3 6.38016 9.76102 13.01520 16.22347 19.40942
m=4 7.58834 11.06471 14.37254 17.6159 20.82693

Tableau 5.1 — Valeurs des arguments des fonctierBedsel correspondant a leur passage a zéro

Les fréquences naturelles sont doat, (= X,../&)

an T

wmn =0—mnC= a M

S

et la solution générale (bords fixes)

0 0

w(x, y,t) = > S [A,, sinw,t + B, cosw,,t] I, (0, csinmé + d cosmé)

m=1 r=1

La déformée modale,, (r,8)=J, (o,,.r)(csinmé@ +d cosmd) apparait comme composée
de deux modes (a I'exception de= ) qui permettent d'orienter les figures modales par
rapport a la position arbitraire des axes choisignme on peut le voir en écrivant cette
déformée sous la forme équivalentel, (o, r)sinm(@-6,). Ce sont les conditions

initiales qui fourniront les 4 coefficients, paresple ici en considérant le déplacement
initial

2m a
anc:NiJ' J'Wo(r,é?)Jm(amnr)sian rdrdéd
mn 0 0
2 a
B, d :Nij' [w5(r,6) 3,,(0r ) cosME 1 drdé.
mn 0 O

Mode

OOO0O0

f, 1.59f, 2.14f, 2.30f, 265f, 2.92f
Made 32 61

Adjacent ... .

sements 376 f  350f, 360f, 3.65f 4.06f, 4.15f,

are moving
in opposite After Berg and Stork

Figure 5.5 — Les déformées modales des membramesagies classées par fréquences naturelles
croissantes (d'aprés Berg et Strk

®R.E. Berg, D.G. StorkThe Physics of Soun@nd Ed., Prentice Hall, 1995
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Les timbales sont des instruments composés dunmbraee fermant un volume
acoustique. La peau de veau est remplacée maint@aanune membrane en Mylar
parfaitement homogéne et insensible a I'numidités Drants actionnés par une pédale
permettent de changer I'accord en modifiant laidende la membrane. La position de la
frappe vers le bord a pour effet de sélectionnes phrticulierement les modes (1,1), (2,1),
(3,1), (4,1), (5,1), (6,1). Sur la face a l'aibré le fluide agit par effet d'inertie en
augmentant la masse en mouvement avec pour comaequiee diminution des fréquences
naturelles. La cavité crée un couplage vibroacqustibeaucoup plus complexe ou
I'amortissement joue un réle important. Dans ldet@in 5.2, les fréquences naturelles de la
membrane sont comparées a des mesures de fréquayoesées.

fréguences acoustiques mesurges

(mn) | fon/ T f/f, intervalles musicaux

11 1 1 fondamental

2,1 1.35 1.5 quinte

3,1 1.67 1.74

4,1 1.99 2 octave

51 2.30 2.25

6,1 2.61 2.49 | octave + tierce majeurg

Tableau 5.2 — Fréquences naturelles de la membetnkarmonique de la timbale
(d'aprés Benadt

4 A.H. BenadeFundamentals of Musical Acoustj@xford University Press, 1976
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6 — VIBRATIONS DES PLAQUES

6.1 — Equation des plaques minces

De facon similaire a I'équation qui décrit les @épiments dus aux ondes de flexion dans
les poutres, il est possible d'obtenir une équationr décrire les ondes de flexion qui
existent dans un milieu a deux dimensions: céguétion deplaques

2
D O*w(x, y,t)+ph%=0

avecw(x, y,t) le déplacement transversal,
D larigidité de flexion

D= Eh®

1201-0v?)

h épaisseurp masse volumique,
E module de Youngy coefficient de
Poisson,
0% =/ est l'opérateur biharmonique
Figure 6.1 — Notations pour la plaque double laplacien.

2 2 \2 4 2 2 4
D4E(D2)ZE 62+62 = a4+20262+a4
ox° oy 0x ox° dy“ oy

L'écriture des conditions aux limites dépend duésye de coordonnées utilisé. pour une
plague rectangulaire, elles s'expriment pour chdzpred de la méme fagcon que pour la
poutre (voir partie 4). Par exemple, pour upkque rectangulaire simplement

supportée

W(X,y,t)=0 pour X = O,X:Lx,y:Oety:Ly_
2
0X
a2w(x, y,t
%:0 poury= Oety=L,.

L'équation des plaques ci-dessus correspond &tai¢hdeplaques mincesou théorie de
Kirchoff-Love . Elle est I'équivalent de la théorie d'Euler-Berfibdes poutres et néglige
également les déformations dues au cisaillemetgseeffets de l'inertie de rotation. A
cause de ces approximations, elle est valable lpsyrlaques minces (quand I'épaisseur est
tres petite devant les dimensions de la plaque é&rigueur d'onde flexion) c'est a dire
pour le domaine basse fréquence des plaques isstrdm théorie plus compléte,
équivalente de la théorie des poutres de Timoshestda théorie ddlindlin (1951).
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6.2 — Méthodes pour obtenir les solutions
La solution recherchée pour le déplacement trasal/est
wix, y,t)= X(x)Y(y)T(t)
En l'introduisant dans I'équation différentielle gdaques on obtient

(4) " " (4) -
XYY :—il:constant@ £
X XY Y /12 T

avec u” ZEh (u n'est pas la célérité des ondes). La difficuligaagit dans le membre de
p

gauche ou il n'est plus possible d'obtenir desténsséparées pout (x) et Y(y).

Une méthode de résolution consiste & choisir aibétment une fonctiorX (x) qui satisfait
les conditions aux limites, puis a résoudre |'égumapréceédente pour obten‘if(y). Elle

conduit & une solution exacte du probleme. Cepdndariest pas possible de trouver des
solutions analytiques dans la majorité des casoddittons aux limites. Cette méthode est
souvent employée quartbux bords opposésontsimplement supportés(ou appuyeés):
c'est cette démarche qui est décrite par la suite.

Pour traiter les autres cas on utilise le plus sotila méthode de Rayleigh-Ritz, basée sur
la minimisation de I'énergie vibratoire (potentekt cinétique) ou encore une méthode
approximative comme :

la méthode des fonctions de poutre (voir annexe),

la méthode des effets de bords de Bolotin,

la méthode de Galerkin utilisant une techniqueatamnelle,

des méthodes basées sur les différences finies étdments finis.

6.3 — Plaques rectangulaires simplement supportées sur deux bords
opposés

La fonction X(x) est obtenue en satisfaisant les conditions ausiteimsimplement
supportées poux = @t x=L,. La fonction obtenue pour les poutres peut dome ét
utilisée :

Figure 6.2 — Plaque simplement supportée sur lex terds opposés
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Ses dérivées spatiales (par rappoxt)a

L L

X X

2 4
x"(x)=-(mj sin" et x<4>(x)=(¥] sin

sont reportées dans I'équation différentielle

m)’ mz) Y y®
— | =2 —| —+ :}84
L L)Y Y

ce qui conduit a une équation differentielle d'erdr

v _Z(an Y“’[(mﬂj _ﬂﬂY:O
LX LX

Comme pour les poutres, on recherche des solutietes formeD e ou D et s sont des

constantes. En reportant cette solution générale tiaquation différentielle, on obtient
une équation caractéristique

5 —2(%7] $? {(?} —ﬂ“]=o

Les solutions de cette équation caractéristiqué son

S =V S; =~V S = Vs, SN2

,/ﬂ + m” et y2=,/ﬂ2—(T—”j

donc la solution pour la fonctloh est

avec

Y(y) =D, e +D,e™ +D, e +D, e Y
ou
Y(y)=C,siny,y +C, cosy,y + C,sinhy,y + C, coshy, y

Cette solution est similaire a celle obtenue pesrgoutres avec comme différence deux
parametres/, et y, a la place d'un seul. En toute rigueur, il faudéaitire Ym(y) car les

constantes de cette équation dépendentnde C,,, V.. V... Les coefficients de

I'équation Y(y) peuvent s'obtenir en fonction des conditions amités par la méme
méthode que celle employée pour les poutres :
- les conditions aux limites ey= € y =L, permettent d'obtenir 4 équations qui

s'expriment sous forme matricielle
AC=0
ou A est une matricd x4 et C le vecteur des coefficients;.

- les solutions de I'équation caractéristique obténpartir dede/A) =0 permettent
de calculer les fréquences propres et les déforméesiles.

Remarque cette démarche utilise la forme particuliéreXix) pour des conditions aux
limites simplement supportées pour laqueXé/ X et X(“)/X deviennent des constantes.
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Pour les deux autres bords, il est possible desthoiimporte quelles conditions aux
limites.

Exemple : cas d'une plaque simplement supportéegsises bords

Ce cas simple permet dillustrer la méthode : lesditions simplement supportées en
y=0 et y=L, conduisent a I'¢quation matricielle

0 1 0 1 C,
siny,L, cosy,L, sinhy,L, coshy,L, || C, o

0 - y22 0 y12 Cs

—y;siny,L, -—y;cosy,L, yisinhy L, yfcoshyL, || C,

Le calcul dedef{A)=0 conduit &
(yf + yj)2 sinhy,L, siny,L, =0

En écartant les solutions triviales, reste finalemen
siny,L, =0 = y,L, =nm, n=12...
Par ailleurs,y? = 8% - (mm/L,)* avec 82 = w/u et u=.,/D/ph, ce qui permet d'écrire
2 2
) miT nir
= — | +| —
IB ( Lx J (Ly ]

d'ou I'expression des pulsations naturetles = 8° u

o ol (MY ()| [D
mn — I—X I—y ph

L'étape suivante consiste a utiliser les 4 relatiobtenues avec les conditions aux limites
sur y=0et y=L, pour exprimer 3 des 4 coefficients, a C,. On obtient alors

I'expression

Y(y)=C, sin?

y
qui permet d'écrire l'équation complete du déplagmd'une plaque simplement
supportée

wix, v, t) = 3" S [A sine, t + By, coswpt] g (x. y)

m=1 b=1

avec ladéformée modale

o..(xy)= sinrr:_—m( sin?

x y
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Figure 6.3 — Déformée pour le mode
(2,3) de la plague simplement
supportée

Cette approche peut étre utilisée pour n'imporelegs conditions aux limites associées a
deux bords opposées simplement suppori#ans les autres cas desutions approchées
utilisant desfonctions de poutre peuvent fournir des solutions dont la précisiontess
dépendantes des conditions aux limites (voir eneXeh Dans tous les cas ou les solutions
analytiques exactes ne sont pas accessibles, la’aséthode de Rayleigh-Ritz qui est
préférée car sa précision est contrélable.

Toutefois, lesplaques circulaires permettent aussi des solutions analytiques exates
variables séparées de la forme

R(r)0(8) = [apdm (Bal) + Dol i (Bt sinm8 + ¢, 3, (Boar ) + d ol 1y (B ) cOSME

ot | (x) sont les fonctions de Bessel modifiées correspunela fait & des fonctions de

Bessel dont I'argument est imaginaire. Ces fonstioroissent en s’éloignant du centre
pour pouvoir satisfaire les différentes conditi@asx limites. Les coefficients arbitraires
A, Bony Cony A, €L 'argumentg, . sont précisés en fonction des conditions aux disit

nm? mn ! mn?

6.4 — Introduction a la méthode de Rayleigh-Ritz

Cette methode approchée qui permet d'obtenir degists pour des conditions aux
limites quelconques sera examinée en détail €lf &née. Comme la méthode de
Rayleigh-Ritz est trés souvent employée, on en €acire principe.

Le principe de Rayleigh valable pour les systémesservatifs (énergie potentielle
maximale = énergie cinétique maximale) peut étr@lepée pour trouver la premiére
fréequence propre de la plagque. Par exemple, sieodosine pour la déformée modale
approchée du premier mode la déformée statique pesirconditions aux limites

considérées, il est possible de calculer les qiémsntsuivantes a partir des valeurs
quadratiques de la déformée :

- I'énergie potentielle maximalé ., (énergie de déformation)

- lapartieT,, de I'énergie cinétique maximale,,, telle queT, ., = @’ T,

®voir : A.W. Leissa, "The free vibration of rectarar platet, Journal of Sound and Vibratidi(3), 257-
293 (1973).
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La pulsation propre approchée du premier modeisitiyar

wp =Une.
Tmax
Ritz en 1909 a étendu cette méthode pour calceter Ipremiers modes d'une structure.

Les déformées modales sont représentées a pautie donction ¢ comportant r
coefficients arbitraire€,,C,,---,C,, qu'il convient de calculer pour chaque mode

p=C ¢, +Cy ¢, +---+C, @,.
Les fonctions spatialeg; doivent satisfaire les conditions aux limites daljpeme.

Les énergies potentielle et cinétique se calcudepartir de la valeur quadratique gdeet
peuvent s'écrire formellement sous la forme

Unax =22 K CCj et T =3 >'my; C,C;.
J J

La différence entre énergie potentielle et énecgiétique est minimisée par rapport aux
coefficientsC; et on obtient alors équations homogénes qui peuvent s'écrire souseform

matricielle.

) _
E(U max w2 Tmax): 0
1 Cl
0 2= \_
602 (Umax_w Tmax)_o N A C.2 -0
0 C
E(U max a)Z Tmax): 0
En annulant le déterminant d& , r valeurs propresl =w3 sont obtenues. Les

pulsations propregg,, approximent la pulsation du mode
Wg, =W, +&

& tend vers 0 quand le nombre de coefficientsC, s'accroit par rapport a I'ordre du
mode, ce qui revient a dire que les dernieres valda wy, ne sont généralement pas

utilisables. Pour chaque mode w? est remplacé pawRﬁ dans I'équation matricielle

AC =0, ce qui permet d'exprimer —1 coefficients et d'écrire la déformée modale
correspondante sous la forme

@ =Cqlarp,+a,0,++a,8,), (@,=9
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Note historique

En 1787 a Leipzig, Chladni met en évidence expértalement la formation de lignes
nodales sur une plaque libre avec du sable. Wioeat$1833) et Rayleigh (1873) utilisent
les modes de poutre libre pour essayer d'explitegerfigures de Chladni. Ritz (1909)
utilise sur ce probléme (la plaque libre) la méthadi porte son nom et Sezawa donne en
1931 les premiers résultats pour une plaque egeastguchi (1938) développe une
méthode pour obtenir certains résultats analytigues premiéres syntheses complétes sur
les méthodes utilisables pour calculer les fréqgasematurelles et les déformées modales de
plaques sont dues a Warburton (1954) et Leissé}196

Figure 6.4 — Figures de Chladni d'une plaque libre.
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7 — MODELES D'AMORTISSEMENT

Dans les modéles de cordes, barres, poutres, meesbra&t plaques étudiées
précédemment, I'amortissement n'est pas pris erpteomour simplifier la mise en
équation du probléme. En conséquence, les solutions les réponses libres obtenues ne

présentent pas de décroissance de lI'amplitude dasements avec le temps. Dans tous
les cas considérés, la fonctidp(t) avait pour équation différentielle

T (t)+a? T, (t)=0, n=12,...

7.1 — Facteur d'amortissement modal

La méthode la plus simple consiste a inclure umé¢edissipatif correspondant a un modele
d'amortissement visqueux

T, () +20,0,T, () + T, (1) =0

ou ¢, est lefacteur d'amortissement modal({, <<1). La solution correspond a celle
d'un systéme a un degré de liberté.

T (t)= e [an sin(w,\1-¢Z t) +b, cos,1-; t)J

ou encore la forme équivalente

T (t)=Ae et sin(a)n J1-72t +¢n)

ol les constantef@, ,b, ) et (A] ,Zn) sont déterminées a partir des conditions ingiale

7.2 — Coefficient d'amortissement dans I'équationd  ‘onde

D'autres modeles sont construits en insérant émssnt un coefficient d'amortissement
dans I'équation différentielle

= Modélisation de l'amortissement externe représéntandissipation due par
exemple a la présence d'un fluide (air) dans leleage membrane:

2
équation non-dissipative: 7 0°w- MS%T\;V =0
2
eéqguation dissipative: r O°w- C%_vtv -Mg %t\;v =0

c : coefficient d'amortissement
» Modélisation de I'amortissement interne en applhtuan coefficient proportionnel

a la vitesse de fluctuation des contraintes daespanitre (modele d'amortissement
de Kelvin-Voigt)
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4 2
équation non-dissipative : El ?3 \:v + pA%t\;v =0
X

. o 0*w 0 (0w 0w
équation dissipativeEl — +ag | —| —- [+ pA——=0
q P % at(ax“j AP

Remarque: Une forme équivalente a ce dernier modéle ctmgisconsidérer le
module de Young complexE = E(1+ j/7). En considérant une variable complexe

pour le déplacement tel qwe=W e/, 'équation précédente devient
64W+ jwa 0'w
ox* x*
donc aa =nE. L'utilisation du facteur de pertg pour représenter le rble de

'amortissement structural dans la réponse forcéeedstructure mécanique est
décrit dans la section 7.

El -w’pAw=0

7.3 — Dissipation aux limites

L'amortissement peut également étre reporté dadséfiaition des conditions aux limites.
En effet, les modes de fixation des structures gountvent introduire une dissipation. Un
exemple en est donné pour des conditions aux kntiéas le cas des ondes longitudinales
dans une barre

k, O Lk,
—S —=
Cl C2
Aan(x, t) —kw(O.1) +c, ow(0,t) Aan(x, t) = —k,w(,t) -c, ow(l,t)
0 ot 0X |, ot

Figure 6.1 — Conditions aux limites dissipativesuptes ondes longitudinales dans
une barre.
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8 — REPONSE FORCEE

Les solutions étudiées jusqu'a maintenant corretgdmaux réponses libres de systemes
continus. Elles dépendent des fréquences naturetles déformées modales et de
conditions initiales. On recherche maintenant lponse en_régime stationnaiée une
excitation harmonique forcée représentée par uce fo

F(t) = F, coswt

ou « est la pulsation imposée par |'excitation

Remarque: La notation complexe est souvent empldyée, e’ (ou plus simplement
F=F,, le termee'™ étant souvent omis) ol est une force complexe. Le signal
physique réel se retrouve pft) = ReF} = ReF, e/}

8.1 — Réponse forcée par décomposition modale

La méthode de décomposition modale est baséeostinoljonalité des déformées modales
@,(r). Les ¢, constituent une base orthogonale sur laquelle si&@omposés les

parametres du systéme (ces équations sont dénmoetriéennexe dans le cas des poutres)

M, = J'Q m(r) ¢’ (r)dr masse(modale) généraliséeavecm(r )la densité
K, =w'M, raideur généralisée

C, = IQ c(r) g’ (r)dr amortissement généralisé

F. :J'Q f(r,t)g, (r)dr force généraliséeavec f (r,t )la densité de force

Ces parametres modaux permettent d'écrire uneiégurabdale pour chague mode qui est
découplée des autres

M., 6, (t) + C, 4, (1) + K, 0, (t) = F, ()

Il s'agit la d'un systeme a 1 DDL doqp;(t) est la solution du déplacement en coordonnées
pour le moden. Elle s'exprime selon la nature du signal de tagfd- (t)

8.1.1 - Force quelconque

0, (t)= A sinlw, t +6, )+ F, (t) O, (1)

A et sin(a)ant + Hn): réeponse libre du systeme dont les constam{est ¢, dépendent
des conditions initiales &= .0
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F,(t)Oh, (t): réponse forcée représentée o=par le produit deotation de la force par la
réponse impulsionnelle.

On a v que la réponse impulsionnelle d'un systéme & 1B@iduisait &

-{hwpt 1

F.(t)h, (t-7)dr = [F.(r)e " sinw, (t-7)dr

n

F, (t)Oh, (t) =

[ )
<o
e

C , ; e
avec{, = " etw, =w.+J1-7 . Ce terme représente la réponse en régime établi,
n M w a, n n

n==n

quandt>> Q

8.1.2 - Force harmonique

Une force complexeF, e’ produira une réponse de la forngg =B, e’ ou B, est
complexe. L'équation du systéme devient

-w’M B, + jwC B, +K, B, =F,

ou encore
|_—a)2+j2a)a)nZn+a)§_||\/|n|_3,n:|:n — |_B|n =F
en posant
H = L |
"M@} - @) 20w, ]
En représentant!, sous la forme¢H  |e'*"
|Hn| = 1 , tan¢n :_Z:L—a”i”
M \/ +(2ww, ¢, ) W’ - w

La réponse a la forck, (t) = F, cosat est q, (t)= ReB, e/“}, soit

g, (t)=F,|H,|codat +¢,)= i {a)t arctanMj
M (w? - ) + (20,0, @ -’

a, (t) est la solution du déplacement en coordonnéeggé&des pour le mode. La
réponse a la forc& (t) est fournie par laynthése modale

olr.1)=3 0, 1))

® voir cours Vibrations et Acoustique 1 (ENSIM 2A)
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8.2 — Exemple pour une poutre en flexion

La premiere étape consiste a identifier les pan@séetmodaux généralisés. La
démonstration qui conduit & la relation donnée gatémment est reportée en Annexe. La
déformée qon(x) et la pulsation naturelley, pour le moden satisfont I'équation

homogene des poutres

4
e1 %0 pag, (0)-
dx
|
et la déformée vérifie la relation d'orthogonaliféo Ag;, (X)g, (x)dx=0 pour p#n. En
0

multipliant par la déforméeg, (x) et en intégrant, on aboutit & I'équation

If d&”%( dx= wIpAcvn X), (x)dlx

La prise en compte de la relation d'orthogonal#ésdle second membre conduit & une
seconde relation d'orthogonalité dont la symétse wrifiée dans l'annexe A. Quand
p=n, les deux intégrales de I'équation précédentegrgug’interpréter aisément comme

la raideur généraliséeet lamasse généralisée

If - w” %(X)dx et M, leAwn(X)wn(X)dx

pour que la relation précédente s'écrive sousrtado

K. =M

n n n

La deuxieme étape considere une excitation sofwi@e d'une densité linéique de force
f(x,t) , la réponse forcée de la solution de I'équatilinogéne

9*w(x,t 0%w(x, t
EI%+[}A#: f(x,t)

On cherche une solution sous la formx, t) = iwm (t)g,(x), donc
m=1

SN ()d<”m()+pAzw() ()= 1 (x.1)

en multipliant parg, (x) et en intégrant

jazw ()wn dx+ijzW 20 ()2, ()= £ (1) ()

0
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> w, (1) El d* g x
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Quandm=n
M Vi () + K w, (t) = F, ¢).

C'est I'equation d'un systéme a 1DDL non dissipédtiffacteur d'amortissement modg|
est introduit a ce niveau. Dans le cas d'une diaitaharmonique de la force
f(x,t)= f(x)e!* le déplacement de la poutre s'écrira

wix,t)= anWn (t)e (x)= anwn @, (x)e

soit
Mn[— W’ + 2w, +a)§JWn =F,

avec la force modale généralisée

La solution est
(x)=3 e 8
e _nZ:;‘ M, |(@? - &?) + j20w,C, | 4k
o i#, giot _
= Fe e @ (x) avec tang, =22w—w“i“
M (@ - 0?)? + Row,d,)? Wy ~

~— -20l0g(2K,¢,)

20logH |
7 La figure ci-contre représente
—20l0gK, la fonction de transfert , (w)
| I U si w(x,w) est écrit sous la
—12dB/octave—-;-.,. forme
W\ - 20Iog(M naf)
i A'"'-.,v / :
- { 1008 wix,w)=>"H, F, @ (x)e".
n
2 -1 0 1
10 10 10 ;0
0 Figure 8.1 - Réponse
= fréquentielle en amplitude et
S0 phase pour un mode.
’ __
/)
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Exemple : Cas d'une force ponctuelle sur une poutre simplement supportée

F
0 Ol | La poutre est excitée par une distribution de
| | force (force ponctuelle)
A ' A |
Xo f(xt)=F, o(x - x,) e/

Figure 8.2 — Excitation d'une poutre
par une force ponctuelle

La force modale généralisée s'éciiit, =j F, 3(x—x,) @, (x)dx=F, @ (x,)
Remarque : si la force est appliquée sur le nceudndde p, qop(xo):o et la force

géneralisée pour le mode est nulle :F, = 0 Pour une poutre simplement supportée
nnx,

F,=F,sin

Si la force est appliquée au centxg=1/2, F, =F,sinn77/2 et seuls les modémpairs
seront excités.

8.3 — Cas des plaques rectangulaires
Cas général pour les plaques homogénes avec excitat  ion harmonique

Les expressions sont similaires a celles des pautre

an ejwt ( )
=@+ 1200,

w(x, y,a))=zm:zn: l

x y dxdy

o'—.'_

Ly
avec la masse généraliséd J'
0

L L

X

la force généralisée F jjf X, y gomn X, y) dxdy
00

Cas particulier d'une plague simplement supportée

la déformée modale @, (x, y) = smmL— san—”y
X y
L L
PR ¢ . ,m C o, hL,L
la masse généraliséM ,, = ,ohJ'sm2 L—m( dx J'sm2 ZTy dy= P 2 4
0 X 0 y

Cas particulier d'une excitation ponctuelle (plaque simplement supportée)

la force f (X, y)= Fo 5(X - Xo)5(y - yo)
la force généralisée
Ly Ly
Frn = Fo [ 0(x~ X, ) sin V% dx Joly- yo)sm—y dy = F, sin /20 gjn 7o
0 Lx 0 y LX Ly
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8.4 — Synthese modale

8.4.1 — Contribution de chaque mode

Quand une structure est excitée a la pulsatiantous les modes sont plus ou moins
excités. Le champ vibratoire est créé par la sus#tipn de tous les modes. La
contribution de chacun dépend
- de la force modale généralisée du mode (donc deokition de la force
d'excitation),
- de la proximité de la pulsation naturelle du modesélle de I'excitation.

20logw

A
20logw,|
7

/

20log|w|

/

anti-résonanc
loga

w w, w,

A

Figure 8.3 — Réponse totale due & la contributierBdnodes tel quer =|w, | +|wg| = |w,|

Sur la figure ci-dessus :
- le mode A w, <w) en fonction de lanassemodale généraliség, /M ,w? ,
- le mode B , ~ w) est contrdlé majoritairement paartiortissement
- le mode C . >w) contribue en fonction de laideur généraliséd-. /K. .

8.4.2 — Cas particulier d'une plaque carrée 5

Les pulsations naturelles de la plaque carrée deN"| ;1 > 3 4 5 6 7
cOtésL sont données par n

Za% D
:(_j (m? +n?) 5 8 13 20 29 40 53

L ph 3 10 13 18 25 34 45 58

N

mn

N

Il y aura plusieurs combinaison@n,n) ayant la 17 20 25 32 41 52 65

méme valeum? +n?, comme le montre la table ci- 5 |26 29 34 41 50 61 74
contre. Plusieurs modes différents auront donc la

méme pulsation naturelle. Exemple : (1,7), (7,t1) e
(5,5). 7 |50 53 58 65 74 85 98

37 40 45 52 61 72 85

Tableau 8.1 — Fréquences propres normalisée poamlaque carrée
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Leur superposition va conduire a une forme appargot va dépendre de l'excitation et
poura tromper I'expérimentateur. Considérons leden@l,2) et (2,1) avec une excitation a

leur pulsation naturelle
2
_ (T D
W, =W, =5 —| |—
L ph

o L L .
= excitation enx, :E’ Yo :Z’ sur la ligne nodale

du mode (2,1). La déformée du mode (1,2)
apparait o

b,=A, sin% sinzT”y o

L L L :
= excitation enx, R Yo =5 sur la ligne nodale

du mode (1,2). La déformée du mode (2,1)
apparait o

21 (o]
®,, =A, sinZTm( sin%

o , L L
= excitation sur la diagonale ew, :Z' Yo =z. y

Les deux modes sont egalement excités car les
forces modales généralisées sont identiques. Ainsi,

A12 = AZl et CD
. . 2
dbml =A, (sm% sin y y

+sin2”X sin j o
L L

Cette déformée présente une ligne nodale pour

y=L-xou®,, =0.

12,21

Figure 8.4 — Déformées apparentes
(non-modale) pour une plaque
carree.

Cependant, si la position du point d'excitation e@sangée,A,, =a A, et une forme
modale différente apparait, comme la figure suirgr@rmet de le constater pour les modes
(1,2) et (2,1), (1,4) et (4,1), (1,5) et (5,1). Gasnes ne sont pas orthogonales car si

P,=@g,ta, ¢ et Py=@, +a, @y
alors

J:L (DA (DB dS:IIS (ﬂzz YO, 0P Ty PP, T OO (ﬂzzl)dS
:.”s (@ +a.a, ¢)ds=0
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Figure 8.5 — Lignes nodales des déformée apparedites aux combinaisons de
modes pour une plaque carrée

7.4.3 — Grandeurs quadratigues moyennes 20Iog|vv|

Ce sont souvent ces quantités qui sont mesuréesesur
structures mécaniques vibrantes. Soit le déplacemen

w(x, y,t)) et la vitesser(x, y,t)

w(x, y,t)= e/ ;Z Foon H o (@) @00 (X, )

v(x y.t) = jow(x, y,t)

La vitesse quadratigue moyenne se définit par

<v2 (x, y,t)> = %fvz (x,y,t)dt

= %|v(x, y,t)°
W 2 + 6dB/oct| - 6dB/oct
= 7 z z an H mn (C()) @rn (X’ y) loga

Figure 8.6 — Réponse d'un mode en
déplacement et en vitesse
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En considérant qu)ez z ‘ Z z, z;

000 =G EETS Fan £ Han 0 0Y) 009

L'intégration de(v*(x, y,t)) sur la surface d'une plagug x L, conduit &

Ly

y
2 Ly

<v2(x, y,t)>dxdy=%zz |an|2|Hmn(a))|2 J'J'qo 2 (x, y)dxdy
m n 00

o —
O'—'o~<'_

avec

2 . 1 1
el = - ]

Pour une plague homogéne simplement supportée

L. L

Y phL, L
M o = 00 [ [ @20(x, y)dxdy="""220

00

d'ou ;
[Fon

0)2 )2 + (za)a)mnzmn )2

”<v2(x, y,t)> dxdy=—— (,oh) ZZ (

La vitesse quadratique moyenne sur la surface pladpe peut s'exprimer par une simple
somme de la valeur quadratique des composantdsadee& mode.
8.4.4 — Facteur de perte et amortissement structura |

Pour les calculs dynamiques de structures mécasiideieanodule de Young est souvent
considéreé sous la forme complexe

E=E(+jn)
ou /7 est lefacteur de pertequi se définit par

Energiedissipégarcycle
271 Energiepotentielanaximale

La raideur modale généralisée de la structure (ppptaque, etc.) qui est proportionnelle
au module de Young, devient elle aussi complexe

K, =K, @+ jn)

Une excitation harmoniqué=, e'“ produit une réponsey, (t)=B, e'*" et I'équation du
systeme mécanique est

-w’M,B, +K,B, =F,
d'ou
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avecg)ﬁ =K,/M, la pulsation propre comple@i =) (1+ j/7), soit

F el
M, (@ - + jna?)

Un (t): Alarésonancev = w, et| n=2¢,
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9 — PROPAGATION DES ONDES VIBRATOIRES

Sous l'action d'une excitation mécanique, les ondesatoires se propagent dans les
structures mécaniques de grandes dimensions oipatigss. la solution générale du

déplacement peut s'écrire
w(x,t)=X(x) T(t)

Pour une excitation harmoniqdt) = e/“*, donc
w(x,t) = X (x) el

9.1 — Ondes quasi-longitudinales dans les barres

A partir de la relation

X"(x) _ 1 Tg = constante C. =

X(X) - cf T
on obtient aved (t) = e'*"

~— | —

E
0

()

T(t)
k¢ X(x)

X(x)= Ae v +Bek
k, =w/c_ estle nombre d'onde( : célérité des ondes longitudinales)
Ae ¥* : onde se propageant vers bepositifs
Be ** : onde se propageant vers besiégatifs

v

1
2T

C

)+

ce qui conduit & I'équatiorX "(x
complexe)

0 dont les solutions sont (en notation

9.1.1 — Onde dans une barre semi-inifinie

Ainsi, une force F(t)=F, e appliquée & une barre semi-infinie va créer undeon
propagative
w(x,t) =W e kx gt

F, o wixt)

— —_——

0
Figure 9.1 — Déplacement longitudinal produit paneuforce appliquée a
I'extrémité d'une barre infinie
En considérant la relation d'équilibre des forcésxarémité x= 0
D F| - g AMXY wix.t) +forcesextérieurg _ =0
X= a x=0

X x=0
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aw(x,t)

Foa jk We * el |arelation d'équilibre devient
X

En calculant

- jk EAWe + F e/ =0

Fo

Elle permet d'obtenir I'amplitude de l'ondd& =- :
Jk EA

L'onde propagative (avec

I'nypothese que I'onde n'est pas réfléchie) s'écrit

= -
t —_ 0 aikx gt
w(x,t) W EA g kX g

9.1.2 — Impédance mécanique

L'impédance mécaniqueu point d'application de la force s'exprime par

_ force| _ Fyel*

Z - - ’
™ vitessg,., joww(0t)

Pour une barre semi-infinie avec une onde puremegagative, I'impédance mécanique
Z, correspond aithpédance caracteristique

Foel EA

/. =
jow(ot) ¢,

c =pAc, =mc,, m:masse par unité de longueur

(et I'équation du déplacement devienfx,t)=(F,/jaZ,)e > el®t)

Dans le cas ou l'onde incidengg* est partiellement réfléchie, un terneé** apparait
dans I'équation et 'impédance mécanique est néedifi

Exemple d'une barre libre de longueur

F, —

—p | —_—

0 |

Figure 8.2 — Déplacement longitudinal produit paneu force appliqguée a
I'extrémité d'une barre finie libre de longueur |

Expression du déplacement
w(x,t)= W* e kx +w - ek )elet

W™ : amplitude de I'onde qui se propagent versxdes 0
W™ : amplitude de l'onde qui se propagent versxes 0

La barre est libre donc les conditions aux limgest
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x=0 eadt)
aX x=0
X=| EAM =0
aX x=I
Puisque
GW(X,t) =ik, (VV+ ek _\y- ejkl_x)ejwt,
ox
la premiére condition aux limites permet d'écrife” -W~ = ijOEA et la seconde
L
cosk, I W* -w~)= jsink I W* +W"), soit
= jtank,| +W~
Tk, EA = M )
L'impédance mécanique est
Fo el _k EAtank | _ . EA
m = = = j—tank|
Ja)WOt Ja)(\/\/ +W ) jw o

En considérant E—A:,/pE A:pA\/E:ZC, impédance mécanique au point
Co P
d'application de la force pour une barre libre est

Z,=]Z tank|

L'impédance mécanique dépend donc de la structule ges conditions aux limites

9.1.3 — Puissance mécanique injectée

La puissance mécanique injectée dans une struparreine force se définit comme le
produit moyen dans le temps de cette force par ilasse au point d'application

M :<F(t)V(0,t)>, ce qui correspond aussi

= % Re{Fo vD(o)}

si on utilise la notation complexe. En écrivaf) = F,/Z,,,
]
n=1ir |:0F_0D g 1 ||:0|2
2 z0( "2z,

Pour une barreemi-infinie la puissance injectée par une fofggest

2
L
27, 2,0 Ac,

7z, =-jZ,cotk | silextrémité de la barre est encastréxél (t) =0).
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Pour la barrdinie libre décrite precédemmentl :%|FO|2 Re{:I/Zm}:O car l'impédance

meécaniqueZ,, est purement imaginaire. Aucune puissance n'gsttée dans la barre qui

n'‘est pas dissipative et qui n'est pas connectareastructure a laquelle elle pourrait
transférer de I'énergie. Si maintenant on considérenodule de Young complexe pour
introduire le facteur de perte = E(1+ j/7). Avec I'hypothése << ]lon exprime

- la célérité du son complexe c. =JE/p=yE@+jn)p= \/E/,o(1+ j%}
- le nombre d'onde complexe K, =@ :L(l— jzj =k, (1— J'Qj
¢ (E/p 2 2

L'impédance mécanique devient complexe

et la puissance ne sera pas nulle.

9.2 — Ondes de flexion dans les poutres

Si on considére un déplacement transverda,t)= X (x)T(t), 'équation de propagation
des ondes de flexion conduit a

oA X(x T

El xX® (X) T?; = constante
{

SiT(t)=e alorsm =-w’ et

T()

Les solutions pouiX (x) peuvent s'écrire sous la forme

X(x)=B, e + B, eks* + B, e™* + B,

B, e e est une onde qui ggopagevers lesx> 0

B, e’ est une onde qui gEopagevers lesx< 0

B, e est une onde dont I'amplitude décroit dans lactime desx> Q
sans rotation de phase

B, e est une onde dont lI'amplitude décroit dans lactice des x< Q

sans rotation de phase
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Les deux derniéres ondes se nommamiles évanescentesk, correspond bien a la
définition d'un nombre d'onde de flexidg, = w/c, , ou c; est lacélérité des ondes de
flexion dans la poutreq : vitesse de phase). Comme par aillekfs= w? p A/EI

oA El
k., =+ a|— et Cr =Vwi——
R (=T A (PN

La célérité des ondes de flexion dans la poutreniémle la pulsatiom. : elle n‘est donc
pas constante avec la fréquence et le nombre didedepas une droite comme pour les
ondes acoustiques ou les ondes longitudinalesldarmrres.

kL:EZ £
C. E
kB :ﬁz\/azlp_A
Ce |
(73
,

Figure 9.3 — Nombres d'onde des ondes longitudinadele flexion en fonction de la fréquence

9.3 — Flux de puissance transmis par les ondes de f  lexion dans les poutres

Comme pour l'intensité acoustique, on parle courentrd'intensité de structure. Pour les
poutres ce terme désigne la puissance transmis@ers la section de la poutre (en Watt).
En considérant les deux mouvements couplés du makteller-Bernouilli

a) le déplacement transversalet |'effort tranchan@,
b) la rotation de flexior@ et le moment flechissa ,

l'intensité (ou flux de puissance) a travers latisacde la poutre s'écrit en utilisant les
variables complexes

I:%RG{MBD+QWD}

Les vitesses dans 'expression précédente s'étrive = jaw et 8= jw8. En utilisant

les expression obtenues précédemment
2 3

=" M =E|a—‘2’, o=-g1 2V

0X 0X 0x
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on obtient l'intensité exprimée en fonction du dépment
_El ?wow” 0w 4| wEl._[o*wow" 33w |
| =—R - W =-— Im - wWp,
2 x> ox  ox° 2 ax? ox  ox®

en fonction des vitesses vibratoire en posanrtv/ jw

_ElJotvav” av g

l =—Imy— -——V
200 |ox? 0x  ox°

ou encore en fonction de l'accélération en posang/ jw

_ El 0%ada” 0%
| = 3 Im > ——za .
2w ox= 0X 0x

En un point de la poutre suffisemment éloigné desemités ou des forces d'excitations
(c'est a dire d'une discontinuité du champ vibrajoles différentes dérivées spatiales
s'écrivent simplement sous la forme

v = Ag kX 4 gelkeX

g" - jkg (Ae kex — Belkex)
X
2 . .
% ~kZ(AeT* + BeleX) = —kZv
X
3
a = k3 (Ae o —gekoy = 2 Y

B ox

L'utilisation de ces relations dans la formulatggmérale de l'intensité structurale dans la
poutre conduite a I'approximation dite de champtén

2 [}
| =1g = imd-K2v oV N eyl o _Elke 1OV L
2w 0X ® 9

X w 0Xx

. / A - .
Exprimer le nombre d'onde par sa valéqér: w % , conduit a l'expression usuelle de

I'intensité en champ lointain

|-l

W’
Cette approximation a souvent été utilisée avecsuohéma aux différences finies
(0a/ox = (a, —a,)/Ax et a=(a, +a)/2) pour mesurer l'intensité de structure dans une

poutre a l'aide de deux accélérometres a condie@walider I'approximation de champ
lointain

a, | = YEPA Im{aDa }
a f cL ™ 2 192) -
1@ 7 Ax 20X W
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10 - REPONSE FORCEE PAR DECOMPOSITION EN ONDES

Cette méthode permet d'obtenir des solutions dagabg a partir de la connaissance des
conditions aux limites et des excitations. Ellelesitée aux structures unidimensionnelles
et aux excitations harmoniques.

Méthode : Le systéme vibrant est divisé en sous-structusastioncons). Dans chaque
trongon, les conditions aux limites et les condisiale raccordement permettent de trouver
des solutions en termes d'ondes forcées. Cetteodetrst €également désignée sous le nom
deméthode spectralet les trongons sont appekdéments spectraux

10.1 — Présentation de la méthode pour les barres

Pour les barres ou les systémes dont les équatindes sont représentées par des
opérateurs différentiels d'ordre deux, les condgi@ux limites sont décrites par deux
équations (pourx= 0Oet x=1) et les conditions de raccordement portent sur un
déplacement et un effort.

Le cas d'une barre excitée en torsion est choisint® exemple. Les déplacements
angulairesd(x,t) sont les solutions de I'équation différentielle

020(x,t) _
ox?

2
ploa e(x,t):0

Gl, -

En adoptant une solution harmonique de la forifx,t)=6(x)e', I'équation

différentielle précédente peut se mettre sousrtado

d26(x)
dx?

Gl, +pl,w*6(x)=0

Il est considéré que cette barre est encastréelewx extrémités et qu'elle est excitée par
un couple harmonique ex= X,

M(x,,t) =M, el

0 M,

x

|

N x,

S RSRAEANER

e
I
o

6(0)=0

Figure 10.1 — Excitation des ondes de torsion darmrre encastrée
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10.1.1 — Conditions de raccordement

La méthode consiste a diviser la barre en deuxtmmet & chercher les solutiofigx) et
0, (x) pour chaque trongon. A la jonction des deux trosgenx = X,, il faut exprimer les
conditions de raccordement

= continuité des déplacements
6,(%,)=6,(x,)

= discontinuité du moment de torsi@l , % dd au couple d'excitatioN ,
X

dé, ()
dx

TS Y

Gl
0 dx

X=Xg X=Xo

auxquelles s'ajoutent les conditions aux limites

Les solutions générales pour les déplacements anggidans les deux trongons sont

0,(x)=A e ™ +B e*
0,(x)= A, e +B, ek
ou encore la forme équivalente

Hl(x) =a, sinkx+ b, coskx
6,(x) =a, sinkx + b, coskx

avec le nombre d'onde de torsik w/c, et la célérité des ondes de torsion dans la barre

¢ =G/p.
Les solutions qui satisfont les conditions aux t@sipour toutes les valeurs Kesont

6,(x) = a, sinkx
6,(x)=a, sink(x-1)

L'utilisation des conditions de raccordement perdiétrire des équations qui peuvent se
mettre sous la forme matricielle

{sinkxo —sink(x0-|)}{aﬂ: l\/(l)O

COSKX, —cosk(xo—l) a, kG
0

10.1.2 — Solution du déplacement

L'équation précédente conduit aux solutions suespbura, et a,
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M, sink(x, —1)
. . -1 0 -
a, |_[sinkx, -sink(x, - 1) M, |=| kGl, A
a,| |coskx, —cosk(x,~1)| |}gq _ M, sinkx,
° kGl, A
avec le déterminant du systemie= sinkl .
Les équations pour les deux tron¢ons de la bamedsamc
(x)=- M Smk_(xo_l)sinkx 0< X< X,
kGl,  sinkl
Hz(x)=—&msink(x—l) X, < X<
kGl, sinkl

Cette méthode fournit donc une solution analytifetose form™) de la réponse forceée.
Les zéros de la fonctiorsinkl (qui apparait dans la solution des deux troggon
correspondent aux fréquences naturelles

@ : n
kil=—Il=nm soit w, = M7y

C; I
Elle met aussi en évidence des fréquencestid’ésonancespour sink(x, —1)=0 et
sinkx=0 (trongon 1), et pousinkx, = Gt sink(x—1)=0 (trongon 2). Contrairement

aux fréquences naturelles, cesti-résonancesdépendent de la position du point
d'excitation et du point d'observation. En parieylquand sink(xO - I)=O, c'est a dire a

la pulsation w=nrc, /(I - xo), la réponse est partout nulle sur le troncon arsafjue
I'amplitude sur le trongon 2 est correspond a allee barre de longueli- x, dont les
extrémités sont encastrées. La situation est idequeurcw =nrc, /X, .

Cette solution sera comparée plus loin a la méthooidale.

10.2 — Extensions de la méthode
10.2.1 — Barres et poutres hétérogénes

Les caractéristigues mécaniques peuvent varier [psuroncons. Dans I'exemple suivant,
la méthode va considérer 3 troncons dans lesgeesolutions générales seront

6,(x)=a, sinkx+b, coskx, ~ 0<x<l,
0,(x)=a, sinkx+b, coskx |, < x<x,
0,(x)=a, sinkx+b, coskx  x, < x<]
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<

P 1,,G, pour0<sx<l;

x

X, Ppi1p, G, pour |, <x<l

(o
—
S RIS

I
o

Figure 10.2 — Cas de deux barres connectées

En x=1,, les conditions de raccordement seront

91('1):9201) et G, Ia%)((x) =G, I,

dg,(x)
dx

x=ly x=ly

Avec les conditions aux limites elles permettentcdestituer un systeme linéaire de 3
équations dont la résolution conduira aux solutidass les 3 trongcons. Le nombre de
troncons a prendre en compte dépend du nombre migulaiités (excitations et
discontinuités de structure).

10.2.2 — Milieux dissipatifs

L'amortissement est introduit par l'intermédiaitendodule de Young complexe
E=E(@+jn), 7 facteur de perte
de méme pour le module de cisailleme®t= E/2(1 +v)

G=G(L+jn)
Dans les solutions du déplacement
O(x)= Ae” ™ + Be*

le nombre d'onde de torsidn:ﬁ = \/g est remplaceé pak = w\/g, soit
Cr =

k

k=
1+]n

Commer; est trés faible, I'approximation suivante peut émployé®

k= K1in )zk(l—jﬁj.

Ja+in)a-in 2

® En utilisant les approximations suivantes pew<1
1+ je)1-je)=1+e2=1 et (1- je)1- je)=1-€2 - j2e=1- j2¢
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La solution du déplacement angulaire du troncoarisde premier exemple devient

kGl, e - 2

6,(x)=

Le dénominateug | (e"KI -e M )=—sinkl cosh’%l + jcoskl sinh%l ne s'annule plus pour

les fréquences naturelles : I'amortissement lifidtaplitude des déplacements.

10.2.3 — Excitation répartie

Le déplacement pour une excitation ponctuelle ireist la solution de I'équation

d26(x)
dx?

Gl, +w’pl, 0(x)=d(x - x)

Cette solution élémentaire du probléme s'apdelhetion de Greeret se noteG(x’|x).
D'aprés les résultats précédents (cas non did}ipati

Gl(x’|x)= 1 sink_(x’) | sinkx 0<x<X
G(x’|x): kGl, . sinkl
G, (x|x)=- 1 sinkx sink(x—1) X' < x<|
kGl, sinkl

La solution générale d'un probleme peut s'écrifaide de la fonction de Green. En
considérant une excitation répart'nﬁx) (moment), le déplacement angulaire peut s'écrire

0(x) = Jl' m(x')G(x'| x) o' = JX' m(x')G, (x| x) dx’ +j m(x')G, (x’|x) o’

Exemple :m(x)=M, d(x - x,)

X

|
O(x)=M Ojé(x' - xO)Gz(x’|x)dx' +M OIJ(X' - xO)Gl(x’|x)dx'
soit X
6,(x)= M, G, (x,|x) quand0< X< X,
6,(x)=M, G, (x,|x) quand x, < X</

ce qui correspond bien aux résultats obtenus peéodebnt.
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10.3 — Cas des poutres en flexion

La méthode s'applique de la méme fagon que pourdees. Les calculs sont plus longs
car la solution générale comporte 4 coefficientndés propagatives et ondes
évanescentes) et la poutre peut étre excitée gdodmes et des moments.

Comme exemple, on considere une poutre encashmée-kxcitée par une force
harmoniqueF (x,,t) = F, e .

0 F01 I
/ X w,(x)e’  0sxsx
—_— ,t = ! . 0
| l wlx) {Wz (x)elt  x,<x<l

Figure 10.3 — Excitation des ondes de flexion darmoutre encastrée - libre

La poutre est composée de deux trongcons ou leadiEpents doivent vérifier I'équation

4

| ddLi}X)-wszwi (x=0,  i={13
X

Les solutions sont

w, (x) = A sinkx+ B, coskx + C, sinhkx + D, coshkx
w, (x)= A, sinkx + B, coskx + C, sinhkx + D, coshkx

Les conditions aux limites s'écrivent de la facoivante

x =0: extrémité encastrée x=1: extrémité libre

2
w, (0)=0 El dW—ZZ(X) =0
dx® |
dWl (X) - O El d 3W2 (X) - O
dx | ., dc |
Les conditions de raccordement sont
w, (%, )=w,(x,) continuitédesdéplacemets
w (o) =W, (x,) continuitédesrotations
Elw!(x,)=Elwi(x,) continuitédesmoments
Elw(x,)- Elwy(x,)=F, discontiniité del’ effort tranchant
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L'utilisation des solutionsw, (x) et w,(x) avec ces 8 conditions permet d'obtenir un
systeme linéaire a 8 équations

Al [Fy/El]
: 0
A Dy 1
A,
8x8
_D2_ L 0 i

et de calculer les coefficients dg a D, .

10.4 — Comparaison avec la méthode de la synthese m  odale

Pour faire la comparaison avec la méthode de syath@dale, le premier exemple d'une
barre excitée localement em=x, par un couple harmonique de momelk, est

considéré avec un milieu dissipatif.

Avec la méthode modale le déplacement angulaibtista par

[

H(X):nZ:;‘ v

avec la déformée modale
n7rx

F
ol (x)
in—-—

o (x)=s

la masse modale généralisée
Nn7TX Il
dX = 10 0
I 2

| |
M, =] pl, @ (X)dx=[ pl,sin’
0 0

la force modale généralisée
|

|
F. =My 3(x=x,)@ (x)dx= M, &(x - xo)sinﬁdx: MosinmlTxo
0

0

la pulsation naturelle complexe

’G G, . .
@’ =(n|—”j ;=(n|—”j ;(1+ in)=w?@+jn)
soit

. nnx,
sin

2M, & . ’
O(x)==—=2 — sin™* | avec ? z(n_nj S
pll Hw, —w + jwn I I Yo

La solution modale tronquée a N = 16 est compaiéesalution ondulatoire sur la figure
suivante.
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Réponse d'une barre encastrée a x/I = 0.25 Réponse d'une barre encastrée a x/| = 0.28
0 T T T T 0 T T ! r

TR R o o o R

20--4i--44-t+-r--v--—---"+-————————~—~—— - -
< M I iy A (N U [ |

20 - - -~ -

deplacement [dB]

25k — |- LY

T ) e e

35, 100

fréquence réduite ki fréquence réduite ki

Figure 10.4 — Réponses par la méthode des ondesgder(trait plein) et la méthode
modale tronquée (N = 16, trait interrompu) pour ubarre excitée par un couple en
X,/1 =06 pour des points d'observation /| = 025 (a gauche) etx/l = 028(a
droite).

Malgreé l'intérét que présente la méthode de décsitipw en ondes forcées, elle est moins
générale que la méthode modale. Des extensionspkgues rectangulaires ont été
proposeées : les conditions de raccordement erdredns rectangulaires se font par les
composantes de séries de Fourier (tronquées) espads les grandeurs le long des
frontiéres.
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ANNEXE A
Identification des parametres modaux généralisés pio la poutre en flexion.

Si on consideére I'équation homogéne des plaquesldguelle on reporte la solution
générale (pour le mode) exprimée en fonction de la pulsation naturedleet de la

déforméeg, obtenus pour des conditions aux imites particedicon obtient
4
El ddL'*f’o—azpr%(x):o
X

En multipliant par la déformée, (x) et en intégrant, on aboutit a I'équation (1)

| 4 |

d g (x _
[E1C2 8 g (- az [ 0 gy (g, (e =0 @
0 0

On vérifie la symétrie de chacune des deux intégralar rapport an et p. Pour la
seconde, la symétrie est évidente

| |
[ 2 Aq, (), (x)dx = [ p Ag, (), (x)olx
0 0
Pour la premiere, on réalise des intégrations pergs successives

x* x? dx x° .
Si on considére des conditions simplement supportée
d’g,(x) d’g,(x)
0)=0, — =+ =0, ¢ll)=0, - =0
@(0) | A o |

On contacte que le terme intégré est nul: il era s8¢ méme pour les opérations
successives

|
jEIq),ﬁ“)% dx
0

E = —JI; ElgP¢ dx+ [EWS)%]L
| | 0

[Elgg ax-[E1gg).

0

| ' 0

- -Ij Elg, ¢ dx+ [E'%wn']lo

1 ' 0

= jo Elg,g dx-[Elg,g®],
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donc la symétrie est vérifiee
| 4

oA e e
dx* 5
En intervertissant Ies indices et p dans la relatlon (1)
| d4¢p (X) |
IEI e q)n(x)dx:—wﬁijqop(x)qq](x)dx:O
0
et calculant (2)-(1) on obtient donc grace auxtiets de symétrie

(«f ~?) [ o Ag,(X)e (x)dx=0

 quandw, = w,, I'équation est vérifiee, et on nomme masse gbséea

= JL 0 Ag? (x)dx

* quandw, # w,, on obtient la relation d'orthogonalité

) (x)dx

[ pAg (X, (x)ax=0  (n=p)

En reprenant I'équation (1) ou (2) on en dédudt autre relation d'orthogonalité
jEldwn  (x)dx=0 pourn# p

qui est vérifiée sia relatlon de symétrie est vérifiée donc si
3 ' 2 '
3 . dx? dx |,

dx
pour tousn et p. Ceci est vrai pour la plupart des conditions lamxes.

Quandn = p, cette relation permet de définir la raideur géhgtée

g, (xkix

A
1

O ey —
m

o

IS

A

—

~

L'équation (1) ou (2) permet alors de montrer que

K, =M,

n
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ANNEXE B

Solution approchée pour les plaques utilisant de®fctions de poutre

En exprimant le déplacement solution de I'équadies plaques pa:v(x, y,t) = f(x, y)T(t)
et en considérant que la foncti@ft) est harmonique telle quit) = -w?T(t), I'équation
des plagues devient

D O0*f(x,y)-w?phf(xy)=0

et en multipliant chaque terme péfx, y)
D fO*f —w*phf?=

on obtient finalement une expression de la pulsatio
p || fO%f dxdy

“ph [ 12 dxdy

2

Considérons que la fonctiof est le produit de deux fonctions deet dey (fonctions de
poutre)

f(x,y)=a(x) Bly)
le dénominateur de la formule d&f est
a b
” f? dxdy:ja2 dxj,[z’2 dy
0 0

et en considérant

4 4 4 4 2 2 4
0= L2l v Ot et ap)=| b v2apl a0 B 08
0Xx ox-oy- oy 0x ox“ oy ay

etle numérateu“ f O*f dxdy peut s'exprimer par

'a
ox*

a b a b 4 a )
[Jas D“(a,[;’)dxdy:J;a dxj;ﬁzdy+J;azdxjéﬂzy’fdwzj;a(gxg

b 2
jdx j ﬁ(a f ]dy
o oy
Si a et B sont des fonctions de poutre, ils vérifient ldatrens suivantes :
'a
ox’

4
-Ala=0, et a’8—)l“[?:o
m ay4 n

ol A% est la solution pour la poutre qui satisfait leaditions aux limites ex = @t
x=a (et méme chose pout).

a B 0*(a B)dxdy = aA;adebﬂzdy+aa2dbeﬁﬁ2 dy+2aa Oa dxbﬂ
i fraes] oy foro o apeafol 52 Jo

923
oy

oy

ox?
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Cette derniere forme conduit a I'expression degugaces propres

S 9%a ¢ ,0°
J’aazdxjﬂa’fdy
aJZ =£ A4+/14+20 X 0 y
mn h m n a b .
P [aax | g7 dy
0 0

Exemple : Pour une plaque carrée encastrée sur 4 bardsgdformées de la poutre
encastrée est utilisée
c(4,a)

al)=clh) - g

S(A,x)

avec
C(A,x)=cosh1_x-cosA x et S(A x)=sinhA x-sinA_x

et Aa=473 Aa=785 Aa=1100, etc.

Les expressions de(x) et de B(x) servent a calculer le 3¢éme termedde, . Le tableau
suivant donne les résultats du calcul pm&zwl,oh/D

m=1 m=2 m=3
36.11 73.74 132.48
73.74 108.85 | 165.92
132.48 | 165.92 | 220.91

S| |
1
W[IN| -

Remargue : Dans le cas de conditions aux limites encastotesle mélange avec des

conditions aux limites simplement supportées, Fapination est assez satisfaisante pour
obtenir les fréquences naturelles, par contredsigent imprécise des que des conditions
aux limites libres sont introduites (voir I'ouvrage Soedel et l'article de Leissa, cités
précédemment).
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Il - PROPAGATION ACOUSTIQUE A UNE DIMENSION

ET SILENCIEUX

1. ONDES PLANES

2. CHANGEMENT DE SECTION

3. SILENCIEUX A CHAMBRE D'EXPANSION
4. RESONATEUR DE HELMHOLTZ

5. SILENCIEUX A RESONATEUR

6. SILENCIEUX DISSIPATIFS

7. SILENCIEUX INDUSTRIELS

8. TERMINAISONS

©

CARACTERISATION DES SILENCIEUX

ANNEXE A

Modélisation matricielle des systémes silencieux
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PROPAGATION A UNE DIMENSION
ET SILENCIEUX

1 ONDES PLANES

Beaucoup de problémes de bruit industriel sont liés & la propagation d’ondes dans
des conduits et des tuyaux. Si la longueur d’onde acoustique A est bien plus grande que
le diamétre D du tuyau, le son se propage comme une onde plane (ou onde monodimen-

sionnelle) :
c
A==>>D
f
c¢: célérité du son, ¢ = 344 m/s dans lair & 20°C,
f: fréquence (en Hertz).

On considére une onde harmonique de fréquence f = w/27 qui se propage dans la
direction des z positifs. Sa pression acoustique s’écrit

p(t,z) = Re{d eit==/9} (1)

L’amplitude A est en général complexe et la fonction exponentielle décrit ’évolution de
la pression en fonction du temps et de la distance. Il est plus simple d’utiliser la notation
complexe

p=Ae*, (2)

avec le nombre d’onde ¥ = w/c. Dans cette derniére équation, p est une variable com-
plexe pour laquelle la dépendance temporelle se trouve omise. On retrouvera la pression
acoustique instantanée de I’équation (1) par la relation suivante :

p(t,z) = Re{pe/“t}.

La vitesse particulaire est en relation avec la pression acoustique (eq. de conservation de
la quantité de mouvement)

Ju(t)  0p(t) _
ot + oz = 0.
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Exprimée en notation complexe selon 1’équation (3), elle devient

d’ou

U e = Toek B 3)

Dans le cas de I’onde plane propagative décrite par 1’équation (2), la vitesse particulaire

s’écrit 4
u=—— g=ike = 2 (4)
Poc poc

L’intensité acoustique (active), qui est la densité de flux de puissance transportée par
Ponde acoustique, s’exprime en notation complexe par (voir Annexe)

I= %Re{p W} [W/m?l. 5)

En fonction des résultats précédents, I'intensité acoustique d’une onde plane progressive
est en relation simple avec la pression:

2 2
AL _ Ip] (6)

I= —
2poc

2poc’

2 CHANGEMENT DE SECTION

Interessons nous & la transmission du son dans un conduit possédant un brusque
changement de section, comme représenté par le schéma de la figure 1.

R

Fig. 1 - Changement de section.

80



Vibrations — Acoustique 2 Il — Silencieux

L’onde incidente est partiellement réfléchie par le changement de section de Sy & S,
(en z = 0). La pression acoustique dans la région ¢ < 0 de section S; est donc une onde
quasi-stationnaire produite par la somme de ’onde incidente d’amplitude Ay et de ’'onde
réfléchie d’amplitude Ag

p1 = Ar e 4 AR k%, pour =z < 0. (7a)

Dans la région z > 0 de section S3, une onde transmise d’amplitude Ar se propage vers
les z positifs (on suppose qu’il n’y a pas de réflexion au-dela de z = 0)

p2 = A7 e~ Ik= pour =z > 0. (7b)
Pour déterminer les amplitudes Ar et A7, on doit satisfaire deux conditions.
Premiére condition: le débit acoustique se conserve a travers la jonction
poS1u1 = poS2us, pour z=0 (8)

uy est la vitesse particulaire dans le trongon de gauche (z < 0) et u; la vitesse particulaire
dans le trongon de droite (z > 0). La vitesse particulaire qui correspond a la pression p;
dans le troncon de gauche est

A . Ar
| = =L g=ike _ ZR ikz (9a)
pocC pocC

et celle correspondant & p; dans le trongon de droite

B S (9b)
PoC

La relation (8) qui exprime la conservation du débit, dans laquelle on a employé les deux
équations précédentes, conduit & une nouvelle relation

S1 (Ar— Agr) = 52 Ar, pour z =0. (10)

Deuxiéme condition : une relation sur la continuité de la pression (pour z = 0) doit
étre vérifiée & I’endroit du changement de section :

P = p2 (11)

qui s’écrit aussi
Ar+ Ar = Ar. (12)

En utilisant les équations (10) et (12), on exprime les amplitudes de ’onde réfiéchie
et de ’onde transmise en fonction de celle de I’onde incidente

_51—52

= — A 13
Si+5;°F (13)

AR

81



Il - Silencieux Vibrations — Acoustique 2
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Fig. 2 — Silencieux a chambre d’expansion.

2.5

Ap = —=2L_
T=6,+85,

Ar (14)
On définit la perte de transmission (Transmission Loss) par le rapport, exprimé en
decibel, de la puissance incidente sur la puissance transmise

W incidente

W transmise [45]. (15)

Ly = 10log

La puissance dans le conduit est le produit de l’intensité acoustique I par la section.
Dans le cas d’une onde plane, c’est le produit du carré de ’amplitude par la section, d’o
I’expression suivante du facteur de perte par transmission

S1 | Ar|?
Lrr = IOIOgL_S‘—zLIlZélI_i’

qui devient en utilisant les relations (13) et (14)

(S1+ %) +52)2. (16)

Lz = 10log 15,5,

On pourrait recommencer 3 traiter le probléme avec une propagation de la section la plus
importante vers la plus faible (S; > S3) et le résultat serait identique, et & cause de la
symétrie de la formule (16) la valeur de la perte de transmission sera la méme.

3 SILENCIEUX A CHAMBRE D’EXPANSION

La chambre d’expansion est le procédé utilisé comme silencieux dans de nombreuses
applications industrielles (automobiles, ...). Le modeéle de base est constitué par deux
tuyaux de section S7 en entrée et en sortie d’une chambre d’expansion de section 53 et

de longueur /.
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En fonction des notations définies sur la figure 2, on écrit les équations de la pression

p= Are ¥ 4 A efk= pour =z <0, (17a)
p = A} ek 4 Al 7% pour O0<z<l, (17b)
p= Ar e~ %% pour [ < «z. (17¢)

Comme pour le cas précédent, on peut écrire les équations de continuité pour les débits
et les pressions au niveau de la premiére discontinuité z = 0

S1 (A1 - AR) = 52 (A — AR), (18a)
Ar+ Ag = A} + Af, (180)
et au niveau de la seconde discontinuité z = [
Sy (Aje™ ik — Alpe?*) = §) Ap e, (19a)
Ale ¥ 4 Al eikl = Ap e TH, (198)

En posant m = S3/51 et en écrivant le systéme d’équation (19) sous la forme
m(Ay — AR)coskl — jm(A} + AR)sinkl = A e ¥,
(A} + ARR)coskl — j (A} — AR)sinkl = Ape™ ¥,

on fait apparaitre les termes A} + A et A7 — AR qui peuvent étre exprimés 3 1’aide des
équations (18). On obtient alors un systéme qui ne comporte que des termes Ay, Ag et
AT, dont on peut tirer les expressions suivantes pour ’'onde réfléchie et I’onde transmise

o1 .
‘7(777,- —~ m)sin kl

AR = AI’ (20)

2coskl+j(—§-; + m)sin ki

9 ikl
Ar = = Ar (21)

2coskl+j(% + m) sin ki

On remarque dans ce cas que les amplitudes des ondes réfléchie et transmise dépendent
de kl, donc de la fréquence et de la longueur de la chambre d’expansion. Comme précé-
demment, on détermine 'indice de perte de transmission

Ly = 1010g[1 + ;11- (m - %)2 sin? kl] (22)

qui est une fonction périodique de kl se répétant tous les 7 radians et ou m = 55 /5; est
le rapport d’expansion. La perte de transmission est nulle quand k! est un multiple de
7. Il est interéssant d’interpréter le phénomeéne sur la base des longueurs d’onde dans la

chambre, en considérant la relation

2rl
kl = ~
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Fig. 3 — Longueur de la chambre pour une perte de transmission maximum
(d’aprés Dowling et Ffowes Williams [1]).

L’atténuation est nulle pour des longueurs de chambre multiples de A\/2. Au contraire,
elle est maximum quand la longueur de la chambre est un multiple impair de A/4, comme
lillustre la figure 3. La périodicité de l'indice de perte de transmission se retrouve sur
I’échelle des fréquences avec une période de ¢/21

c 3¢ 2¢ nc
Lrr =0dB d =0,y Ty ey Ty e
TL qua‘n f 0?217 7217 l ’ ’ 217
_e3ce  (n-le
TR AT
Les performances des silencieux en fonction du rapport d’expansion m sont illustrées par
la figure 4.

~|0

L7y maximum quand f

En pratique, les valeurs d’atténuation sont en bon accord avec la formule (22) qui reste
valide tant que la plus grande dimension transversale reste approximativement inférieure
a 0,8 A. Les performances ne sont pas affectées par un écoulement stationnaire jusqu’a
une vitesse de 35 m/s. On devra tenir compte de la température de fonctionnement qui
modifie sensiblement la vitesse du son utilisée dans les calculs

0+ 273

=34
¢ =345/ —5g5

avec @ la température en °C dans le silencieux (dans le cas de ’air).

Il est possible d’utiliser deux ou plusieurs chambres d’expansion en série pour augmen-
ter I'indice de perte de transmission. Toutefois, 'utilisation de trois chambres n’apporte
que peu d’amélioration par rapport a deux chambres. La figure 5 montre 'influence des
conditions de montage de deux chambres d’expansion identiques. En particulier, le L7z
croit avec la longueur du tube de connection, mais quand celui-ci est égal a [ ou a un
multiple de [, la plage de fréquence ou L1 =~ 0dB est plus large.
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Fig. 4 — Influence du rapport d’expansion m et de la forme de la chambre du
silencieux : comparaison entre la théorie (équation 22) et I’expérience (d’aprés
Davis et al [4]).

4 RESONATEUR DE HELMHOLTZ

Un résonateur de Helmoltz est constitué d’un tube court de section S nommé col quu
communique sur une cavité de volume V (voir figure 6).

A D’extrémité libre du col, une pression acoustique p va produire des fluctuations de
masse @ dans la cavité (en kg/s). Nous allons rechercher la relation qui existe entre p et
Q. Dans la cavité, les fluctuations de masse correspondent a des fluctuations de densité

Op
=V = =jwpV.
Q 50 = JwP
D’apres cette équation, la pression acoustique dans la cavité est

2
_ 2, _€cQ
pc_cp_jwv' (23)
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Fig. 5 — Indices de perte de transmission dans le cas de deux chambres d’expan-
sion de rapport m = 16 comparés a l'utilisation d’une seule (d’aprés Davis et al

[4])-

Fig. 6 — Résonateur de Helmbholtz.

En faisant 1’hypothése que les dimensions sont bien inférieures a la longueur d’onde, le
volume d’air contenu dans le col de longueur ! du résonateur se comporte comme une

masse incompréssible M = polS, tandis que le volume d’air dans la cavité agit comme un
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ressort. On peut ainsi écrire I’équation dynamique
pol Q—- = Jwpel 24
P = Pe = pol o = jwpol u. (24)
Par ailleurs, la continuité des débits
9p
u§ =V-—=
Po ot

montre que la vitesse particulaire u dans le col peut s’exprimer en fonction des fluctuations
de masse dans la cavité

Q
U=—,
poS
ce qui permet d’obtenir
j wl
P—DPc= J_SQ (25)

En utilisant dans cette équation I’expression (23) de la pression dans la cavité, on obtient
la relation cherchée

2 2 N
p=[jz;v ]wl]Q [2 cv_f]%lg

Ecrite sous la forme jwp
T _ay >
S [ i ]
cette relation montre qu’il s’agit d’un systéme qui posséde une fréquence de résonance
pour w = wg = /¢c%25/V1 dans le voisinage de laquelle de petites fluctuations de pression
a ’entrée du col produisent des fluctuations de masse importantes i I'intérieur de la cavité.
Dans I’analyse précédente, Iair vibre dans le col comme un piston de masse M = pglS.
Cependant, Pair en mouvement dans le col entraine une partie du fluide extérieur et la
masse extérieure qui doit étre prise en compte pour le calcul est plus importante. On résout
le probleme en apportant une correction de longueur de col. Pour un tube circulaire dont
la longueur est bien plus grande que son rayon a, il faut pour une extrémité augmenter la
longeur de Al = 0,61a pour un orifice sans rebord ou de Al = 0,82a pour un orifice avec
rebord ou débouchant sur un baffle [2]. Pour un résonateur de Helmholtz comme celui qui
est représenté sur la figure 6, la longueur effective du col est I’ = I+ Al; + Al,, ou Al est
la correction d’extrémité de la partie connectée a la cavité qui peut étre considérée comme
une terminaison bafflée et Al; est la correction de ’extrémité débouchant sur extérieur

(non bafflée), soit
I!=1+40,82a+0,6la=10+1,43a.

Dans le cas ou la longueur du col est trés inférieure au rayon (I << a), la relation (due a
Lord Rayleigh, 1878) est
I'=l+-12£a=l+1,57a.

Cette derniére expression est aussi applicable pour un orifice pratiqué dans un résonateur
a paroi mince (I’ = wa/2). Si la section du col n’est pas circulaire, il est usuel d’adopter

I’approximation a =~ /S/~.
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5 SILENCIEUX A RESONATEUR

Le phénoméne de résonance d’une cavité communicant & I’extérieur par un orifice,
est utilisé pour produire un silencieux. Un résonnateur de Helmholtz est connecté & un
tuyau, comme le montre la figure 7.

A]W

Fig. 7 - Silencieux & résonateur de Helmholtz.

Comme dans les cas précédents, on considére une onde incidente A; que la présence
du résonateur (en z = 0) transforme en une onde réfléchie d’amplitude Ag et une onde
transmise d’amplitude Ar

p1 = Ar eI 4 Ap 7=, pour =z <0, (27a)
p2 = Ap e7k%, pour z > 0. (270b)

La pression p a ’entrée du col du résonateur, en z = 0, est
p=Ar+ Ar = Ar. (28)

En considérant le volume devant ’entrée du col du résonateur, on écrit la relation expri-
mant la continuité des débits i travers ’enveloppe qui le délimite (cf. relation 8)

po S1u1 = po S u+ po 51 uz,

ol le premier terme est le débit & travers la section du tuyau a gauche du col qui correspond
a la somme du débit dans le col (avec S la section du col et u la vitesse de la masse du
fluide dans le col) et a travers la section a droite du col. En exprimant les vitesses u; et
uy & partir des équations (27) et en posant la vitesse de la masse du fluide dans le col
u=@/poS, on obtient

S S
(Ar-Ar)=Q+ fAT. (29)
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Q est remplacé par —jwSp/l(w? — w) en utilisant 1’équation (26) et les équations (28)
permettent de remplacer p et Ag, pour obtenir finalement ’amplitude de I’onde transmise

Ar Af
Ar = 1-j weS - 1—j cS ’
251 (w? — wd) %0511(_‘."’_ - f.‘l)
Wo w
qui peut aussi s’écrire sous la forme
Ar
Ar = , (30)
. w Wo -1
1-5]28(5 - )]

ol 3 = ¢51/woV est une grandeur sans dimension qui représente la réactance du résonateur
[3]. L’indice de perte de transmission Lry = 101log(S1| A |?/S2| A2 |2) s’obtient & partir
de ’équation précédente

1 ]
w(Z-2)

w

Lrr = 10log [1 + (31)

L’atténuation la plus importante est obtenue autour de la fréquence de résonance comme
le montrent les exemples de la figure 8. Pour que la formule (31) conserve sa validité, il
faut que les dimensions du résonateur restent inférieures & A/10 dans toute la gamme de
fréquence considérée.

Pour déterminer la fréquence de résonance wy, la correction appliquée i la longueur
du col du résonateur correspond & deux orifices bafflés, soit I’ =1+ 2(0,82)a = | + 1, 64a.

L’équation (31) montre que la perte de transmission présente une valeur infinie a la
fréquence de résonance wy. En pratique, il y aura toujours une dissipation de I’énergie
acoustique dans le col du résonateur. Dans ce cas l'indice de perte de transmission est

donné par la relation [3]

4
LTL=1010g[1+ T 2], (32)
2 2 — . —
402 + 40 (wo w)

avec la résistance du résonateur (sans dimension) a = S7 R,/poc S, ou R, est la résistance
acoustique ( en Ns/m?). La perte de transmission maximale i la fréquence de résonance

dépend seulement du terme d’amortissement :
Lrr(w =wp) = 10lo (1-*-"1—)2
TL(W = Wwo) = g 5a) -

Dans une réalisation industrielle, la dissipation dans le col sera recherchée pour élargir la
plage d’atténuation autour de la fréquence de résonance (comme le montre la figure 9)
et limiter les trops fortes amplitudes a l'intérieur de la cavité. Un matériau poreux sera
disposé dans le col (protégé par un tissus métallique ou de la tole perforée) et la résistance
acoustique R, dépendra de sa résistance spécifique a ’écoulement de l’air (des formules
de calcul sont données dans la référence [5]).
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Fig. 8 — Comparaison entre la théorie (équation 31) et I’expérimentation pour
différentes formes de silencieux a résonateur possédant la méme fréquence de
résonance : A est la section du conduit (S1 dans le texte) et co = S/l (d’aprés

Davis et al [4]).

6 SILENCIEUX DISSIPATIFS

Ils comportent a l’intérieur des produits absorbants tels que de la laine de verre.
Le modeéle le plus simple est un conduit droit dont les faces intérieures sont revétues
d’absorbants sans changement de section intérieure du conduit (figure 10).

Dans le conduit, la pression s’écrit p = Ajexp(—jkz) pour z < 0, p = Ay exp(—jkz)
pour = > [ et dans la partie revétue de matériaux absorbants

p=Are %% e¢"%%  pour O<z<l, (33)

ol exp(—%z) est 'atténuation en amplitude en fonction de la distance de propagation
dans le conduit dissipatif a la fréquence considérée. L’amplitude transmise se déduit im-
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Fig. 9 — Perte de transmission autour de la fréquence de résonance pour un si-
lencieux & résonateur en fonction des paramétres « et 3. Le respect de la condi-
tion que la plus grande dimension ne dépasse pas la longueur d’onde ne permet
pas & 3 de dépasser 0,5 (d’aprés Ingard, cité dans [3]).
materiau absorbant
+ + C
0 l x
Fig. 10 — Silencieux droit dissipatif.
médiatement
- A
Ar = Are 21,
d’ou l’indice de perte par transmission
2
_ |AI | _ ol _
LTL = IOIOgI_;l-_IZ- = 1010g e = 4,34 ol. (34)
T
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4,34 o représente donc ’atténuation de ’énergie par unité de longueur (en dB/m). Aux
basses fréquences, cette grandeur peut étre obtenue & partir d’une formule empirique

donnée par Sabine [3]
~ 14 P
4,340 = 1,05 (as45)* <, [dB/m)] (35)

ou as4p est le coefficient d’absorption moyen du matériau déterminé en salle réverbérante,
P le périmétre intérieur des parties recouvertes de matériaux (en m) et S la section du

conduit (en m?).

Remarque: Pour établir la relation (33), on a fait I'hypothése a priori qu’il n’y avait_pas
d’onde réfléchie Ar dans le trongon z < 0 du conduit. Etablir la relation exacte
en utilisant les équations de continuité de la pression et du débit.

Un autre modéle de silencieux dissipatif un peu plus complexe est constitué par une
chambre d’expansion dont les parois internes sont revétues de matériaux absorbants. Pour
calculer la perte par transmission, il suffit de remplacer dans 1’équation (17b) le nombre
d’onde k par ’expression complexe k ~— jo /2 :

p=Are e 5% L A} IkT 57, 0<z<l.

Les calculs utilisant cette équation (et les relations de I’Annexe B) conduisent & l'indice
de perte par transmission

- 2y L L) sinh 292 cos? ki fsinh 4L (maL) cosh 242 sin?
LrL = 1010g{[cosh 5 +2(m+m)smh 2] cos? ki+[sinh 2+2(m+m)cosh 2] s1n(3l(:;}.

Pour déterminer le rapport d’expansion m = S3/S1, la section S2 & l'intérieur de
la chambre d’expansion est mesurée sans tenir compte de la présence du matériau ab-
sorbant. L’étude de la formule (36) montre qu’elle présente, comme pour la chambre
d’expansion sans absorbant, des maxima pour kl = 7, 37", ,Q"—;lﬁ et des minima pour
kl = 0,7,...,n7. Ces derniers ne correspondent plus a une perte de transmission nulle mais
dépendent de I’atténuation apportée par I’absorbant. La figure 11 illustre cette propriété
pour deux valeurs du rapport d’expansion m.

En pratique, o, qui est représenté ici comme un paramétre, va varier avec la fréquence.
La perte de transmission d’un silencieux réel correspondrait davantage a la courbe pointillée
de la figure 11 (m = 9). Pour connaitre la caractéristique de tels silencieux, il est seule-
ment nécessaire de déterminer les valeurs de L7y pour les maxima et les minima, en
fonction de ’atténuation totale 4,340l aux fréquences f = §, %-‘f, i—‘f (pour les maxima)
et f = 0,5, {... (pour les minima). On utilise pour cela des formes simplifiées de ’équation
(36) pour kl = 0 et kIl = 7/2, ou bien ’abaque de la figure 12.
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Fig. 11 - Indice de perte de transmission en fonction de kl d’un silencieux dis-
sipatif & chambre d’expansion pour m = 9 et m = 25. Les différentes courbes
correspondent & des valeurs d’atténuation 4,340l en dB (d’aprés Embleton [3]).

93



Il - Silencieux Vibrations — Acoustique 2

35

Expansion ratio, ’?
30 v
9

" /j - :
‘%20 ///’/%g?’z
el | A

A~ Y
NN
AN
AN

G

AN

YT

Transmission loss at #/ =0,r...Nw
—~——=Transmission loss at4! =w/2,3n/2..(2n+)w/2
0 I ! | ! || |

6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
Tota! attenugtion of lining, dB

(o]
[hM]
»

Fig. 12 — Indice de perte de transmission pour un silencieux dissipatif & chambre
d’expansion en fonction du rapport d’expansion m et de I’atténuation totale
dans la chambre 4,340l dB. Les courbes en traits continus correspondent aux

minima et les courbes en traits pointillés correspondent aux maxima (d’aprés
Embleton [3]).
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7 SILENCIEUX INDUSTRIELS

Les silencieux sont souvent employés dans les réalisations industrielles courantes dont
I’insonorisation devient de plus en plus nécessaire: ventilation, admission et échappement
de turbines et de compresseurs, four de combustion, automobile ... Dans le cas de réalisa-
tion de capotages pour réduire le rayonnement sonore des machines, des silencieux sont
également utilisés pour traiter les ouvertures nécessaires a leur fonctionnement (orifices
de ventilation par exemple). Les silencieux sont généralement classés en deux grandes
catégories : les silencieux dissipatifs et les silencieux réactifs.

AT

=
=
=
L=
=
=
=
=
=
=
T
=

Fig. 13 - Réalisations industrielles de silencieux dissipatifs.
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Silencieux dissipatifs

L’énergie en provenance de la source est dissipée par la présence d’un matériau acous-
tique absorbant. Ils possédent en général des caractéristiques d’atténuation large bande
et sont adaptés pour traiter les cas mettant en jeu des sources a spectre étendu (bruit des
machines, bruit de jet...) mais également les cas ol un spectre bande étroite varie sur une
gamme étendue de fréquences avec les conditions de fonctionnement de la source. 1l existe
des silencieux dissipatifs qui ne modifient pas la forme intérieure des conduits mais dont
les parois sont simplement constituées de matériaux absorbants. Plus souvent, la surface
du matériau en contact avec le fluide est augmentée (cf équation 35) par I’utilisation de
baffles paralléles (voir figure 13a) ou de cylindres concentriques (figure 13b). Toutefois,
Pefficacité de ces systemes décroit en hautes fréquences ou les rayons acoustiques traver-
sent plus facilement les silencieux. Pour y remédier, des géométries plus élaborées sont
mises en ceuvre (figure 13c). Aux basses férquences, I’efficacité du silencieux dépend es-
sentiellement de I’épaisseur du matériau acoustique, dont le coefficient d’absorption @sap
croit avec cette épaisseur jusqu’a ce qu’elle atteigne le quart de la longueur d’onde. L’ef-
ficacité d’un silencieux a absorbant dépend du sens de propagation du son par rapport
au sens de I’écoulement du fluide. L’atténuation augmente quand les ondes se propagent
dans le sens opposé a I’écoulement et diminue quand elles se propagent dans le méme sens.
Plusieurs mécanismes contribuent a cette tendance, mais l’effet principal est du au fait
que ’écoulement modifie le nombre d’alternances de pression (ou de cycles) en contact
avec le matériau. L’atténuation est multipliée ainsi par un facteur 1/(M + 1), oi M est la
vitesse de I’écoulement exprimée en nombre de Mach (M est négatif quand 1’onde sonore
et I’écoulement se propagent en sens opposés). D’autres facteurs dépendant des techniques
de construction font que les caractéristiques de ces silencieux ne sont pas réversibles et
que leur atténuation doit étre déterminée en mode direct et en mode inverse.

Silencieux réactifs

Leur performances sont déterminées principalement par leur géométrie et la perte de
transmission provient de la modification de 'impédance dans laquelle va débiter la source
acoustique. Cette famille est représentée par les silencieux & résonateur et les silencieux
a une ou plusieurs chambres d’expansion, dont des exemples de réalisations industrielles
sont représentés figure 14.

La distinction entre silencieux dissipatifs et silencieux réactifs est souvent artificielle
car ces derniers peuvent comporter des matériaux absorbants dans le col des résonateurs
ou dans les chambres d’expansion. Des vitesses d’écoulement importantes peuvent créer
dans les silencieux réactifs des bruits de turbulence.

8 TERMINAISONS

Dans la détermination de 1’indice de perte par transmission, on a considéré que I’onde
en sortie du silencieux se propageait sans réflexion dans un conduit infini. Ce qui revient
3 dire que I'impédance de ’extrémité correspond a 'impédance caractéristique ppc. Dans
la réalité, le conduit de sortie débouche sur ’extérieur.
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Fig. 14 — Réalisations industrielles de silencieux réactifs (d’aprés Embleton [3]).

Tuyau fini

Son comportement peut étre représenté par un changement de section dont le rapport
m = S3/51 devient trés grand. Les équations (13) et (14) de ’amplitude de ’onde réfléchie
et transmise Agp = A;(1 — m)/(1 + m) et Ar = 2A41/(1 + m) se transforment quand m
devient trés grand en

Ap~ —A; et Ar = 2—AI 37)
m
L’amplitude de I’onde transmise & ’extérieur est trés faible et I’onde réfléchie est sensi-
blement de méme amplitude que 'onde incidente mais en opposition de phase, créant une
onde stationnaire dans le conduit

p= Ar(e77% — i%%) = —2j A} sinkz, (38a)

=1 dp _ A1, _jk jkz Ar
= — * =2— kz. 38b
u Gpck 32~ poc (e + e?*%) o coskz (38b)

A Dlextrémité du conduit (z = 0), la pression est partiellement nulle et la vitesse partic-
ulaire est maximale. L’impédance & ’extrémité est donc nulle : Z = p/u = 0. Ce qui
revient & dire qu’il n’y a pas de puissance qui est transmise a 1’extérieur

S S
W:SI:ERe{pu* =—2~Re{Z}‘u|2=0.
Ce résultat ne donne pas une trés bonne description de la réalité ou l’orifice du tube

vibrant & la vitesse maximale du conduit va rayonner dans ’espace comme un piston. II
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Acoustic impedance, units ot pc

Fig. 15 — Impédance de rayonnement réduite (partie réelle et partie imaginaire)
de Dorifice d’un tuyau non bafflé de rayon a en fonction de ka (d’aprés Levine
et Schwinger [6]).

trahit la limite de validité de notre modéle monodimensionnel pour traiter ce probléme.
L’impédance de rayonnement de 1’orifice est en réalité

Zrad = -Z pour =z =0, (39)
et la puissance rayonnée

Les équations de continuité en z = 0

Ar+ Agr = Ar,
Ar AR At
Si—-51—=5 ,
pocC pPoc Zrad
conduisent aux expressions de Ar et At en fonction de Iimpédance de rayonnement de

Porifice
AR = Zrad/poc -1
Zrad/poc +1
Ap = 2 Zyrad/poc
T=5——— Ar
Zraa/poc+1
Si Zrad/poc < 1, ces relations conduisent aux résultats décrits par les relations (37), mais
dans le cas contraire, ’amplitude transmise peut ne pas étre négligeable. Les résultats
obtenus par Levine et Schwinger [6] fournissent 'impédance de rayonnement de ’orifice
d’un tuyau circulaire non baffié de rayon @ animé par une vitesse uniforme.

Aj, (40)

(41)
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Les courbes de la figure 15 représentent 1’évolution de la partie réelle et de la partie
imaginaire en fonction de ka. La limite de validité de notre modéle unidimensionnel
impose A > 2a, c’est 4 dire ka < 7. La figure 15 montre que dans la gamme des fréquences
considérées, on trouve des “hautes fréquences” (ka > 2) ou ’énergie incidente est presque
totalement transmise et rayonnée ( Re{Zrsa/poc} ~ 1) et des “fréquences moyennes”
(ka =~ 1) ou une moitié de 1’énergie est réfléchie et ’autre rayonnée. Dans les “basses
fréquences” (ka < 1), on peut adopter I’approximation Z,,q/poc =~ (ka)?/4 + j0,61ka
(Zrad/poc =~ (ka)?/2 + 0,82 ka pour un orifice débouchant sur un baffle). Si on cherche
a bien rayonner une fréquence de 100 Hz (ce qui n’est pas le but pour un silencieux), il
faudra que ka soit supérieur & 2 donc que le tube ait un diamétre de 2a > 2m.

Conduit de section variable

Soit un conduit de section S(z) qui varie en fonction de la distance axiale. Si le
diamétre du conduit est petit en comparaison de la longueur d’onde et si son évolution est
lente en fonction de la distance, la composante de la vitesse particulaire dans la direction
radiale peut étre négligée (figure 16).

Fig. 16 - Pavillon exponentiel.

L’approche monodimensionnelle peut étre conservée : nous écrivons
- P’équation linéarisée de conservation de la masse

9p _  9(Su)
ot~ P" "oz

- Péquation linéarisée de conservation de la quatité de mouvement

S

Ou _ _0p
P8t = "oz
En utilisant p = c®p, on obtient I’équation d’onde de Webster (1919) pour les pavillons
o ,.0p, S 0%
Z(§=2) - === =. 42
8:1:( 8:0) c? o2 (42)

99



Il - Silencieux Vibrations — Acoustique 2

Dans certains cas, cette équation admet des solutions simples. Par exemple, pour un
pavillon exponentiel S(z) = Sp exp(az) et

0 ,.0p 9S dp 0%p oz OP 0z 02D
am( 8:1:) 9z 0z +S(9 7 =aSoe oz +Soe 9z?
En adoptant la notation complexe 8%p/8t?* = —w?p, on aboutit 3 ’équation modifiée
p 9p
k*p =0,
a? > +a B +k°p= (43)
qui a pour solution
p= e‘%”[AI ™" + Ape®] = —f'; [Are=® + Agei®], (44)

ol v = 1/k? - ,aveck wfe.

Pavillon infini
Pour étudier la propagation, on considére un pavillon infini dans lequel une onde
incidente se propage sans réflexion

p=Are 2% e~17, (45)

Plusieurs cas sont & considérer en fonction de « :

a) Dans les “hautes fréquences”, quand k = £ > £, 7 correspond a k et la pression est
p = Are~%%e~3%%_ Cette loi de propagation est semblable A celle de ’onde plane si
ce n’est que amplitude de la pression, du fait de I’élargissement du pavillon, décroit
proportionnellement a la racine carrée de la section (c’est a dire proportionnellement
au rayon).

b) Dans le cas ol k > &, I’onde se propage dans le pavillon avec une longueur d’onde
2r[\/k? — a2 /4 plus importante que celle de I’onde plane a la méme fréquence, jus-
qu’d ce que k = ¢ ol la pression dans le pavillon ne présente plus de déphasage en
fonction de la distance axiale z

c) Dans les “basses fréquences”, quand k < ¢, le facteur y devient imaginaire en consi-

dérant que j = —/—1

et la pression dans le pavillon est
p= Ar e %= e—l'y l=

Il n’y a pas de propagation d’onde acoustique et ’amplitude de la fluctuation de
pression décroit encore plus rapidement : on dit qu’on est en présence d’ondes évanes-
centes. La limite de ce phénomene dans les basses fréquences, quand k¥ < ¢, donne
une pression p = A;je~%** qui décroit proportionnellement avec ’augmentation de

surface.
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Intéressons nous a l'impédance dans le pavillon. La vitesse particulaire calculée 3
partir de I’équation (45) de la pression

_ =1 8p (v .a\ Al —%z _—jyz
v= jkpoc Oz (k J 2k) ,ooce € ’ (46)

permet d’obtenir 'impédance de ’onde dans le pavillon infini

p Poc
F=ucT = 1)
PR

Dans le cas des “hautes fréquences” (k > ¢ ), I'impédance Z tend vers Iimpédance carac-
téristique du fluide pgc, comme pour le conduit & section constante. Dans le cas des “basses
fréquences” (k < %), les ondes évanescentes ont une impédance purement imaginaire

. __poc
Z = j ———. 48
Tl = “9)
k 2k

La puissance transmise vers les z positifs

W=SI=2Re{z} |uf = gRe{%} PP,
ne dépend que de la partie réelle de I’impédance. Dans les “hautes fréquences”, elle tend
vers S| p|?/2poc, comme pour I’'onde plane. On note que la loi de variation de I’amplitude
en $~7 fait qu’elle se conserve tout au long de z. Pour les ondes évanescentes (k< %),
aucune puissance n’est transmise a travers le pavillon qui se comporte comme un filtre
passe-haut: ’augmentation de section du conduit est trop rapide a 1’échelle de la longueur
d’onde pour propager une onde acoustique. Il est d’usage de définir la fréquence de coupure

(pour k = £) du pavillon
ca

fe= an’ (49)

Pavillon fini

Le pavillon est utilisé pour rayonner une basse fréquence en augmentant la section
de Dorifice. Le rayon de l’extrémité du pavillon de longueur L est a; = age?Z, ot ap
est le rayon & I’entrée du pavillon. I doit satisfaire a la condition kaz > 2 (Z,eq4 = poc)

pour rayonner. La longueur L est déterminée de sorte que le rayon varie suffisamment
lentement pour éviter la formation d’ondes évanescentes dans la gamme de fréquence

considérée, c’est a dire que k > £.

9 CARACTERISATION DES SILENCIEUX

Plusieurs grandeurs sont employées pour caractériser les performances des silencieux.
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L

silencieux ”\:—‘\——("&% "“"‘:—'::7 —2

S ¢ -

matériau absorbant : \ )
|
o/
\\

Fig. 17 — Détermination expérimentale de l’indice de perte de transmission.

Perte de transmission

L’indice de perte de transmission se définit comme le rapport exprimé en décibel
de la puissance acoustique incidente & I’entrée du silencieux sur la puissance acoustique
transmise par le silencieux dans un conduit infini:

W incidente SI I AI P
TL o8 Wiransmise g ST I Ar |2 ’ ( )

Ay amplitude de onde plane incidente dans le conduit d’entrée de section S;, A7 ampli-
tude de ’onde plane transmise dans le conduit de sortie de section Sr.

L’indice de perte de tramsmission est concept trés utile pour la démarche analytique
que nous avons suivie, il peut aussi se déterminer expérimentalement :
a) En amont, séparation de I’amplitude de ’onde incidente A de celle de ’onde réfléchie
Apg. Deux capteurs de pression sont montés en membrane affleurante aux abscisses
z; et zo (voir figure 17)
p1= Are™ % 4 Ag et
P2 = Ape= %2 4 Ap eik=2

Pour éliminer le terme AR, il suffit de multiplier la premiére expression par e/%%2 et la
seconde par e/¥%1. Par différence on obtient une expression de I’amplitude incidente

A, = D efke2 — pyedkm1 p, eIk _ p,y eikm (51)
I'= Gik(ma—m1) — e=ik(z2a—=1) ~ 2 sin k(ze —z1)’
et par suite
IA |2 _ (pl ejka —_ p2 ejk-'cl) (pi‘ e"jkx2 _— p; e"jkzl)
d 4 sin® k(zy — 21) (52)

_ [p11% +|p2|* — 2Re{p1p5 ejk(zz—a:l)}
- 4 sin® k(z3 — 1) :
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b)

Pour une source d’excitation & large spectre (bruit), on remplace | p; |, | p; |? et p1p3
par des densités spectrales et interspectrale, mais une détermination par fréquence
discréte est possible. Dans ce cas p1p} = | p1 || p2 | e(¥3~¥1) et I’équation précédente

peut s’écrire

2 2

+ -2 coslk(zq — 1) — -

|4I|2 | p1] |p2 | |P1|.|I;2| [k(z2 1) — (2 901)]’ (53)
4 sin® k(z2 — z1)

@2 — 1 est la différence de phase mesurée entre les deux capteurs de pression (en
prenant le capteur 1 comme référence de phase). Cette méthode nécessite quelques
précautions d’emploi :
- Eviter pour des raisons de précision de travailler autour des fréquences correspon-
dant & k(z — z1) = {0, 7, 2~,...,n7}.
- La méthode repose sur la connaissance précise de la phase des pressions mesurées
entre deux points dans une onde quasi-stationnaire: il est nécessaire de corriger

Perreur instrumentale entre les deux chaines de mesure.

En aval, suppression des ondes réfléchies. Nous avons vu que la condition pour qu’une
terminaison ne réfléchisse pas une onde est que son impédance corresponde a poc.
Deux solutions sont possibles: dissiper la totalité de 1’énergie transmise ou adapter la
section du conduit par un pavillon. En pratique, la meilleure solution est fournie par
une combinaison des deux comme le montre la figure 17. L’onde transmise se mesure

alors a ’aide d’un simple capteur de pression et l'indice de perte de transmission

s’obtient par

_[pP+1p2 | = 2|p1|Ip2 | cosk(z2 — 21) — (2 — 1))
4|p3|? sin® k(z; — ;)

Lt ’ (54)

ot |p|/v/2 correspond 3 la pression efficace.

Atténuation

C’est la différence de niveaux sonores (en dB) mesurés en deux points d’un silencieux,

en faisant I’hypothése que 'onde sonore se propage librement dans une seule direction.

L’atténuation est surtout utilisée pour les silencieux dissipatifs possédant une distribu-

tion uniforme de matériaux absorbants dans leur longueur: la mesure est réalisée dans le

silencieux lui-méme par deux capteurs de pression (microphones) disposés 4 distance des

extrémités. De cette mesure on déduit I’atténuation totale du silencieux ou ’atténuation

par unité de longueur (en dB/m) en fonction de la vitesse d’écoulement (en mode direct

et inverse).
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« 1 ¢ mesurs de débit
« 2 ¢ ventilateur
« 3 ¢ silencieux
« & ¢ haut-parieur
= 5 : mesure de pression amont
= 6 ¢ silencioux 3 tester

« 7 2 mesurs de pression aval
= 8 ¢ chasbre réverbérante

AT - =
L e ey
— L ——e L=

-
—_—

oS ™ e
Ml c s

Fig. 18 — Banc d’essai pour tester les silencieux en mode direct (partie haute) et
en mode inverse (partie basse).

Perte par insertion

Cette grandeur se définit comme la différence de niveaux sonores (en dB) ou de
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puissance acoustique mesurés en un méme emplacement entre une configuration ou le
silencieux est inséré dans le veine d’essai et une configuration ou il est remplacé par un
conduit rectiligne. C’est la méthode la plus facile & mettre en ceuvre pour tous les types de
silencieux et celle qui est généralement employée par les fabricants. Un ventillateur assure
un débit d’air constant dans la veine d’essai et un haut-parleur génére un bruit blanc de
niveau important. Les deux séries de mesure, avec et sans silencieux, consistent le plus
souvent en des relevés de niveaux sonores dans une chambre réverbérante dans laquelle
débouche I’extrémité de la veine d’essai (figure 18).

ANNEXE A : Représentation des grandeurs acoustiques.

Les grandeurs physiques sont représentées parfois sous la forme de signaux temporels
z(t), mais souvent également par leur valeur quadratique moyenne quand ils sont station-
naires: r

(z(t)) = lim 1 i z?(t)dt. (A1)
T—oo T _12:
C’est cette derniére grandeur qui est accessible & la mesure (sur une durée T finie). Sa
racine carrée est la valeur efficace du signal (notée RMS dans la littérature anglaise). Cette
valeur moyenne quadratique correspond naturellement 3 une grandeur énergétique. Elle
est employée également pour représenter le produit moyen de deux grandeurs:

1 [t
@®u®) = jim 7 [ EOFOM (42)

Pour des calculs analytiques, on raisonne souvent sur des fréquences pures, et pour simpli-
fier la notation compleze est employée pour représenter une variable périodique temporelle:

z(t) = Re{z &/}, z€C. (A3)

Dans les calculs mettant en cause des opérations linéaires, on omet d’exprimer la dépen-
dance temporelle et 'indication que seule la partie réelle représente la grandeur physique.
On peut écrire les équivalences suivantes:

y(t) = Z a;zi(t) <= y= Z a; z; (A4)
=28 o e (45)
y(t) = /joo z(r)dr &= y= -]-% (A6)

avec y(t) € R, y € C et y(t) = Re{y et}

Toutefois, il faut prendre des précautions pour les opérations quadratiques:

(2(t)y(1)) = (Re{z '} Re{yei'}), (AT)
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la notation () signifiant ici une moyenne sur une période 27 /w. En écrivant Re{z} =
(z + 2*)/2, I’équation (A7) devient

((L‘ ejwt +z* e—jwt) (yejwt + y* e—jwt)

(a(t) (1) = (= :

1 | | (48)
= Z(zyt + zty + zyeﬂ"’t + ztyt e—J2wt).
Seules dépendantes du temps, les composantes (e/2¢!) et (e~72¢*) s’annulent, d’ott
1 .
(z()y(t)) = 5 Re{zy } (A9)

ANNEXE B : Sinus et cosinus hyperboliques.

Relations fondamentales:

. et —e % et +e %
sinhg = ——— cosh = —
2 2
e® = coshz + sinh z e * = coshz —sinhz

cosh?z —sinh’z =1
Fonctions de somme et de différence:

sinh(a £ b) = sinh a cosh b £ cosh asinh b
cosh(a * b) = cosh a cosh b £ sinh asinh b

Fonctions d’une variable imaginaire:
sinh(jz) = jsinz cosh(jz) = cosz

Fonctions d’une variable complexe:

sinh(z £ jy) = sinh z cosh(jy) £ cosh z sinh(jy)
=sinhz cosy £ j coshzsiny
cosh(z % jy) = cosh z cosh(jy) £ sinh z sinh(jy)

= coshz cosy & j sinhzsiny

106



Vibrations — Acoustique 2 Il - Silencieux

Références

[1] A.P. Dowling, J.E. Ffows Williams, Sound and Sources of Sound, Ellis Horwood,
1983.

[2] A.D. Pierce, Acoustics, McGraw-Hill, 1981.

[3] T.F.W. Embleton, "Mufflers", in Noise and Vibration Control (L.L. Beranek, ed.),
McGraw-Hill, 1971.

[4] D.D. Davies, G.M. Stokes, D. Moore, G.L. Stevens, "Theoretical and experimental
investigation of mufflers with comments on engine-exhaust muffer design",
NACA, Report n°1192, 1954.

[5] D.A. Bies, "Acoustical properties of porous materials", in Noise and Vibration
Control (L.L. Beranek, ed.), McGraw-Hill, 1971.

[6] H. Levine, J. Schwinger, "On the radiation of sound from an unflanged circular
pipe", Phys. Rev. 73 (1948), 386-406.

107



Il - Silencieux Vibrations — Acoustique 2

108



Vibrations — Acoustique 2

ANNEXE - MODELISATION DES SYSTEMES SILENCIEUX

Méthode de la matrice de transfert

1. Introduction

Un systeme silencieux est constituer d'un ensemble d'éléments mis en série :

cylindriques, chambres d'expansion, résonateurs, etc.

NO

Name of main function

The function of important

FLANGE

It is connected with flange. It means that it
is connected with ex-manifold of engine
with bolts. So be careful for degree of
flange and welded spatter.

HOLDER EXHAUST SYSTEM

HOLDER EXHAUST SYSTEM is connected to
engine with bolts

3,5

HEAT COVER and GLASS
WOOL

In order to activate a catalytic action of C
converter, reduce noise and warming effect
of glass wool

BELLOWS

Improve durability of exhaust system by
absorbing vibration of the bellows engine
and reduce noisy

C/CONVERTER

This cleans exhaust gas and reduces noise

HANGER

hanger enables exhaust systems to be
connected to the body.

RESONATOR

With the expansion of contacting surface,
this part turns exhaust gas with high
temperature and pressure into one with low
temperature and pressure, which results in
reducing the noise.

10

TAIL PIPE

This part is used for discharging exhaust
gas outside (rear part) of car and reducing
the noise.

DAMPER

This part reduces the noise by changing
vibration in accordance with vibration
features

SEALING and GASKET

These parts improve assembling where
connection with corresponding parts is
made and prevent leakage of exhaust gas.

Reinforcement

Improve durability by enforcement of
stiffness on welding area

0408

http://www.sejongind.co.kr/homepage/English/RD/rd_3_1.htm
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element n
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point
1 0
1
1

elements

! Radiation

impedance Zg
element 1 l element 0

2to n-1
element ne1
Exhaust The muffler Tail
pipe proper pipe
L‘rf Muffler ———.—l

Chaque élément des schémas précédents peu constituer lui-méme un systeme. L'idée est de
représenter les caractéristiques de chaque élément par une matrice qui relie les grandeurs
de sortie aux grandeurs d'entrée.

2. Méthodes des matrices de transfert

On définit une matrice de transfert permettant d'exprimer la pression p, et le débit de
masse O, = p,S,u, a lentrée de 1'élément en fonction des mémes grandeurs p, et
Q, = p,S,u, en sortie (bi-porte ou quadripdle)

{Pl } _ |:T11 1, } {Pz } -7 {Pz}
0, T, Ty, ]|O 0,

(Pljo_ _O(sz
Q1 Ot —0 Qz

Note : la masse volumique moyenne du gaz a l'entrée et a la sortie pourra étre différente du
fait des variations de température. Dans ce cas, la célérité des ondes devra aussi varier dans
les différents éléments.

Systéme
silencieux

Un systeme silencieux décrit par une matrice T pourra étre représenté simplement a partir
des matrices de transfert des éléments mis en série

o e e

Te

Ta Tc

o) =
Qe O

La source (caractérisée par une pression p, et une impédance interne Z,) sera raccordée a
I'entrée du systeme

pi :pe+Zeue
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et la charge en sortie du systeme sera représentée par une impédance qui permettra de
fournir une relation entre les grandeurs acoustiques de sortie

pS :ZSMS

Remarque : I'expression usuelle Z = p/u de I'impédance acoustique est conservée ici mais
on rencontre parfois la définition Z"= p/Q :onaalors Z =p,SZ".

Z, fo— o o .
TA TB TC Zs

3. Pertes de transmission

Pour calculer les pertes de transmission de I'élément global dont la matrice de transmission
est T=T,T,T., on considére comme précédemment qu'il est raccordé sur I'impédance

caractéristique du fluide Z = p,c (on considere aussi que la masse volumique p,, du gaz
et sa célérité ¢ ne change pas de l'entrée a la sortie).

P, ) o o De Dy
=T
(ero— N S M {QJ
I
0,

Dans ces conditions la puissance de 1'onde transmise en sortie peut s'exprimer par

2
W =S Y|P_s
‘ " 2p,C
et l'indice de perte de transmission s'écrit
2
D= IOIOgM
S, |p,]

La pression incidente p, (ne pas confondre avec la pression interne p; de la source)
s'exprime en utilisant les caractéristiques de I'onde plane quasi-stationnaire dans la section

d'entré S,
pe:pl+pR
= p -1 p.+—0Q
c - A e T4 ¥e
Poctte =p; = Pr =0 ) S,

e

En exprimant p, et u, al'aide de la matrice de transfert et en considérant
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S
= +T =T, +—=T,
{pe}_rﬂ Tlﬂ{ps} . P 11Ps 129, [11 c 12}1%

= T T S&‘
Q, n o0 Q, =T, p, + 1,0, = [TM "‘TTZZ} Py

ol le débit de masse a été exprimé en fonction de la pression en utilisant 1'impédance de
sortie

14 14
Z =—=p S —=p,C
s u, pO s Qx pO
la pression incidente prend la forme
1 c 1 S c S
=—| p,+— =—| T +—=T, +—T,, +—=T.
P 2(19@ S, er 2( nT o S, 21 S, 22}1%

qui conduit a I'expression suivante de la perte de transmission
2

S c S
T, +>T,+——T, +* T
11 12 S 21 S 22

e e

Sx |px|2 4Sc

4. Exemple pour un silencieux a chambre d'expansion

Pour utiliser la méthode des matrices de transfert pour calculer un silencieux a chambre
d'expansion, la premiere étape consiste a calculer la matrice de transfert d'un conduit droit

l

Un élément de conduit droit est présenté dans la Figure ci-dessus. La pression et la vitesse
dans le conduit droit de longueur  sont exprimées par (e¢/“ est utilisé) :

p)= A e 4 Ane | u(x)=L g _ AR ke

Poc Poc

o j=—V—=1, k=271 /c estle nombre d’onde acoustique. En considérant la pression et
la vitesse a l'extrémité x = x, du conduit

_ . 1 _ .
Py=A e 1 Ay e uy =—— (A e — Ay )

Poc
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il est possible d'exprimer les amplitudes des ondes incidente et réfléchie dans le conduit de
la maniere suivante

1 ; 1 _
A :E(Pz + pocuy)e’, Ay :E(Pz — pocity )e N

Ces expressions sont utilisées ensuite pour décrire la pression et la vitesse a I'entrée

P :Ale_jkxl "'Akejkxl = Py =C0sk(xy = x)py + jpocsink(x, —xp)u,
1 - ; .
U =—— (A e — Age™) = = sin k(x, —x;)p, +cosk(x, —x;)u,
Poc Po¢

Cette dernicre expression peut se mettre sous forme matricielle
coskl P, Csin kl
pl ; JPo Py
w, | | sinkl coskl i,
PoC

puis sous la forme standard (pQ) en considérant Q, = p,Su, et Q, = p,S u,

Cc .
{Pl}: coskl ]ESH’Ikl {Pz}
O] | jS¢nkl  coskl |92

c

o)

La perte de transmission apportée par la chambre d'expansion de section S, raccordée a
des sections d'entrée et de sortie identiques S, =S5, =S, s'obtient en appliquant
I'expression précédente des pertes de transmission

2 2

T+ Ty + Ty +T,

1

S S
&%+4%+§nﬁ4@2

e e

D =10log

= 10lo
48 g 4

N

En utilisant les termes de la matrice de transfert du conduit droit de section S, et de
longueur /
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coskl jisin kl
T= S,
.S, .
Jj—=sin kl coskl
c

on retrouve l'expression de la chambre d'expansion déterminée précédemment

(m=S5,/S,)
D =10log I (CE R VT (RN Y
418, S,

Remarque : c'est la prise en compte de sections différentes de S, pour l'entrée et la sortie
(S, =S8, =395,) qui introduit les changements de section.

L L s

o)

Cette méthode peut étre appliquée au systeme ci-dessus en considérant maintenant la
matrice de transfert

coskl,  j—sinkl, || coskl,  j—sinkl,|| coskly  j——sinkl,
T= S, Sy S,
S, . S S, .
J—=sinkl, coskl, J—sinkl, coskl, J—=sin ki, coskl,
C C C
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Figure — Différentes configurations de silencieux
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Figure — Influence des entrées et sorties de tubes
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5. Prise en compte de la dissipation : conduit traité

La dissipation peut facilement étre prise en compte en remplagant les termes en e*/* par

des termes en ¢ avec I'=0 + jk . Le terme o représente alors la dissipation. Ainsi la

matrice de transfert du conduit droit devient

l(erz +e—rz) (erz _e—Fl) cosh(T'7) Sisinh(rl)

T-|2 28, _ )
S —e ) Ly o) | S2ginn(ry)  cosh(I)
2c 2 c
I
S S, S, PoC

o) o)

Comme précédemment, le calcul des pertes de propagation conduit a la formulation
suivante

2 2
D =10log {coshal+%(m+leinh0'l} cos” kl+{sinh0'l+%(m+i}osh0'l} sin® kI

m m

©

o

Perte de transmission [dB]
N EN

o

o

n
N
o
[ee]
-
o
o

Figure — Chambre d'expansion traitée par un matériau dissipatif (courbe supérieure)
comparée a une chambre non traitée (courbe inférieure).

Antres formes de représentations matricielles

La matrice d'impédance qui fait correspondre les pressions et les vitesses particulaires
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{pl } _ {Zu Zy } {“1 }
2 Zyy Lyl
Chaque terme de la matrice a la dimension d'une impédance : p, =Z,, u, +Z,u,. La

matrice de diffusion qui permet d'exprimer les ondes sortantes en fonction des ondes
entrantes et dont les termes sont les coefficients de réflexion R et de transmission §

i

i

-

P

—_

Bibliographie sur la modélisation par matrices de transfert
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1. PROPAGATION DES ONDES EN MILIEU GUIDE
2. ACOUSTIQUE MODALE DES SALLES

3. ACOUSTIQUE STATISTIQUE

ANNEXE A
Modélisation simplifiée des silencieux dissipatifs

ANNEXE B
Traitement acoustique par encoffrement des sources de bruit

0205
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1 - PROPAGATION DES ONDES EN MILEU GUIDE

Cette partie traite de la propagation des ondes acoustiques en conduit quand une dimension de
la section est supérieure a A/2. Les applications sont les conduits de ventilation, les conduits
hydrauliques, les gaines d'admission et d'éjection de compresseurs, les manches a air de
turboréacteurs, etc.

Pour simplifier l'exposé on considere dans une premier temps une configuration
bidimensionnelle ou les ondes se propagent dans la direction z entre deux plans paralleles
réfléchissants.

1.1. Guide d'onde bidimensionnel

X

0 /% ”

Considérant 1'équation d'onde

1 9°p op

Vip—— =0 avec —=0
P c? ot? dy

c'est a dire
’p d’p 19d°p_

0
ox*  9z° ¢* ot

on cherche une solution a une fréquence d'excitation & en séparant les variables
plx,z,t)=X(x)Z(2)T(t)= X (x) Z(z) e’

ce qui conduit a écrire (en divisant par e’”)
X "(x)Z(z)+ Z2"(2)X (x) + k> X (x)Z(z) =0

w
avec le nombre d'onde k =—

2"(2) _X (x)+k2 = 3* = constante
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Cette dernicre relation se transforme en deux équations séparées

Z'(z)+ p*Z(z)=0
X’(x)+k2X(x)=0

avec kf:kz—ﬁz

a) Résolution de l'équation en Z(z)
La solution est Z(z)=Ce 7 + De’* donc la pression dans le conduit peut déja s'écrire
p(x,z2,t)=X(x)Z(z) e’ = X(x)[Cej(“’_ﬁz) + Def(“”ﬁz)]

C : amplitude des ondes se propageant vers les z positifs
D : amplitude des ondes se propageant vers le z négatifs

Aucune condition aux limites n'est pas imposée dans la direction z a priori (réflexion a une
extrémité du conduit par exemple).

b) Résolution de l'équation en X (x)

La solution est X(x)= Ee ™™ + Fe’*. Dans la direction x, le milieu est limité par deux

parois rigides en x =0 et x = L. Ces conditions aux limites correspondent a une impédance
des parois infinie, donc a des vitesses particulaires nullesen x =0 et x = L.

z=4 =0 = u,(0)=u,(H)=0 = Xx(0)=x"(H)=0

U, x=0,H

X

Ces conditions s'appliquent sur la fonction X '(x)=—jk, (Ee_”‘*x — Fe’** ), donc

X0)=0 = k(E-F)=0
X,(H):O = kx(Ee_ijH_Fejka):O

Deux cas sont possibles : d'une part k. =0 qui conduit a X (x)=constante, c'est a dire a
I'onde plane et d'autre part

E=F = ¢ —¢* = 2jsink H=0,
Cette équation comporte une infinité de solutions

k H=mn ,pour m=0,12,

Remarque : m=0 = k =0, quicorrespond également a 'onde plane.
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Avec ces conditions aux limites, il est possible de préciser la fonction en x

mmwx

X (x)= E(e_jk“x +eM ) =2FEcosk x =2E cos

Solution complete

L'évaluation de k, permet de déterminer la constante de propagation

et d'obtenir la solution complete de 'onde se propageant dans le conduit

mmwXx

plx,z,1)= X (x)Z(2)e ™" = Z(Ame’ﬂmZ +Bmejﬂ’”z)ej”” cos

m=0

avec A, =2CE, et B, =2DE, les constantes arbitraires qui pourront étre calculées a
partir des excitations ou des conditions de réflexion aux extrémités du conduit.

La longueur d'onde transversale A =i—7[ _2 dépend de l'indice m donc du mode de

m

X

propagation. L'indice m correspond donc au nombre de demi-longueur d'onde A/2, donc
aussi au nombre de passages par zéro comme le montre la figure ci-dessous.

%] EEEEES LORR TR TR

Les nceuds de vitesse correspondent aux ventres de pression et inversement. La paroi est
rigide et impose une vitesse nulle sur les parois. En conséquence il y aura toujours un ventre
de pression au niveau des parois.

2. Relation de dispersion

C'est la relation qui lie les nombres d'onde

2 _ 2_m_7£2
Pn =k [Hj
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Le nombre d'onde axial [, représente la propagation du mode m dans la direction x. Il
dépend de
@ .
k =—, le nombre d'onde acoustique,
c
%ﬁj le nombre d'onde transversal k_

Deux cas sont possibles et conduisent a des types d'onde différents.

¢ mT
T H
| >
by k <% ak>"T%
H H
a) k>"7 mx
H H

B2>0 donc B, eR

L'onde se propage avec une longueur d'onde longitudinale A, =2—7[> A. Par exemple, en

m

considérant seulement la composante se propageant vers les x positifs :

iy P s
p=A e P cosE i (avec B, =0)

m

u = —1 a_p:,B_m_Am e P i cog ML g0t
Y Jpock oz k pyc
2 2
A
Pression quadratique : |p| =10l g2 X
2p0 ¢ 2p0c H
2
. A
Intensité active: I, =1Re{puz}= Al B cos? %X
2 2pc k H
mur
mur ma
b) k<—
) 7 H

B2 <0 donc B,e€S
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B :\/_—11/[%7;}2 K’ =—J'1/[m7”j—k2 =~JlB.|

d'ou l'expression générale de la pression

_ .
p:(Ame 1Bz +Bmeﬂmz)cos—mH e

On peut écrire

Dans le cas ou B, =0, pression et vitesse particulaire s'écrivent

_ o
p=A,e Bulz cog L g dor
H
1 a m A - z j @
=—— p:—j|'8 el cos e’
Jjp,ck 0z k pyc
2 2
A _
Pression quadratique : ﬂ = Me 2181z cos?
2pyc 2p,c
. . 1
Intensité active : I, = 5 Re{puz}: 0

Il n'y a donc aucune énergie que se propage dans le conduit pour cette configuration
(k<mx/H ). La pression d'un mode m qui a pu étre produite par une source va décroitre
rapidement dans la direction z. Son atténuation sur une longueur [ s'obtient par
2
pO)” _
=
pll

Atténuation sur [ =10log 10log Bl

2
Atténuation sur 1 m=(10log e)2|/3,,| =869 [m?”j —k?

Pour un mode m donné, on appelle fréquence de coupure, la fréquence qui correspond a

2
p="T L eI o
H c H 2H

Un conduit se comporte donc comme un filtre passe-haut.

évanescent propagatif
=I P
, > f
0 f.
f>f., k> m?ﬂ- = ,8,31 >0 : ondes propagatives
f<f., k< m?ﬂ- = B2 <0 : ondes évanescentes
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La fréquence de coupure dépend du mode m : plus un mode est d’ordre élevé, plus sa

fréquence de coupure est haute. Pour le mode d’ordre, m =0, S, =k et c’est une onde plane
qui se propage sur toute la gamme de fréquence.

m

nombre d'onde f

onhde plane
m=0

wc T mcz wcS wc‘t (ch

pulsations de coupure o,

Interprétation : La relation de dispersion k> = k> + B> montre qu’il existe un angle & tel que

k*=k*sin>a+k*cos’

donc k, =ksina et S =kcosa. Pour chaque nombre d'onde /S, , il correspondra a chaque

fréquence au-dessus de la fréquence de coupure un angle & qui permet de représenter sa
propagation comme celle d'une onde plane d'incidence & qui se réfléchie sur les parois.

Puisque 4 =£, alors k :2—7[ et de méme k_ :2—7[ et ,3:2—7[

f A . A,
Pour une fréquence /' donnée
Si f>f =2 cadsi m< 2L _2H L de propagatif

2H c

2Hf 2H

Sif<f. :ﬂ, c.a.d. si m> i =— mode évanescent

2H c

f
mode propagatif mode évanescent fo= cm
° 2H
I I I I I

3. Conduit a section rectangulaire

N

Le probleme du conduit a section rectangulaire est une simple extension du guide
bidimensionnel. L'onde acoustique doit vérifier I'équation

d’p 0°p dp 19
ox*  dy* 97" ¢* o

=0
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Une solution de la forme p(x,y,z,t)= X (x)Y(y)Z(z)e’ est recherchée par séparation des
variables. L’équation de propagation devient

YZX"+ZXY" + XYZ" +k*XYZ =0

avec k =« /c.On écrit

Z// X// Y//

—7:7+7+ k? :kz2 < constante
Equationen Z : Z(z)=Ce ™ + D e
Equation transversale : Z +—+K;=0 avec K}=k>- kz2
X Y

Cette équation peut s’écrire encore de deux facons différentes

X,, Y,, Y// X//
__:_+K72,:k§ ou ——:—+K72~:k)2,
X Y Yy X

L’indépendance des variables x et y conduit a équations

X”(x)+ kf X(x)zO et Y”(y)+ ki Y(y)zO
avec K;=k> + ki . L’utilisation de conditions aux limites (parois rigides) conduit aux
mémes solutions que pour le cas bidimensionnel : les composantes de la pression pour chaque

mode (m,n) sont

P\
et )e’”” cosk, x cosk,y

Relation de dispersion

2 2
K =K2+k :kf+kf+kf:kf+(mL—n’j +[’”—”J

127



IIl — Acoustique modale et statistique Vibrations — Acoustique 2

Fréquence de coupure du mode (1, 7)

Pression totale

plry,zn)=Y (A, cos Y
m=0 n=0 Ly
avec
2 2
=k =Kk -k = k| 2| o 22
ﬁmn Z X y Lx Ly

C’est la somme des contributions de tous les modes. Exemple de répartition transversale de la
pression pour quelques modes représentés par des couples (1, 7).

n:O n:2 n:3
|
— 1 +
onde | | | ": ___________ LT
plane n : .
+ - ] - -
I
— 1 +
_________________ L
+ n : o
m=0 m=0 m=1

La superposition des modes va conduit dans la pratique a des fluctuations importantes de la
pression quadratique dans la section droite du conduit. Par exemple, les figures ci-dessous
représentent deux cas des niveaux en dB dans des gaines de refoulement de ventilateurs
centrifuges.

4. Pression en conduit en fonction de la source

y
source Source a une extrémité du condp1t
et pas de réflexion : propagation
% * vers les z positifs.
B, . =0 etil faut déterminer A
b4

Mmmx mry

p(X,y,z,t):z ZAmne_Jﬁ’"" e’ cos cos
m=0 n=0 L L

X y
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On considere une source de débit de masse Q, en (x,,y,,0). Le débit total Q A travers la
surface S s'écrit

Q=] pyu, dxdy =%HQ0 e 8(xx—xy)8(y = v, )dxdy

1 1
1 1
NON
o, !
: : S En remplacant dans cette équation la vitesse particulaire
| par son expression dérivée de la pression (relation
0 d'Euler) exprimée dans la base modale,
A _ ; mix nrw
u, = zz B L ZZmn o= m? 010 cog cos Y
P P, ck az =~k p,c L, L,

la relation d'orthogonalité des modes permet d'obtenir une expression qui permet de
déterminer les coefficients A, de I'amplitude de pression de chaque mode

A s 1 Ep =1

mrx ni
%ﬂ—:EQO cos—> % cos L)’o avec  £,,=€,, =2

cE ,

pO mn x y gmn :4

5. Conduit a section circulaire
Y r
07
X
z
a

. 10° . . o
Equation d’onde V’p — PEREY =0 s'exprime en coordonnées cylindriques avec

Vzp

10 ap 19°p 9°p 9’p lop 13°p 9°p
T T T2 T T a2 2
rorlor) o6 oz or* ror r'df@° o0z
On recherche une solution de la forme p(r,8,z,t)= R(r)®(8)Z(z)e’™, ce qui conduit a
4 1 ’ i ”
@Z[R +—RJ+ZR92+R®Z +k’ROZ =0
r r
ou encore
Z R 1R 1@

- =—+—+——+k’= <« constante
Z R rR r ©
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Equation en Z : Z"(2)+ p*Z(z)=0

Equation transversale

R 1R 1& ) 5 5 )
—+——+K-=0 avec K.=k" -

R rR r*0®© ! ’ P

ou
” ” ’
R
——:1”2—+1”—+K%r2 =m
R R

S

2 < constante

soit 2 équations :

a) Equation angulaire
O’(0)+m’0(8)=0, ©(0)=Ee ™’ + Fe™?

Comme le champ de pression se retrouve identiquement apres rotation de 27,
O(@+27)=0(0), donc me N. m est le nombre d’onde angulaire ou nombre de

mode angulaire

p(’”, 0, Z,t) = R(r) o J(@1EmOtp2)

b) Equation radiale
1 , 2 m2
R'(r)+=R'(r)+| K —— |R(r)=0
r r

en divisant par K% et en considérant comme variable x=K,r, nombre sans
dimension

2 2
d Rgx)+ldR(x)+ 1-Z|R(x)=0
dx x dx X

Cette équation est connue comme 1’équation de Bessel dont la solution générale est

R(x)=al, (x)+ 7Y, (x)
a, vy sont des constantes.

J m()c)et Y, (x) : fonction de Bessel d’ordre m de premiere et seconde espece (voir
figures)

Au centre du conduit r=0, la pression doit rester finie sur I’axe z : puisque
Ym(O)—>—oo,alors =0 et R(x)za'Jm(x) ou R(r):a'Jm(KTr)
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06

0.4

02

3,

0.2+

-0.4

-0.6

i i I -
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 "o 2 4 6 8 10 12
X X

Fonction de Bessel de lere espece J_(x) Fonction de Bessel de 2" espece Y, (x)

L'utilisation des conditions aux limites sur les parois du conduit (parois parfaitement rigides)

. N . R
— vitesse particulaire radiale nulle en r=a — » -, =0 ou dR(r)

or

., =0 permet

d'obtenir une équation. Soit a K,J’ (K,a)=0

En excluant le cas trivial' K 7 =0, cette équation a pour solution :

me zéro de la dérivé de la fonction de Bessel d’onde m : 1/ (y,.)=0.

m

Kra=yx,,, len

X... peut étre donnée dans des tables®. n est appelé le nombre mode radial

Relation de dispersion : k*=K ﬁ + [ 2 avec K ;= X omn
a
K, et B dépendent des deux entiers met n.

Fréquence de coupure du mode (1, 7)

fc,mn -

cK, cx,.,
27 2ma

le mode (m,n) se propage seulement si k > K, ou f > P

Pression totale

p(r,0,z,1)= i i(Amn /@) L B IO ) cos(mB +6,)T, [}(mn Lj
a

'si K, =0,7J (0) =0 pour m # 0. Mais pour m=0, J, (0) =1 ce qui correspond aussi a I'onde plane.
* M. Abramowitz and L. A. Stegun, Handbook of mathematical functions, Dover, 1975.
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La plus basse fréquence de propagation d’un mode angulaire m donné correspond a la plus

petite valeur possible de y, donca n=1.

Si m=0etn=1, y,,=0 et les fonctions ®(0) et R(r) sont des constantes, ce qui

correspond a I’onde plane ( f,, =0).

Exemple pour m =0

a

Xow — ¢on(”a6):Jo[&”j

p(r) e T,(x) §

J:)(IOn):O

.

Exemple pour m =1

X — 6,(r.0)= cosHJl[@rj

B 4

Il
)

0

1)
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2 - ACOUSTIQUE MODALE DES SALLES

On s'intéresse dans un premier temps aux salles rectangulaires. Ensuite 'approche modale
sera étendue aux habitacles de forme quelconque. L'idée est d'utiliser l'expression de la
pression dans un conduit rectangulaire dont la propagation est libre dans la direction z et
d'ajouter au probléme des conditions aux limites correspondant a des terminaisons rigides :

Ay

op
aZ z=0
z=L,

=0 = A4=B et kL, =nnx

Pour obtenir un modéle du comportement acoustique d’une salle, on peut considérer
un conduit rectangulaire fermé aux deux extrémités par des parois rigides. Dans le con-
duit, on a

p(z,y,2)=[Ae %% 4 B e/%+7] cos n;wx cos %Lﬂ:y.
z v

Les parois rigides imposent les condition aux limites

op(z,y,2) _
0z -

z=0,l, )

On calcule

-g—lz) = —jK,[A e iK% _ B e7K+%] cos(K,z) cos(Kyy),

pour les deux conditions aux limites
op
6z(z—0) = A-B =0,

Op

5;(z =1,)=> Ae iK:z _ g iKiz =

ce qui conduit a
e iKsz _ eiKez = _j9sin K,1, = 0,

d’olt K,l, = n,r, avec n, = {0,1,2,...}.

Ainsi, la pression dans une salle parallélépipéedique-l, X I, X [, est donnée par la
relation suivante

p(z,y,2) = Z Z Z Pn,,n,,,n, ‘I’n,,ny,n,(za Y, 2), (1a)

ny Ny, n,
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ol Pp,,n,n, est la contribution du mode (ngz,ny,n;) et ou la fonction ¥,  », n, (z,9,2)
représente la distribution spatiale de la pression dans la salle pour le mode (ng,ny,n.),
qui pour des parois parfaitement réfléchissantes est définie par

B2T2 o5 2TY. cog 2272 (1b)
I I, I,

\I"n, My Ny (z’ Y, z) = Cos

Parmi les modes d’une salle parallélépipédique (I,1,,{,), on distingue
1) les modes axiaux (ng,0,0) (0,n,,0) (0,0,7;)
2) les modes tangeantiels (nz,n,,0) (nz,0,n;) (0,ny,n;)

3) les modes obliques (nz,ny,n;).

La relation
=K1 K24 K

K2 = wﬁ,,cr;,,,n, : (nlx7r)2 N (%7[)2

x

+ ()

permet d’obtenir les fréquences propres de la salle

s = 22 = 21 (52)" . (32)" 4 (32’ @

Y

Répartition spatiale des modes

Si on considére une petite enceinte parallélépipédique dont une dimension [, est bien
inférieure & A/10, de fagon que n, soit toujours égal a 0. Alors

Fromgd = %\/(7_)2 b ()

ly
Sily =1,5met!l, =1m,les fréquences propres des modes normaux (2,0,0), (1,1,0) et
(2,1,0) sont

344 2
fapo = 5 (‘1'3

fino = 3474\/(%5)2 + (%)2 = 207 Hz

fa10 = '3;—4 (1?—5)2 + (%)2 = 287 Hz.

)2 = 229 Hz

La distribution de pression dans l’espace pour chaque mode est calculée par la fonction
(1a)
NyTT Ty T
Vs, ny 0(2, 9, 2) = cos 2= cos 4L,
v lz- ly

et représentée dans le plan (x,y) sur la figure 1.
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1.0 1.0

,S)
| e e ]

Mode (2,0,0)

- ————Q~—-0——-0 ————

0.8
1.0
Mode (2,1,0)

— X

Fig. 1 — Distributions de la pression pour les modes (2,0,0), (1,1,0) et (2,1,0)
(d’aprés Beranek [1]).

L’examen de ’équation de la pression montre que chaque mode posséde un maximum
dans les coins de la salle. Pour chaque mode ayant un des nombres n., n, ou n, impair,
la pression est nulle au centre de la salle. Il en résulte que seulement 1/8 iéme des modes
ont une pression qui n’est pas nulle au centre de la salle. De la méme fagon, au centre de
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chaque mur la pression est nulle pour les modes ayant deux des nombres ny, ny, n, qui
soient impairs. A cet endroit, 1/4 des modes seulement sont détectables.

Aucun mode (n;,ny,n,) ne peut étre excité par une source ponctuelle qui serait
placée ot la fonction ¥, », n,(Z,¥,2) a des valeurs nulles.

Ces considérations sont illustrées par 1’évolution de la pression acoustique en fonc-

tion de la fréquence dans une petite enceinte de 0,76 x 0,61 x 0,41 m, mesurée par un
microphone placé dans un coin.

40
o Bare chamber
Slg Sa 30" x 24" x 16"
30 ha :— Q { 1, I
TN
. 1al{ : | |

K h

@ d N '
©
T 5 | 1 | I
2 0 200 400 600 800 1,000 1,200 1,400
v (ag)
-
@ 40
s Bare chamber Q
° 30" x24"x 16" o N N N
c - o [\Y] - - (4N ]
2 30 Q O — o = W] No Q -
3 S~ w OSSO Vs T OF
o oY R AN
20 o V \V \
. | |
] | \l M ! ﬂ N\ H ! \\L
0 200 400 600 800 1,000 1,200 1,400
Frequency, Hz
()

Fig. 2 - Pression mesurée par un microphone placée dans un coin de la salle;

a) la source est dans le coin opposé au microphone, b) la source est au centre
(d’aprés Beranek [1]).

Dans un cas, la source est placée dans le coin opposé au microphone et on remarque
que le nombre de modes s’accroit rapidement avec la fréquence (figure 2a). Quand la
source est placée au centre (figure 2b), les modes “pairs” apparaissent seuls.
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110

100

A
TR
A —

20 40 60 80 100
Frequency in cycles/sec

Pressure level in db

Fig. 3 - Réponse en pression d’une salle de 3 X 4,6 X 6,1 m (d’aprés Kinsler et
Frey [2]).

Un autre exemple de ’accroissement du nombre de modes avec la fréquence est donné
par la figure 3. La aussi, le haut-parleur est placé dans un coin de la salle et le microphone

dans le coin opposé. La ligne pointillée correspond 3 la réponse du haut-parleur mesurée
dans une salle anéchoique.

Nombre de modes et densité modale

Il est possible de donner une estimation du nombre de modes qui apparaissent en
dessous d’une fréquence f par la formule suivante

47rV 3, ™S o L
= 3
S R D iR ®)
avec V = [ 1 l, le volume de la salle

S =2(gly + 1,1, +1;1;) lasurface des parois
L=4(;+1,4+1;) lalongueur totale des arrétes.

Quand V/S > A/4 le premier terme prédomine et peut servir seul a donner une
bonne approximation du nombre de modes. Pour une salle de 100 m3, N = 13696 pour
f =1100 Hz et N = 10290 pour f = 1000 Hz. Le nombre de mode compris entre 1100 Hz
et 1000 Hz est de 3406 pour une salle de 100 m® et de 34060 pour une salle de 1000 m3.

Pour caractériser une salle on emploie souvent la notion de densité modale qui s’obtient
en dérivant la relation précédente

n=F=p+ 42 (4a)

En pratique, la densité modale peut s’exprimer par

n(f) ~ S (4b)
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et ce résultat établi pour une enceinte rectangulaire & parois rigides est peu influencé
par la forme de la salle et par des conditions aux limites différentes. La figure 4 montre
I’évolution du nombre de modes AN dans une bande de fréquence A f de 10 Hz en fonction
de la fréquence dans une salle de 3,05 x 4,57x 9,14 m (V = 127m3, § = 167 m? et L =
67 m), calculé & partir de 1’équation (4b) par AN = n(f) Af.

30

Band width 10 cps
20

10

Number of waves with frequency in band, aV

l|lrll|llll1llllﬁllllll]l‘[lII

o
\
¥

-

L 1

o
&)}
o

100 150 200
Frequency, v

Fig. 4 — Nombre de modes par bande de fréquence de 10 Hz pour une salle de
127 m® (d’aprés Morse et Ingard [3]).
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APPROCHE STATISTIQUE
DE L'ACOUSTIQUE DES SALLES
ET APPLICATIONS

1 MODELE DES SALLES DE SABINE

Les exemples du chapitre précédent montrent qu’avec I’accroissement de la fréquence,
le nombre de modes devient trés important et la description modale perd de son intérét.
La superposition des ventres et des nceuds conduit & un niveau de pression sensiblement
égal dans tout ’espace. On peut alors parler de champ diffus. Le champ diffus peut se
comprendre comme la superposition d’ondes planes que les multiples réflexions sur les
parois font se propager dans toutes les directions possibles (figure 1).

Ce concept de champ diffus va permettre de construire un modéle statistique d’acoustique
de salle, le modele de Sabine, qui prend en compte ’absorption du son par les parois. Le
niveau sonore dans une salle suffisamment réverbérante est la composition de deux champs
acoustiques

1) le champ direct produit par le rayonnement de la source,

2) le champ réverbéré produit par les réflexions succéssives sur les parois.

Champ direct

Il est décrit par les lois de propagation des ondes émises par une source. Pour une
source de petites dimensions, I'intensité dans la direction radiale peut se représenter a
partir de la puissance par une loi inversement proportionnelle au carré de la distance,
comme s’il s’agissait d’une source ponctuelle

Gh) _ W QO 0
poc  4mr?

Ip =

Dans cette relation W est la puissance acoustique de la source et § est son facteur de
directivité (voir {1) Ch.X et Annexe A).
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e —— -

D
VN %

Fig. 1 — Représentation schématique du concept de champ diffus tel qu’il est
utilisé ici.

!

Champ réverbéré

Le champ réverbéré est un champ diffus. En régime permanent il se crée un équilibre
entre ’énergie Eg apportée au champ réverbéré par la source et ’énergie E4 absorbée par
les parois

Es = Ey4.

Aprés une premiére réflexion, la partie dEs de I’énergie W dt qui n’est pas absorbée s’ajoute
au champ réverbéré
dEs = (1 - @)W dt. (2)

Le volume de la salle se comporte comme un réservoir d’énergie E. La figure 2 illustre le
modéle énergétique considéré dont le bilan (la relation de conservation) s’exprime par la
relation suivante

dE = dEs — dE4. (3)

Soit une petite quantité d’énergie diffuse AE & laquelle correspond un petit volume
AV. Cette petite quantité d’énergie est transportée a travers le champ diffus a la vitesse
c. Chaque fois que le petit élément de volume AV va rencontrer une paroi, il cédera une
fraction @ de son énergie. En une seconde, ’onde rencontrera N fois les parois et perdra
N aAE quantité d’énergie. Le nombre de fois ou I’élément de volume AV va rencontrer
une paroi dépend de la distance qui sépare deux réflections. On introduit donc ici une
notion statistique de libre parcours moyen £ entre deux réflexions pour une salle donnée,
ce qui permet d’exprimer la quantité d’énergie perdue par seconde par ’élément AV par

aA€E.

S0
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w > T AV 4 5

dEs = (1 — a)W dt dE, = f(a,E)

Fig. 2 — Modéle énergétique considéré dans ’analyse.

Le modéle de Sabine passe du processus discontinu que nous avons décrit & un processus
continu: chaque petit élément de volume AV va perdre statistiquement la méme qugtité
d’énergie pendant le méme laps de temps et la perte d’énergie par absorption sur les parois
pour I’ensemble des éléments d’énergie AE contenus dans le volume de la salle s’obtient
en remplagant AE par E dans ’expression précédente

dE, = %azdt. (4)

Le comportement du systéme de la figure 2 est décrit complétement par les équations (3),
(2) et (4) qui peuvent se synthétiser en une équation différentielle

dE ca
—_—t —F = - O . 5
R %)

Elle exprime I’énergie totale du champ réverbéré diffus en fonction du coefficient d’absorption
moyen & des parois, du libre parcours moyen dans la salle £ et de la puissance totale des
sources W. En général, il sera plus commode d’utiliser la densité d’énergie E (en J/m3)
plutot que I’énergie totale E de la salle employée dans ’analyse précédente

E£=FEV. (6)

Grandeurs acoustiques concernées par le modéle

L’équation (5) peut permettre d’observer des fluctuations dans le temps de la densité
d’énergie E qui soient compatibles avec la résolution temporelle du modéle. Celle-ci est
principalement une conséquence du passage d’un processus discontinu de perte d’énergie
a un processus moyen continu, ce qui se traduit par le lissage

1 T
N — dt.
Ex g / B
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E est la valeur de la densité d’énergie que peut décrire le modeéle, E(t) la valeur qui sera
effectivement observée dans la salle et T, la résolution temporelle caractéristique T, = ¢/c.

L’énergie totale est la somme de 1’énergie potentielle et de 1’énergie cinétique. La
superposition d’un grand nombre de modes permet de dire qu’en chaque point du volume,
les densités d’énergie cinétiques et potentielles sont égales. On peut donc estimer E a
partir de la seule densité d’énergie potentielle qui est plus facile & mesurer puisqu’elle est
proportionnelle a la pression quadratique

E= @ (7

{a) thy

Fig. 3 - (a) Superposition des ondes planes élémentaires constituant le champ

diffus, (b) Ondes élémentaires composant le champ incident sur la paroi (d’aprés
Pierce [2]).

Puissance incidente sur les parois et libre parcours moyen

Le champ réverbéré diffus, qui sert de base au modeéle de Sabine, considére la super-
position d’ondes planes se propageant dans toutes les directions, comme l'illustre la figure
3a. En un point de I’espace, l'intensité de chaque onde plane élémentaire est I; = ¢ E; fi;
(0 : vecteur unitaire). L’intensité résultante ), I; est nulle, bien que ), F; = E. Au
niveau d’une paroi, la moitié des ondes élémentaires sont incidentes sur un élément de
paroi AS. Le flux incident di A une onde plane élémentaire sur cet élément de paroi AS
est

Agp; =1, nAS =cFE; cosb; AS
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avec (f;- 1) = cos6; (i est le vecteur unitaire normal et §; 'angle d’incidence). Seules
les ondes élémentaires incidentes sont prises en compte, c’est & dire celles pour lesquelles
(@;- i) = cos@; > 0 (selon les notations de la figure 3). En considérant que tous les angles
0; sont équiprobables dans ’angle solide 27, la valeur moyenne du flux incident est

(A¢;) = c E;{cosb;) AS,

ou ’espérance mathématique de cos 8; s’écrit
w/2
(cos8;) = E[cosb;] = / cos 8 p(6) db,
0

avec p(#) = sin @ la densité de probabilité de rencontrer une onde incidente avec un angle
6 (voir figure 4). Ainsi

c E;

/2
cE,-(cosO,-):cE,'/ cosf sinf df = 2
()}

Il faut remarquer que les ondes qui arrivent sur la paroi (celles qui se propagent de gauche
a droite selon la figure 3b) ne représentent que la moitié de la contribution du champ diffus

ZE;:%, si ¢ esttel que (f;- A)> 0.

De ce fait, l'intensité du champ diffus incidente sur la parois est

¢k

=, ®)

Iinc =

p(8)

ds do

Fig. 4 - La densité de probabilité est proportionnelle aux surfaces dS(60)/S.
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Le libre parcours moyen qui entre dans ’équation (5) a été déterminé empiriquement
par Sabine a partir des dimensions des salles. Une démonstration utilisant 1’acoustique
géométrique lui a donné une base théorique (Kosten 1960). Ici on utilise la définition
énergétique et statistique de l'intensité incidente (8) pour exprimer la perte d’énergie
pour ’ensemble des parois de la salle

cEas$S
4

dEs = a lin. Sdt = dt.

Cette équation, confrontée & la relation (4) ot £ = E'V permet d’exprimer le libre parcours
moyen par

— 4V
= —. 9
{== (9)

Solutions du modéle de Sabine

L’expression (9) du libre parcours moyen permet d’écrire 1’équation (5) sous la forme
d’une équation différentielle dont la variable est la densité d’énergie £

dE c¢Sa
Va T2

E =(1-a&)W. (10)

On considére deux solutions:

1) Cas ol la puissance de la source demeure constante,
Le régime est permanent et dE/dt = 0. L’équation (10) conduit &

4W
= —=(1-a).

cal ( )
Plutét qu’a la densité d’énergie, on s’intéressera i la pression quadratique moyenne du
champ diffus, ce qui s’exprime d’aprés 1’équation (7) par (p%)/poc = ¢ E, soit

(PR) _ AW . _4W 11
poc_&S(l a) R. ( )

R est souvent désigné comme la constante de salle R = @ S/(1 — @) et & est le coefficient
d’absoption moyen de la salle dont la surface totale des parois est S

2u085% (12)

a =

avec a; le coefficient d’absorption d’un élément de surface S;. Dans les salles réverbérantes,
ou & est faible, on adopte pour la constante de salle I’approximation

R265=Za,’55.

La pression quadratique 3 une distance r de la source sera la somme du champ direct (Eq.
1) et du champ diffus (Eq. 11)

(%) _ {¥h) | (PR) _ w9l

4. (13a)
Poc Poc Poc 4rr? " R
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On rencontre souvent cette formule exprimée en niveau de pression et de puissance acous-
tique

Lp=Lw+10bd%g%+%] [endB], (13b)

ou L, = 20 log(pess/po) est le niveau de pression avec p.ss = /(p?) la pression
efficace (ou RMS) et pp = 2 10° Pa,la pression de référence,

Lw = 10 log(W/W),) est le niveau de puissance acoustique avec Wy = 10712 W

(= 1 pW) la puissance de référence.

La figure 5 montre la loi de décroissance du niveau de pression en fonction de la
distance 3 la source:

- pres de la source, le premier terme domine et le niveau de pression décroit comme
en champ libre, c’est & dire de 6 dB par doublement de la distance,

- a une certaine distance de la source, le second terme représentant le champ diffus
est prépondérant et le niveau reste constant.

Lp champ libre champ diffus

10Iog%

60 dB

| | _
r ar log r

Fig. 5 — Niveau de pression dans un champ diffus en fonction de la distance a la
source.

2) Cas ol la source cesse d’émettre brusquement.
Apres le temps to (figure 6), la densité d’énergie du champ diffus obéit a I’équation
différentielle (10) sans son second membre

dE cSa&
Va2

E =0,

dont la solution est £ = Ej exp[— %15‘%1 (t—t0)], avec Ej la condition initiale correspondant
a ’état stable.
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T
60 dB
RS

Fig. 6 — Décroissance de la densité d’énergie dans le champ diffus aprés arrét de
la source a ty: (a) échelle linéaire; (b) échelle logarithmique pour la définition du
temps de réverbération (L, niveau de pression en dB).

On définit le temps de réverbération Tr (ou Tgo ou RT) comme le temps nécessaire
4 P’énergie du champ diffus pour décroitre de 60 dB (soit 1 millionietme = 10~%). Donc

cSa
4V

_ cSa
10°¢ = exp[— TR] = —6 = —(loge) v Tr,

d’ou le temps de réverbération

Fae 2V
R= (loge)c aS’

En effectuant le calcul des constantes, on obtient ’expression habituellement désignée sous
le nom de “formule de Sabine”
0,16V
Tr= "¢, (14)
as

qui relie le temps de réverbération au volume de la salle, & la surface totale de ses parois
et a leur coefficient d’absorption moyen & On désigne souvent @ § = A comme l’aire
d’absorption, c’est a dire la surface équivalente d’un matériau parfaitement absorbant
(une définition imagée consiste & dire que ’aire d’absoption A est équivalente & la surface

de fenétres ouvertes dans une salle parfaitement réverbérante !).

Cette formule est valable dans la limite du respect des hypotheéses du modéle:
- répartition homogene de I’absorption pour que la notion de coefficient d’absorption
moyen ait un sens,
- régularité de la forme du local pour que le libre parcours moyen puisse s’exprimer
par ’équation (9).

146



Vibrations — Acoustique 2 Il — Acoustique modale et statistique

oz

Pistol

2 TEMPS DE REVERBERATION ET ABSORPTION

Mesure du temps de réverbération

La mesure du temps de réverbération est utilisée pour caractériser une salle. Elle est
également associée & d’autres mesures acoustiques pour déterminer le coefficient d’absorption
des matériaux, la transparence acoustique des parois, la puissance acoustique des sources.
La méthode employée est basée sur la rapidité de décroissance du niveau sonore apres
arrét de la source. La méthode la plus précise consiste & utiliser une source de bruit large
bande électronique. Le niveau de pression est mesuré avec un microphone. Il existe des
appareils spécifiques qui déterminent directement le Tr ou bien, on utilise un enregistreur
sur papier. Avec une échelle logarithmique des niveaux, la courbe de décroissance est une
droite et le T se détermine aisément a partir de sa pente. Pour des mesures de précision
dans des salles réverbérantes on utilise des enregistrements par tiers d’octave. Une autre
méthode, employée principalement sur site, utilise le bruit impulsionnel d’un pistolet (fig-
ure 7). L’inconvénient de cette technique réside dans le spectre limité du signal, et on

opere généralement par bande d’octave.

Sound Level Meter

and Octave Analyser 00ppOoOoODDDOOCOUOOOO0

Bruel & Kjaer]
“Paper speed 30 mm/sec —————]
50 dB Potentiometer

Level Recorder ———————AT = 062 sec.

/1IN
|
L

1 b
o X
. e L { 1 X
v & i & 1‘ F j‘
. . 1 A { Jr &
e~ e F——% Ey
b ) . A N
- . e —
~ = 250 Hz 500 Hz%
L — A}

Fig. 7 — Mesure du temps de réverbération par technique impulsionnelle (d’aprés

Ginn [3]).

On recommande généralement que le niveau initial de la source soit supérieur de
40 dB au bruit de fond ambiant dans chaque bande de fréquence. La meilleure position
de la source (surtout pour les petites salles) est dans un coin. Si une seule position du
microphone peut suffire pour une salle de petite dimension, il faut réaliser des mesures en

plusieurs emplacements pour une grande salle, car le Tg peut fluctuer assez sensiblement.
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Détermination de l'aire d’absorption

Le temps de réverbération est utilisé pour caractériser la contribution apportée par
une salle & ’ambiance sonore. Pour les auditoriums, I’expérience i permis de définir
un temps de réverbération optimal en fonction de leur utilisation et qui varie un peu
prés comme la racin%ﬁmvolume. Les Tr de la figure 8 doivent étre considérés comme
une tendance. De bonnes salles peuvent s’écarter sensiblement des valeurs indiquées car
d’autres caractéristiques sont tout aussi importantes, comme la géométrie, les réflexions
latérales (effet d’espace) et d’autres phénomeénes liés a la psycho-acoustique.

Temps de reverbération
en secondes

A

24 3
2.2 < - .
2,0 T 1: orgue, audition directe,

' ; 42 2 : musique symphonique.
1,8 A .

T ’eg’._ +=3 3. orgue, enregistrement,
v / L~ 4: opéra, audition directe,
-l = . .

he g P L = 5: jazz et chambre, direct,
12 - _— - -~ 6 . .

10 1= = ___? 6: paro}e. dlrect: t L

, = ?—4 TrEO=2 7: parg’e: enregistrement,
0.8 — =3 = = 8 : variétés, enregistrement.
0.6 ,—t‘—c e —_—’—-
0.4 =il . - =t = +IT

. —'ﬁ' ==

0.2 il __Volume

> 3
50 10 200 500 1000 2000 5000 10000 en m

Fig. 8 — Temps de réverbération des salles (auditoriums) en fonction de leur vol-
ume et de leur utilisation (d’aprés Lamoral [4]).

11 est admit également que les temps de réverbération en basse fréquence doivent étre
un peu plus importants que dans la partie haute du spectre (1,5 fois environ). Le Tr joue
un roéle dans 1’équilibre spectral d’une salle et sa variation dans le domaine fréquentiel
peut donc dépendre de la destination de la salle, comme l'indique la figure 9.

Si le temps de réverbération ne correspond pas a la valeur souhaitée, on sera amené
a modifier Iaire d’absoption initiale du local A9 = @y S. Cependant, des écarts sont
constatés entre les résultats expérimentaux et 1'utilisation de la formule de Sabine (Eq.
14) quand les salles deviennent plus absorbantes. Ce désaccord devient évident quand
a = 1: dans ’Eq. (14), le temps de réverbération n’est pas nul. On a donc été conduit a
utiliser une relation plus générale: la formule de Norris-Eyring
0,16V
Tr=T3 In(l1-a)’
Cette équation vérifie bien la condition limite: Tp — 0 quand @ — 1. Considérant le
développement —In(1 — @) = a + %&2 + %5:3 + ... dont la formule de Sabine n’utilise que
le premier terme, la formule d’Eyring * devra étre employée quand @ > 0,4. A partir de
(15), le coefficient d’absorption correspond au temps de réverbération sera
0,16 V)
C STR /)’

* Pour mémoire, il faut citer la formule de Mellington, ot —S In(1 — &) est remplacée

(15)

a) = l-exp(

par 3, —S; In(1 — @;) qui est parfois employée quand les coefficients des matériaux sont trés
différents.
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Fig. 9 — Evolution du temps de réverbération en fonction de la fréquence selon
la destination de la salle (d’aprés Lamoral [4]).

et Iaire d’absoption & ajouter sera AA = Ag — 4 = S(@p — ay).

Les principales catégories d’absorbants utilisables sont:

o les panneaux fléchissants: ils possédent une absorption sélective dans la gamme des

basses fréquences (< 500 Hz). L’absorption est maximale & la fréquence de résonance

(figure 10)
60

—_— 16
T (16)

fr~

M,: masse du panneau par unité de surface (kg/m?)
d: distance du panneau au mur rigide (m)

755772777

d

Vibration
M s Non-Perforated
Panel (Membrane)

Fig. 10 — Absorption par panneaux fléchissants.
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. résonateurs d’Helmholtz et les panneaux perforés: ils possédent une absorption

sélective dans la gamme des fréquences moyennes. La fréquence de résonance est
(voir silencieux)

c S
fo= =3 (17)
S: section du col (m?)
I': longueur du col corrigée (m)
V: volume de la cavité du résonateur (m3)

L’utilisation des résonateurs d’Helmholtz se fait souvent sous la forme de panneaux per-

forés (figure 11) dont la distance au mur et la densité des perforations conduiront a un
volume équivalent de cavité.

++
+4 4
o+

ra2r

Fig. 11 - Différents types de panneaux perforés agissant comme des résonateurs
d’Helmholtz (d’aprés Lienard et Frangois [5]).

e les matériaux poreux (laines de verre, laines minérales): ils agissent surtout dans les

moyennes et hautes fréquences. Leur éfficacité dans les basses fréquences dépend
beaucoup de leur montage et de leur épaisseur (figure 12).

100

901+ 1" - 25.4 mm Felt l
2"~ 508 mm - | o ”
80+4-3" - 762 mm - _ V.
4 —1wiemm - S/ ¥ /
70157 = 1270 mm - '/ /
6" — 1524 mm - / /
60 £/ /
s // :/ ncident
= 50
240 v
L 2 Sound
>
30 e \Reﬂelmled
20 1// Porous Material 1]
) L L
0 T T
40 50 100 200 500 1000 2000 Hz 5000 10 000

Fig. 12 — Absorption d’un matériau poreux en fonction de son épaisseur.
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Une autre technique est employée pour déterminer ’aire d’absorption d’une salle:
dans les régions ot le champ diffus est prépondérant, la relation (13) montre que la pression
dépend de la puissance acoustique de la source et de ’aire d’absorption de la salle

(p’) _ (PR) _ 4W
poc  poc R

En utilisant une source sonore de référence dont le niveau de puissance acoustique L est
connu, on obtient

10log A= Lw — L, + 6. (18)

f,, est le niveau moyen de pression obtenu & partir de mesures L,; en plusieurs points
(z={1,..,N})

N
L,= 1010g[%r— Z 10L#:/10] [en dB]. (19)
i=1

L’augmentation de ’absorption n’est pas la solution & tous les problémes d’acoustique des
locaux. Dans un atelier par exemple, en traitant les parois pour passer d’une constante de
salle R = 500 & une constante R = 2000, on gagne 6 dB dans le champ diffus & 10 m de la
source. Cependant, au poste de travail, prés de la source le niveau n’a pratiquement pas
diminué, comme le montre les graphs de la figure 13. Dans un rayon de 3 m, la diminution
ne dépasse pas 2 dB. Il faudra avoir recours a d’autre méthodes pour agir sur le champ
direct (capotage, écran) ou sur les premiéres réflexions (traitement des parois proches,
utilisation de baffles suspendus ...).

‘“} Vp-t,, = 3 Ve=s os |
o
Ny 1
- \\b\ e
- F \\E\ : 1°
3 . ‘& \\ :’o
: \\i PP
" L: \\\ —~— ] 5
N N E '
/5 C \ ::\: N :m
E Alair /)lrc_)\\,\.\.L w0
2 [ N \\¥ ]
: \i\ . Jo00
25 - \\ \\ _:_ oo -
E Niveau de bruil en espace clos \\‘i ) bted
Jo | Lp=turrotey (4_%‘_. + 5‘7) N . 4 sor0
¥ \ N
35 Lo I A l; l il nl 1 I I ' I 1 i " i \I 141 m >
q 45 1 2 3 45 10 20 s0 100
L7

Fig. 13 — Le traitement du local n’est pas une solution pour la réduction du
niveau sonore dans le champ direct des sources (d’aprés Lienard et Frangois [5].
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ANNEXE A

Silencieux dissipatifs

Prise en compte de la dissipation

Pertes par insertion

Modéle de matériau dissipatif

Modéles empiriques d'atténuation dans des conduits traités
Modele paramétrique de Kuntz et Hoover

Perte par propagation normalisée

Méthode approchée de Mechel

Réaction locale et réaction étendue
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PRISE EN COMPTE DE LA DISSIPATION

Constante de propagation complexe I'=0 + jk

X, X,
En considérant I'onde incidente seule
p(x)=A, e " =A, e e

Perte par propagation: perte de transmission sur une
longueur unitaire (1m)  x, = x, +1

S |p(x )’

D, =10log
S |P(x2 )|2

=10log ¢>**>7) = 8,69 ¢ = 8,89 Re{I'}

[dB/m]

PRISE EN COMPTE DE LA DISSIPATION

Un effet dissipatif est souvent accompagné d’'un effet réactif :
exemple d’un silencieux dissipatif de longeur L raccordé a des
conduits d’entrée et de sortie de méme section

L

] L
T

D,l D, D =L, +D,l+L,
-
[dB]
L
I D, endB/m
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QUANTIFICATION DE L’ATTENUATION

Perte par insertion

S | WTI

(a)

©)

Systéeme —I
silencieux —l WTz

(b)

D; = IOIOg& = LWSANS - LWAVEC
WT2

MODELE DE MATERIAU DISSIPATIF

matériaux poreux, laines minérales ou mousses polymeéres
structure (squelette)
+
fluide (porosité 90 a 98%)

Dissipation thermique

Dissipation viscoélastique
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MODELE DE MATERIAU DISSIPATIF

Modeles de fluide équivalent Modele poroélastique
l] (théorie de Biot)
le plus simple : modele de Delaney et Bazley
Pof

dépend d’une seule variable X =——
r

avec [ résistance spécifique au passage de I'air [Ns/m#]

Impédance caractéristique complexe du matériau
Z,=Z,(1+0.0571 X ™ — j0.087 X ™)

Constante de propagation complexe
K, =k, (1+0.0978 X ™ — j0.189 X )

MODELE DE MATERIAU DISSIPATIF

Epaisseur d de matériau sur une surface rigide

Impédance normalisée de la surface

\
= ;—“ coth([,d)

0

Zy=pyc H
d

et le coefficient d’absorption en

Incidence normale

_ A4Reff}
|£]" +2Refé}+1 r_"d

résistance normalisée au passage de l'air Z
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Modéles empiriques

P périmetre traité

S section libre

Sabine D, = 1.05§ 14 [dB/m]

Piening p,=15Ca [dB/m]
S

Parkinson =~ p = 2.84?10};10(1 - ) [dB/m]

Modéles empiriques

Modele proposé Kuntz et Hoover (1987)

ASHRAE (American Society of Heating, Air Conditioning, and Refrigerating Engineers)

asymptote basse fréquence (125-800 Hz)

_El dl.()X (zh)().S() f(1.17+K2pL)
bas S K p2.3

3 L

DI

asymptote haute fréquence (800 Hz a 10 kHz)

f(Ki—l.ﬁl log;o (0.001 P/S)

D

1

l‘haul

P
=—min(/,3
S min({.3) W2 (2h)*

! L L 0 L L L I ==

T T TTT

01.32

Attenuation, dB

o

T TTTTTT

R

K 10—18.60
4

Y T T T O O Y B B |
125 250 500

2h
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Modele de Kuntz et Hoover (1987) 2

INSERTION LOSS (dB)

Modéles empiriques

IOcl]llllllllllllllll

Manufacturer No. 2
'x2'x10' Duct

e I" 15 1b/#3
52" 15 1b/t3
A" 3 /a3
v 2" 3b/d

N

10"}

d=0.026 m - p=24 kgim®
d=0.048 m - p=27 kgim®
d=0.023 m-p=58 kgim®
d =0.050 m - p =48 kg:m®

0

| +
125 250 500 Ik 2k 4k
FREQUENCY (Hz)

1
8k

10" .
10° 10 10
frequence [Hz]

Modéles empiriques

Modele de Kuntz et Hoover (1987)

2h w

K

1=1.5m, 2h=032m, W=05m

ron O A

e T )

fré quence [Hz]
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Modéles empiriques
la perte par propagation peut s’écrire sous la forme

P

DaZEDh [dB/m]
h
ﬁh% %‘Zh%_ —! e
! RE
: h . |
| |
i A
|
pP_1 pP_1 £ 1 P11
S h S h S h S h W
D
~Yh
D, =—
h

Perte par propagation normalisée

Théorie modale pour les conduits dissipatifs pour la propagation
entre deux plans paralléles d’impédance Z  distants de 2h.

2h ] I'=jK
pley.)=Ae™ glk,y)e = Ae™ glk,y)e’™
Relation de dispersion

2
kZ:K2+k§=[£j +k;=k; -T* =  I=kl -k’
71 y =K
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Perte par propagation normalisée

deux plans paralléles d’impédance Z

u, (xth )= —1 Ip(x, y.1)
2h $ Zk |,

Zy = pyc

en faisant une hypotheése de matériaux a réaction locale, on
aboutit a une équation transcendante complexe

k,h tan(k, )= jkh%

w

La solution k,h permet d’exprimer Th= (kyh)2 —(k h)

D, =8.69 Re{l'} D, =8.69Reflh}=h D,

Perte par propagation normalisée

deux plans paralléles d’impédance Z
2h ]

Une des premiéeres études due a Morse (1939) a montré que le
mode plan était le moins atténué

@]
S
T

(1,1) wave

Attenuation parameter Ty,
o
N

[e]

Frequency parameter, {1/ X}
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Perte par propagation normalisée

U R ——
T T —
///\\ et ~.
72\ 4 L RN i
I\ ! VAN
o W sl s W\
- AN ’ 7 “\\y
N / AN
VA \ r \\\‘
o | B
Wil - B N B
o - I : EI—
5 d’apres Vér
curn Ryl I
é no T 2h.
4 1 1
5 g 227 %:55
8 a [35]2 = |}
2 5 [5]5
= 3
2
o
s
g 2
c
S
B
4
< 2 A
0
0.01 . 1 10
2h/A

Méthode approchée

Meéthode approchée de résolution proposée par Mechel

JE tanE = jU

A
k,h tan(k h) = Jkh 2
Solutions
Eq. A
Ee (2.74-j0.52) jU

2.88—j0.55+ jU
Eq. B

E,=

35

Dh en fonction de th - d/h=0.75 - r=6.0

3

25

D, [dB]

— eq. AMechel /

— eq. B Mechel \
\

x données Mechel \

A

(78.94— j5.43)+ jU (3447 - j2.2)+ [ 10’

16.1- jL11+2,U

10" 10'
fh [KHzcm]

J = \/(6203 — j857)+ jU (2887.3— j372)+ (jU )’ (867.4— j130)
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Méthode approchée
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ANNEXE B

Traitement acoustique par encoffrement des sources de bruit

Introduction

L'efficacité d'un capot

Comportement acoustique d'un encoffrement

Modele simple pour la prévision des performances d'un capot
Modele monodimensionnel de Jackson

Bibliographie

Introduction

Un encoffrement (ou capotage) est une enveloppe qui enferme la source sonore (machine)
totalement ou partiellement, et dont la fonction attendue est de réduire le rayonnement
acoustique. On distingue :

= le capotage complet : il recouvre enticrement la machine, mais peut présenter des
ouvertures pour la commande ou 1'aération. La réduction du bruit est assurée de manicre
globale.

= e capotage intégré : c'est un encoffrement acoustique fermé qui est monté directement sur
le bati de la machine. Compact, il épouse les formes de la machine.

= le capotage partiel : il est seulement mis en ceuvre sur les parties bruyantes de la machine
quand celles-ci sont nettement séparées. C'est une protection acoustique de type écran qui
est rarement suffisante pour obtenir une amélioration treés importante.

L'efficacité d'un capot

L'efficacité d'un encoffrement est liée a l'atténuation du bruit qu'il apporte. Elle se définit par la perte
par insertion qui est la différence entre la puissance acoustique de la source sans capot et la puissance
acoustique de la source capotée :

D=L, sans — L, avec [dB]

Sans avec

m® _[me|
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Les parois de l'encoffrement constituent une barriere au bruit aérien rayonné par la source, mais il ne
faut pas oublier que c'est 'ensemble des chemins de transmission qui doit étre maitrisé afin
d'optimiser les performances :

= Ja propagation a travers les parois : assure l'isolement acoustique. L'indice d'affaiblissement
acoustique en est la caractéristique principale.

= ]'étanchéité : elle doit étre assurée au niveau des assemblages et des ouvertures fonctionnelles par
des joints, des silencieux, des chicanes, etc....

= ]a propagation solidienne : les attaches du capot sur la source, les éléments de machine solidaires
du capot ou le traversant doivent étre isolés sur le plan vibratoire. Il est indispensable de
désolidariser le capotage de toute source d'excitation, que ce soit la machine ou le sol.

Comportement acoustique d'un encoffrement

C'est l'indice d'affaiblissement acoustique global des parois qui va avoir une influence prépondérante
sur la valeur des pertes par insertion. Mais la transparence acoustique n'est pas le seul phénomene
concerné : le confinement créé par le capot autour de la source aura tendance a accroitre le niveau de
sonore a l'intérieur et a augmenter le bruit transmis. Pour cette raison, il est souvent nécessaire de
disposer un matériau absorbant sur la face interne des parois.

L'indice d'affaiblissement global des panneaux R =log 1/ 7 est obtenu en considérant l'indice

d'affaiblissement en champ diffus de chaque paroi en tenant compte des ouvertures éventuelles. Le
facteur de transmission en champ diffus est

7=10"%"

Pour définir un modele qui nous permette de prédire simplement I'efficacité d'un capotage de machine,
on considere
= Je rayonnement direct de la source dont une partie de la puissance est transmise par les panneaux

(W,,) , une autre dissipée par les matériaux absorbants disposés sur la face interne et une
troisieme partie réfléchie (W, ).

= Jeffet de réverbération qui dépend de l'absorption totale (parois + source) sous le capot. La
puissance incidente sur les parois (W) créée par le champ diffus est en partie transmise vers

l'extérieur du capot (Wi ).

source Chemin direct
® = ||=
W.
o w, " W,
<p12?>:4WR + Puissance
champ pc A transmise
diffus Wig
interne ? = /
1 <pR>
Wine =Z
Po€

Chemin diffus
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Modé¢le simple pour la prévision des performances d'un capot

Le niveau de puissance de la source sans encoffrement est

w
L, sans = IOIOgW.

0

1) Rayonnement direct

La puissance acoustique incidente sur les parois correspond a la puissance de la source W. La
puissance transmise W, est proportionnelle au coefficient de transmission moyen des panneaux.
Puisqu'il s'agit d'un champ direct, les angles d'incidence des ondes sont proches de la normale et c'est
le coefficient de transmission en incidence normale 7,, qui est pris en compte

W, =Wrt,

Puisque l'indice d'affaiblissement acoustique en champ diffus R =10log1/z, qui est généralement la

N

valeur connue, est de 5 dB inférieur a l'indice d'affaiblissement en incidence normale
R, =10log1/z, (loi de masse)

7,=03167

2) Effet de la réverbération

Cest la puissance réfléchie par les parois W, apres absorption partielle due au matériau qui les
recouvre qui vient alimenter le champ réverbéré sous le capot

W, =W(-a&)

a est le coefficient d'absorption moyen a l'intérieur du capot. Pour connaitre le niveau de pression
acoustique du champ réverbéré < p; > / pc a lintérieur du capot (produit par les réflexions sur les

panneaux et les parois de la machine), le modele de Sabine est employé

pc A

A est l'aire d'absorption du volume intérieur qui correspond au produit du coefficient d'absorption
moyen ¢ par la surface totale intérieure S, (panneaux + source)

A=a §,

1
Le flux de puissance incident sur les parois dfi au champ réverbéré est

(Pe) o_ WS _wa-as
4pc A as,

1

W, .=

mc
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et la puissance transmise correspond a

3) Puissance totale transmise et perte par insertion

La puissance transmise totale est la somme des deux contributions : la puissance transmise
due au champ direct W, et celle due au champ réverbéré W,

W, =W,, +W, =Wr,+W, 7.

mc

Le rapport W, /W s'écrit alors

W -
L =7 (),3+1_0’£
W a S

i

et la perte par insertion

1 I—a@
D=10log~-=10log - — 10log| 03+ =% 5
W T S

T i

Cette formule, qui permet de calculer une efficacité globale du capot, est souvent donnée sous une
forme encore simplifiée, ou il est considéré que

- la surface intérieure S est équvalente a l'aire du capot S : S/S. =1,

- le coefficient d'absorption moyen ¢ est sensiblement inférieur a 1 pour que

a  _ 1
— =0 et — >>0,3.
l-a o

Ces approximations conduisent a la relation

D’=R+10logx

Le tableau suivant compare les pertes par insertion D et D" pour différentes valeurs de & et
en considérant que S/S§, =0.8.
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o D D’ D'-D
1 R+5 R -5
0.8 R+3 R-1 -4
0.6 R+0.8 R-22 -3
0.4 R-138 R-4 -22
0.2 R-55 R-17 -1.5
0.1 R-8.8 R-10 -1.2
0.05 R-12 R-13 -1

Les résultats ci-dessus permettent de faire les constatations suivantes :

a) le modele utilisé montre qu'un coefficient moyen & d'environ 0,6 est nécessaire pour
obtenir des performances équivalentes a l'indice d'affaiblissement moyen R des parois
qui composent le capot. Au-dela, un accroissement du coefficient & de 0,1 apportera
un gain d'environ 1 dB jusqu'a &« =1 (D=R+5 dB).

Cependant, cette rapidité d'accroissement des performances au-dessus de & =0,4 ne
correspond pas aux résultats expérimentaux de Fischer et Veres rapportés par Vér [Vér
1992, p.509] et représentés sur la figure 1.3

50

40 ST .
| \

30

IL, 4B

20

10

C"' | I I [ A N T N O S . B A |

250 500 1000 2000 4000 BGOO

FREGUENCY, Hz

Figure - Perte par insertion mesurée sur un encoffrement constitué de panneaux d'acier de
1,5 mm et de matériaux absorbants d'épaisseur variable.
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b) la formule simplifiée sous-évalue le modele d'autant plus sérieusement que a
s'approche de 1. Compte tenu des remarques faites juste au-dessus, il est souvent
considéré qu'elle corrige les exces du modele.

Figure - Structure typique d’un encoffrement : carcasse support, panneaux avec trappes de
visite, encoffrement monté sur socle avec ouvertures pour passages et aération.

Modeéle monodimensionnel de Jackson

Le modele couramment employé, basé sur la théorie statistique des salles (modele de Sabine) n'est pas
toujours bien adapté pour traiter les problemes de prédiction des performances acoustiques des
encoffrements. En effet,
e la géométrie des sources crée souvent des champs tres complexes dans les cavités
qui ne peuvent étre considérés comme des champs diffus,
e les dimensions des cavités ne sont pas suffisamment importantes (devant la
longueur d'onde) pour adopter un modele statistique,
e la source et le capot sont couplés par la cavité et I'impédance de rayonnement de la
source dépend de la distance source-capot et du comportement dynamique du
capot.

Devant toute les difficultés a créer un modele exact trop complexe, Jackson a proposé un modele
unidimensionnel qui reste simple et qui permette de mettre en évidence certains (mais pas tous) des
mécanismes mis en jeu [Jackson 1962][Jackson 1966][Byrne et al 1988]. Ce modele est bien adapté
aux cas ou les panneaux de 'encoffrement se trouvent a faible distance des parois de la machine. La
principale différence entre le modele et la réalité et que le capotage ajouté ne modifie pas les
vibrations de la source (mais seulement son impédance de rayonnement). Cette hypothese est
acceptable parce que I'impédance interne de la machine est généralement grande devant celle du
capotage [Fahy 1986].
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Figure 3.4 - Modele monodimensionnel de capotage.

Le modele utilisé est décrit par la figure 3.4. Entre la source et le capot, la pression peut se représenter
comme une onde quasi stationnaire

p=A e ™ +A. e, O<x<l
Au niveau de la source (x =0), la pression et la vitesse associée sont

A A

Po=Ar + Ag et uozﬁ E

La relation de continuité entre les vitesses acoustique et vibratoire permet d'écrire
Vo = Uy ,
ou v, est la vitesse vibratoire de la source. Dans la cavité, la pression qui agit sur le capot (x =1 ) est
p=A e M+ A, e,
et la vitesse particulaire associée correspond a la vitesse v, du capot

A Ap
vl e/kl_ R €jkl,

p.c p.c
L'impédance mécanique du panneau qui constitue le capot est représentée par
Z, = j[a)m - i) +r
! @

A cette impédance, on doit mettre en série I'impédance de rayonnement qui est ici supposée égale a
p,¢ (vibration d'un panneau infini rigide). Donc 1'impédance totale est

2, =2, + PoC,

et la relation qui décrit la dynamique du panneau est
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=z
En exprimant p, dans cette équation et en opérant des substitutions, on obtient

— — jkl ikl ikl
v =A e +A e —pcuye”,
=2 A, coskl — p,c u, ™.

On dispose également d'une seconde équation obtenue a partir de 1'équation de continuité des vitesses

pcvi=A e —A e+ pcu, e,
=—j2A, sinkl + p,c u, e™.

ce qui permet d'éliminer A,

Jkl

poctg €™ +2z, v _ pcug e = pev,
2 coskl 2 jsin ki ’

et, en remplagant u, par v, , d'obtenir

A/ 1
Yo coskl + j pZ' sin ki
C

o

On traduit la performance du capot par la perte par insertion D = IOIOg%, avec W, la puissance
1

acoustique rayonnée par la source en I'absence de capotage et W, la puissance acoustique rayonnée
par le capot. Comme les deux surfaces vibrantes sont chargées par I'impédance caractéristique p,¢ du
fluide, 'équation précédente se traduit par
2
[vo

D= 1010gW

A l'aide de l'expression du rapport v, / Vv, , 'équation précédente fournit les pertes par insertion

2 2
D= lOlog{[cos ki — sin ki “’m—_“‘/‘"} + sin’ kl[l + L} }
p”C poc

D’apres cette expression, la perte par insertion est minimale quand

Poe __ Pt
om—s/o, m@ -w?)

tank,[ =

ou a)§ = s/ m est la fréquence propre du panneau constituant le capot dans les conditions de montage.

Dans les basses fréquences, alors tan k[ =k [ et
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k l_ a)l _ pocwl
I 2 2
c muw, — o,
d’ou
poc’
o ="—+ o,
ml

A la raideur de la cavité p0C2 / [ vient s’ajouter la raideur mécanique du capot. A la fréquence de

2
D= IOIOg{kll(l + Lﬂ
Po€

2
= IOIOg(l +Lj 4 1010g(p—ol 4 kglzj
m

oC

résonance @, (k,[<<1)

Si kg [* <<1 et Pol / m <1, comme c’est généralement le cas, le second terme est négatif. Ainsi,
pour éviter que les performances se dégradent (dans les basses fréquences) autour de la fréquence de
résonance @, , le capot doit présenter une raideur importante, un amortissement important et une

faible masse. L’impédance mécanique du capot n’est significative que si elle est sensiblement plus
importante que celle de la cavité
2
Po¢

s:w§m>T

Pour augmenter D a @, , il est possible d’augmenter la profondeur [ de la cavité.
Dans les hautes fréquences, les minima de L, apparaissent quand

tankl = p,c/(om — s/ )
En posant tan kl = @ et en utilisant les relations

_sin®kl _ sin’kl o’

tan’ Kl =———=—"" = @*(I-sin>kl)=sin’kl = sin>kl=——
cos” kl 1—sin” ki l+a

la perte par insertion peut s’exprimer par

2
D=10loga’ —10log(l + &)+ lOlog(l + Lj .
Po€

Comme ces résonances sont bien supérieures a la résonance du capot dans le vide

P
wm
et
2
D= 201og(ﬂJ “10log| 1+ (p‘)c} + 2010g(1+LJ
wm wm £,C
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qui peut étre négatif (les fréquences de ces minima sont trés proches de celles pour lesquelles

sinkl =0).

Le modele utilisé ici est basé sur une simplification de la source et du capot. Il fournit cependant de
résultats donnant les grandes tendances de comportement des systemes plus complexes. Par rapport
aux constatations qui ont été faites, on a pu remarquer que les performances sont augmentées par
I’ajout de matériaux absorbants a I’intérieur du capot, et dégradées si le capot n’est pas désolidarisé de
la source (montage souple).

0" prdej

o TRRNNNG SR NUE SN S O 5 & NONUNSN SO UU WS W W1 1L |

6 dBloct.: ©
30| i o

10+

E g "
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10’ 10 10° 10"

fréquence [Hz]

Figure 3.5 - Perte par insertion calculée a I'aide du modele de Jackson.

La Figure 3.5 représente la perte par insertion d’un capot en acier de 2 mm placé a 0.1 m d’une surface
vibrante

m=15.6kg/m*, [=0.1m, f, =80Hz, f, =92.4 Hz
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IV - INTRODUCTION AU RAYONNEMENT ACOUSTIQUE

1. SOURCES VIBROACOUSTIQUES ELEMENTAIRES

2. RAYONNEMENT ACOUSTIQUE DES SOURCES PLANES
3. PISTON CIRCULAIRE
4. RAYONNEMENT MODALE DES PLAQUES

5. REPRESENTATION INTEGRALE 3D

0208

175



IV — Rayonnement acoustique Vibrations — Acoustique 2

176



Vibrations — Acoustique 2 IV — Rayonnement acoustique

1 - SOURCES VIBROACOUTIQUES ELEMENTAIRES

1.1. Relation fondamentale de la vibroacoustique

Un grand nombre de sources acoustiques sont constituée par des structures vibrantes. Il est
important de connaitre les relations entre champ vibratoire et champ acoustique rayonné, qu'il
s'agisse d'améliorer ce transfert pour les sources désirables (haut-parleurs, instruments de
musique ...) ou qu'il s'agisse de la réduire pour les sources indésirable ("bruiteurs"
industriels).

L'étude des relations entre structures vibrantes et champ acoustique rayonné est souvent
désigné par le terme vibroacoustique. Ces relations dépendent de la géométrie des sources et
de la longueur d'onde acoustique.

Le premier principe appliqué pour caractériser le rayonnement d'un corps vibrant est:

Pour un fluide parfait non visqueux comme l'air, il y a continuité entre les composantes
normales de la vitesse vibratoire et de la vitesse particulaire acoustique

a v, =u,(r,)
I.0
. -1 9
f brant soit v, =— &P
surface vibrante Jpock on|,_,

Attention : cette relation s'applique seulement entre les composantes normales. En général
v#u(r,)

Dans le milieu fluide, I'équation de propagation des ondes doit étre satisfaite

1.2. Piston plan infini

Un piston plan infini est animé d'un mouvement vibratoire uniforme v(t)=v,e’®. Par la

relation continuité des vitesses vibratoire et acoustique (normales), ce mouvement va produire
une onde plane acoustique de pression

px,)=Ae/™ k==
c
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et de vitesse particulaire

ej(wf—kX)

Po€

u (x,t)=

=>

Vo =

La relation de contituité des vitesses a la surface du piston conduit a

u (0,t)=v,e’™
Donc en posant x =0 dans 1'équation de u (x,?), on identifie le coefficient A
A= pyev,

d'ou l'expression de la pression acoustique rayonnée

J(@—kx)

p(x,t) = p,cv,e

La puissance acoustique rayonnée par unité de surface est W =S I avec S =1m”. L'intensité
acoustique dans la direction normale est indépendante de la distance

1o A
I.(x)= 2Re{pux}— e
doti
|"0|2

2

W=SI_=p,c-i-s (S =1m?)

1.3. Sphere pulsante

=>

C'est une sphere de rayon a dont chaque point de v,
I'enveloppe vibre en phase. Il est évident que la

pression acoustique rayonnée correspond a la

solution de l'équation d'onde en coordonnés

sphériques. Si la vitesse vibratoire est harmonique -
(v(t) =v,e’™), clest 'équation de Helmholtz qui

est considérée
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Vip+kip=0, &k _
c
Comme a—p et a—p sont nuls, V? p se conduit a
00 J¢
d’p 20p
Vip(r,0,0)=——+=2
P( ?) or’ ror
et la solution est de la forme
j(ar—kr)
p(r,t)=A , (rayonnement monopole)

A7ty

La vitesse particulaire se calcule a partir de cette relation

I op_ A [l_lj
jpo.ck or  p,c  4mr kr

u,(r,t)=-—

(la composante tangentielle est nulle).
Quand r=a, il y a continuité entre la vitesse vibratoire v,e’® et la vitesse particulaire

u (a,t)

_ A i@ ;
voe'™ =u (a,t)=—5 1--L
poc  4nr kr

Cette équation permet d'exprimer I'amplitude A dans I'équation de la pression en fonction de
Vo
_ Az ap,cvye’
1—j/ka

ol bien en multipliant numérateur et dénominateur pat jka

Jka
47 ap,cv,e

A= jka -
1+ jka

Expression de la pression

ka®(ka + j) e o

)=
p(l" ) pOCVO 1+(ka)2 r

Intensité acoustique: composante uniquement dans la direction radiale
2 2

A 1+ k| 1A

poc 167°r? 32p,cm’r?

1,(r) =%Re{puf}= %Re

PG
— -

source monopolaire.
2p,¢

On vérifie que 1, (r)=
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Puissance acoustique: W = SI(r)

S =4mr?* est la surface de la sphere de rayon r . La puissance acoustique est invariante avec
la distance r .

On choisit r=a et S, =47 est la surface de la sphere pulsante

dra*|p(a :
W =dm?1 (@ =Pl
2p,c
soit
B 27rp0ck2a4|v0|2
1+ (ka)?
Remarque:

2
|"0|

¢ En haute fréquences, quand ka >>1, W =4z’ p,c . La puissance acoustique est

. < . . . . 2
proportionnelle a la vitesse vibratoire quadratique |v0|
2
0
i

e En basse fréquences, quand ka << 1,W =4’ p,c (ka)’. La puissance acoustique

est en plus proportionnelle au facteur (ka)”, c'est a dire qu'a vitesse vibratoire

constante, elle va décroitre comme le carrée de la fréquence. C'est pour rendre compte
de ces modifications de puissance rayonnée que 1'on définit le "facteur de
rayonnement".

e En définissant le débit de volume de la sphere pulsante par Q =S,v, =47ma’v,, la
pression acoustique s'écrit

- jka e
(r,0)=jap,Q e’
P TP ke
si a — 0, on retrouve le champ de pression d'une source monopolaire ponctuelle.
j@r—kr)

p(r,0) = jap,0—
47y
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Facteur de rayonnement

Définition : grandeur sans dimension

Puissance rayonnée par unité de surface w
o = pourune structure vibrante quelconque _ So
- 5 2 5 - 2
Puissance rayonnée par le piston plan e |v0|
infini de vitesse vibratoire équivalent e o 9

Dans le cas ou la vitesse n’est pas constante sur S, c’est
la vitesse quadratique moyenne qui est considérée

Lo e o
) S—OILOT"S—WHX

0

Facteur de rayonnement
Notation générale
W W

Poc J’J‘SO Vn(;0)|2 s ) PoC SO<V5 eff >So

Le facteur de rayonnement s’exprime aussi en dB
L, =10logo
Pour une vitesse uniforme W

v, ()’
2

Pc Sy

Pistoninfini o=1 ou L, =0dB
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Facteur de rayonnement de la sphere pulsante

W

2
v | 2r poc a’lv,[*
2

p()c S()

Basses fréquences :  ka <<1 = o = (ka)’

Hautes fréquences : ka>>1 = o =1

(ka)®

o=—F—
1+ (ka)®

1 : : 0
I
c ® 5l-3dB
[dB]
05— ] -10
|
! -15 6 dBloct
|
0 ‘ 204
0 2 4 8 8 =
ka

10

Facteur de rayonnement de la sphere pulsante

[dB]

ka=1 = ﬂazi
2

6 dB/oct

L’efficacité de rayonnement optimal ‘ Ta
est atteint quand la dimension de la

sphére correspond un peu prés a la ,
demi-longueur d’onde acoustique i

(SR
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Onde de flexion dans une plaque infinie

onde plane
coustique r
k, <o
9
Y
v(x,1) .
X onde de flexion
Onde de flexion avec un front d’'onde plan
On suppose qu’une onde plane est rayonnée avec un
angle d'incidence €
5
Onde de flexion dans une plaque infinie
onde plane
coustique
onde de flexion
_ 7jkfx
0 v(x)=vye
y B (x) = v,
o Ph
/\M kf =—= \/54 —
c, D

f

La célérité dépend de
la fréquence

X v(x,1)

Onde plane acoustique  p(x, y) = A e /Y
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Onde de flexion dans une plaque infinie

onde plane , )
. L’onde plane acoustique
coustique mrT—
plx,y)=Ae "7
doit vérifier 'équation
0 d’onde
y =~ 82 az
W\/ axf-’-ayf-i-kzp:o
X V(X,t)
il faut que k* =k; +k; k, =k cos 6
6/ k
(relation de dispersion)
k,=ksing
Onde de flexion dans une plaque infinie
Onde plane acoustique
Pl y) = A etk
Vitesse particulaire
y 9
-1 ap _ ky A e—jk‘xe—.fkvy

¢ v(x,1)
Continuité des vitessesen y =0 u, (x,0) =v(x)
:}k_}i e—jkxx:v e—jkfx :>kx :kf k

k p,c 0 A= pyev, .

y

cad. |k =k>—k;
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Pression rayonnée par une plaque infinie

Pression acoustique

y 9 rayonnée
X V(x,t)

—jkpx —jaK2—k%y
p(x,y) = p,cv, > ze e !
_kf

PoC VY, o e—jkwllf(kf/k)Z y

J1- (&, 1K) .

Pression rayonnée par une plaque infinie

Pression acoustique rayonnée

2 2
—k;
/négatif A/ positif
[0
donc L= donc
=k | Ledo kP -k
est imaginaire pur est réel
évanescent propagatif
k=k,
(;) @ 10
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Onde propagative rayonnée par une plaque infinie

Au-dessus de la fréquence critique

k>k, 0>o,

/ front d'onde
B 5 5 R plan

ky =,/k" - kf 0 g

puisque k, =k =k sin@

donc
k),=1/k2—k; =kcos@ 1

f
Onde plane propagative avec une direction &
p(x’ y) — poc Vo e—jkfxe—jkycosﬂ ﬂff > ﬂf
cos @

11

Onde propagative rayonnée par une plaque infinie

Au-dessus de la fréquence critique

k<k

/lf</l

k, =i —k2 ==1 [k -k /}/

puisque vV—1=—j |lf—\

donc
k, ==l & 2,

fj(*j\ky\)y — e*\ky\y

; W<o,

, —jk,,
Onde plane évanescente ¢ /" =¢

ijC VO e—jkfxeﬂ k}—k2 y

p(x,y) =
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Onde de flexion dans une plaque infinie

Direction of Wave

exp(i jk:z):exp(i.lk} —-k° z) exp(i jkzz):exp& j,lk2 —k? z): exp(i Jk cos 6’)

Onde évanescente Onde propagative
13

Intensité acoustique pour une plague infinie

T

Onde évanescente Onde propagative

C’est l'intensité d’'une onde plane dans la direction de propagation

_ 1 _ e nf
2p,c 2 cos’ @

2
= In=1y=|I|cos9=&&

|I| 2 cosé@
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Intensité acoustique pour une plaque infinie

Onde évanescente Onde propagative

8

On calcule la vitesse particulaire
u = -1 al _ J (kf k) e—jkf)c e k5—k>y

Y jpyck ox (kk )2
L !

k
i al:,, e VKK 15
Jjpoc k oy ‘

My

Intensité acoustique pour une plague infinie

| |
Onde évanescente Onde propagative
a

‘ 2

. :
1, = LRefpu}= pe L (k, ! Q)i I, :%Re{pu;}:%Re AL ‘:" e
2 2 (k k
[ij —1 (f) -1
k k

La composante normale 1, =1, est nulle : pas d’énergie rayonnée

721,k§7k2y -0
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Facteur de rayonnement pour une plaque infinie

Onde évanescente Onde propagative

‘ 2

—_

v
W=SI =pcS—— = o=——7
w y =P 2cos & cos @

2
“’0‘

p()CST

W=SIy=0 = 0=0

y s . , , . 7
pas d’énergie rayonnée en dessous de la fréquence crlthué

Rayonnement acoustique des sources planes

Si la distribution de la vitesse vibratoire est quelconque
sur la surface, on ne peut faire aucune hypothése sur la
forme du champ rayonné.

Solution de Rayleigh (1896) : le champ rayonné est créé
par une distribution de sources élémentaires ponctuelles
disposées sur le plan S,

Amplitude du débit proportionnelle

aux vitesses vibratoires
18
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Facteur de rayonnement pour une plaque infinie

pulsation critique k =k,

KK =0,/

A
2
\' D Eh?

Au-dessus de la fréquence critique

= = f
2
cost k, k¥ —k; l—k‘f o= 1_%
k2
0 k; >k

1 k__ k 1 1 b <k

Facteur de rayonnement pour une plaque infinie

7 :i [12ph(1-v?) _ @ [p12(1-v?)
2 En’ 27 h E
O 2mm \ &

6kHz | 12kHz S

Excitation 9 kHz
N N NSNS

épaisseur 2 mm épaisseur 1 mm

20
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Facteur de rayonnement pour une plaque infinie

Pl +[ [+

E++

[BESREEANNE S

V4]0 [+] 0|+ 0]+

s

+
g
g
H

+|1

L+

+ |||+

1+

21

Facteur de rayonnement pour une plaque

V e—jkfx
=

/_\_/\/\/

Vcoskfx

= &=
T T~ ~ T T~ __—

Vcosk, x H(x)

=> &=

=~
-
>~
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Facteur de rayonnement pour une plaque

|
infinie

v

@2 (k,) ,

4
N

Radiating wavenumber
components

/

w increasing

Facteur de rayonnement pour une plaque

infinie
—k, k, —k, k,
K. K,

@ /c

=+ =+

finie | p

\ : ;’N

— |

|
\ 1 i /B \
ﬁﬂzx N

pria K
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Puissance rayonnée par une plaque rectangulaire

quatre bords simplement supportés

Modes de coin

Modes de bord

y-component of wave number vector

Surface
modes

Comer rad
AT-T+
BRI
+ |-+ -
Plate mode -+ -]+
o B y) + -+ -
-+ |-+
+] -1+
P
3)
3
=
[=]
E Corner
et modes
: A
| Edge modes Edge radiator
x-component of wave number vector : :
= *
— +
Y -
Modes de bord ==
¥ z

Facteur de rayonnement approché pour une
plaque rectangulaire

Formule de Maidanik

2r(A, /a) g (@) +2(1+ )4, /a)g, (), </
o= aj 2, (1+1/«/7), f=f
U-£./F)", f>1.

rapport dimensions  longueur d’onde critique

r=alb A =clf.

ou les deux fonctions sont définies par

4 1-2a°

_— 0.5
g (@)=17" 4 ’(—)l—az f<05f,
0 F>05F,
az

fréquence critique

f.=(/2m) ph/D

)\, l+a
| (-a )1n1_a

Ax? (1 ) )3/2

+2x

gz(a):

:f/fc 26
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Facteur de rayonnement approché pour une
plaque rectangulaire

Formule de Maidanik

5.0 T T T T T T T
1.0+
05
g
s Maidanik
]
£ 01 4
§ o005 - .
g8 |  s--<
g =777 N Muler et al
oot} /- N
VRN
0.005f . Ver and Holmer 1
°w1 1 1 1 1 1 1 ]
10 30 60 100 300 600 1000 3000
frequency (Hz)

27

Méthode simplifiée de Miiller et al

Facteur de rayonnement pour une plaque finie
L

o
0
a
1,5 Ei_]_3/0ct
2l b
10log—=
og S
6dBloct. —————— g
=
25f.|8S
2
ﬂczi fC_C_ ph P=2(a+b) S=ab
1. 2z \ D
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Facteur de rayonnement pour une plaque finie

1 oct
i

10log—
g S

25 f.|8S }

Influence de I'épaisseur h, =2h,

29

Facteur de rayonnement pour une plaque finie

2

1010gi

2

A
10log —=
g2

¢ [P f.
25f.|8S

Influence de la surface S, =25,

30
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Facteur de rayonnement

excitation mécaniques / excitation acoustique

45}
R
N e
[} v —

g 51 ___:»/"/a /
2 (a} S '//
i \a/ ~ -
£ .0 AN
§ ;o
K] /
E J/ 1.cm-thick steel plate

151 o

\(h) ///
~o
] ] L ! L
100 200 400 800 1600 3150

Third-octave band centre frequency {Hz)

(daprés Macadam, 1976)

31

Radiation Index 10 109, @

Facteur de rayonnement plaques raidies

s
ol
] I
Bk ¥
f a0
-10F 16/
HERAN T S P R
st (a) Unstiffened (b} Simply stiffened  (c) Cross-wise stiffe:
b
o—o Unstiffened
-25 #—« Simply stiffened
#-—-a Crosswise stiffened
b
fc {plate)
100 200 500 1000 2000 5000 10,000

1/3 octave band centre frequency (Hz)

32
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Rayonnement acoustique des sources planes

La source élémentaire est une sphére pulsante

—Jjk(r—a)

w0 e
P p(r) ==
SN 1+ jka 4rr

A ﬂa/ 7, Symetrie du
T rayonnement
Débit de masse Q = p,S v, =4p,wra’v,
Quand le rayon est plus petit . o
que la longueur d’onde p(n)=joQ ATy

33

Rayonnement acoustique des sources planes

— jkr

Pression rayonnée p(r)=jo Q
4rr

o L pyv, ds

2 2 povn

Champ de pression produit par la source élémentaire
efjkr
dp(r)= jw ——dS
p(r) = jop,v, r p(r)

et sur la totalité de la surface

— jkR

p(r)=j2—“’£°jjzvn(ro) s
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Rayonnement acoustique des sources planes

Les différences de parcours entre deux points du plan
produit des interférences ()

Champ lointain

Champ proche

p(r)

35

Rayonnement acoustique des sources planes

La pression est approchée en champ lointain

= R est paralléle & r e
Champ lointain

= [a différence de distance est

r,-r
—_0
—r,cosé =
r
si r>>r, alors
r,-r 1 1
R=|r—r|=r-=2 et —=—
r R r
—jkR — jkr
e ~€ Jkrgx/r
- . 36
R r
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Rayonnement acoustique des sources planes

Deuxieme intégrale de Rayleigh

—jkr ‘ p(r)
p(r) = jop, € ” v (r,)e’™"""dS Champ lointain
27tr I

Le terme exp(jkr, -/ r) = exp(jkr, cos&) = exp(jkr, sin 0)
représente l'influence des phases

relatives de chaque point qui sont

a l'origine des interférences :

elles dépendent de &
V"(I‘(,)dS r, 0

37

DIRECTIVITE DES SOURCES ETENDUES

Piston circulaire

Exemple de calcul utilisant I'intégrale de Rayleigh

— jkr
e Ji

p(l‘) ~ pro jj;vn(ro)ejkrg~r/rd5

27r

Le point r est repéré
Champ lointain  P&r des coordonnées
sphériques (6,9)

L’élément de surface
vibrante dS est repéré
par les coordonnées
polaires (ro, )

p r,-r
évaluer le terme *—
r 38
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Piston circulaire

Exemple de calcul utilisant I'intégrale de Rayleigh

— jkr
e Ji

p() = jop,——|[ v,@)e""ds

27r

Champ lointain r = (rsin@cos @, rsin Gsin @, r cos 0)
r > P(r)

r, = (r, cos @, 1, sin @, 0)

y
TZ,Z I'h_ 1, sin @(cos @ cos @ + sin @sin @) = 1 sin @ cos(@ — @)
Xz r W
L’intégrale du champ de pression devient
e_jkr a 27w
— 7 s Jkrysin @ cos y
p(r,e,) = jwp,v, Do _([ J(;e 1, dy dr, N

Piston circulaire

. , 0 e—jkr 1 jkr, sin 6 cos
Calcul de l'intégrale p(r,0) = jop,v, _[ _[e”‘“ oV dy dr,
2y
Champ lointain
r = P(r) 1 or
0 Par définition  J,(x) =—— [e**Vdy
< 27[ 0
d'ou
efjkr a
s p(r,6,9,0) = jopyvy—— [ 1, (kn,sin 0) rydr,
r 0
Par définition I,UJO(,u)d,u =ul ()
et avec le changement de variable g =kr,sin8
a kasin@ 1 kasin® 7, (kasin®)
3, (kry sin@r,dy, =—— | J,(ypdy=——— = 2 Y
!0( BSOS = e sinG) ! oM = e siney’ [”Jl(”)]o “ " kasiné
200
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Pression rayonnée en champ lointain par le
piston circulaire

ka* e [ 27 (kasin @)
,0)=j — L
p(r,0) = jp,c v, ) [ asind

r

Champ lointain
r

- P(r)
4 ,
Le terme 2%i(kasing) _21,()
kasin @ X
représente la directivité du piston
s en champ lointain
1 : . : :
21, 0
05 X 2010g2]1(x)
-10 X
0 T EE -20
05 ‘ - X 30 ‘ - X
0 5 10 15 0 5 10 15

Intensité rayonnée en champ lointain par le
piston circulaire

ka* e [ 27 (kasin @)
79 =] o !
P 0) = Jpucvo == [ i @

Le diagramme de rayonnement dépend aussi de ka
c.a.d. de la dimension du piston devant la longueur d’onde

. o,
Quand ka <1 ,alors 21ikasing) . (kasin®)
kasin @ 8

Rayonnement omnidirectionnel dans les basses fréquence

Intensité acoustique radiale

1,(r,0)

_|p@ro)’ s, C|v0|2 ka [ZJl(ka sin 9)}2
2p,c¢ 2 47| kasin® 0
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Directivité du piston circulaire
G p(r 0 | k% 2J1(kasin9)}2
T 2p,¢ 2 48| kasin@
\f/ —1<sin@d<+1 alors —ka<kasin@<+ka
]
0.5
O L L L
-10 -5 0 5 10
% kasin 6 v ”
ka —ka
Directivité du piston circulaire
gw _ “vo‘z k*a* 2J1(kasin6’)}2
i =2 1,(r6)= poc, 4r2|: ka'sin @
: [ADNEA
) 4
ka a 2
@ )
S %=2a = ka:E
A \Ezzie:;zs“
. a 0.003 at 90 14
(c) ()
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Pression dans 'axe du piston circulaire

Dans ce cas I'approximation en champ lointain n’est plus
utilisable et I'intégrale suivante doit étre calculée

— jkR

P(r)zjg)—ﬁoﬂzvn(ro) ¢

Le résultat traduit les interférence présentent dans le

champ proche d’une source étendue
45

Facteur de rayonnement du piston circulaire

/4

2
Vn(ro)‘ — S,=ra’

p()c S() 2

La puissance acoustique rayonnée par le piston se calcule en intégrant

la composante radiale de l'intensité acoustique sur une demi-sphéere de

rayon r située dans le champ lointain
V2

s

W= ”Q 1,(r)ds = T jl,(r,e)ﬂ sin 0dOdp = 27rr2j1r(r,9) sin 6d6

0 0 0

2 z '
C“’O‘ ,mz(ka)zj 27J,(kasin 6)
2 2 4L kasin@

2
} sin@doé

B 2Jl(2ka)}

2
=p,c—7rma |1
P 2 { 2ka

46
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Facteur de rayonnement du piston circulaire

oo 20i(2ka)
2ka
O L, [dB]
15 -
6 dB/oct
05 ] -10
0 -20
0 5 10 10" 10° 10’
ka ka

Basses fréquences :  ka <<1 = o = (ka)’

Hautes fréquences : ka>1 = o=1 4

Méthodes intégrales pour le calcul du rayonnement

= Utilisation de la méthode de Rayleigh pour les plaques
rectangulaires bafflées (Walace 1972)

= Utilisation du principe de Huyghens et de I'intégrale de Kichhoff
pour les vibreurs de forme quelconque

48
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Rayonnement modal des plaques p(r)

Plaque rectangulaire bafflée (simplement supportées) Champ lointain

Vitesse vibratoire correspondant a un mode

baffle plan infini
et rigide

Utilisation de I'intégrale de Rayleigh pour
calculer la pression en champ lointain

g eV jkeyx/r
p) = jop, [ v e ras

Rayonnement modal des plaques

Plaque rectangulaire bafflée w

Gnln = 1
2 pOCII
s

v, (2,7, 0)| dS

vitesse du mode (m,n)

vmn ('x’ y’ a)) = ja)wmn ('x’ y’ a)) = ja)Amn (a)) ¢mn (X, y)

propriété des déformées modales (othogonalité)

f j v, (@,x, )" dS = & f j A, (@9, (x, )| dS = @*|A,, (@)

/xy/ y 3 Facteur de rayonnement pour le mode (m,n)
L X
y

w

A, (@) 50

=- =
2 Poc@

mn
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Rayonnement modal des plaques

Calcul de la puissance acoustique : intégrale de la pression quadratique
Fuaa medun 450 sur un hémisphére en champ lointain

27 HZ‘p(r 9 ¢),(0)‘

W(w) =
0 2p,c

r’sin 0d@de

Sy a—

Pour une plaque simplement supportée
Wallace (1972) obtient

Vocuum 20

ek _1\m , jkLy sinfcosp _ —1" /kL‘siné’sinw_l
Pr0.9) == p, —2mn [LL A, (v y){ D7 : }[ e

(kL, sin@cos 9)* — (m7x)” || (KL, sinOsin ¢)* — (n7)*

Facteur de rayonnement pour le mode (m,n)

C64k*L,L P kL, sin@cos /2) {5 ML, sinBsinp/2)
v - .[ .[ (kL

2
in6dod
n ( 2o’ sin@cos ¢/m)* ~1][(kL, sinOsin p/mm)* —11] sin ?

Facteur de rayonnement modal

plague rectangulaire simplement supportée

il
| T
1 1 | . '@ L
—] i
/ !
10’ 10" g
=ttt mn vila m.n 7
11 112 711
/// / L1 >
10?] — 108 Z,IZ%
o, = 1,3 17 o, = 7
1054— 3 / / — 109 /
: II‘ VA lrlr
/
//
12 d
104 19 : mn
230 7 7~ 12,12
1/ 2 e
b ! nu —
2.2 .
/{ T / /7L74 1 L1
16° 0.1 I 10° 0.

Wallace (1972)
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Influence des conditions aux limites
résultats par mode

————— encastrée

RADIATION  EFFICIENCY

—— simplement supportée

acier
0.55m x 0.45m
(r=1.2),
épaisseur 1 mm,
fréquence critique 12 kHz

RADIATION EFFICIENCY

Le facteur de rayonnement d’'une plaque
encastrée est pratiquement le double de

celui d’'une plague simplement supportée
Berry, Guyader, Nicolas, JASA 1 990>

RADIATION EFFIC ENCY

Influence des conditions aux limites

résultats globaux
acier
a} 0.55mx0.45m
(r=1.2),

épaisseur 1 mm,

fréquence critique 12 kHz

amortissement 1%

RADIATION EFFICIENCY

Force ponctuelle au centre

108 I sl
10 00 1000 10000
FREQUENCY (Hz)
————— encastrée A
—— simplement supportée P
: aor]
Berry, Guyader, Nicolas, JASA 1990 X s oo o

FREQUENCY (Hz)
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a8

SOUND POWER LEVEL (Ret iG'2w)

SOUND POWER LEVEL (Rel 0w} as

Influence des conditions aux limites
Plaque libre partiellement encastrée

Py acier
o | 0.55m x 0.45m
i (r=1.2),
] épaisseur 1 mm,
' fréquence critique 12 kHz
40—
N amortissement 1%
° mFREQll(MCVIH!I o oo
" E - Force ponctuelle au centre
case | l L case | B | case 2 T
100 T [ ol

g
i

60—

a0

20

I o 100 ”'I!IOU T ;I'OO 55

R Berry, Guyader, Nicolas, JASA 1990

Radiation efficiency (dB)

Plaque simplement supportée

Influence du baffle

N\
i
|
| 25
I
|
o
\ s
h 3
&
i 3 50
| q =
! 5
| 5
! Aluminium plate in the air =
] Simply supported 5 ] Aluminium plate in the air
| a=0.63 m & M Free boundary conditions
L b=0.53 m a=0.63 m
! h=1.6 mm ! =053 m
Air density: 1.197 kg/m® h=1.6 mm N
I Celerity of sound: 343.2 m/s I Air density: 1.197 kg/m
— Baffled plate o o ot forcs sl Baffled plate Celerity of sound: 343.2 mis |
75 F — —Non-baffled plate J — —Non-baffled plate Non centered point force
| | . L
250 500 250 500
Frequency (Hz) Frequency (Hz)

—— bafflee

————— non bafflée

Atalla, Nicolas, Gauthier JASA 1 8596
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Radiation Index 10 log,q &

Facteur de rayonnement
excitation mécaniques / excitation acoustique

o—o Unstiffened

#—% Simply stiffened
#—-a Crosswise stiffened
fe (plate)
L " s . L
100 200 500 1000 2000 6000 10
1/3 octave band centre frequency (Hz}
o
&
¥
1 400

3 416 20
i T =

Radiation Index 10 log,o @

+
{a) Unstiffened (b) Simply stiffened  (c) Cross-wise stiffened

10
sk
! e
20 ©—o Unstiffened Configuration
w—x Simply stiffened | a3 in Fig, 90
%5 &—aCrosswise stiffened
304
35 ! L L 1 L L )
100 200 500 1000 2000 5000 10,000
1/3 octave band centre frequency (Hz)

(daprés von Venzke) 57

Extension de cette approche

Cette approche peut étre étendue pour des géométries particulieres

o e

a»

58
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Formulation générale
du probléme de rayonnement

Un probléme de rayonnement peut se représenter par

V2p(r)+k*p(r)= —f(r) dans Q

conditionsaux limites sur la surface X

A

y f(r) terme de sources

Le champ de pression rayonné peut étre obtenu principalement par
deux méthodes :

= |la méthode modale : les fonctions propres de I'opérateur (V2 + kz)

= |]a méthode intégrale (basée sur les fonction de Green)

59

Conditions aux limites

Deux types de conditions aux limites sont utilisées sur X

plr,)=0 =Z(r,)=0, Dirichlethomogéne

° \‘: M =0 =Z (ro) =oo, Neumann homogene
p(r)! on
¥ :
’ 5 plr,) - Z(x, )apa(’:o) =0, mixtehomogene
DI

D’autres conditions aux limites dites inhomogénes pourront se rencontrer.
Par exemple adp(r,)/on = B

L'utilisation des formules de Green pour résoudre ce probléme, impose un
milieu fermé par une enveloppe : pour le probléme extérieur, une condition
aux limites a l'infini est utilisée

condition de Sommerfeld lim RB—Z + jkp} =0
R—o0
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Généralisation avec les fonctions de Green

Une solution consiste a rechercher une solution en utilisant des

fonction de Green :
{V G(r|r )+k G(r|r ) S(r-r,)

conditionsaux limites sur la surface X

la solution peut s’exprimer comme la somme
de 3 composantes de pression

p=p,+tp,+p,
HI f r|r dQ
intégrale de
I I ,(x,) Glelr, ) = Rayleigh

J.J. BG I'|I'0 a5

61

Généralisation avec les fonctions de Green

L'utilisation de la formule de Green m GV*9—¢V’G)dQ = H( f—¢ )

permet de donner une représentation mtegrale a 'aide de fonction Green
en espace infini

{Vzg(r|r0)+ kzg(r|r0 ) = _5(1' - 1'0)

pas de conditionsaux limites autre que Sommerfeld

—jkR

glrr,)=

4R

Cette solution qui permet de représenter le rayonnement d’'une source
quelconque est I’équation de Kirchhoff

62
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Intégrale de Kirchhoff

Représentation de la pression pour un probléme extérieur

e {1, s, sl )+ ple 20 s

)

on,
pas de source dans le domaine
n L —JjkR
o plr) e’
rr, )= (R) =
gltlr,)=¢ R
s,

1, quand r est extérieur a S,
h(r) opérateur de découpage h(r)= % quand restsur S, (r =r,

0 quand r est intérieur a S,

Principe de Huyghens

Permet d’expliquer I'intégrale de Kirchhoff comme la contribution de
sources secondaires élémentaires

):,” {]apo Va ro) (R)+ p(n,)%}ds
stR)= 4;: a%(nR) jkg(R)El - kR]cos(n R)
=|r—r,|
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Cas particuliers

Si on ne choisit pas a priori la fonction de Green en espace infini, une
technique permet de calculer une fonction de Green

G=g+X
g est lafonction de Green en espace infini (ne vérifie que les conditions de
Sommerfeld)

X est une autre fonction qui permet de)vérifier les autres conditions du
probléme : elle est souvent construite par la méthode des images

Exemple de la source ponctuelle placée a proximité d’un plan réfléchissant

o(r) X(R) > g(R)
(R)
Ag et %» =0 sur S,
fi, on

X(R) V(ro) P(r): _[_LO Jjap,v, (ro ) G(R)dS = _[_LO Jap,v, (ro ) 2g(R)dS

Approximations

Basses fréquences

Le terme dipolaire % = jkg(R)(l —k]chos(ﬁ, R) peut étre négligé

pe)=[] japyv, () g(R)ds

Hautes fréquences
On considére que I'impédance de rayonnement vaut p,c donc
p(l'o) =pPcV, (ro)

Pl [ jopy v, (5) g(R){H (1—]iejcos(ﬁ,R)}dS

Et en champ lointain:  1/kR — 0

ple)= [, jopy v,() g(R) [1+ cos(@, R)lds
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Solution de I'intégrale de Kirchhoff

Formulation de la pression sur la surface :  i(r,)=

1
2

(r,)

ag (I‘(; ‘ro )

on,

’

+ jop, Vn(ro)g(ro ro) ds

pley)=2vP[] | plr,)

vp j j valeur principale de l'intégrale singuliére
En remplacant l'intégrale par sa forme discreéte (éléments de surface)

P=DP+MV = ([I-DP=MV = P=(-D)'MV 4
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